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RESUMEN

Se estudia la solucidn de las ecuaciones que gobiernan la cir-
culacibén unidimensional de un fluido bifdsico en un medio poroso en
presencia de gradientes pronunciados y/o frentes abruptos utilizan-
do el método de muestreo estadistico a trozos y técnicas de diferen
cias finitas. Se extiende la solucidén para el caso de condiciones
de borde denominadas "efecto pared".

Los resultados obtenidos son satisfactorios. E1l método de mues
treo estadistico a trozos tiene la ventaja de resolver los gradien-
tes pronunciados y los frentes abruptos sin introducir disipacidn o
dispersidn numérica.

ABSTRACT

This paper deals with the solution of the one dimensional po-
rous media equations. The Random Choice Method and finite differ-
ence thechnics are used to compute saturation discontinuities.

The wall effect is introduced as a boundary condition. The re-
sults obtained are satisfactory.

The advantage of the Random Choice Method lies in its ability
to simulate discontinuities and in its lack of numerical dissipa
tion.
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1. INTRODUCCION

El desplazamiento de un fluido bifdsico en un medio poroso da
lugar a la presencia de frentes de propagacidn pronunciados por ejemplo
entre diferentes flufidos o entre regiones de flufdos con diferentes
concentraciones. Ain sin estar presentes inicilalmente estos frentes
pueden desarollarse en el tiempo como consecuencia del caracter no
lineal del proceso (ver por ejemplo Albright el al. [l]). En el caso
de que 1los efectos difusivos debidos a 1la presién capilar sean
despreclables los frentes pueden resultar muy pronunciados
transforméndose en abruptos (discontinuidades) en el caso 1lfmite de
presién capilar nula.

La presencia de frentes abruptos es un problema dificil de simular
cuando se utilizan los métodos clasicos de aproximacion tales como
diferencias finitas o elementos finitos. Esto se debe a que en
presencia de discontinuidades se violan las hipotesis basicas en las
que dichos metodos estan basados. Un remedio a este problema es la
introduccidén de viscosidad artificial (viscosidad numérica) que
previene la inestabilidad numérica.

En los wultimos anos se iniciaron estudios para tratar de evitar
estas dificultades utilizando una extensidn del Método de 1la Eleccidn
Aleatoria para 1la solucidén de problemas de desplazamiento de flufdos
inmiscibles en medios porosos. El Método de 1la Eleccién Aleatoria
consiste en 1la solucion local teorica de problemas de Riemann y
técnicas de muestreo estadistico. La ventaja de 1la wutilizacién del
mé€todo mencionado radica en su habilidad intrinseca para resolver
discontinuidades sin introducir viscosidad numerica y sin necesidad de
técnicas especiales para el tratamiento de las mismas.

La primera aplicacioh del Método de la Eleccidn Aleatoria a flujo
en medios porosos se debe a Concus y Proskurowski [8]. En dicho
trabajo se resuelve el problema del desplazamiento de wun flufdo
bifdsico inmiscible e incompresible con un frente abrupto. El modelo
consiste en despreciar los efectos de 1la gravedad y de la presidn
capilar obteniéndose en el caso de un flujo unidimensional una sola ley
de conservacion denominada ecuacién de Buckley-leverett (ver por
ejemplo Collins [7]). Posteriormente Albright et al. [3] resuelven
una ecuacién analoga a la de Buckley-Leverett para dos dimensiones
espaciales utilizando un m€todo de pasos fraccionarios. Albright vy
Concus [2] presentan el problema bidimensional completo consistente en
la resolucidn del sistema de ecuaciones que describen el desplazamiento
de un flufdo bifdsico inmiscible en ausencia de efectos de presién
capilar y de la gravedad. Luego Albright et al. [1] estudian 1la
solucién del desplazamiento de un fluifdo bifdsico inmiscible en una y
dos dimensiones espaclales teniendo en cuenta los efectos de 1la
gravedad y de la presion capilar.
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Paralelamente Glimm el al. [11] y [12] estudian el problema de 1la
inestabilidad de frentes con formacién de dedos en el caso de dos
dimensiones espaciales.

En este trabajo se estudian detalladamente los aspectos mds
" relevantes de la simulacién numérica del desplazamiento de fluidos
inmiscibles en medios porosos mediante el Método del Muestreo
Estadfstico a Trozos (en adelante mé&todo MET; este método difiere del
anterior solo en 1la técnica que se utiliza para efectuar el muestreo
estadistico) y se extiende uno de los modelos mencionados mds arriba
para condiciones de borde mds realistas teniendo en cuenta el "efecto
pared".

En base a lo expuesto precedentemente se clasifica a las
ecuaciones de los diferentes modelos que describen el desplazamiento de
fluidos bifdsicos inmiscibles en medios porosos en formas conservativas
y formas no conservativas. Las formas conservativas incluyen la
ecuacién de Buckley-Leverett y la ecuacion para el desplazamiento
teniendo en cuenta solamente el efecto gravitatorio. Las formas no
conservativas estdn constitufdas por la ecuacidn para el desplazamiento
cuando se toma en cuenta los efectos de la presion capilar (difusidn) o
la presencia de fuentes.  Como veremos mds adelante esta distincidn es
importante para el tratamiento numérico utilizando el método MET.

Este informe esta organizado de la siguiente manera: En la seccidn
2 se introducen los caracter{sticas principales de formas conservativas
y el procedimiento de calculo de las mismas por medio de la ecuacién
escalar homogénea de onda. Para ello se analizan diversas formas para
el término convectivo F(u)_. En particular se analiza el término
convectivo asociado a la ecuacion de Buckley-Leverett y se presentan
resultados numéricos wutilizando el método MET. En la seccidn 3 se
estudian las formas no conservativas y el procedimiento de c4lculo de
las mismas a través del andlisis de diversas formas de la ecuacidn
escalar inhomogénea de onda. Como caso particular se analiza 1la
ecuacion del desplazamiento de un fluido bifasico inmiscible en un
medio poroso. Finalmente se estudia el tratamiento numérico del
problema de borde denominado efecto pared.

2. LA ECUACION ESCALAR HOMOGENEA DE ONDA

Un ejemplo simple de una forma conservativa es la ecuacién escalar
homogénea de onda

u + F(u)y = 0 (2.1)
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donde F(u) es un flujo de densidad, u es un escalar, x es la coordenada
espacial y t es la coordenada temporal. Entonces

Flu), = 200 - 8D B8 e, (2.2)

Reemplazando la ecuacion (2.2) en (2.1) se tiene

u + F'(u)u, =0 (2.3)

La ecuacidén (2.1) se dice que esta escrita en forma conservativa (ver
por ejemplo Lax [15]). En ausencia de discontinuidades las expresiones
(2.1) y (2.3) son equivalentes.

El problema de Riemann asociado a la ecuacién (2.1) consiste en
uy para x < 0

u(x,0) = f(x) = (2.4)

up para x > 0

donde u; y up son los valores iniciales (constantes). Dado que u =
u(x,t) su diferencial total se escribe

du = % gx + Y g¢
ax at

o también

T T TmT (2.3)

Comparando las expresiones (2.5) y (2.3) se deduce que la ecuacion
(2.3) puede escribirse como



du dx
= i _— F’ 206
I 0 si T (u) ( )
La expresion (2.6) indica que u = cte a lo largo de curvas con

pendiente F’(u). Estas curvas son rectas dado que siendo u constante a
lo largo de ellas también debe serlo F'(u). Esta familia de lineas
rectas se denominan caracter{sticas. Dado que el patrén de
caracteristicas depende de F’(u) en lo que sigue nos concentraremos en
la informacion que puede ser obtenida de la funciodn F(u). Para ello
hemos de considerar diferentes formas para F(u) siguiendo a Chorin y
Marsden [5]. Supongamos que en la ecuacidn (2.1) F(u) esta dado por

F(u) = au, a = cte. >0 (2.7)

En las Figuras (2.1) y (2.2) se indican 1los valores iniciales
correspondientes al problema de Riemann (2.4) y el grafico de F(u),
respectivamente. Entonces F'(u) = a. En este caso particular se puede
ver f4cilmente que las discontinuidades se propagan a lo largo de las
caracter{sticas: la velocidad de propagacién de una discontinuidad esta
determinada por la condicidn de Rankine-Hugoniot (ver por ejemplo Lax
[15] o Chorin y Marsden [5]).

g = [F(u)] _ 3(uyug)

ra] T = a (2.8)

Es decir que para este caso particular la transicidn entre los valores

de u; y ug se efectua a lo largo de la curva de F(u) (como lo indica 1la
flecka en la figura (2.2)).

Supongamos ahora que F(u) es c6ncava hacia arriba. Entonces F’(u)
es creciente en el intervdlo u sup]l ¥ F"(u) > 0. Jeamos el
siguiente ejemplo asociado a la ecuacion (%

F(u) =u2/2 , F'(u) =u , F'(u) = 1 (2.9)

En las figuras (2.3) y (2.4) se indica el problema de Riemann asociado
y los graficos de F(u) y F’(u), respectivamente. De acuerdo a la
figura (2.4) F'(u;) > F'(ug) y de acuerdo a la ecuacidn (2.6)



F'(up) = (g§)L y F'(ug) = (g%)R (2.10)

En el plano x-t estas pendientes estian medidas a partir del eje
vertical, su representacion grdfica se ilustra en la figura (2.5). Por
ello al hacer el diagrama del patrdn de caracterfsticas en el plano
Xx=t, para el caso de up, > up (por ejemplo u; =1, ug = 0) se tiene el
grafico de la figura 2.6. La figura 2.6 nos muestra %a interseccion de
caracter{sticas que determinan 1la trayectoria de una onda de choque
cuya velocidad estd dada por las condiciones de Rankine~Hugoniot

g = [F(w] _ YLfUR _ 1
[uT 2 7

(2.11)

Entonces la transicion del estado izquierdo al estado derecho esta
representada por la 1fnea-recta en el diagrama F(u) - u de la figura
(2.7) donde la flecha indica el sentido. Esta claro que la secante ha
reemplazado a la curva entre los valores de Uy y uge. Supongamos ahora
que para la misma funcion F(u) los valores iniciales son tales que u; <
ug. Entonces F’(uy) < F’(ug) como se indica en la figura (2.8). De
acuerdo a lo discuti&o anteriormente el patrdén de caracter{sticas en el
plano x-t para este caso (por ejemplo u, =0, up = 1) se ilustra en 1la
figura (2.9). La figura 2.9 nos muestra que el estado izquierdo y el
derecho estdn conectados por una onda de rarefaccidn (indicada por el
abanico de caracterfsticas con pendientes comprendidas entre los
valores de F'(uL) y F'(uR)). La transicidn del estado izquierdo al
estado derecho se indica con una flecha en el diagrama F(u)-u en la
figura 2.8.

Supongamos ahora que F(u) es céncava hacia abajo. Entonces F’(u)
es decreciente y F'"(u) < O en el intervdlo u ¢ (u;,ug]l. Veamos el
siguiente ejemplo asociado a la ecuacién (2.1)

1

2/u3

F(u) = v&u , F’(u) =~§§-y F'(u) = - (2.12)

En la figura 2.10 se 1indica el problema de Riemann asociado y los
grdficos de F(u) y F’(u), respectivamente. Dado que uy < ug, F'(u) >
F'(uR) de modo que el patron de caracteristicas en el plano x-t para
este caso (por ejemplo u = Oy up = 1), se ilustra en la figura 2.11.
La figura 2.11 nos muestra 1la interseccién de caractertsticas que
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generan la onda de choque cuya velocidad esta dada para el ejemplo
propuesto por

S = [F(w)] _ F(ug) = F(up)

= 2 2.13
[u] uR - uL ( )

En la figura 2.10 se indica 1la transicion dal estado izquierdo al
derecho mediante la 1fnea recta con flecha. Nuevamente aqui la porcion
de la curva F(u) entre los valores de u; y ug ha sido reemplazada por
la secante. .

Supongamos, finalmente que para la misma F(u) de 1la expresién
(2.12) 1los valores iniciales son tales que u; > ug. Como se indica en
la figura (2.12) F’(u;) < F’(ug). El patron de caracter{sticas en el
plano x-t (por ejemplo para u =1yup= 0) presentado en la figura
2.13 nos muestra que el estado izquierdo y el derecho estan conectados
por una onda de rarefaccién. En el diagrama F(u) - u de la figura 2.12
se indica la transicidn up - Uy, por una flecha.

Como sintesis de 1los casos analizados podemos decir que la

transicion del estado u al estado up se efectua mediante una onda de
choque si para F(u) es

F'"(u) > 0, si yp > ug
(2.14)

F'"(u) <0, si u, <ug

Estas son las dos unicas posibilidades en que la transicién u - se
efectia a través de la secante que une los pares de puntos (uL, F%uL))
y (uR’ F(uR))-

Conviene a esta altura del desarrollo introducir el Méetodo de
Muestreo Estadfstico a Trozos o Metodo de la Eleccion Aleatoria
(tambien llamado Método de Glimm) que fue introducido por Glimm [9] ¥y
desarrollado por Chorin [4] para dinamica de gases y extendido a
Mecdnica de Flufdos por Marshall y Méndez [16]. Utilizaremos 1la

ecuacién escalar de onda (2.1) con F(u) = au, a = constante > 0 es
decir



u +au, =0 (2.15)

k1l Método MET construye la solucién a partir de un estado inicial
por medio de dos pasos fraccionarios de igual extensidén. Se describe
solamente el primer paso dado que el segundo es similar. En el
instante de tiempo t,=nkel método aproxima la solucién u(x,t_) por
una sucesion de estados constantes tal cual se ilustra en la ?igura
(2.14). Luego, wutilizando como valor inicial esa funcidn continua a
trozos, se construye la solucion tedrica de la ecuacidén (2.15), entre
ty=nk y tn+1/€ = (n+l/2)k ,superponiendo la soluciones locales de una
sucesion de problemas de Riemann, uno para cada punto x; = ih (h: paso
espacial, k: paso temporal). Un problema de Riemann para la ecuacidn
(2.5) es un problema de valores iniciales de la forma

Ve tav, = 0 (2.16)

para t > t , con

uj para x < (i+1/2)h
v(x,tn) = (2.17)

u?+1para x > (i+1/2)h

En general, si un+1 # u] existe una discontinuidad en los valores
iniciales (2.17} en x = (i+1/2)h, que se propaga con velocidad dx/dt =
1/a. La superposicidn de las soluciones de los problemas de Riemann
correspondientes a cada nodo puede 1llevarse a cabo siempre que las
discontinuidades no interactuen entre sf. Para esto es necesario que
se cumpla la condicion de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)

o =
S
|~

(2.18)

La construccién de la solucidn numérica para t = (n+l/2)k, es decir, la
determinacién de los valores de u a ser asignados a cada nodo, se
realiza por medio de un muestreo estadistico dentro de cada intervdlo
espacial [ih, (i+l1)h]. Este consiste en lo siguiente: si v(x,t) es 1la
solucion de las ecuaciones (2.12)-(2.18) entonces



n+l/2

(P 2.19

donde P; es el punto de coordenados [(i+1/2 + 1/2 9i+1 2)h, (n+l1/2)k],
siendo 6 + un numero generado al azar en el {ntervélo [-1,1].
Mediante un procedimiento idéntico se avanza la solucién desde t 2
hasta t +15 €l proceso se repite para valores crecientes del tiempo %un
analisis éetallado del método MET y su justificacién tedrica se puede
encontrar en Chorin y Marsden [5] o en Marshall y Méndez {16]). E1
éxito del método MET radica en la obtencién de la solucidn local del
problema de Riemann en forma eficiente. Una vez obtenida la solucion
del problema de Riemann se efectia el muestreo estadistfco de 1la
solucién para obtener al nuevo valor de la funcion u . La experiencia
indica que el procedimiento de muestreo casi-aleatorio y
equidistribuido de Van der Corput propuesto por Collella [6] es el mds
favorable para ser utilizado en la implementacién del método MET. El

nimero enésimo a, en la secuencia de muestreo de Van der Corput es

a, = z iy 2‘(k+1) (2.20)

donde la expansidn binaria para n es

n= 71 2% (2.21)

Un estudio detallado de esta serie se encuentra en el trabajo
mencionado mids arriba.

A continuacién se presenta la solucidn de la ecuacidn escalar de
onda (2.1)-(2.9) wutilizando el método MET y la generacién de nGmeros
casi-aleatorios de Van der Corput. En la figura 2.15 se muestran los
resultados obtenidos cuando u, = 0 Yy up = 1. De acuerdo a lo analizado
en la figura (2.9) estas cond}ciones niciales generan una onda de
rarefaccion la que se puede observar en la figura 2.15 para dos tiempos
diferentes. Se puede demostrar (ver Collella [6]) que la utilizacidn
de la serie de Van der Corput produce perfiles con minima dispersidn.

Vamos a considerar ahora el caso en que para la ecuacidn (2.1)
F(u) posee un punto de inflexidn; veamos el siguiente ejemplo para F(u)
asociado 2 la ecuaci6én (2.1) y llamado ecuacién de Buckley-Leverett
(ver por ejemplo Peaceman [17] o Concus y Proskurowski [8])
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u2
F(u) = —— — | u e [0,1] (2.22)
u2+a(1—u)2
F'(u) = , a=1/2 (2.23)
[u2+a(1-u)2]2

Supongamos que F(u) posee un solo punto de inflexidn uy , que F'(u) >0
y que F(u) tiene un méximo en u = uy. En la figura 2.16 se ilustra 1la
forma de F(u) vy su derivada. Veremos a continuacioh como es posible
descomponer la F(u) dada en dos zonas tales que se reduzcan a los casos
de curvas cdéncavas hacia arriba y hacia abajo vistos precedentemente.
Previamente enunciaremos las condiciones que deben cumplirse para
obtener una s6lucion débil t{nica del problema de Riemann para la
ecuacién (2.1)-(2.22). Sabemos por lo descrito con anterioridad que si
up # Uy la solucién de la ecuacidén (2.1)=(2.22) consiste en los estados
constantes u; y up separados por una onda centrada (que puede ser una
onda de choque o ge rarefaccién). Ahora bien para obtener una solucién
débil Gnica de la ecuacién (2.1)-(2.22) se deben cumplir las siguientes
condiciones a 1lo largo de cualquier curva de discontinuidad de v(x,t)
(ver por ejemplo Concus y Proskurowski [8])

1) Condicion de Rankine-Hugoniot: 1la curva de discontinuidad es una
1inea recta con pendiente

dx _ Flug) = Flup)

ax (2.24)
ii) Condicion E de Oleinik
F(ugp) - F(u) F(up) - F(uy)
R <__ R L (2.25)

para cualquier valor de u € [u;,ug]l. La condicién E de Oleinik es
equivalente a 1la condicién Be que la cuerda lL R Que une las frentes
?

(up, F(up)) vy (ug,Flu,))
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F(ug)=F(up)

— (u—uR) (2.26)
R "L

1{v) = Flug) +

satisfaga

1£?% > F(u) si (u)L > (wg

1{3& < F(u) si wug >uyp (2.27)

para cualquier valor de u € [uy,ug].

Conviene aclarar las condiciones enunciadas. La condicion 1 es
simplemente la expresidn del principio de conservacién de masa a través
de una discontinuidad. La condicién ii como se ilustra en 1la figura
2.17 1indica que sélo puede existir una onda de choque si al unir por
una cuerda los estados constantes (uL, F(uL)) y (uR, F(uR)) la funcién
F(u) es mayorada o no por la cuerda 1LR de acuerdo a si up > ug o up >
u;, respectivamente. ‘La condicidn E de Oleinik es muy general y
contiene como casos particulares a los ejemplos de la ecuacitén (2.1)
con las diferentes F(u) descritas mas arriba.

Volviendo a la ecuacién (2.1)-(2.22) y en base a lo discutido
precedentemente el problema de Riemann se obtiene de la siguiente
manera (siguiendo a Concus y Proskurowski {8]): si u, # u, 1lamamos SLR
a la pendiente que une los estados (uL, F(uL) y (uR, F(uR§

_ Flu)-F(uy)

SL,R = (2.28)

UR~uy,

Distinguiremos dos casos: que la cuerda corte o no corte al grafico de
F(u) entre los valores de U Y uge

I) 8i la cuerda no corta al grafico de F(u) entonces el valor de
S;p esta comprendido entre los valores de F'(u)) y F’(ug)
seglin se ilustra en la figura 2.18. Hay dos casos:

Ia) Si F'(UL) > F'(uR) el estado uj se conecta al estado u
mediante una onda de choque segiin se ilustra en las figuras 2.19a y b.
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Ib) Si F'u < F'(ug) el estado u;, se conecta al estado up por
medio Be una onda de rarefaccion.

II) si la cuerda 1;g(u) corta el grdfico de F(u) para algin valor de
u comprendido entre Uy ¥y up teniendo en cuenta que para la F(u)

dada se cumple que S;p > F'(ug) y S;g > F'(uy) y de acuerdo
a las condiciones de unicidad de so%uciones ébiles discutidas
previamente se deben considerar dos posibilidades:

IIa) Si u; > up construfmos la recta H(u) sobre el grafico de F(u)
como se indica en la figura 2.20a.

IIb) si u < ug construfmos la recta H(u) sobre el grafico de F(u) como
se indica en la figura 2.20b.

Para cualquiera de los dos casos llamando uy al punto tal que F’ (uM) =
MR donde Sygp esta definido por

_ F(ug) = Fluy)

Up~uy

(2.29)

luego el estado u; se conecta al estado uy por una onda de expansidn y
el estado se conecta al estado up por una onda de choque cuya
velocidad de propagacién es SMR*

En sfntesis el estado u; se conecta al estado up por medio de dos
estados intermedios consistentes en una onda de choque seguida de wuna
onda de rarefaccidén como se indica en las figuras 2.21, 2.22 (para up, >
up) y 2.23, 2.24 (para ug > up).

Es interesante destacar que la construccién de H(u) sobre 1la
grafica de F(u) como se ilustrd en las figuras 2.20a y b indica que se
- estdn utilizando en vez de las curvas F(u) y F“(u) primitivas (ver
figura 2.15) las que se indican a continuacién: Figuras 2.25 y 2.26
(como ejemplo se han supuesto valores extremos para u, y ug)

Hemos visto que cuando la cuerda 1(u) corta a la grafica de F(u)
se viola 1la condicién E de Oleinik. Esto quiere decir que no es
posible unir con una sola onda centrada los estados u, y ug dados.
Para satisfacer dicha condicién debemos utilizar una onda compuesta de
una onda de choque y otra de rarefaccién. El punto intermedio uy que
delimita el dominio de aquellas fue elegido como el punto de tangencia
sobre F(u) de una recta tirada desde up. Veremos que ésta es la
eleccion correcta porque supongamos que elegimos como punto delimitante
el punto de inflexidén u; de la figura 2.16 Luego la construccion de
H(u) sobre F(u) que se indica en la figura 2.27 muestra la existencia



-13-

de una discontinuidad en el valor de la derivada; esto produce en el
patron de caracteristicas que se muestra en la figura 2.28 una onda de
rarefaccion sobre la que se superpone una onda de choque. Esta claro
que é&ste es un resultado errdéneo dado que no pueden coexistir dos
estados diferentes para un mismo punto del espacio. La udnica manera de
lograr unicidad es que el punto de delimitacion sea el de tangencia
sobre F(u) desde Up. Collins [7] 1llega a resultados similares
utilizando como argumento el principio de conservacion de la masa (op.
cit. pag. 147).

Volviendo al calculo del punto de tangencia se debe cumplir que

F’(UM) = SMR
reemplazando
2a uy (1-uy) F(up)-F(uy)
M M - R L (2.30)
[uﬁ + a(l-uM)Z]2 Up~uL
donde
2 2
u u
F(LIR) = R y F(UL) = L ’
w2 + a(l-ugy)? u?+ a(l-up )2
R R L L

La ecuacion (2.30) es un polinomio de cuarto orden en uy una de cuyas
rafces, comprendida entre 1los valores de u; Yy ug, es la solucién
buscada.

A continuacidon se presenta la solucién numérica de la ecuacién de
Buckley-Leverett (2.1)=(2.22) wutilizando el metodo MET y la serie de
Van der Corput. El cdlculo de 1las rafces del polinomio (2.30) se
efectiia con 1la subrutina PAOSA del paquete de rutinas cientificas de
Harwell [14]. En la figura 2.29 se presentan los resultados numéricos
obtenidos utilizando como condiciones iniciales uy =1 yup =0.1. Se
puede observar la generacidén de la onda de choque seguida de la onda de
rarefaccion de acuerdo al andlisis hecho en relacidén a las figuras 2.21
y 2.22. La serie de Van der Corput produce un avance de 1la onda
computacional con respecto a la tedrica de orden 0(Ax). Este fenémeno
fue analizado por Glimm y Marchesin [10] y por Glimm et al. ([13]. La
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verdadera ventaja en el uso de la serie de Van der Corput radica en la
menor dispersién de la solucién en la zona de la onda de rarefaccién
(ver discusién en Collella [6].

3. LA ECUACION ESCALAR INHOMOGENEA DE ONDA

La ecuacidn escalar inhomogénea de onda (tambien llamada ecuacién
de Burgers) es un ejemplo de forma no conservativa. Esto se debe, como
ya hemos visto, a la presencia de términos disipativos y/o fuentes. En
general se puede escribir una forma no conservativa como

U + F(u), = G(u) (3.1)

donde en el caso mis general de los que trataremos aquf F(u) tiene la
forma ya vista para la ecuacidn de Buckley-Leverett y G(u) es el
término de difusion debido a la presion capilar y esta definido por

G(u) = (R(u)u,), (3.2)

donde K(u) coeficiente generico de difusion esta definido en el
apendice A.

La existencia del termino de inhomogenidad impide la aplicacion
directa del metodo MET al problema diferencial primitivo. Una manera
de obviar este inconveniente es mediante el empleo de una tecnica de
splitting consistente en la descomposicién del operador diferencial de
tal _manera que en un primer paso se resuelve la ecuacidon homogénea por
el metodo MET y en un segundo paso se resuelve la ecuacion diferencial
conteniendo el término G(u) mediante una aproximacich en diferencias
finitas.

A continuacién se presenta un estudio numerico de 1la ecuacitn
(3.1) con distintas formas para F(u) y G(u). En primer lugar se
analiza un problema lineal que admite solucion teérica. Entonces para
la ecuacion (3.1) se utiliza F(u) y G(u) dados por

F(u) = au, a=cte. ¥y G(u) =Ku K = cte. (3.3)

XX ?

La solucion de la ecuacion (3.1)-(3.2) estd dada por
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_ F(x) x=F’(u)t F'(u)x x+F'(u)t)]
= fel ‘" —_—
u(x,t) 5 [erfe Z(Kt)l/z) + exp|. x— erfec (Z(Kt)l 5
para x » 0, (3.4)

donde erfc es el complemento de la funcidn error (ver por ejemplo
Peaceman [17]) y F'(u) = a de acuerdo a la expresion (3.3).

A los efectos de resolver la ecuacidn (3.1)-(3.3) por diferencias
finitas se realiza un splitting del operador diferencial en dos
semi-pasos de tiempo

i) u, + F(u)x =0 para t e {0,At/2] (3.5)

i) u. = G(u) para t € [At/2, At] (3.6)

Un esquema explicito consistente con el problema diferencial
(3.5)-(3.6) se escribe teniendo en cuenta la ecuacidén (3.3)

i) e + a e =0 para t € [tn’tn+l/2] (3.7)
u?+l _ ugl+1/2 u?I%/Z - 2“?+1/2 + quTI/Z
ii) xS =k para t € [tu+1/2’tn+l] (3.8)

Ax

donde u% es la solucién numérica en el tiempo t, = nAt; x = jAx y t =

nAt son fas coordenadas espacial y temporal, respectivamente (Ax y At
son los pasog de espacio y tiempo, n Yy j enteros). Llamando P = aAt/Ax
y r = kAt/Ax“ las ecuaciones (3.7) y (3.8) se pueden escribir

ur}+1 /2

g = (1-17)11"3'.1 + P u.l (3.9)

j-1
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WP = (120ufL/2 4 x (/2 4 o gnpl/2) 3.10)

Es facil demostrar que el esquema (3.9)-(3.10) es consistente con el
probliema diferencial primitivo. Para ello escribamos 1la ecuacién
diferencial (3.5)- (3.6) de la siguiente manera

U + Au =0 (3.11)

donde Au y Bu son los términos convectivos y disipativos,
respectivamente, fdacilmente deducibles de las ecuaciones (3.5) y (3.6).
Un esquema analogo al (3.9)-(3.10) es

un+1/2_un

+ n = .
T Au 0 (3.13)

.13 S un+1/2 ]
At

B uttl/2 (3.14)

donde por facilidad de exposicién se ha discretizado 1la variable
temporal solamente. Las ecuaciones (3.13) y (3.14) pueden escribirse

R A T (3.15)

ol o (1 4+ At B)untl/2 (3.16)

Eliminando el paso fraccionario queda un esquema de paso entero
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uttl = (1 - At A + At B)u® - (At)2 B A " (3.17)

que se puede escribir

ul = (1 - AtA + At B)u® + 0(At)? (3.18)

La ecuacién (3.18) representa un esquema de paso entero explicito
consistente con el problema diferencial primitivo. Dado que 1la
expresion (3.15)-(3.16) es similar a 1la (3.18) conclufmos que es
tambien consistente. Se puede demostrar que el esquema (3.13)-(3.14)
es num€ricamente estable si se cumple que

(3.19)

En la figura 3.1 se presenta la solucidn numérica de la ecuacidn
(3.1)-(3.3) obtenida con la aproximacidon (3.9)-(3.10). Se ha utilizado
como valores 1iniciales: up =1y up =0. Los constantes K y a valen
0.1 y 1, respectivamente. Se observa que la discrepancia entre 1los
valores numéricos obtenidos y 1la solucién tedrica se debe a la
viscosidad artificial del método de aproximacidn wutilizado. Por
restricciones debidas a la estabilidad numérica no es posible utilizar
valores de P = 1 que eliminarfan dicho efecto (salvo si 1los
coeficientes de difusién K son menores que Ax/2).

A continuacion se presenta la solucién numérica del problema
precedente utilizando el metodo MET, diferencias finitas y 1la técnica
de splitting desarrollada previamente. Haciendo referencia al sistema
(3.5)-(3.6) el procedimiento de cdlculo consiste en resolver la
ecuacion (3.5) en el primer semipaso de tiempo por el método MET y
luego en el segundo semipaso de tiempo se resuelve la ecuacién (3.6)
utilizando como valores iniciales los obtenidos del semipaso anterior.
El procedimiento de cdlculo es similar al de casos anteriores por 1lo
que obviamos su discusi6én. La utilizacion del m€todo MET presenta la
ventaja de poseer viscosidad numérica nula. Esto se muestra en la
figura 3.3 donde se presenta la solucién numérica obtenida utilizando
las mismas condiciones iniciales y pardmetros de 1la figura 3.1. La
falta de atenuacidn numérica se hace m&s notable cuando el valor de K
€s menor como se muestra en la figura 3.4. El desfasaje de la solucion
numérica con respecto a la tedrica se debe exclusivamente al generador
de Van der Corput de acuerdo a lo discutido con anterioridad.
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Finalmente se presenta la solucion numérica de 1la ecuacién del
desplazamiento de un flufdo inmiscible utilizando el método MET y
diferencias finitas y teniendo en cuenta la condicién de borde
apropiada para simular el efecto pared. Para ello (ver detalles en el
apendice A) se utiliza la siguiente condicién de borde derecho (en x =
L)

Ux=L < Unax * qW]x=L =0

si (3.20)

Y=L = Ypax * qw]x=L >0

donde u ¢ €8s el valor maximo de la saturacidén (en nuestro caso igual a
la unidag¥ y qw es el caudal de la fase mojante. A los efectos de
obtener el valor de u (ver apéndice A) se aproxima [9u/8x] .y por el

siguiente esquema de gi%erencias finitas

3u] _ Ux=L T Yx=L-Ax 2
% x=L ~ = + 0( Ax)

El polinomio de cuarto orden en u._ resultante (ver apé€ndice A) se
resuelve por medio de la subrutina BAOSA de Harwell[l4].

Para F(u) y G(u) se wutilizan las siguientes expresiones (ver
detalles en el apéndice A)

ul

F(u) =
u? + ct(K-u)2

, 6(u) =[(1-u)2 F(wu,], (3.21)

la formas de F(u) y K(u) = (l—u)2 F(u) se presentan en el apéndice A.

Como en los casos anteriores en el primer semipaso de tiempo se
resuelve la ecuacidn de Buckley~Leverett como se indicé en la expresién
(3.5) utilizando el método MET. En el segundo semipaso de tiempo se
resuelve una ecuacion similar a 1la expresién (3.6) utilizando
diferencias finitas y valores 1iniciales obtenidos del semipaso
anterior. Se puede demostrar que el esquema completo es consistente
con el problema diferencial.
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En la figura 3.5 se presenta la solucidén numérica de 1la ecuacién
(3.1)-(3.21) para diferentes tiempos y cuando el valor miaximo de K(u)
es aproximadamente 0.017. Se observa por la forma de K(u) (ver
apéndice A) que la ecuacidén (3.1) tiene difusividad casi nula para
" valores cercanos al mdximo y minimo de u. Esto explica 1la forma del
frente de onda casi abrupto para u = 0.l. La difusidén es mdxima para
valores de u cercanos a 0.4 lo que se traduce en la forma lisa de 1la
onda de rarefaccidén. La figura 3.5 muestra en general el alisado de la
onda de choque y de rarefaccidn debido al efecto difusivo de la presién
capilar. Para t = 0.7 se observa el efecto de la condicién de borde
denominado efecto pared (ver apéndice A) que se traduce en el aumento,
sobre el borde derecho, de la saturacién (u) de la fase mojante. En la
figura 3.6 se presenta una experiencia similar a la anterior pero con
un valor de K(u) cuyo mdximo es 0.0017 es decir un orden de magnitud
menor que el de la experiencia anterior. Se puede observar que para t
= 0.5 la onda de choque es mucho mds pronunciada que en la experiencia
anterior. Para t = 0.7 ya ha comenzado el aumento de la saturacién en
el borde derecho debido al efecto pared y para t = 1 la saturacich ya
alcanzo su valor maximo. Se hace notar que para poder resolver 1la
ecuacion (3.1)-(3.21) teniendo en cuenta el efecto pared es necesario
introducir en el programa de cdlculo el problema de Riemann ilustrado
en la figuras 2.23 y 2.24. Esto se debe a que el efecto pared provoca
una inversidon del gradiente de la saturacidn en el borde derecho y por
lo tanto allfi se verifica que up > Uy .

4. CONCLUSIONES

Se ha presentado un estudio de 1la solucidn numérica de las
ecuaciones que gobiernan la circulacidon unidimensional de fluidos
bifasicos en medios porosos utilizando el Metodo de Muestreo
Estadistico a Trozos (MET) y diferencias finitas y se ha extendido 1la
solucion con la incorporacién del efecto pared.

Se ha realizado un analisis detallado de la solucién del problema
de Riemann para formas conservativas, incluyendo el caso particular en
que up > uy, necesario para la simulacidon del efecto pared.

En la comparacidén entre la solucidén numérica utilizando el MET y
la solucidén tedrica para la ecuacién de Buckley-Leverett se ha
observado un desfasaje que se debe exclusivamente al método de muestreo
utilizado i.e. 1la serie de Van der Corput. De todos modos esta serie
genera perfiles con dispersidn minima. En el futuro se tratara de
corregir el desfasaje utilizando un método denominado de seguimiento de
la interfase desarrollado por Glimm et al. [10]-[13].

En la aproximacion de formas no conservativas los resultados
obtenidos utilizando la técnica de splitting y diferencias finitas y su
comparacién con la solucidn tedrica demuestran que el splitting es un
procedimiegto de cdlculo apropiado, siempre que los pasos de tiempo
sean pequenocs.
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Los resultados numéricos con el m€todo MET muestran la ventaja del
mismo con respecto a diferencias finitas. Esto se debe a 1la ausencia
de viscosidad artificial; la ventaja se acentda cuando los valores del
coeficiente K tienden a cero.

Finalmente se han presentado los resultados numéricos obtenidos en
la aproximacidén de la ecuacién del desplazamiento de un fluldo bif4sico
inmiscible en un medio poroso teniendo en cuenta el efecto pared. Los
resultados obtenidos permiten inferir que la utilizacidn del metodo MET
y la inclusion del efecto pared posibilitan una simulacién mds realista
del problema del desplazamiento de flufdos inmiscibles en wmedios
porosos en presencla de gradientes pronunciados.

APENDICE A

A continuacidn se presenta en breve sfntesis los aspectos mds
relevantes de las ecuaciones que rigen el desplazamiento de un flufdo
inmiscible en un medio poroso (para un estudio mds detallado ver Collins
{7] o Peaceman {17]).

La ecuacion del desplazamiento de un flufdo inmiscible e
incompresible en un medio poroso en ausencia de la gravedad se escribe

3 q 3, AK, dp _/dsS_ 23S 3s
= L)+l S -l (-1
1 + nw x Hy 1+ nw hw 9%
Ky Mw Ky Mnw
donde:

S es la saturacién de la fase mojante o la fraccién de volumen poral
disponible ocupada pgr la fase mojante.

q es el caudal total [cm’/seg]

Kw 7Y K, son las permeabilidades relativas de la fase no mojante y
mo jante, respectivamente. .

A es el drea de la seccidn transversal al desplazamiento [cm2]

¢ es la porosidad en porciento [%].

P. es la presion capilar: P, = P, — P, donde P oy P, son
las presiones de la fase no mojante y mojante, respectivamente.

En la figura A.l se presenta el griafico de las permeabilidades
relativas (ver Collins [7]).
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Para la resolucién numérica de la ecuacidn (A.l1) se ha tomado la
relacién q/(¢A) igual a la unidad. Si en el término convectivo de 1la
ecuacion (A.l) hacemos

an =1 - Sw)2 (A.2)

nos queda el término F(Sw) de la ecuacion de Buckley-Leverett (2.22) es
decir

s.2.

F(S.) = v (A.3)
v 5,2 + al - 5)?

donde F(Sw) se denomina caudal fraccional de la fase mojante. La forma

de F(S_) en funcién de 1la saturacién de 1la fase mojante para el
problema en andlisis se muestra en la figura A.2.

A continuacidén presentamos, en la figura A.3, el grdafico de 1la
presion capilar en funcién de la saturacién de la fase mo jante

Para la resolucion nume€rica de la ecuacién (A.l) se ha aproximado
el grafico de la figura A.3 por una recta con pendiente -1.

Si llamamos K(S_) al coeficiente no lineal del término difusivo de
la ecuacidén (A.l) éste tendrd la siguiente expresion

K(S,) = C(1-5.)2 F(s ) (A.4)

donde C es una constante proveniente de las aproximaciones mencionadas
precedentemente. La forma del coeficiente K(S.) en funcién de la
saturacion de la fase mojante es ilustrada en la figura A.4.
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Andlisis del efecto pared

Suponiendo que el flufdo desplazante es la fase mojante, este
efecto consiste en la acumulacién de dicha fase en la cara de salida
del medio poroso hasta un nivel de saturacién mdximo a partir del cual
comienza a fluir en la cara de salida un caudal de fase mojante. La
fase no mojante tiene un caudal no nulo durante la acumulacidn de la
fase mojante. Este fenémeno denominado "efecto pared” se debe a 1la
relacién existente entre la presicn capilar y la saturacion de la fase
mojante. La expresidon para el caudal de la fase no mojante se escribe
(ver Collins [7])

- Kot Py _ Koot dPc 3s,,

Inw = T Tx s

———— A.S
L w 9x ( )

Si en la expresion (A.5) S, tiende a la unidad se tiene que K, tiende
a cero segun el gréfigo de la figura A.l y ch/dSw es un valor finito
negativo o nulo de acuerdo a la figura A.3. Entonces [38,/3x] - debe
tender a infinito para que q_ . tenga un valor mayor que cero. Esta
claro que siempre se debe cumplir para la saturacién que 0 < Sy € ly
para el caudal de la fase mojante que qw(Sw) > 0. En la cara de salida
se debe cumplir la condicion de borde

94(Sy max ~ Sw x=1) = 0 (A.6)

Durante un cierto lapso de tiempo se cumple que el segundo término de
la ecuacidén (A.6) es diferente de cero, entonces, q, = 0 de acuerdo a

lo expuesto precedentemente. Posteriormente se verifica que Sw max =

Sy x=L siendo entonces q, =2 0. Esto se traduce en 1la siguiente
condicidn de borde

[ s =0 (A.7)

w x=L < S5y max qw]XFL

si 1

L Sw x=L = Sw max qw]x=L >0 (A.8)

Si se cumple la condicién (A.7) entonces
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knw(Sw)A 4pc 3s,, )
W, = [a Fsy + T a P o] e, = 0 (4.9)

salida, se puede calcular el valor de 9S /3x que la satisface. Para
ello se aprdoxima 3S /3x con un esquema de diferencias finitas en atraso
cuyo reemplazo, en Ya expresion (A.9), resulta en un polinomio de
cuarto orden en wa una de cuyas raices es solucidn de la expresion

Conociendo en la ecuacién- (A.9) F(Sw)"Kyg(sw) y ch/dSw en la cara de
Y

(A.9). Si se cumple la condicién (A.8) en la cara de salida S alcanza
su valor maximo Sw max Y entonces el caudal de la fase mojante q, es
mayor que cero.
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Fig.2.17 Ilustracion de las condiciones de existencia de ondos de choque
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Fig. 2.20 b) Construccién de H(U) para elcasoUg > U
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Fig. 2.22 Solucion del problema de
Riemann para U, > Ug
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Fig. 2.24 Solucion del probiema de
Riemann para Ug>U
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Fig.2.27 Caso enque U < Ug
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Fig. 2.28 Patron de caracteristicas para U < Ug
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Fig. A1 Gratico de las permeabilidades Fig.A. 2 Grafico de F(Sw ) en funcidn de la
relativas. saturocion de lo fose mojante.
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Fig. A3 Grdtico de lo presidn capilor en funcion Fig. A4 Grdfico del coeficiente de difusidn en

de la saturacién de la fase mojante funcidn de lo saturacion de la fase mojonte



