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1 - ESTASO 33E TENSIONES

I. 1- Introducción;

En el presente capítulo se analizarán laa 
condiciones necesarias* para definir el estado de tensiones en 
un punto de un cuerpo solicitado por fuerzas exteriores. En 
lo que sigue se tendrán en cuenta las restricciones que impo­
ne la mecánica del continuo, esto es, supondremos que la mate 
ria que constituye los cuerpos es continua y no formada por a 
tomos o moléculas (forma continua o discreta). Esto será vá­
lido en tanto consideremos elementos suficientemente grandes 
comparados con las distancias interatómicas.

Además nos limitaremos a considerar solamen 
te materiales isótropos y homogéneos. 3c dice quo un material 
es isótropo respecto de una propiedad física cualquiera, cuan 
do su comportamiento frente a ésta es independiente de la di­
rección en que so la considere. Un cuerpo es homogéneo cuando 
presenta iguales proijiedadcs en todos sus puntos.

I. 2- Estado de tensiones en un punto:

Supóngase tener un cuerpo en equilibrio so­
bre el que actúan fuerzas exteriores. Como consecuencia de di 
chas fuerzas, cada punto del cuerpo estará sometido a un esta
do de tensiones cuyas características se quieren determinar.



Figura I. 1

A los efecto» de poner en evidencia el esta 
do de tensiones de un punto determinado, seccionamos el cuer­
po con un plano oC arbitrario que pase por dicho punto. Al 
secoionar el cuerpo se manifiesta la interacción de una de las 
partes sobre la otra.

Separemos una de las partes. Para conservar 
el equilibrio deberá aplicarse sobre la sección producida fuer 
zas distribuidas que reemplacen la interacción ejercida por la 
otra parte. Consideremos un entorno de área ¿A alrededor d« P, 
sobre él actuará la fuerza 5P.

Definimos como "tensión media" CTmedia ac­
tuante sobre <ÍA al oooientex

(T media « ^ ?
6 A

La tensión en el punto será:
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En general? la direoaién de la tensién for»» 
mará un cierto ángulo con la normal al plano o Podemos 
d»scomponer la tensión en una tensión según la normáis <7¡£ 
denominada tensión normal y otra perpendicular a ellasTj^ &&** 

«senté en el plano o( * denominada tensién tangencial®

ll^*JLaJL

k

Referiremos el cuorpo para eu me^or estudio® 
a un sistema de coordenada® cartesianas rectangulares (x* y 9 z)

Consideremos aislado un entorno volumétrico 
del punto P, de forma cábica9 ouyos conos son paralelos a los 
piemos coordenados y de dimensiones infinitesimales.



Figura I. 3

mos descompuesto en la tensión normal y la tensión tangencial, 
A su vez la tensión tangencial ha sido descompuesta según los 
ejes que definen el plano coordenado paralelo al plano sobre 
el cual ella actúa. Para identificar las tensiones utilizare­
mos la siguiente convención:

a.- Las tensiones normales llevarán un subíndioe que indi­
ca la dirección en que actúa. Ejemplo <3̂  * tensión normal en 
la dirección del eje x.

b.- Las tensiones tangenciales llevarán dos subíndices: el 
primero identificará a la dirección normal al plano en el que 
actúa, el segundo indicará la dirección de ese plano en la que 
se ejerce. Ejemplo r x y; tensión tangencial actuando en el pía 
no paralelo al (y z), cuya normal es "x", y en la dirección "y". 
Se tendrá así actuando sobre el cubo un sistema de 18 tensio-



Consideraciones simples da equilibrio Indiaan qua s«Sl© 
sala son nseeaariaa para definir dieho sistema da tanaiosiaa, 
aato eas

x , (Ty , (T ib T xy i TV» 9 Tax 
alendo / ji = r¡"¿J

Conocida® astas tensiones decimos tener da«a
finido el "estado de tensiones" en P. Ello impliaa poder sal 
cular la tensión actuante en un plano cualquiera que pase 
por P.

I. 3- Tensiones sobre un plano arbitrarioi

Supongamos dado un plano que pase por P f de 
finido por loe cosenos directores de su normal IT que llamare- 
moa:

1 « eos (x,n) m » eos ( y , n )  n « eos ( z fn)  

siendo (x,n) » o( j  (ytn)« ¿ (z,n)&

Dicho plano cortará al cubo produciendo una 
sección de área S I  .

• 5 *
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Llaaéttoc con A  x, A  y, A z  lao proyecolo­
nes de la sección -H. sobre los respectivos planos coordena­
dos. Sobre la sección JTL actuará la tensión Ü3 que deseamos 
calcular. Sus componentes según los ejes coordenados sont

TJ » (Sx, Sy, Sz)
Aplicando la condición de equilibrio de 

fuerzas en la dirección x se tendrás

Sx SLim (T  x A x + ' T y x / l y  + TzxZlz ( 1 - 1 )  
Dividiendo miembro a miembro se obtiene*

Sx = (Jx .1 ♦ 7 ^  ® + Tzx-n ( 1 - 2 )
Análogamente para las direcciones "y" y "z": 

Sy =‘rTxy 1 ♦ CTy.m r['z y -n  (1 - 3)
Sz «Txz'l ♦Tyz-ni + CTz-n ( 1 - 4 )

Las ecuaciones (1 -2), ti - 3) y (1 - 4) 
pueden escribirse en forma matricial:

S x ( T x T y x T  z x l "

s y
a

T '  x y C T y T z y • m ( 1  -  5 )

S z T  x z T y z C T  z n

J u

resultará:
2 2 2 2 S «s Sx + Sy + Sz

Conooidoai sus oomponentes cartesianos, S

(1 - 6)
La componente según la normal S^, de la

tensión será:
Sn b 1 S^ ♦ a Sy + n Sz »

b 1^ (Tx ♦ (T y + n^ (T z + 2 ( l m  xy + mn T"yz ■¥ 

+ nl'T zx ) ( 1 - 7 )
La componente tangencial S^ puede calcu­

larse ahora por:

S? » S2 - s2 (1 - 8)t n

<1
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I* 4- Cuádrica de tensiones!

Tratemos de encontrar una representación 
gráfica para la ecuación ( 1 - 7 ) .  En ella, para cada direc- 
oión dada por sus cosunos directores (1, m, n) tenemos el va 
lor da la tensión normal correspondiente. Esta ecuación re­
presenta en el espacio (1, m, n), el lugar geométrico de las 
tensiones normales actuantes sobre planos que pasan por el 
punto P, Suele presentársela efectuando un cambio de varia­
bles:

(1 - 9)
que es, en coordenadas ( 3 , ^ ^ ) ; la ecuación de una cuádrica 
denominada Mcuádrica de tensiones”.

Tensiones principales. Invariantes del estado de tensio 
nes :

Nos proponemos hallar un sistema coordenado 
de referencia, respecto del cual el estado de tensiones del 
punto P quede definido sólo por tensiones normales» Dichas 
tensiones ee denominan tensiones principales.

Consideremos las ecuaciones ( 1 - 2 ) ,  ( 1 - 3 ) ,
y (1 - 4)*

Sx « 0~x.l + T'yx. m +■ Tzx.n
Sy « Txj. 1 + (Ty . m + Tzy n (1 - 10)
Sz » T x z  • 1 + T y z .m -+ (7" z . n

Si llamamos con S^ a una tensión principal, 
sus componentes cartesianos serán:
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Sp* a S  b
X

Sp .1

Spy ” sy ” Sp. m ( 1  -  1 1 )

Sp.
a S n

Z Sp. n

Reemplazando estas» expreaionea ©n (1 - 10)
se tlenot

1 (Sp - crx) - m r xy - n 7"xz
" 1 T'xy * m (3l? - 0 V  “ n T y z
- 1 T xz - “ Tyss ♦ " <SP - CTZ)

0
0
0

(1 - 12)

Siatema de eouaoionea lineales, homoe^neo, cuyaa inoógnitaa 
1, m, y n deseamoa caloular. Para que el alaterna admita ao- 
luoionea no nulaa deberá anularse el determinante de loa oo 
efioientea. Esto ea:

P
- T

- r

< r x >»1

- r xz

xy Sp ~ 0~  y - rT' yz - 0 (1 - 13)

xz ~ *Tyz SP -<T.

Deaarrollando el determinante se obtiene:

s p  -  s p  ( ♦  < T y  *  +  S P  *  O }  0 1  + ( T Z  0 1  -

~ T x y  ” T y z  “ ~   ̂ 0~z *  2 T ' x y  T y z  T z x  ”

^ x  T y z  ~  ^ T y  T z x  *  T * z  7 ^ x y ^  *  0

(1 - 14)

que eacrlbimoo oomo: 
.3S-' - J. S2 + J0 S - J. p 1 p 2 p 3 (1 - 15)

donde :

' 1  - <Tz ♦ <Ty ♦ <T.
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J2 “  <Tx CTy + CTy CTz + CTz CTX -  T xy  "  ^ y* -  TZ
J 3  ■ c r x  ( r y  < r , ♦  2 ^ y  T y z  7 - »  -  crx  r y "  -  a y  r zx  -  

- < r z r xy

La ecuación (1 - 15) so denomina "ecuación aecular". Las so­
luciones de dicha ecuación cúbica constituyen las tres tensio 
neo principales que designaremos con 0\* (7~2 y (Ty ^omo 
el estado de tensiones que determinan estas tres tensiones es 
independiente del sistema de referencia elegido originalmente, 
concluimos que cualquiera que hubiese sido éste, el resultado 
de la ecuación seculcr habría sido el mismo. Por lo tanto sus 
coeficientes deberán ser independientes del sistema de refe - 
rencia y se los denomina ''invariantes del estado de tensiones".

Si se sustituye e& el sistema (1 - 12), 
por el valor de (J“1 tjaloulado mediante la ecuación cúbica, 
se obtiene una terníi do valores (It» m^, n^) que caracterizan 
la dirección en que actúa la tensión principal 1. Análogamen­
te se obtienen las direcciones de las tensiones principales 

(7o y CT,. Estas tres direcciones halladas constituyen el
Jj

sistema de referencia buncado.Puede demostrarse que estas 3 
direcciones son ortogonales entre oí y se denominan "direccio­
nes principales"♦

La forma que toman los invariantes del esta­
do de tensiones referidos a las direcciones principales est

jx = cr¡ 4 cr2 +
J2 = 070*2 f (h  O~3 ■+ 0 } ^

J3 v~i<r2 crj

I - 6 Representación gráfica de estados de tensiones trldi— 
mensionales
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Se vio en puntos anteriores que, conocido 
el estado de tensiones en un punto dado por las tensiones:

se podían calcular las tensiones normales y tangenciales a un p 
plano cualquiera, dofinido por loa cosenos directores (1, m,

Estas ecuaciones, en función de las tensio­
nes principales resultan:

se verá un procedimiento gráfico que permite obtener estos 
valores de una forma muy simple. Esta construcción gráfica 
se debe a Mohr. Consideraremos

Recordemos que loa cosenos directores cum­
plen la condición:

2? /c

y n), do su normal, mediante las ecuaciones ( 1 - 7 )  y (1 - 8).

U n  = OZ, + (T¿ + 0] r)L (i - 17)

Si = V I *  4 ^  V _  Sn (i - 18)

(1 - 19)

que podemos escribir como

(1 - 20)

Eliminando m2 entre las ecuaciones (1 - 20) y (1 - 17) se 
obtiene:

2 . 
Resolviendo esta expresión en n - y reemplazando en (1 - 18)
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se obtiene, operando convenientementes

( 5 "  C 5  )  =  U  "  2 2 >

Desarrollando y agrupando en la forraa adecuada llegamos a la 
expresión:

{

-

(7¿. f

¿

Si se hubiera operado con loa otros cosenos directores se ha 
bria obtenido expresiones análogas;

s„ -
(7 V*( 1 *" 24-)

¿ ( 1 - 2 5 )
Ŝ„ - j  + s/ = IÓ1(CT1 -tsX^ -c5)+ [ — -

Consideremos la expresión ( 1 - 2 3 )  . En co­
ordenadas (S , S j  representa una circunferencia de la forma n x
/ . í? ¿ » dOnd0 •'(* - ¿4 ) + d -

(1 - 26)
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ubicada como ee indica en la Figura 1 - 5 ,

Figura I. 5

El valor de R^, dado en (1 - 26) depende 
de 1. El eos oí = i puede tomar valores; comprendidos entre: 

O para o ^  ^  1 . Así se tendrá:

para L =- &

Estos valores se indican en la Figura I. 6

F ig u ra  I .  6
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Para un valor cualquiera de 1, la circunferencia correspon­
diente ce hallará en la zona limitada por las circunferencias 
de radios máx y mín.

Análogamente, con la expresión (1 - 24) po­
demos determinar una circunferencia de radio:

l'L =  ^ l (<r¿ -cr3 )(c r¿ - c r ^  + 

y abscisa al origen ( Jel centro :

(1-27)

A su vez el radio R£ define una familia de
circunferencias en función de m = eos (3 . <fomo 3̂ puede variar
entre o y sera :/ ¿

Oí= ** i

Así tendremos los valores máximos y mínimos del radio Rgt

5?' ¿ MJ* “ /

La posición de estas circunferencias se aprecia en la Figura
I. 7.

íigura I. 7
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Para la ecuación (1 - 25) se hace un razo­
namiento análogo.

(1-28)

¿

Al variar ^  entre O ¡ 1L resultará que f) - eos,

varía entre. : O f) ^  i

Así se tienen los valores máximos y mínimos del radio R^:

Fj — (7̂  —
¿_-

«i« _ <r, -tn.
/ - ¿

Sus posiciones se aprecian en la Figura I. 8

i

_ __

_ >

Figura I. 8

Hemos deslindado trej coronas circulares 
donde pueden encontrarle puntos que satisfacen las ecuacio-
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nes (1 - 23), (1 - 24) y (1 - 25). Gomo deben satisfacerse 
las tres simultáneamente, sólo nos interesa la zona común a 
las tres. Sólo en dicha zona se verifica:

¿̂  +• -t n1— 4-

La mencionada zona es la que se indica râ  
yada en la Figura I. 9»

Firura I. 9

X, 6 — 11 Porma practica del trazado y utilización del c.ircu—• 
lo de r.’iohr.

Supongamos que se han calculado las tensio­
nes principales 0% , <7¿ ^ con la notacion tal que 
OTV] y CT¿ y Oj . Marque moa los puntos P^, Pg y so1:,re e-*- e^e 
S (Figura I. 10), tales que oP\ - 0~i } op¿ = <7¿ , OP¿ = 
Tracemos los círculos de diámetros  ̂ P¡, /j 
con centros en (Oh +  ̂0 J 0 )• -*^1 ^ j 
respectivamente, ¿
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Pirura I. 10

Desde , ?2 y P^ tracemos líneas parale­
las al eje St: T, , P2T¿ y P^Tj respectivamente. Por Px 
tracemos una línea que forme un ángulo c* con P^ Tí , tal que 
eos o< = 1, hasta cortar los círculos que pasan por P.̂  y P^l 

y en y Q0 respectivamente. Calculemos la longituc 
Q^; Iqs ooordenadas de son:

CT¿ 4 (0"i - )  c-os' ^  ^  ^  )  Cc¿ c* « «

La distancia C 2 es:



C¿ $3 —
1 ¿crL -0~3 + ¿ (O, -&l )  L (cr,-(r¿ ) l  ^

Z \
r*

¿ ( r , g ^ ) ( 1 - 2 9 )

Ve ¡nos que la distancia c 2 Q3 no es otra cosa que el radio 
de la circunferencia definida por la ecuación (1 — 23). En
forma análoga se concluye que C¡2 = ^ 2  ^2* ^S1 ^raZan:10S 
el arco Q2 Q, con centró en C2. Sobre este arco se halla­
rán los valores de S y S, correspondientes al plano indica-n T
do. Para definir el valor que corresponde basta repetir el ra 
zonamiento para otra de las ecuaciones, por ejemplo 1a (1 - 25) 
Tracemos un arco de circunferencia centrado en y radios 

C1 o S2, donde S2 y son los puntos de intersec­
ción de una línea trazada por P^ tal que forme un ángulo F  
con P-, T , de forma que coa Y  - n con los circuios que pasan
por "P P2 y P, P-ĵ. Este arco S2 intersecta al arco Q2 

3 3
en el punto P.

Si se repite el razonamiento para la ecua­
ción ( 1 - 2 4 )  se obtiene una arco R2 R^ que naturalmente tam 
bien pasa por P. Por P tracemos vina perpendicular que corta 
al eje Sn en N. Así F Ñ  = St y Ó T  = Sn con lo cual hemos 
resuelto gráficamente nuestro problema.

I. 6 - 2 :  Valores máximos de la tensión de corte:
Cuando resulta IX = ¿T = 45? y /®= --®e ob­

tiene la máxima tensión de corte para este plano, cuyo valor

es:
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cr, - (7j

( 1 - 30 )

sulta:
Análogamente, para <X = JL y 3̂ ~ - 4 5 0 re_

r¿ - 01 - ^ 
d (1*31)

(1-32)

b'j f'urn I. 11
Por lo tanto, loa valores máximos de las tensiones de corte 
ocurren en planos a 45? respecto de dos direcciones princi­
pales y paralela a la tercera. Se pueden observar en la Fi­
gura I. 12.
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I .  7- E s ta d o s  de tenciones particulares:

a) Estados de tracción o compresión uniaxial. En las Figu­
ras I. 12 (a y b) se exponen dichos estados y los círculos

F ig u ra s  I .  12 ( a y  ~b)



- 20 -

b) El estado de corte puro, que puede ser obtenido por tor­
sión de una barra cilindrica, se observa en la Figura I. 13« 
Un estado equivalente, compuesto de un esfuerzo de tracción 
y compresión de igual magnitud (Figura I. 14)»

I. 8- Componentes hidrostática y desviadora del estado, .de 
tensiones:

Un estado general dé tensiones puede ser 
considerado como la suma de dos estados denominados: esfé­
rico y desviador respectivamente.

Se define como "componente esférica": <̂
o 0-", de un estado de tensiones a la expresión:

i(CV + <Tj ♦ % )  = Í  (<r, + «i + <Tj ) = <r" (1-33)
3

Esta componente suele denominarse, además, tensión hxdros- 
tática o tensión media. Puede observarse que:
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( 7 T „ = Í l -  (1-34)
3

Las componentea desviadoras, que indicaremos con , se ob­
tienen restando de las tensiones normales, la tensión hidros- 
tátioa. A3Í:

Representar en el oíroulo de Mohr, una tensión desviadora es­
quívale a trasladar el origen de coordenadas en (JJy , en el 
eje de tensiones normales.

Los Invariantes del estado esférico de ten
siones son:

0" ̂ = 3 (T]y\ ~  'J //

■ j ¡ .  tr„j

Z T
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Loa invariante* del estado desviador de
tensiones son:

/

1

J 1 =  O

3 (1- 37 )
^  A - 2 T 3J ------ —  w 1

3  ¿ ?

y la ecuación secular referida a las componentes desviadoras de las tensio­
nes principales resulta:

a’3- jz (T'- j3 = o (i-38)
I. 9- Tensión efectiva o equivalente;

Se define como tenaión efectiva o equiva­
lente (T de un estado de tensiones a la expreaión;

CT -
'i

(V¿ .o; ) 4 (cr3 - ct: , / ]
(1-39)

que puede encribirae como

cr - (j \ ’ — 3 <T¿J ¿ (í-íoj
Resulta aer la tenaión efectiva un inva­

riante del outado de tenuionea. Puede utilizarae, como tal, 
para compararse eatadoa de tenuionea diferentes.
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H _  ITQTACIOIT TEII30RIAL

A- 1.- IFIRODUCCIC1T
So ha tratado el estado general de tensiones« Se puede apreciar que las fÓrmu- 
laa allí desarrolladas guardan cierta simetría cíclica, mellante una permuta­
ción adecuada do índioes* Otra oaraoteríctica del tipo de formulas necesarias 
en el análisis de las tensiones en un cuerpo es que la idea que se pret nde 

• transmitir oon la ecuación matemática queda oscureoida por la gran oantidad
de términos y de subíndices»
Es por ello que se reourre a la notación tcnsorialt que se desarrollará en 
este capítulo» Conviene aclarar quo diolia notación simplifioa notatolemonte el 
manojo do las fórmulas, pero requiero un cierto entrenanionto para su correc­
ta interpretación» Además, esta notación sirve en la mayor parte de los casos 
sólo para la demostración de teoremas f e n e r ó l e s  y de"bo volverse a la notación 
oláaloa ouando se encaro la solución do problemas particulares*

Todo el análisis desarrollado a continuación so refiere a cooMenadae carte­
sianas.

n-2.- Tii/'iiT'arorj.'̂cioiT m  cooctijtadas t 7tot.aoiott
ha tr. nsformación de coordenadas os \m ;>robloiaa frecuento on ittgoaJ.oraa» í¡n
ol caso ospooífieo del análisis do tensiones, os a moñudo conveniente trans­
formar los datos re-P«fidoe a una t e m a  cualquiera, al sistema formado 
por las tres direcciones principales* Por ello, y para introducir la notación 
tonsorial, go analiza oste pro'olo.íia.

Supongamos tenor dos eitonas do coordenadas cartosianas: x,y,z, por un lado y
9 ^0r oon im orÍ3on °oirán 0 (ver fig» II 1- i }

- Figura I I  .1



Se requiero hallar las coordenadas $ . 7 . 5  de un punto P (x, y» z) en fun­
ción de x, y, z, Supóngase que Iob cosenos directores de la línea 0 ̂  sean 
1, m, n t con respecto a x, y, z, los do 0 ̂  sean l** m*, n' y los do 0^ 
sean l**, m1 *, nM , respecto de x, y, z.
El punto P tiene ooordonadas* x (» OA), y (« AB), z (» BP). La proyeooión 
de OP sobre 0^ es iugal a la suma de las proyecciones dé OA, AB y PB sobre
0 t o seat

OA* » J> « x l + y m  + z n
Análogamente ( 2#1 )

A'B' - x 1* + y m* + Z n*
B* P - y  * x 1M  + y m'» + z n»*

Puede hacorse taabián el oaso inverso, o sea, obtener x, y, z, a partir de

x 1 1' 1*»
/ • ' ( 9.9 \
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La notaoión so cambia ahora de la siguiente manera*
Se reemplazan las coordenadas x, y, z, por x ^  xg , x^ y se denominan x^ a 
las ooordonadas del punto P, variando i entre 1 y 3. 0 sea, con x,̂ se indi­
ca que las ooordonadas de P respecto do los ejes Ox^» Ox^, Ox^ son x^, x^ 
y x respectivamente. En forma análoga, se reemplazan por
x* « x* • x* • simbolizándose con x». las coordenadas de P en el sistema de
1 2 3 J

ejes Ox*
Se denomina a a los oosonos directores entre los ejes Ox^ y 0:IC,j*

*3
quet

Sistema x, y, 0 Sistema £, ^  Cosenos

- 1 i - i aij " axi “ 1
- 1 i - 2 al2 * X'
• 1 j - 3 a13 ' l"

CM> j - 1 a21 " “
*• 2 i - 2 a22 ‘
eto* etc. eto.
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( En todo este punto so reservará la letra " a M para los oosenos di­
rectores) •
De esta manera la ecuación (l) puede escribirse

En esto caeo, i puede tomar los valores de 1 a 3»
En las ecuaciones ( 2.3) y ( 2.4 )* la suma se produce sobre el subíndi­
ce repetido. Esto ha dado lugar a la notaoión de Einsteln que implica 
q.ue debe entenderse una suma sobr« todo subíndioe que se halle repetido 
dos veces.
En caso de que el significado sea otro, debe destacarse expresamente.
Ho tiene sentido una expresión con un subíndioe repetido más de dos ve­
ces, porque no se sabría sobre cuál de ellos sumar.
De modo que las ecuaciones ( 2 « 3 ) y ( 2 . 4 )  puede expresarse

3

3

i - 1

Estas tres ecuaciones pueden expresarse mediante una sola 
3

( 2.3 )
i - 1

donde j a su vez puede adoptar los valorea 1, 2 y 3»
En forma análoga, la ecuación ( 2 ) se puede escribir como

3
aid X*d ( 2.4 )( 2.4 )

( 2.5 )



- 26 -

La notación tonsorial está basada en dos convenciones*
1) Convención de ranrtoi ouando en un término apareoe un subíndice no repetido, 

debe entenderse que toma en forma sucesiva todos los posibles valores.
En el espacio tridimensional, el raneo es 1, 2, 3*

2) Convención de suma» ouando en un término apareoe un subíndioe repetido, se 
entiende suma oon respecto a dioho subíndioe, estando dado el rango de suma 
por todos los valoros posibles del mismo. ( ITotaoién de EinuteAA )

A oontinuaoión so dofinen algunos términos de la notaoión tonsorial»
a) Subíndicos nudos. Cuando en un término ap.areoe un subíndice repetido, se 

vio quo so ofoctáa cuma sobre dioho subfndioe. Por ello, no so puode efeo— 
tuar ninguna operaoión sobre oualquiora do los subíndioes repetidos en foa>- 
ma individual. ( Por ejemplo, en la eouaoién 0.5» x* . ■ a x t el subíndi-

V * J ^
oe i no puode tonor valoros diforontes en a y en x )  Por lo tanto, el

Xj X
oambio do un subíndice repetido ñor otro, no altera al t'rndno. Es por ello 
que un subíndioe tal 30 denomina mudo.

b) Subíndicos libres. Si un subíndioe apareoe una sola voz en un termino de 
una ecuación, también aparecerá en todos los otros términos do la misma.
En este oaso es posible cambiar esto subíddioo, siempre que ol cambio se 
haca en todos loo términos de la ecuación. Un subíndice tal se denomina 
libro.
A vecos es nooesario un cambio do subíndioes, mudos o libres, ouando se re­
emplaza una ecuación en otra, para evitar quo algunos subíndices apouezoan 
roptidos más do dos vooos.

o) Delta do Kranookor £  ̂  » este símbolo tiene, por definición, ol valor 1 
ouando i j y ouando i / j. Se llama también tensor do sustitución por­
que permite altorar un subíndioe en Tin solo término de una ecuación.
Así por ejomploi

¿  ik \  ■ zi < 2-6 >

. Tensor alternante E . E s  un onto usado en algunos casos especiales, que d) i;ik .
tiene por definiolón, los siguientes valoros*

» 0  si i, j, k son iguales do u dos. ( Por ej. 112, 121, 221, 18*).
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E, .. « 1 si i, j, k son todos diferentosyy siguen un orden cíclico, ijk
( 123, 231, 312)

E • -1 si i. j. k son todos diferentes y siguen un orden antioíolioo £ j]£
( 132, 213, 321)

Este ente tiene mucho uso en la resolución de determinantes#

U-3«- DEFINICION DE MAGNITUDES USUALES Eli INGENIERIA
Las tres magnitudes más usadas en ingeniería sont los escalares, los vec­

tores y los tensores* A oontlnuaolón se dará una dofinioión de oada uno 
de ellos, de lo que se desprenden propiedades Titiles en el análisis de los 
estados do tensiones y de deformaciones»

n-3.i Escalares
Existen algunas cantidades tales corno masa, temperatura, presión, etá* qu© 
tionan el mismo valor en oualiiuicr sistema de coordenadas» Estas cantidades 
co conocen como escalares» Do modo que una deflación formal de escalar es 
la siguiente*
"So dice que una magnitude E es un escalar si, y sólo si, ouando se produr- 
oe una transformación de coorden;, das,, E • E* •
Tambián se denomina a un escalar, tensor do orden cero»

rr-3.2 Veotores
Los vectores son magnitudes caracterizados por su intensidad y dirección. 
Como ya se ha visto en la eouaoiSn ( 2.5 ) pueden expresarse de la siguiex>- 
te formal

X'j " ai/i
Do modo que si oe tiene una magnitud representada por una torna ordenada
de valores, tales que referidos a los ejes Ox^ sean u^, y referidos a
otros ojeo cualesquiera 0x' , son u* tal magnitud se denomina vector, oJ ü
tensor de primer orden, si, y sólo si, se transforma, en una cambio de 
coordenadas, do acuerdo con la3 Biguiontes ecuaciones*

u'-j - atJ «i l 2,7 >

E* 3• 3 Tensores do seriando orden



Un tonsor da una magnitud más general que un vector# Requiero nuove com­
ponentes para au oonpl^ta eapeolfiaaoiSn» Esto ndmoro puede reduoirae 
ouando existe algitn grado do aimotría.
Un oonjunto do valorea w ao definen oomo laa oomponentea do un tensor de 
segundo orden si, y sélo ai» éstas oe transforman» en un cambio de coorde­
nadas | do acuerdo con las eouaoionos

w’a  - V  ( 2.8 )
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A menudo so suprimen la3 palabras! "do segundo orden11 y se llama si/aplomen— 
to "tonsor" a la magni 
de la siguionto formal
to "tonaor" a la magnitud definida por vr • Este tensón puede esorJbirsei J

w11 W12 W13
MT21 W22 W23
W31 W32 W33

^  wiJ , el tonsor Be denomina simétrico y bastan 3eis cantidades para
ra definirlo« Si w » - w , el tensor se llama antioi ét±±oo» Si un ton-1J j3.
sor es simétrico oon r9spooto a un sistema do coordenadas, lo será oon res­
pecto a cualquier sistema.
La suma do dos tensores os un tensor, y tanbién lo es el produoto de un es­
calar oon un tensor así, oomo oualquier combinaoién do estas dos oporaciones. 
Puedo demostrarse que oualquier tonsor so puode desoonponor en la suma de tu­
no simétrico y uno antioimétrico, En ofooto*

~  wj i } j < 2,9 )

tensor simétrico tensor untin:LMétrico

[I-4«- TEITSOIl TE7ioI0N
Ya se ha visto en el capítulo preoodonte i;ue oxisten sois componentes in­
dependientes del estado de tensiones en un punto. El hohho de que existan 
seis se dobe a que, por condiciones de equilibrio, £  «» ^  eto.
Estas componentes pueden entonoes, en principio, formar un tensor simétrico* 
siempro que cumplan oon la condición de tensorialidad señalada. Es lo que so
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tratará de demostrar en este punto.

Llamaremos genéricamente con &¡J a los componentes del estado de tensiones. Asi 
será:

(7^4 -  <J~tt . = Tlty j e.tc.

Para calcular la tensión actuante sobre un plano cualquiera, definido por eus cosenos 
d irectores, se obtuvieron las ecuaciones (1 -10 ). Ellas nos daban los componentes de 
la tensión

5 ~ L s't> s s¿ )
que pasaremos a notar como

¿T=  (Si  5 3 ^

Genéricamente las ecuaciones ( 1 - 10 ) se escriben

s¿ = 01 j S j (z -1o )
donde son los cosenos directores de la normal al })lano considerado. Tiene un sólo 

s ubíhdice puesto que se refiere a un sólo plano en particular.

Si deseáramos identificar las tensiones actuantes en 3 planos perpendiculares debería­
mos escrib ir:

k  —  6 ~¿ j <3 j  k  ( ¿  - 41 }

Nos proponemos encontrar los componentes 0~r/z t del estado de tensiones en 3 planos 
coordenados ofcrtogonales cuyas direcciones normales definen los cosenos directores 
respecto de los ejes ,donde el estado de tensiones es (J~¿j

Aplicando la transformación de coordenadas a la expresión (2- 1 1 ) se obtiene:

5 rk= Ji c3¿r =  01 j Q¿r
Si y* son direcciones de un nuevo sistema coordenado será -5V& ■=. 0~r k Con lo cual

(Tr* = Jjh <3¿r 07j' ( ¿ - ^ 3 )
Concluimos que la función CÜj se transforma, frente al cambio de coordenadas,como 
una magnitud tensorial. En lo que sigue, por lo tanto, nos referirem os al "tensor de 
tensiones".

H-4.1. Tensor esférico y desviador de tensiones

Ya se vió que el estado de tensiones podía ser descompuesto en un estado 
esférico y uno desviador.

La componente -esférica era
Q— _ (Ti + ^  -h (7¿- _ 0~-1 + -t- ~̂3 
” 3 ~~ 3

Con la notación tensorial, la expresión anterior se puede expresar de la siguiente forma:

CT¿¿



De esta forma, los componentes desviadores del estado de tensiones resultan:

<rCj -  <rtJ _  x  ¿ £J g~kk

J.-4 .2 . Invariantes del estado de tensiones

Cualquier función de los componentes de un tensor que mantenga la misma forma 
frente a un cambio de sistema de referencia se denomina invariante del estado de tensiones. Ya se 
ha demostrado que los coeficientes de la ecuación secular eran invariantes. La forma más simple 
de expresar invariantes es:

j  &¿j (T¿j , j  C T T j  OJb (Th¿
Puede demostrarse que sólo 3 invariantes son independientes. Ello implica que cualquier otra 
función invariante puede ser expresada en función de ellos. A s í diremos que una función 
invariante si:

-f c?ej <7^¿ )
Habíamos demostrado que @~¿i = 0~¡j + Ĉ 2 + era un invariante. Dicha demostración en forma 
tensorial se efectúa de la siguiente forma:

<$¿\¿ (7J¿> = S Vkf - ^
Vale decir

cr¿t = (7¿¿
Para el segundo invariante

^ ¿j  ~  [St’k ')($jr»clin (Tyr,r1 )

Reagrupando convenientemente

r/¿J ü~¿¿ - ("<?*> A ’ l> áj^'j Tft-e CT.m n

= ¿íw U\( OZ,„ _  <Tmn

- F ne 0 } n = 0¿j ff-¿¿

Con análoga forma de operar se demuestra la invariancia de la tercera función:
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Q j k T k ¿
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III - 1 . DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES:

Un cuerpo sometido a fuerzas exteriores alterará su estado de mo­
vimiento y/o se deformará. Para precisar estas condiciones consideremos en 
el cuerpo de la figura III—1 dos puntos A y B separados por una distancia

do

Figura l l l - l

Por efecto de las fuerzas aplicadas, los puntos pasarán a ocupar 
posiciones tales como A ' y B1, siendo ahora su distancia d. Llamaremos 
A A ' desplazamiento del punto A y BB* desplazamiento del punto B, Puede 
haber ocurrido

a) Que d -  do; en este caso el cuerpo sólo se ha movido pero no se ha defor­
mado. Si A 'B ' es paralelo a AB sólo se produjo un movimiento traslatorio. 
Si A 3B' no se mantiene paralelo a AB el movimiento habrá sido rototras- 
la torio .

b) Si d =/= do resulta que se produjo un desplazamiento relativo de B con 
respecto a A „ Se dice que el cuerpo se encuentra sometido a un estado ge­
neral de deformación. Si A ’B* se mantiene paralelo a AB la deformación 
se denomina homogénea. Interesan especialmente estos últimos dado que 
si así” no ocurriera las expresiones analíticas que describen el estado de 
deformaciones resultan tan complejas que dejan de tener utilidad práctica.

III -  2 , ESTADO DE DEFORMACIONES

Supongamos tener un cuerpo sometido a un sistema de fuerzas ex­
teriores que le producen un estado general de deformación. Referiremos los 
puntos de dicho cuerpo a un sistema coordenado cartesiano. Sea P un punto 
del cuerpo cuyas coordenadas eran P 0 == (xo> Y0» zo) V r  o su vector 
posición antes de la deformación y luego de la deformación sus coordenadas 
serán P =  (x, y, z, ) y r  su vector posición. Ver la Figura III - 2
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Figura III - 2

La función que define la geometría de deformación, dado que el me­
dio es continuo, será una función continua de las coordenadas de P, esto es 

$  = Í ( x y z ). Consideraremos las funciones que describen el des­
plazamiento de P según cada uno de los 3 ejes coordenados. Sean ellas:

v = v ( x y z ) 3~1

w = w ( x y z ) 

que resultan también ser funciones continuas de las coordenadas de P .

Si P* es un punto suficientemente próximo a P 0 se verifica:

u = uQ + (du ) A x + / 3 u \ A Y + ( du ) ¿z 
&x 'Qy ' 3z
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siendo 4 x , Ay ‘ y Az ias componentes del radio Ar del entorno 
de Po. Esta expresión es la primera parte del desarrollo en serie de Taylor 
en los alrededores de P 0 .

El desplazamiento relativo de P será

a - =, du \ A  X + / Ò u* A  y + / à U * A  z 3-2
0 ( - W  ) 0 ( ~ ó J ) oÒ z

Dividiendo miembro a miembro por ^ r ,  radio del entorno de Po considera­
do, resulta:

U-Uq
A r

( ou ) + (_áu_) A y + (jLü_) 3-3áu
a x A:

Llamaremos e.
U-Uy,

=xd ~ W ~  ’ comPonente unitaria del deplaza miento, según 
el eje x. Además sean1*]  ̂m y n los cosenos directores de la dirección del 
vector r con respecto a los ejes coordenados. A s f resulta

3-4

Análogamente, para las otras 2 direcciones coordenadas se habrá obtenido:

1 + m -) n 3-5

1 + w m  +
a y

)
O z

n 3-6

que en forma matricial escribimos

end" du ^ u á u "
C 'í  

1
"dx ^y Óz

eyd
— d  v á v Ò  v X m

*D¿

e j zd
J

á w é w ò w n
~9K &y T>z

»  y

3-7

Los elementos de la matriz de los coeficientes constituyen los oo m- 
ponentes de un tensor que llamaremos "tensor deformación" . No demostra­
remos el carácter de tensor de dichos elementos por ser formalmente análo­
ga a la realizada para el tensor de tensiones ,



A los efectos de visualizar el significado de los elementos del ten­
sor estudiemos un caso simple de deformación plana. En la figura III-3 se in­
dica un cuerpo plano en su estado inicial (Ifnea llena) y luego de haber sido de­
formado (linea de trazos); además se indicai las coordenadas correspondien­
tes:
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y+<fy+v+|íír+|Xi, 

y+dy+V+-|£<fy

y+&y 

y+ v
y

— r
h*i
'r*
-t—  /
jU - " 

éx

X+U

1
I*y

/

/_\4

X+¿x

Figura III -  3

La deformación por unidad He longitud en la dirección x* e será
du  X

ex P 'Q »  -  PQ  = (¿x - d x  V x ) .  ¿ x = du  3-8
PQ á  x 9 x

En la dirección y será:

dv
pt R*« - PR = (¿y g y  «S y ) - ^ y  _ 3 v  3-9

ey ' p r

Vale decir que los elementos y v representan
3>x 3  y

la variación unitaria de deformación en las direcciones respectivas. Lo mismo
valdría en el caso tridimensional para ez = d  w .

h  z
La deformación tangencial 0 que evaluamos a través de la va­

riación angular será:
A A A -A

0xy = R P Q - R ' P ' Q '  = R” P 1 R ' + Q ” P ' Q '

Si las deformaciones son suficient emente pequeñas se puer>e asim i­
lar el ángulo a la  tangente trigonométrica y entonces:



xy /
"dv
<£ X 3y

3  v 3-10
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Es decir 3>u es el corrimiento angular de cfv producido por el des- “57--
plazamiento u (de dirección x). Análogamente & v es el corrimiento an­
gular de x producido por el desplazamiento v^fde dirección y),

/\
Si resulta R “ p R = Q*!P Q entonces

3u „  Bv _ l ¿ _ V V
dy “  3 x “  2 xy °xy  yx 3-H

En este caso se dice que la deformación es irrotacional. En caso contrario se­
rá rotacional. Interpretaciones análogas se pueden dar a los elementos res ­
tarles de la matriz. A s f tendremos, en tres dimensiones, tres deformaciones 
normales:

ev = 3 u  e„ = "bv Brj = 3>w 3-12
x w ~ ~ ’ y '&r~

Y tres deformaciones tangenciales

^xy= 1/2 (_5ü_ + '3v )
Oy

)LZ = 1/2 ( 9 v + Bw )
yZ "’¿z 4 3 y  3-13

^xz = 1//2 ( )Bx ’

en el caso ir rotacional .En caso contrario % / ^ , etc. Llamaremos7«  xy
genericamente ejj a una componente cualquiera del tensor de deformaciones, 
con la convención siguiente :

si i = j ; eü = ei (ex ; e.; ez )

si i t j ejj ( YXy , )(yZ , ^ zx *^yz ’ ^ xz ^

Dado que según lo adelantáramos en general resultará:

eij * e ji
lo cual significa que el tensor de deformaciones no es simétrico. Esto ocurre 
si el estado de deformaciones tiene un componente rotacional. Si a dicho ten­
sor se le resta su antisimétrico se obtienen los componentes simétricos que 
constituyen el tensor de deformación pura o irrotacional:

eij ~i <eij -  eji> = i  <e ij + eji > 3-14
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En efecto, cada uno de los componentes del tensor antisimétrico
i ( eij “  e j i ) corresponde a una rotación sobre un eje coordenado en el plano 
perpendicular a dicho eje. Como ejemplo \ (e ^  - e xy ) es la rotación de la 
diagonal OP en el plano x y. alrededor del eje z„ Podemos visualizar en la 
Fig, III—4 el sentido de la expresión (14),

Í .
Estado de de for- 
mación ir  rotacional!

HI-3

exd = 

eyd =

Figura III-4

INVARIANTES DEL ESTADO DE DEFORMACIONES

La expresión (7 ) podemos escribirla ahora como,’

= ^ xz 1 + %zx n "za
\y 1 + ey m 3-15

Podemos proponemos ahora determinar un sistema de direcciones 
tales que refiriéndonos a ellas se anulen las componentes de la forma e -  
( i r  j )9 en forma análoga a como se hizo en el estado de tensiones. Dichas 
direcciones se denominan ” direcciones principales del estado de deformación' 
y las deformaciones normales según tales direcciones se denominan "defor­
maciones principales", Con un planteo formalmente análogo al ya realizado 
se plantea la ecuación cúbica:

Estado general 1 
de deformación J
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e3 p "  e2 p <ex + ey + ez ) + ep ( ex ey f  ey ez + ez ex + ^  xy 

$ yz +/zx> - < e* V *  + 2^xy ^ y, * zx '  ex f  J » - y  f  zx

2

ez xy ) = 0 3-16

cuyas soluciones s e2l e^ son las deformaciones principales Evidentemen* 
te en este sistema no hay rotación.

Los coeficientes de la ecuación cúbica constituyen los invariantes 
del estado de deformaciones que, en función de las deformaciones principales 
toman la forma

Jx = e1 + e2 + e3 

J2 = el  e 2 + e2 e3 + eo e3 C1 3-17

j 3 -  e i  e2 e 3 

Puede definirse una deformación media

em -  1/3 (e^ + e 2 + e3) -  1/3 e ^ 3-18

De la misma forma que antes podemos considerar el tensor de de­
formaciones D formado por una componente esférica y una desviadora: D = 
D “ + D*

El tensor esférico tendrá una matriz;

D e 0 0m

0 em 0

C 0 e

y sus invariantes son:

J2 »  = 1/3 Jr  

J ,s3 = X/27 J l

m 3-19

3-20
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El tensor desviador, a su vez será:

ex - em Íyx * z x

a 11 0 1 d 11

*xy a <<
i CD 3 V  zy 3-21

*xz )fyZ ez - em
y

y sus invariantes ;

= 0

'2 = J2 + 1/3

3 = J3 “ -1/ 3 J1 J2 + 27~  J 3 J 1

3-22

El primer invariante del estado de deformaciones está relad onado a la varia­
ción volumétrica. En efecto

A * A V

V

1^ (1 + e i )  I 2 (1  + e2) I 3 (1  + 63 )-1 i  I 2 -*-3

- T r T r - f 3-
3-23

donde 1-̂ , I 2 , I 3 son los lados de un elemento de volumen. Desarrollando 
y despreciando términos de mayor orden que e l primero

/S.- el  + e 2 + e3 = Jx 3-24

Como en el tensor desviador J'-̂  = 0 implica que corresponde a una defor­
mación distorsional. sin cambio de volumen y por lo tanto toda la variación de 
volumen es atribuible al tensor esférico.

n i -  3 TENSOR DE COMPONENTES INFINITESIMALES DE DEFORMACION 
FINITA.

Las relaciones obtenidas hasta aquf se han desarrollado para defor- 
maciones infinitesimales totales» Esas expresiones son también válidas para 
el caso de tratarse de incrementos infinitesimales de deformaciones finitas .El 
tensor respectivo se indica con de- y sus «componentes son:
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dex d X0 yx d y  zx

deij - 0 T  xy dey d 5̂  zy 3-25

. a y  xz d t  yZ d ez oJ

Cuando las deformaciones son plásticas f la deformación es distor­
siona! para es decir sin cambio volumétrico, y por lo tanto:

d ex + de y + d ez = 0  3-26

III -  4 VELOCIDADES DE DEFORMACION

Las velocidades de deformación están dadas por la variación de las 
deformaciones con el tiempo. Se utilizan en la solución de problemas en los 
que existe un flujo de material, ya sea estacionario o no. En general se defi­
nen

de,,

'ij ”dT
d . = _ 1 L  3-27

DEFORMACION EFECTIVA Q EQUIVALENTE

Se define también para el estado de deformaciones la deformación 
efectiva ', o * equivalente dada por:

dé y  2/9 ^ (d e i“de2 f +(de2 -  de3>2 + *3e3 -  dei^2J 3" 28

Esta expresión es de un invariante del estado de deformaciones, lo 
cual puede verse al relacionarla con el segundo invariante desviador de defor­
maciones s cono se hiciera con la ecuación ( i-

III - 5 DEFORMACIONES FINITAS - DEFORMACIONES LOGARITMICAS

Las relaciones desarrolladas en los puntos anteriores pierden exac­
titud a medida que las deformaciones incrementan su módulo, dado que ya. no 
pueden introducirse ciertas simplificaciones en los desarrollos. A s í por ejem - 
pío, para obtener la expresión 3-24. si las deformaciones fueran finitas, no 
podrían despreciarse los términos de segundo orden, y el primer invariante 
no representaría entonces la variación volumétrica A  Este hecho indujo 
a Ludwik a proponer una nueva definición de las deformaciones, las deforma­
ciones logarítmicas tales que no sean afectadas por aquella discrepancia



En el punto III—3 ya se indicó que cuando las deformaciones son 
plásticas hay constancia de volumen, por lo tanto;

v = v 0 , ( l + e 1 ) . ( l + e 2 ) . ( l + e 3 ) = v 0  3-29

(1 + ex ) . ( 1 + e2 ) . ( 1 + e3 ) = 1 3-30

y aplicando logaritmos:

In ( 1 + e i ) + ln  ( 1 + e2 ) + ln  ( 1 + e3 ) = 0 3-31

Se define a la deformación logarítmica:
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x =

J

dx x
a* ln  —

x
O 3-32

x.
Xr

‘O

y siendo la deformación convencional referida a la longitud inicial (y no a la 
instantánea) :

o -  -Á2L- _ X - X o  X
x y-« -  ” — -  ~ ír—  “  1 3-33

x o  X0 x o

Por lo tanto:

£ x = ln  ~ —  = ln  ( 1 + ex ) 3-34
Ao

De acuerdo a la 3-34, la 3-31 puede escribirse ahora:

é l  *  £ 2 *  £ 3 = 0 3" 35

y la 3-35 queda como la 3-24.

Como en la mayoría de los procesos de conformado de metales se 
introducen deformaciones por compresión (negativas), algunos autores con 
el único fin de independizarse del signo de la deformación, reservan la fórmu­
la general 3-25 para los casos de deformación por tracción* y toman para el 
caso de compresión la expresión equivalente:

1
f = ln  ---- ------------ 3-36x i  _ e

x

La figura muestra la diferencia entre ambas definiciones de defor-
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maciones, En abscisas se ha representado x/xo y en ordenadas 
x x

Xo

Las dos deformaciones dan valores prácticamente iguales hasta 
valores de alrededor de 0 .1

Í2

0,4

0 Ü
x0

Figura III -  4

Las deformaciones logarítmicas, cuando la deformación es unifor­
me tienen la ventaja de ser aditivas:

X1 xo X"  = ln xn
£ x = ln  ~  + ln  —  + . . . . . . . . . .  ln  “ x ^ T  1 ^ 3 - 3 7

°  Xl

Puesto que las expresiones que dan las deformaciones finitas inclu­
yen término de orden mayor al primero s las componentes de este estado de 
deformaciones no se transforman Hne&lmente, y por lo tanto no constituyen 
elementos del tensor de deformaciones „
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I I I  - 6 DETERMINACION DE PEQUEÑAS DEFORMACIONES Y DEFORMA­
CIONES INCREMENTALES EN TRACCION

a y

Esta determinación requiere la evaluación de las cantidades 

e tc .

Supóngase una barra provista con marcas uniformemente espacia­
das (figura I I I  - 5), que luego es uniformemente deformada por una operación 
de estirado. La dirección x es entonces una dirección principal, y si los pe­
queños desplazamientos u de las marcas son lineales en esa dirección (Figura
I I I  - 5 a) la componente de la deformación en x vale:

S e = e 
x x

a u

siempre que

d x

& 1 sea muy pequeño

Si la distribución del desplazamiento u no es uniforme, como se 
muestra en la figura III - 5 - b, lá pequeña deformación local para cualquier 
posición x es la pendiente particular de la curva u - x, pero no puede más de­
terminarse a partir de ~  ■

^o

I  I  I I 1 ' i  < a )

(b)

Bu
&>t

Figura III - 5

~ cte. (Deformación uniforme) 

cte. (Deformación no uniforme)

I I I  - DEFORMACIONES FINITAS EN TRACCION

Para calcular una deformación finita de gran magnitud, deben su­
marse los incrementos infinitesimales de deformación.

Asi, si el estado de deformación de la figura III-5-d corresponde 
a una deformación finita instantánea, y al mismo se le añade una deformación 
uniforme, en el instante en que 1 = l n , la deformación finita uniforme es.

JL.

a
dU2

¿2 - 1 
~T¡— -

3-38

3-39

di

I
= ln ln 3-40
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3-41

aonde 1Q \ l n son Ja J ongj’ ud de re fe rene ia ant es \ despues que haya tenido 
Jugar la deformación uniforme finita

Si la  deformación no es uniforme como por ejemplo durante Ja 
estricción en una probeta de tracción habrá que sumar todas las deformacio­
nes incrementa! es en cada posicion x,

£  = du i + 5.un _  j Jn _ in _
x "Bx! S  x2 ' ? )xn JG

y Ja deformación finita variará punto a punto

JII - 8 ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD........ —-----—— — ■— .....— .......■■■-—

Recordemos que Jos elementos del tensor de deformaciones eran;

C>U c)v  B w
ex 3x  ey 'k'S ~  ez, ”

du áv  o S v  3w  fk Bu w q-42
X V  =  • ~ ~ ~  ■ yz =  «r----  +  Hzx -  ¿ r - = —  ódv  S x  - &Z B z  3 x

Debemos observar que ai e&praaajr. 6 componentes de deformación en términos 
de 3 funciones de desplazamiento u v y w . lac deformaciones no podían ser 
independientes unas de otras v por Jo tanto no podían ser dadas como funciones 
arbitrarias de x. y y z  Tratemos de hallar las relaciones a que deberán ajus­
tarse dichas funciones

Jer grupo Eliminemos u y v de Jas expresiones :

_ 3 u  3 v  , 3 u  3 v
x -  ev = °  xy -  ' 3 T

Derivando convenientemente se obtiene;

» .
B  y - d x d y  " B x  J x

^ x v  ... 3 2 V  j j L  ll,

c >  X  <hxdy

Derivando nuevamente ;



ex _ g)3u 
ày2 <3x

è2ey _ 53v
à  - Z à x2 3  y
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á 20xy = v
3xdy 3

dx  ày

Comparando términos se obtiene:

c)2ex + à2ey = ¿)2f) xy
dy2 à x 2 Sx à y  3-43

Análogamente se obtienen otras dos ecuaciones:

32ea = a 20 yz
c>Z- 3yz 3y 3 z  3-44

+ ò 2 ex _ 5 20 ZX

3x2 3z 2 3z dx 3-45

2do. Grupo Eliminando u, v y w entre las deformaciones tangenciales

LL« • e> = 9 w + 3  v . «( _ Su-  ___  —  -f- -  - - 0 : O  W , C? V .  fj _  ¿3u, , 3 w
xy By ax ~ur- > ẑx — Tsr“ + - % r

siguientes : 

2 £>2 eK 3
0X

2 i L § &  _ è
c*z ay

— -* " V
£ÍLS¿L_ »
3 x  dy Sz

( - ^  +• ^  zx , ® ^ xy
3  x 3  y <5"z

$0 ya 
3  x

3 -4g

3-47

i  Ŝ JzJJL.̂  4 .  ■ j  añ QTriiih iVn. 3 .

■Y'; dx 3y ■■ 3z ' / - áft£.

Estos dos grupos de ecuaciones se denominan ecuaciones de compatibil i-  
dad y resultan ú tile s  para ve r ifica r  si una solución particular de un pro­
blema es correcta; la  distribución He deformaciones debe satisfacer estas 
condici ones.
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IV - RELACIONES TENSION - DEFORMACION ELASTICAS 

Objeto*-
Reseñar las condiciones nooesarlas para dar solución analítica a los 

problemas que se plantean dentro del campo elástico, Indicando si tipo &* 
relaciones existentes entre tensiones y deformaciones»

IV- i • ELEMENTOS NECESARIOS PARA ELABORAR UNA TEORIA PE ELASTICIDAD
Los elementos necesarios para elaborar una teoria de elasticidad soni

1 - Ecuaciones de equilibrio
2 - Condiciones de borde
3 - Ecuaciones de compatibilidad
4 - Relaciones elásticas tenaión-deformaoién

IV ~2. ECUACIONES PE EQUILIBRIO
En un cuerpo continuo sometido a la acoiín de fuerzas exteriores, las 

tensiones variarán en forraa continua. La figura BWL ilustra lae tensiones 
quo actúan en un elemento del cuerpo.

Se analizarán cada una d© ellas»

z
Figura IV- i

El elemento estará en equilibrio si se cumplen las oondioiones i
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(4 -1 )

El análisis de la primera ecuación conduce at 

( Cf ♦ cU)dy da + (5  + da)dx dy ♦ (5 + ^ C£ dy) dx da
*  ax  a x  y x

•» (T dy da — dy dx «• dx da • 0 x zx yx

y simplificando .*
„ q (4-2)

^x ^y ^ z

Si además de las tensiones surgidas oomo consecuonoia de 3a aplica» 
oión de fuerzas exteriores, existieran fuerzas de volumen, y si a la con*® 
ponente aegán la dirección x de estas fuerzas se la designa X, se tienet

l¡!Z k  + dfeyx + d&zx + x M 0 (4-3)

^y

Prooediendo en forma análoga para las direcciones y a »

+ + y  .  o (4-4)

^x ^y ^z

* « ■  , ̂ yz ♦ 2 - O (4-5)
^x ^y ^z

Las expreeiones 3,4yS*on las "ecuaciones de equilibrio"• Aseguran que 
lae tensiones varían en forma continua debiendo satisfacerse por 1c tanto 
en todos loa puntos del cuerpo* En general no dan una relación entre la» 
tensiones y las oar¿ías externas, excepto en el caso que se indica en el 
punto siguiente*
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IV-3. CQKDICIONKS DE BORDE
Las rolacionos entre tensiones y car as externas deben ser tales que 

en el límite dol cuerpo las tensiones sean iguales a las fuerzas^ aplica** 
das en la suporficio del mismo^por unidad de área. Es deoir, en el límite 
del cuorpo, las "ecuaciones de equilibrio" deben satisfacer las "contiioio

Mi

no a de borde"«

IV-4. RELACIOHES TnreiON-DEFORIiACIQN ELASTICAS
En ol campo elástico, si además de la recuperación de las deformado- 

nos, exioto proporcionalidad entre tensiones y deformaciones, se cumple t 
Toneión « Constante x deformación 

Para el caso particular do una tensión aplioada en la direoción x, la 
"Ley do Hooke" oe expreaa*

e » (4-6)x E x v

Simultáneamente con e , y por efecto do <f se producen doformaoionee
3C «sC

de signo contrario a o en las direcciones transversales z e y» La reía**
x

oiÓn entre las deformaciones transversales © y o , y la longitudinal e 8a y  x
está dada por el "módulo do Poisson" 

e o
.*• e ■ e m -  ] )  o /4_7)e e y z r xx x

Toemplazando e^ por su valor dado en

\ ̂  xe ■ « V T  ( 4-8)y 25 ’ i: ' ’

3i se trata de un estado triaxial y se aplioa superposición de esta­
dos, la doformación en la dirección x será la suma de la defornaoión pro­
ducida por CT^ más las producidas a través dol efecto Poisson por CT
y <f on la diroocián de x t z

° *  ” T f + (  -  B'<r¿  * (  "  K ’ f y  < 4- 9>

-  v  a ) ]  (4-10)
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Análogamente»

V - i - ( 4 - n )

> . - H < r .  -  ^  ♦  < 9 )  < 4 _ 1 2 )

También existo proporcionalidad entre la o tensiones y las defortaaolo- 
nos tangonoiales»

V  mi —i—  T\ ( 4-13)
° jy  2 0 xy

- -i- ( 4-14)xz 2 0

~¿ - -rz &  ( 4 * 1 5 )°yz 2 0 y* 

donde 0 es el mídalo de elastloidad por corto.

IV- S. CAMBIO di: VOLULICT ELASTICO.
Sumando las tros eouaoionos K)(lfyl2 se obtiene la variaoién de volumen

A :

A - .x ♦ ey ♦ «fx + ♦ i . )  <4-16)

Para un estado hidrostátioo de tensiones, la dilataoién volumétrica A 
vale t

m (4-17)

donde K es ol médulo volumétrico o de rigidez#

JV~ 6 . flrarrvPATTPr.fi rT.Â T(V>3
Observando las eouaoionos 6 , Qt10> 111 12 y Í7 se apreoian cuatro 

constantes elástioas propias de los materiales isótropos y homogéneos,

F.stas oonstantes están rolaolonudas entre si» Por ejemplo, si la 
suma ontro paréntesis do la 16 so reemplaza, do acuerdo oon la 1-18 ,



- 49 -

El
por 3 CT̂

A  -  1 v -2- -  . 3<r ( 4-18 )
m

y comparando 17 y 18 t

v ------ E--------  (4-19)
" 3(l-2v>)

En forma analoga puoden obtenorso las relaoionea*

0 m ------ S - r —  (4-20)
2(1 + v> )

. )  'j.JL-.Jl  (4-21)
6k  +■ 20

E ,  J?.Ì L P. (4-22)
3K + 0

IV-7. RKLACI0ITK13 EI.A/vi’X̂A'.) K'T C ■M?0!TT'i;TTT.:3 E5FERinA3 Y DE57L\PQI1A3

3i on la 4 - / 0  ae roomplaza (<f ♦ (T ) por au valor en funol6n de (f̂y ^
obtonldo do la i~18, y co roordsna i

C1-x )e » - - ± ( 1 + / ) - —  3 (f (4-23)
z  E L m

soglia 4 -Z O

I t i )
E

(4-24)

eunando y restando en el mietnbro  ̂^

_  ¿ 2 -  ) (4-26)
m 2 0 E '° x “ T g

.  . J  _ .L . 3- + £  (4-27)y corno Ox - <Tm - CT̂  y 2 0 - E



de acuerdo con 4-JQ :

1 -  2v> 1_ m 1~""rE 3 j: ( 4-29)

»
• * ( 4-30)

Como la s  doforir.aoioneo y tonnionos do corte aon desviadoras) su reía* 
oién está dada por las ecuaciones 4-Í3 ■ 4 - t f  y 4 -/ 5

IV- 8. LEY SE HOQKE GEITKRALIZADA.
Laa relaciones entre loo estados de tensión y de deformación en un 

punto de un cuerpo sólido se expresan, dontro del rango elástico, median— 
te la "ley de Hoolco generalizada" • Dicha ley establece lao vinculaciones 
entro loo tenooreo esférico y desviador de tensionoo y los tensores esfá— 
rico y desviador de doformaoionos respectivamente*

donde T' y I" son los componentes desviadores y esféricos respectivamen­
te dol tensor do tensionoo* A su vez D* y Dw roprosentan los componentes 
desviadores y esféricos respectivamente de tensor de deformaciones*

Las eouaoionos 31 y 32. pueden oocribirse

T* - 2 O D* ( 4-31)

T" - 3 K D'* ( 4-32)

1
( 4-33)

y
( 4-34)

Dado que se verifioa que
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para obtener ln relación completa entre tenciones y deformaciones» oombi«»
liamos laa ecuaoiones 33,34 y 35 y obtenemos

i

SÍ3£ + X1. r-g..¿) ^ xj' (4-36)ij 20 E Qi¿ °m

En esta dltima expresión, el primer miembro describo la deformación 
angular (sin cambio de volumen) y el segundo» la deformación volumétrica 
(con oarnbio de volumen)*

17-9. CIRCULO DE J.1QHR KIT ELASTICIDAD
Si so escribe la eouaoión 4-25 en función de la toma principal*

<Tl 3v> (fm
<4-37)

reemplazando \) y E por sus valoros dados en 4 -21 y  4-22-

Cf, K  -  20
o „  — - ------ ----  <f (4-38)1 2 0 3K • 20 m

En
ción de

-  Figura I V .2 -

ei - T s  K - 2H r <r*'> | 4 - 3 9 )

ol o ir culo de liohr do la figura IV-2 se aprocia q.ue para la medi- 
deformaoiones, so h.a tornado un nuovo origen 0* » a una distancia
( f  Adoro&s bay un cambio de escala, dado por ol valor l/20* 

m*
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[V-io. kni;rcia di; deforjacioh elastica.

La energía elástioa dW aoumulada on un cuerpo al ser sometido a un es 
do teni 

do volunen,
tado do tenoionca ^  y sufrir una deformación d o  vale, por unidad

X J X J

y el la deformación eo finita aerá

4
i

Í J U 9 1J ( 4-41)

3i la rolación entre tonsionno y deformaciones os lineal, oomo ocu­
rro on el campo elástico

«  -  |  <f1} o l¿  ( 4-42)

Refiriéndonos a tonsionos y defornacionoa principales rosultarái

W "  2 ®1 + ° 2  °2 +<33 V  ( 4_43)

Reemplazando loa valoreo do o,, y ê  en funoión de las tensiones 
principales se tendrá

'■ - k  «i* <  ~ Í  («1 ̂  + *3 * °3 “V  < 4‘44)

Toniendo proaente las relaoiones vistas entro las constantes elásti­
cas y ordonando convenientemente so obtiene

» - á »  (&Í -  + < ̂  + (<J3 - < V 2)  * ife «i * «i + í'3)2(4_45)

El primor numando resulta sor la energía do deformación por distor­
sión (n ln  oanbio do volumen) puesto q̂ uo

„  . 1  /  .• . i  ( .Üii) . U L _ £ L l 1 ! — H
2 Vij ij 2 20

r*l segundo sumando 03 la energía do defortnaoión volumóbrioa (con oaru—
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bio de volumen) puesto que

* m ( ^ 1 * 0 2 * ^ 3  ) 
1Ü £

(4-47)

Por lo tanto la energía de deformaoión elástica total eo la suma do 
arabo o :

W - W» + W" ( 4-48)

IV-íl. FUffCIOtt TIlTJIoy Y ¿UECIOtt D3 AIB.Y

En genoral, dar solución a loo problemas on elasticidad, Involucra eiv* 
contrar una distribución do tonaiones que satisfagan las ecuaciones do oqui 
librio, las relaciones de compatibilidad y las condiciones de bordo*

Para catados triaxiales, Uaxwoll propone tres funoionos do posioión 
independientes, ^  , cĵ , y que expresen las componentes de tensión ,

tal que cumplan las condicionas enunciadas*
2 r 2 -

d T3 ^  Y2°*" V * 5 *2 
'h ^ *  %

<r

c

^ X 2
yz

G zx

Ü .
¿Sx £y

*by dz 

> x

(4-49)

Para el caso bidimensional, Airy encontró que existe siempre una fun­
ción ^»(ay) que permite determinar las tensiones on oualquier punto»

■b i
cr (4-50 )

*y  c>x-2>#

Es fácil comprobar que estas ecuaciones satisfacen las condiciones do 
equilibrio* Para verificar las oondioiones de compatibilidad es nocosario 
expresar 3~4j> en función do las tensiones* Para ello se deriva ^
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4 H y  ~t~J3 (previamente reducidas al oaso plano) y se reemplazan en 3-43  

dandot

ÍLcx ) * 2 V ¿^y s V , 7) 2&zy 
> 2  ” -, 2 + 2 " ^ “ " p’“ « 2 (!♦ v* ) v —" !v...
0 7 0 7 ^ ^x2 7)7

(4-51)

Si las correspondientes derivadas de 4-50 se reemplazan en 4~5Í  

se obtiene»
3>4 i V* | à 4 f

~ + 2 T J z p * ~ *  0 < 4- 52)

En esta format si os posible encontrar una funoión que satisfaga la 
ecuación 52. t entonoos las tensionos estarán dadas por 50 » siempre 
que se cumplan además las condiciones de borde»

En general, no es fácil onoonbrar la funoión í , y sólo algunos pro»*
blernaa se han resuelto por eate mótodo.
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V r  ELT21CTJ03 Di: PLASTICIDAD»

Previo a analizar ol comportamiento de un material en el campo pláa
NN»

tico, debemos definir, para continuar nuestra línea do razonamiento, en 
quó instante ol material deja de comportarse elásticamente para oomenzar 
su etapa plástica.

La plasticidad eo la propiedad quo permite a los materiales ser de­
formados continua y pernanontemente sin rotura, mediante la aplicación de 
tenciones que excedon las necesarias para provocar la fluenoia del mismo. 
Este concepto será perfeccionado duranto el desarrollo del problema.

Será entonces necesario establecer cuándo so produce la fluencia dol 
material para un estado complejo do tensionos. Esto da origon a los ori- 
torios de fluencia que determinan ol límite entro el campo elástico y ol 
campo plástico. Si el material no endureciera en virtud do su deformación, 
dicho limito constituiría un. valor constante. Uo obstante, la mayor parto 
do loo motalos presentan un importante endurecimiento al sor deformados. 
Soiá necesario analizar la influencia do este comportamiento en la dofinimm
cián dol límite citado.

finalmente será necesario ostablocer las leyes básicas que relacio­
nan a tensiones y deformaciones on ol campo plástico. Los requisitos más 
importantes a tener en cuenta on su olaboración con» el volumen d© mate­
rial pormaneco constante Itajo deformación plástica, quo una prosión hi- 
drostática no produce fluencia y adornás que la componente hidrostática do 
on estado complejo de tensiones no modifica el punto en el cual so inicia 
la fluencia.

De manera quo para elaborar una teoría de plasticidad debemos esta­
blecer, además do los elementos que definen la elasticidad, lo siguiente* 
a) Un critorlo de fluencia;
"b) Relaciones tensián—deformación en el campo plástico.

V. 1 - Criterios de fluencia ~ba.io estados complc’ios de tonsiones»

Supongamos que en un momento cualquiera del proceso de tensiones y
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deformaciones a que es cometido un material supuesto isotróplco, tiene una 
tensión de fluoncia T en tracción simple homogénea. ¿ Para qué valor de / 
las tensiones do un sistema complejo de tensiones (f’ , <f , (T* „ entrará

K. y zx.
el material en fluonoia?

En otras palabras debe formularse una hipótesis, que deberá analizar­
se experimontalmente, con respecto al límite do elasticidad bajo cualquier 
posible combinación de tensiones*

Analicemos las restriocionos matemáticas a que debe responder un cri 
terlo de flucnciat los tensiones hidro3táticas no tendrán incidencia so­
bre la fluencia; la fluonoia deberá, además, ser independiente de la direo 
ción do los ejes coordenados elegidos para dofinir el sistoma, dado que el 
material es isotrópico y la fluencia dependerá solamente do la intensidad 
de las tensiones 0"* . • Por lo tanto la fluencia debe ser una función de losi J
invariantes del tensor ds tensiones* 21ás aán, si la fluencia no resulta a—
fectada por la tensión hidrostátici» & *• —1- » entonces dependerá solamen—

m 3

te do loo componentes desviadores de 1fcen3iones. Ello implica que el crite­
rio de fluencia debo sor una funoitfn do los invariantes del tensor desvia-

i •¿or de tensiones Jn y •

En términos generales podemos escribirlo oomo

f (Jg, J3) «• o ( 5 - 1)

donde jj. \  (O' 1 \  <rj2 + <rj3 ) . - «Tj* <r¡ + <r* ^  c  j ) - \  ^  ( 5-2)

V  7 < 3 * + ff¡3> - <  < *  3 (s ^

%Recordemos que - 0
Supongamos también que no se produzca efecto Bauochingerj esto mate­

máticamente implica que si causa fluencia en el material, - Cf^ tam- 
bión la producirá. El invariante cambia do signo si cambiamos de sen­
tido todas las tensiones; esto impone que la función 5 - i  sea una función 

1par en •
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V.i-i - Criterio do Trcsca.

Es la expxosión más simple de un criterio de fluencia. Indica qu» 
la fluencia se .inicia cuando la tensión tangencial máxima aloanza un var­
ier crítico.

2 Tj .. *  0 — (T,
me.2. 1 3

La figura V-i ilustra este criterio

(5-4)

fiC. V - l

Loa valores que esa tensión tangencial máxima asume para tracción tt 
niaxial y para corte puro son respoetivamento»

a) Tracción simple» En. el oírculo de "olir que representa odte es­
tado de tensiones (fig.V-2a) se ve que, si Y  es la tensión uniaxial que 
provoca la fluencia*

ú 'i - Y *  2 ict ? <r2 -<rz - °

Por lo tanto: 2 k^ ~ 0^ — =■ Y

Ta) Corte miro. ^n e3te caso (ver fig. Y-2b)/ n ■ A I 1 »11—

(5-5)

Por lo tanto
2 k »  0 , »  ( l .  c 1 3

Comparando 5-5 y 5-6 ce puede ver que
Y

kt

( 5 - é )

(5 -7)
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O soa, según el presente oriterio, la tensión de fluencia por corte
puro, k , es igual a la máxima tensión de corte elástico en tracción uni 

c •»

(a)
Tracoión pura Fig. Y-2

00 
Corte puro

Y-1.2 Criterio do Von üiaes»

Su formulación está basada en la adopción de un valor para la funmm
ción F do la ocuación 5-4. En efecto, esto oriterio establece que so / 
produce la fluonoia cuando el segundo invariante desviador del estado 
de tenBionos toma un valor dado por

• 2
J2 -  k: (5-8)

donde k es una constante.
De este modo so hace independiente a la función do fluencia del / 

ivalor asumido por •

La ecuación 5-8 puodo expresarse de la siguionte manera»

6 h  - W x - V 2 + {<r7 ~ * (<T* " + \ l )a6 k2-2Y2 ( 5' 9)

En función de las tensiones principales, se tiene*

(gí -  <r2)2 +«r2 - <r3)2 +«r3 .  «k2 .  2 y2 ( 5- jo )

3i se comparan las ecuaciones 5-10y 4-46 se puodo ver que presentan 
un gran parooido formal* Es por ello que algunos autores formulan esto /



criterio de la siguiente mnera* "La fluencia oe produco cuando la oner- 
gía elástica de distorsión alcanza un valor crítico”.

Puede verso además que, do acuerdo con la dofinición dada de ten­
sión efectiva, este criterio 3e puedo postular así* "So ¿>roduoe la fluen 
cia cuando la tensión ofoctiva alcanza un valor determinado."

El valor do la constante k en 5 -8 se obtione por aplicación do oa 
te critorio a e3tado3 simples de carga.

a) Tracción pura. Como ya so vió, queda determinada por

C ¡ “ Y = 2 k t  5 cr2 -  (T3 -  0

Aplicando a esto estado so obtione*

( CTX ) 2 ♦ (-<>1)Z -2<ri2 - 2 ' f - 6 l * 2

(5 -11 )
por lo tanto* y

k =* '"z.

b) Corte puro* Este estado queda definido por*

- - <r3 - ko ; <r2 - 0

Aplicando nuevamente t

( (Ti)2 + ( <ÍX) Z *  (-2 <rx)2 - 6 <¡¡2 - 6 k* - 6 k*

o sea* K ■= iL
C

Comparando 5-11 y 5-12 oe obtiene*

k --4r —  - 1.155 K  (5 -1 3 )° 13 2 t

C sea, según el criterio de Von ¿lisos, la tensión do fluonoia
por corte puro, k , es 1,155 veces mayor quo la máxima tensión do corte c
elástica por tracción k̂_ •

En general, loo materiales frágiles se comportan según lo estable­
cido en el criterio de Tresca, mientras que los dúctiles lo hacen do En­
cuerdo al de Ven Hises.



- 61 -

Se han sugerido distinto¡3 significados físicos para este criterio* 
ITadai interpretó que la fluencia depende do la tensión do corto octahé- 
drica. Hsto está motivado por ol hecho de no depender la fluencia do la 
tensión hidrootáticaj on C3tas condiciones la tensión quo controla el 
proceso doborá ser la conponente do corte do la tensión quo actúa sobre 
el plano octahódrico, ya quo sobre esto plano, la componente normal de 
la tensión os la tonsión hidrostática.

Hond^y sugiero que la fluencia se produce cuando la energía do dis­
torsión (energía de deformación por corte) alcansa un valor crítico. Puo 
de verso que la expresión del criterio de Von lliscs e3 proporcional a la 
expresión de la citada energía. No debo preocuparnos el hecho do quo la 
onergía de deformación por corte so derivo do consideraciones olásticosj 
las propiedades elásticas de los materiales no so destruyen cuando so / 
producen deformaciones permanentes y además, puedo ser considerada como 
una sucesión do ostados de tensicnos clásticas cuyos límitos son conti­
nuamente excedidos, lío obstante, la enercía do doformación do un cuerpo, 
si tiena un significado, deberá interpretarse en base a interacciones 
atómioas ,7 resulta dificultoso considerar la energía do deformación co­
mo divisiblo en dos partes diforentos» una relacionada con la variación 
do volumen y la otra relacionada con el cambio do forma. En esto sentido, 
la intorjírct ación del criterio do Von llieos no debería llevarse tan lejos. 
Matemáticamente, sin embargo, el criterio do Von liisos tiono caractorísti 
ca3 muy importantosi es independiente de la tensión hidrostátioa (las va­
riables son sólo diferoncias do tonsionos), es indopendiento de loo sig­
nos do las tensiones (todos loo términos son cuadráticos) y do sus magni­
tudes relativas (no nocesita convenirse si <f es la mayor do las tensio­
nes, etc.) Además, como veremos, su representación gráfica es la más sim­
ple.

V-2 Representación gráfica do los criterios do fluencia.

Estudiaremos la representación gráfica de los criterios do fluencia 
on un espacio de tensiones, conocido como espacio do Haigh-"'ostorgaard*
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Los ©Job ¿Le la tema de referencia coinciden oon las direcciones princi­
pales de tensiones. Asi, dados los valores (JZ t CT1 y ¿TI9 so obtiene el

•  — •)
punto P quo representa al estado de tensiones en consideración (Fig»V -3 )

**n el mismo sistona so traza 00* en forma tal quo sus cosenos direc­
tores sean iguales (JCm m * n « -i- •% 0<, «fr» Y  m 54*44')• Cualquier es-*

VS
tado de tensiones cuya reprooontaoiín está sobre 00'tiene <T̂  ■ CT̂  *■ (T̂  p 

os deoir, es un estado hidrootático o esférico de tensiones. Ta se dijo / 
que tales estados do tcnsionos no producen fluencia*

Si so descompon© 0P oogún la dirección 00* , se obtiene gráficamente 
la representación de los estados esférico y desviador de tensiones*

00' — estado esférico o hidrostátioo

0*P - estado desviador
El estado desviador se encuentra on un plano perpendicular a 00' f lia 

mado plano IT (figura Y-4)llamado plano desviador* Dado que la fluonoia se 
produce dobido a la componente 0'P dol estado de tonoiones, que yaco on ol 
plano 'tT 9 nos dedicaremos solamente a este plano* La proyección de loa o— 
Jes principales sobre el plano Tf da tres ejes a 120°, quo Bon los ojos / 
desviadores*
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Dado que oomo so rió, las tensiones esféricas no inciden en la a- 
parioién de la fluencia, es la magnitud de 0*P , que yace en el plano / 
desviador, la que la determina* En general» todos los estados de tensio 
nos que interesan a los efectos de la fluencia, yacen en planos parale« 
los al plano TT • La fluonoia tieno lugar cuando O'P alcanza un cierto / 
valor crítico, El lugar geométrico de los afijos correspondientes a los 
estados de tenaionos que detei’ninan dioho valor crítico, constituye una 
superficie denominada "superficie de fluencia"* Esta superficie es una 
superficie oilíndrioa, de sección transversal constante, dado que su 
magnitud es independiente de las oomponontes hidrostáticas de tensio» 
nes y por lo tanto, de su posición a lo largo de la reota 00** Su inter 
sección con el plano desviador (plano TT) determina la "línea o curva 
de fluenoia", que resulta así ser el lugar geométrico de los estados de 
tensionos desviadores (0*P) que produoen fluencia*

Un oriterio de fluencia debe definir la forna de la sección trans- 
versal del prisma*

Es posible demostrar que el oriterio de Von Mises establece que 
dicha sección transversal es una circunferencia de radio Y , y el
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do Tresoa, quo es un hexágono regular inscripto en la circunferencia 
de Von Mises* Ambos criterios coinciden sólo para tracción o compresión 
puras (punto A de la fig.Y-5). La máxima diferencia existe en los esta­
dos de corte puro (puntos B y C de la fig. Y-5)

/

Fig. V-5

V-3 Endurecimiento por trabajado*
Es un hecho comprobado oxporimontalmonte quo los natales que defor­

man plásticamente, endurecen a medida que vandeformando* Es dooir, para 
producir nuevac deformacionos es necesario inoreraentar las tensionos* Se 
dioe que el material "endurece por trabajado o por doformaciÓn*"

Si se considera al matorial como endureoible, y se adopta el crite­
rio do fluencia de Von Uíbob, entonces un círculo inicial representa la 
fluencia del material totalmente reoooido* Una deformación plástica pos­
terior altera las dimensiones de la curva instantánea de fluencia* Así, 
si es la tensión de fluencia primaria, entonces el radio del círcu­
lo de Von Mises es • Supóngase que la deformación prosigue desde

Qo hasta <7̂  y quo el matorial es en este punto descargado completa­
mente* Admitamos que la deformación no Lia provocado anisotropía en el 
material (textura por deformación)* La doscarga desdo os elástica
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y también lo es la carga subsiguiente ha3ta dicho valor* Por lo tanto, 
©ato material poseo ahora un lugar do fluencia que QS m  oíroulo do ra

En el plano TT 5 esto oíroulo os concéntrico y de radio

mayor que el de fluoncia inicial*
0 sea, ol endurecimiento de un material que permanece isótropo / 

implica quo loa lugares instantáneos do fluoncia so representan oon 
figuras concéntricas que se van expandiondo» Dicha figura es circular 
en el criterio do Von IIi3es, y hexagonal en el do Trasca* La figura Y-6  

ilustra lo indicado, para el criterio do Yon Misos*

Fig* Y - 6

Hay dos hipóteais para evaluar el endurecimiento dol material» 
a) Endurecimiento por deformación 
la) Endurecimiento por trabajado 
Analicemos cada una de ellas*

a) Endurocimionto por deformación* £3e aupono que el valor instantá­
neo do la tensión efectiva que provoca fluencia es función dnioa*- 
mente de la deformación plástica previa. 0 sea*

- n  ( ( r ¿ p ) (5-14)

dona., 4_ p _ £  ̂  _ 4tp)2+ (4ÍP _ dtP) 2 + (4fc, _ ltP ) 2 1  * (¡ í¡)
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-  PPuede verse que, salvo un faotor numérico, d£ es una función
del tonsor desviador do incromentos do deformación plÓstiea, similar 
a la que expresa <T en función del tenaor desviador de tensiones* Va -

sión* Por lo tanto, la tensión de fluencia instantánea es, de acuerdo 
con esta hipótesis, una función H do la "distorsión" plástica total.

El uso de incrementos do deformación se debo al hecho de que el 
grado de distorsión y, por lo tanto, de endurecimiento, no está deter­
minado sólo por la diferencia entre las formas inioial y final do un 
elomonto, y por ello la deformación total se obtiene mediante una in­
tegración sobre todo el camino de deformación*

La funoiÓn n depende do oada matorial on particular y se determi­
na exporimontalmcnto• Está representada en la figura 6b. En general , 
para grandes deformaciones, la curva de osta funoiÓn tiende a sor para­
lela al eje de las deformaciones, lo que permite oonsiderar que un mate­
rial muy deformado endurooe muy débilmente*

b) EndarociTiien ti o por trabajado» ¿Jo supono que el valor instantá­
neo de la tensión do fluencia es función ánioamente del trabajo efectúa 
do, por unidad do volumen

Para un estado compiojo de tonsionon, ol trabajo suministrado est

( — Pde la cual \ d £ es una medida conveniente*

<r - y (",p)

(3-ir)

La parte elástica esi

y la parto plástica estará dada por la diferencia
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El trabajo plástico total j>or unidad de volumen suministrado en 
una deformación finita os

La integral debe realizarse sobre todo ©1 programa de deforma­
ción, partiendo de un cierto estado inicial del material*

lío es posible estableoor diforoncias entre estas dos hipótesis me­
diante la experimentación» La elección de una o do otra en un problema 
particular dependo do la conveniencia* De todos modos, puede demostrarse 
quo para materiales ideales a loo que so puodan aplicar las relaciones 
entro tensionos y dcformacionos Incremontalos quo se verán a continua — 
ción, la hipótesis dol endurecimiento por trabajado os ouocoptiblo de a 
similarso a la de endurecimiento por deformación*

V-4 Relacionen plásticas entro tertinionos y deformaciones*
Una voz obtenido un criterio jare, establecer el oetado de tensiones 

en quo se produce la fluencia, es necesario disponer do alguna relación 
entre las componentes do tensión y lac¡ correspondientes deformaciones / 
plásticas* T’stas relaciones se conoces ccmo leyes de fluencia*

En el campo plástico no existen rclacionos simples entre tensiones 
y deformaciones, como en el campo elástico* Las teorías de plasticidad 
formuladas hasta el presento son de "deformaciones increméntalos" o d© 
"deformaciones totales*"

La3 teorías increméntalos predicen la proporcionalidad entre ©1 es­
tado instantáneo de tensiones y los incrementos de deformación quo las / 
miomas provocan* Las teorías de deformaciones totales relacionan la de­
formación total con ol estado actual de tensiones (en forma análoga a lo 
que ocurre en el campo elástico)*

La deformación olástica, siendo reversible, depende sólo del estado 
inicial y final de tensiones. Ko ocurre lo mismo con las deformaciones 
plásticas que, al ser irreversibles, no sólo dependen del estado final 
de carga, sino tambión del camino por el cual ce arribó a él*
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Las dos teorías increméntales que so analizan en este punto son / 
las do Prandtl~Itcu.cc y de Lécy-í.lisos* Araba o fueron formuladas inicial- 
nento para materiales ein endurecimiento* Cuando se desea tenor en cuon 
ta a ésto, so lo debo intercalar en las ecuaciones, obtenida previamen­
te en forma experimental al cuna do las funciones“ vistas en el punto an­
terior*

Prager enunció otra too ría lo deformación incremontal en que se / 
considera al efecto Bauscliin̂ or, pero flu oomplejidad matemática la ha 
hecho muy poco usada*

Iloncky propuso una t e o r ía  do deformación t o t a l  que se expone cwy / 

brevemonte por cuanto su a p lica c ió n  puede conducir a e rro res  Dorios*

En todas ostas toor£as,.se aplica ol principio do Saint Vcnant de 
coaxialidad do tensores -de tenciones y do deformaciones quo entran en 
juego, sean totales, parciales, desviadores, etc. Sólo de esta manera 
os posible establecer relaciones entro un tensor y otro, dadas por esca 
lares*

VA. i youacionos de ?randt3—'iouss*

Eetahlecen que el incremento do deformación plástica (indicado con 
un subíndice p) C3 en toe ¡ momento proporcional a la tensión desviadora 
instantánea correspondiente* 0 aea

(5-Zl)

Otra forma do expresar las ocuacionos 5"-2| es la siguionto» 
p p p ? P ?

4 £ s „  m £ h ¡  „ ^  (5 -2z)
<r* <r‘ <f ^  6  o

dX os un factor do proporcionalidad no negativo, que pu3do variar duran 
te la carga del cuerpo, y en los distintos puntos úel mismo*

Las ecuaciones 5-21 establecen que un incremento do deformación / 
plástica depende de la tensión desviadora instantánea total, y no del in 
cremento de tensión necesario para producir dicho incremento do deforma»

ción*
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El incremento total de dnformaoión os la suma d© los incrementos 
d© doformación elásticos y plásticos

iail ' 4°l/ ' dei/

- Í Í Ü S + Ü ^ S t j d t f *  ♦<r1J 4>. (¡ - Z 4 )
20 E

En las ecuaciones os posible desdoblar las componentes de in­
crementos de deformación volumótrioa y desviadora de la siguiente mane­
ra« .

* »
4 Gi3 • M  * ®ij d> , . ,

( s - * 5)
(1-2Í) . _

4 °il • —  4trü

Las eouacionos 5-21 puoden eoorihirae como tros expresiones dol
tipo

4 \  - 3 4A I3'* " |  <<*> + <r»)] Í5-26)

y tres de la forma ^
dtf - G  dX ¿5-27,1

ay ay '

Ea posiblo demostrar quo loa diagramas do Hoto do tensiones deavia 
doras y do incrementos do deformación plástica son oe^ojantes» En efec— 
to»

°í + ̂ 2 + ^3 " 0 “ 4 ei + d + d (5 -2 8  )

debido a la oonatancia de voluaen. Ademas, si ee aplica a una pro­
piedad de las proporciones, so obtiene»

p P p p p pd e - d e d e - d o d c - d & x
.....3 , — J-----JL , - L . .-(-i , dX

q - < r ¿  <r¿ - <rj <r 3 - <rx

Vemos <juo ol factor de escala entre ambos diagramas es dX*
Pero do este valor, d X  , sólo sahornos hasta ahora que es un esca­

lar no negativo, variable punto a punto en el programa de defomaoiónesy
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para loo diferentes puntos dol cuerpo* Haciendo uso do diversas pro­
piedades do las proporciones, es posible demostrar quo

oon lo que las ecuacionos 5-26 y 5-27 se pueden escribir de la si­
guiente manera»

Esta es la forma en que se usan las ecuaciones de Prandtl—Reuss 
para el oálculo* SI "bien esta teoría fue introducida para materiales 
no endurecióles, puede verse que la exprosiín 5-3°la hace susceptible 
de usarse cunndo existo endureoiciionto adoptando para alguna de 
las hip5tesis establecidas para el endurecimiento*

V-4.2 Ecuacionos do Lcvy-Miaeo»
3i bion formuladas con anterioridad a las de Prandtl-Heuas, os / 

convonionte enunciarlas "a posteriori'** La tooría de Prandtl—Reuss / 
considera un sólido elastoplástico* Teniendo on cuenta que las defor­
maciones olástioas alcanzan a un 0,5 como máximo en los materiales 
comunmente usados en la ingeniería, pueden ser despreciadas frente a 
grandes deformaciones plásticas* Peta os la idoa do LevyvMisos, según 
la cual so considera que los incrementos de deformación son únicamen­
te plásticos una vez superado el límite do fluencia* 0 sea»

Lu3 ecuaciones do Lóvy—Trises se formulan entonces do la simulen 
te manorat , j v

d ®. . «(T. . 4 ^  /
1 J i 3

Se establece así que el incremento do deformación es, en el cam­
po plástico, proporcional a la tensión desviadora instantánea*

(5-32 )
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Vale para este caso todo lo dicho al analizar las ecuaciones de 
Prandtl-Reu33, eliminando el incremento de deformación elástica»

Las ecuaciones de Lávy-iíises son más sencillas de manejar que las 
de Prandtl-Reuss y por eso se profiere su uso en los casos en que ello 
sea factible* Pueden conducir a errores no despreciables cuando las 
deformaciones plásticas sean del orden de magnitud de las deformacio­
nes elásticas o cuando se analice una interfase elasto-plástica#

V--Í.3 Teorías de deformaciones totales*
En contraposición con la3 teorías anteriores, Hencky establece / 

que las componentes de la deformación plástica total son proporciona­
les a las componentes desviadoras de tensión»

| es una cantidad oscalar positiva durante la carga y cero en la 
descarga.

Teniendo en cuenta que la deformación total es la suma de la de­
formación elástica y de la deformación plástica, y separando las compo­
nentes desviadoras y esféricas, las ecuaciones de Hencky puede escri­
birse como sigue»

Es obvio que estas ecuaciones implican que dado el valor do la 
tensión en un punto de un cuerpo, la deformación total está completa 
mente definida* E3to no resulta cierto, salvo el caao particular en 
que las tensiones y deformaciones sa mantengan en una relación cons­
tante*

Y-5 Validez de las ecuadores de plasticidad» Parámetros de Lode .
Se ha comprobado experimentalmente la validez de las ecuaciones 

de plasticidad mediante ensayos de tracción y torsión combinadas, en
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tubos de pared delgada* Loa resultados se expresaron en funoién do los

Puede verse que si los modelos teóricos de Levy-&ise8 o Prandtl— 
Keuss son correctos, ellos conducen a la igualdad

Loe experimentos de Taylor y Quirmey mostraron alguna desviación 
de esta igualdad» Sin embargo, investigaciones posteriores demostraron 
que esta desviación ae debía a anisotropia en los materiales ensayados,

teriales isótropos, para los que fueron elaboradas las teorías vistas®

V-6 Trayectorias de tensiones y de doforinacionos*
Si se supone que el material se deforma de manera tal que sus e— 

jes principales de tensiones no varíen, es posible efectuar una cons­
trucción gráfica basada en las ecuaciones de Prandtl-Reuss que permi­
te determinar las trayectorias de las tensiones y de las deformacio­
nes* Dicha construcción se debe a Hill*

%

Dado que se admite la coaxialidad entre ®1 tensor de tensiones y
ol de incrementos de deformación, los ejes principales de ambos deben 
coincidir* Es entonces posible superponer en una representación vec­
tores que indiquen el estado de tensiones y a los incrementos de do- 
formación*

Por otra parte, debido a la constancia de volumen

1
/

2 1 3

y que en general, la conoordancia yuv » ea buena cuando se ensayan ma—

P P P d f d ®2 f d ■ 0
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•1 incremento de deformación plástica se puede representar por un veo*» 
tor en el plano IT# &n este plano, por lo visto anteriormente, coinci«* 
den los ejes desviadores de tensiones y de incrementos de deformación 
desviadora elástica y plástica* Es lo que se maestra en la figura Y-7.

Fig. V-7

En dicha figura, se supone que la curva A es el lugar de los pun­
tos de fluencia (un círculo en este caso), y que el vector 0*P repre­
senta a <7* j una tensión efectiva que produce fluencia*

La ley de Prandtl—Reuss establece que

?   ̂ - Pd e  .
=* d> « C (5-38)

cr

d e,

-P
siendo d e  el incremento de deformación efectiva que por el principio 
de Saint—yenant, tiene la misma dirección que la tensión efectiva 0*P* 
Puede representarse, entonceaj en el plano desviador, al incremento de 
deformación efectiva mediantes un vector do deformación HQ paralelo al 
vector 0*P y de magnitud proporcional a d el *

A los efectos de trabajar con mayor comodidad es conveniente dar 
a Rí¿ las dimensiones de una tensión* Para ello se adopta un factor de 
proporcionalidad que por conveniencia se elige 2 0, porque cuando O'P 
alcanza justamente al lugar de fluencia se cumple

, d <r' id e . , »  “T“  + <T. . d X  (5-39)ij 20 ij
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Dado que la deformaoión es sólo elástica jr 0, y entonces

d o “ ff“ *'• e " 2G (i5'40^

Vale decir, las deformadonoo correspondientes con ou&Lquier esta­
do de tonsionea que se halle sobre ol lugar de fluencia, constituyen las
deformaciones elásticas límites*

Si se traaa un eje 0^ perpendicular a (T̂ » y oo recuerda la defini­
ción del parámetro de Lode ̂  , puede demostrarse que el ángulo 9 que 
0*P forma oon 0X os tal quo

y*. - ** Al 3 tg ©

De la m<sma forma,, definido análogamente, debe estar relacionado 
oon el ángulo quo forma d eApor una expresión idántioa* Pero la adop­
ción de las loyes do Prandtl-Rouss implica que

Por lo tanto, el ángulo formado por 0P y lift oon Ox es el mlamo, o
sea ambos vectores oon colinoaleo*

Considérese ahora un material quo endurece por deformación. Ta so
vio que en oste caso

CT - H

Por lo tantot

(Ja 7)

n* • d o
De cota manera, los incrementos dosviadoros de deformación, que 

eran do la forma p, 3dc_ • (s -4 l )
d e ió  a 2 :  ° l j  + 20

pasan a sor , 3 d¿p . °í;\ (5-42)
d C , = “ 7 TT, ü i j nnij 2 or H' ^

El valor de H' puodo ballar30 fácilmente si se tione Ib curva 
<T=. |<1 * derivando la misma. Pueden obtenerse asi valoreo continuos
como se ve oa la figura Y-8
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Fig. V-8

Con ©atoe eletaontos se entra a analizar la trayectoria de tenaioneo 
y de do forran,ci ono o durante un proceso do deformación plástica en que 
loa o ¿es principaloo no varíen*

En la figura V-9 so representa el plano ^  $ con la terna de e^es 
a 120°. Por lo oxpuooto, ao considoran superpuestos loo ejoo (f í y
20 S e .̂

Por convonienoia, so ¿írafican on dioha figura las tensiones y 
lao deformacionoo roaloo, en lu^ar do aua proyocoionos»

Fig. V-9

La curva A representa el lu^ar do fluencia correspondiente al os 
tado de tonoionee P - O'P roprosenta así no afilo a 0“inatantánoo sino 
tambión a la deformación desviadora elástica recuperable en una. des­
carga completa*Se supone que PQ rcprccenta a la dcfctrraaoiÓn plásmica 
desviadora totalj obtenida eia etapas previas.
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V- 8 : Modelos Rfíboló.^icos y Ecuaciones empíricas tensión-defor­
mación.

Para dar solución a los problemas de deformación
suele recurriese a modelos tensión-deformación idealizados.Los 
más iaiportasantes son:
a- Perfectamente elástico. Se comjjorta elásticamente durante to­

da la deformación.En su rerpesentación gráfica ( Fig. V-12 a ) 
la pendiente de la recta mide el módulo de Young del material, 

b- Rígidó - perfectamente plástico. Se comporta como rígido hasta 1 
la fluencia, luego es perfectamente plástico ( no endurece por 
deformación ) Figura V-12 b. 

c- Rígido plástico con endurecimiento lineal. Es rígido hasta la 
fluencia y luego endurece proporsrionalmente a la deformación.
La pendiente H mide el grado de endurecimiento.Fig. V-12 c 

d- Elástico- pefectamente plástico. Se comporta elásticamente hasta 
la fluencia, luego es perfectamente plástico. Fig. V-12 d 

e- Elástico-plástico con endurecimiento lineal. Se comporta elásti­
camente hasta la fluencia, luego endurece proporcionalrnente. 
Figura V-12 e
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Para la resolución de problemas plásticos suele resultar



cómodo expresar las curvas reales tensión-deformación mediante funcio 
nes aproximadas y ofrezcan relativa facilidad de utilización.Enuncia­
remos algunas de ellas;su elección en un problema particular depende­
rá del material de que se trate, 
a- Adopta el modelo plástico endurecióle: 

hasta la fluencia CT ■= E 8 
desde la fluencia CT = H £.

Fig. V-13 a . Tanto E como H dependen del raterial 
b- Ecuación de Ludwick:

0-= Y + H £ m (S-S1)

En la Fig. V-13 b se representa esta función para m=l y para 
0 < ^ m < T l  . Y y H son constantes dependientes del material así como 
el valor que ss asigne a m.

c— Ecuación de Swift:
C ( A  + £ ) n con O ^ n ^ l  ( S -S .5 )

Esta ecuación representa una aproximación muy satisfactoria para 
numerosos materiales pero es algo dificil de manejar algebraica­
mente. En ella C, A y n son constantes de cada material, 

d— Ecuación de Hollomon. Se trata de una simplificación de la de 
Swift:

O ” = C <£ n ( s - s e )
g_ Ecuación de Prager. También resulta incomoda püra operar.

CT = Y Th ( E £ / Y ). ( s s / )

Bibliog.ra.fia:
Basica:

4- Mechanical Metallurgy- Dieter ( Me Graw Hill 1961 )
- Mahufacturing Properties of Materials- Alexander y



- 82 -

'Brewer ( Van Nostrand 1963 )
- An&liais of Stress and Strain- Durelli, Phillips y Tsao 

( McGraw Hill 1958 )
- Mechanical Properties of Matter. Cottrell. ( John Wiley 1964)
- Etude de la plasticité et application aux métaux- Jaoul 

( Lunod 1 9 6 5 )
- Mechanics of plastic deformation in metal processing.- 

Thomsen, Yang y Kobayashi.(Me Millan 1965 )
De Consulta:

- Mathematical Theory of Plasticity.- Hill ( Oxford Ü.P. 1950)
- Theory of plasticity.- Hoffman y Sachs ( McGraw Hill 1953)
- Plasticity for mechanical engineers.-Johnson y Mellor 

( Van Nostrand 1962 )
- Advanced mechanics of materials. - Pord. (Longmans 1963 )

*


