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I - ESTADO DI TEHSIONES

I. 1- Introduccidn:

| En el presente capitulo se analizardn las
condiciones nécesarias para definir cl estado de tensiones en
un punto de un cuerpd #olicitado por fuerzas exteriores. En
lo que sigue se tendrdin en cuenta las restricciones gue impo-
ne la mecénica del continuo, esto es, supondremos que la nate
ria que constituye los cuerpos es continua y no formada por é
tomos o moldéculas (forma continua o discreta). Esto serd vi-
lido en tanto consideremos elementos suficientemente grandes
comparados con las distancias interatduicas.

Adewds nos limitaremos a considerar solamen
te materiales isdtropos y homogéneos. Se dice que un material
es isbtropo respecto de una propiedad fisica cualquiera, cuan
do su comporiemiento frente a ésta es independiente de la di-
reccidn en que se la considere. Un cuerpo es homogéneo cuando

presenta iguales propiedades en todos sus puntos,

I. 2- Estado de tensiones en un punto:

Supdngase terer un cuerpo en equilibrio so-
bre el que actian fuerzas exteriores. Como consecuencia de di
chas fuerzas, cada punto del cuerpo estard sometido a un esta

do de tensiones cuyas caracteristicas se quieren determinar,



Figura I, 1

K

A los efectos de poner en evidencia el esta
do de tensiones de un punto determinado, sececionamos el cuer-
po con un plano ©L arbitrario que pase por dicho punto. Al
secoionar el cuerpo se manifiesta la interacecidn de una de las
partes sobre la otra,

Separemos una de las partes, Para conservar
el equilibrio deberd aplicarse sobre la seccidn producida fuer
zas distribufdas que reemplacen la interaccién ejercida por la
otra parte. Consideremos un entorno de 4rea SA alrededor de P,
sobre &1 actuard la fuerza &7,

Definimos como "tensién media” O media ac-
tuante sobre A al cociente:

§F
§A

0 media =

La tenaidn en el punto serd:
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En general, la direccién de la tensidn for-
mard un oierto éngulo con la normal el plano o , Podemos

descomponer la tensién  en una tensién segin la mormals Uf

denominada tensién normal y otra perpendicular & ella:'ﬁ';_ ya~
eents en el plano o , denominada tensién tangencial.

Figura I, 2

Referiremcs el cuerpo para su mejor estudio,
e un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares (xy ¥o 2)
Consideremos aislado un entorno volumétrico
del punto P, de forma cibica, cuyos conos son paralelos & los
planos coordenados y de dimensiones infinitesimales.,
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8 En cada cara actuari una tensidén que ya he-
mos descompuesto en la tensién normal y la tensidén tangencial.
A su vez la tensidén tangencial ha sido descompuesta segin los
ejes que definen el plano coordenado paralelo al plano sobre
el cual ella actla, Para identificar las tensiones utilizare-
mos la siguiente convencidn:

a.- Las tensiones normales llevardn un subindice que indi-
ca la direceidén en que actla. Ejemplo Oy : tensién normal en
la dirececidén del eje x.

b.- Las tensiones tangenciales llevarén dos subindices: el
primero identificard a la direccién normal al plano en el que
actia, el segundo indicard la direccién de ese plano en la que
se ejerce, Ejemplo 'T'xy; tensidén tangencial actuando en el pla
no paralelo al (y z), cuya normal es "x", y en la direccidén "y".
Se tendrd as{ actuando sobre el cubo un sistema de 18 tensio-



nes, Considersoiones simples de equilibric indiean que e8le
sois son necesarias para definir disho sistema de tensionss,
ento es:
Tx s G_} @ T s rr;y » rrzﬂl ’ ﬂr;'

siendo TJ:I. =T J

Conosidas estas tensiones decimos tener as
finido el "eatado de tensiones”™ en P, Ello impliea poder el
cular la tensién actuante en un plano cualguisra Que pase
por P.

I. 3- Tensiones sobre un plano arbitrario:

Supongamos dado un plano que pase por P, de
finido por los cosenos directores de su normal ¥ que llamare-
mos:

l =cos (x,n) m=cos (y,n) n = cos (z4n)
; (ym)= B ; (zm)@ ¥
Dicho plano cortard al cubo produciendo una
secoidn de drea (2,

siendo (x,n) = o

z




Llancoeos con A%y, Ay, A2z las proyecoio-
nes de la seccién L eobre los respectivos planos coordena-

dos, Sobre la seceidn (L actuard la tensidén T que deseamos
ealcular, Sus componentes segin los ejes coordenados sont

¥ = (sx, Sy, Sz)
Aplicando la condicidn de gquilibrio de
fuerzas en la direccidn x se tendri:

sx wUx Ax+Tpdy+szAz (1 -1)

Dividiendo miembro a miembro se obtienet

sSx = Ux.1+ Tyxm+ Tzxn (1 -2)
Andlogamente para las direcciones "y" y “z":

Sy =Txy 1+ 0 y.mn+ Tzy-n (1 - 3)

Sz =aT%z'1 + Tyz.m+ T zn (1 - 4)

Las ecuaciones (1 =2), §1 - 3) y (1 - 4)

pueden escribirse en forma matricial:
- - i " =

Sx Tx r'l“:w,r:: 'sz L
sy | = |Txy Oy T zy e ™ (1 - 5)
Sz Txz Tyz Tz n

Conoocidos sus componentes cartesianos, 3
resultaréd:

szns§+s§+s§ (1 - 6)

La componente segin la normal Sy de la
tensidn seré:
3n=le+mSy+nSz-
-12 O~x+m20-y+n20-z+2(1mrrxy+mn.Tyz+
+n1'sz) (1~7)
La componente tangencial St puede calou=-

larse ahora por:

s; = 8° =8 ( )



I, 4- Cuddrica de tensiones:

Tratemos de encontrar una representacidn
gréfica para la ecuacién (1 - 7). En ella, para cada direc-
0ién dada por sus coecios directorcs (1, my, n) tenemos el va
lor de la tensidn normal correspondiente. Esta ecuacién re-
presenta en el espacio (1, m, n), el lugar geométrico de las
tensiones normales actuantes sobre planos que pasan por el
punto P, Suele presentirsela efectuando un cambio de varia-
bles:

l m a

3=
&3] /s,

con el cual se obtiene:
2 ‘
=0 + G+ T 2% 2(Tg3n+ T3a 12 + T30 33 )

(1 =9)
que es, en coordenadas (3,),2 )’ le ecuacién de una cuédrioca

denoninada "cufdrica de tensiones",

I. 5= Tensiones principales. Invariantes del estado de tensio

nes:

Nos proponemos hallar un sistema coordenado
de referencia, respecto del cual el estado de tensiones del
punto P quede definido 88lo por tensiones normales, Dichas
tensiones se denominan tensiones principales,

Consideremos las ecuaciones (1 - 2), (1 - 3),

y (1 - 4):
Sx = Ux,1+ Tyx.m+ Tzx.n
Sy-q_sny.l+ Cy.m+ Tzyn (1 - 10)

Sz = Txz.1+ Tyz.m+ Tz.n

Si llamamos con Sp a una tensién principal,

sus componentes cartesianos serin:



pr = Sx = Sp.l
S S Sp.m
Ry =gy

sz = Sz = Sp.n

(1 -11)

Reemplazando estas expresiones en (1 - 10)

se tieneo:
1(8p « L)
- 1 S
Txy *+ ™ (Sp

n T

-G"y)-n

T (Tsz o

(Tyz -9

"'1’sz"m nyzi'n(Sp—(Tz) .9

Sistema de ecuaciones lineales, homogéneo, cuyas inecégnitas

(1 - 12)

l, my y n deseamos calcular, Para que el sistema admita so=-

luciones no nulas deberd anularse el determinante de los 00

eficientes, Esto eas:

Sp - (7jx

+

Xy

=T un

3 2
sp-sp(g—xi- U'y-l-O—z)a-

< 7’xy 3 TT;E 'T"Ex

- rT’xy

5= 0y
" (ryz

- (0 Oy Tt

= (sz
- U—z

2
(T ‘Tyz y zx"(rz Txy) ¥

que escribimos comot
2

$° 3B & S BRY
P P 2°p

1

donde:

9y -(jix +(J"& +

T

3ﬂ

'-0(1-13)

Desarrollando el determinante se obtlene:

5, (0305 * Ty 0z *

2 7ny ’T§z Tex -

(1 - 14)

O'_-

(1 - 15)
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2 2 2
Jp = U-xO’y*O'yO“z* TaUTx~ Txy~ (ryz_T-z.x
2

J3 = Oy Onf Oz * 2‘T;y rr}z Tex = Us qr}z = (T&-Tréi =
“s '7-¥§

La ecuaeién (1 - 15) se denomina "ecuzecidn secular”, Las so-
luciones de dicha ecuacidn clibica constituyen las tres tensio
nes principales que designaremos con CTi, Cré v (7;. Yomo
el estado de tensiones que determinan estas tres tensiones es
independiente del sistema de referencia elegido originalmente,
concluimos que cualquiera que hubiese sido éste, el resultado
de la ecuacidn seculor habria sido el mismo. Por lo tanto sus
coeficientes deberin ser independientes del sistema de refe =
rencia y se los denomina "invariantes del estado de tensionea".

Si se sustituye eft ol sistema (1 - 12), Sp
por el valor de O_l waleulado mediante la ecuacidn cibica,
se obtiene una ternus de valores (11, ml, nl) que caracterizan
1a direceidn en que actia la tensidn principal 1. Andlogamen=
te nse obtienen las direcciones de laa tensiones principales

CTE v (TB. Batus tres dirccciones halladas constituyen el

gsistema de referencia buwcado.Puede demostrarse que cstas 3
direcciones son ortogonales entre sl y se denominan "direccio-
nes principales”.

La forma que toman los invariantes del esta-
do de tensiones referidos a las direcciones principales es:

I, = 0, +0; +3s

: 8

1l-16
I, = 0T, + G203 + Yy
Iy = 05

I. - 6 Reprecentacidn gréfica de estados de tensiones tridi-

mensionales




Se vié en puntos anteriores que, conocido

el estado de tensiones en un punto dado por las tensiones:

Uk, Vg v 0% 77;3 WF

' 53 ) O:?JC

se podfan calcular las tensiones normales y tangenciales a un p

plano cualquiera, definido por los cosenos directores {1, u,

y n), de su normal, mediante las ecuaciones (1 - 7) v (1 - 8).
Estas ecuacionecs, en funcidén de las tensio=-

nes principalea resultan:

Sa=Gl"+ ¢ whE ot T

Ss :02£Z£4 R S,.,z (1 - 18)
se vera un procedimiento grfifico que permite obtener estos
valores de una forma nuy eimple. Esta construceidn grifica
ge debe a lohr. Consideraremos

Recordenos gue loa cosenos directores cum=—

plen la condicidn:
12 + m2 + n2 2 1 (1 - 19)
que podemos escribir como

T e S (1 - 20)

Eliminando m2 entre las ecuaciones (1 - 20) y (1 - 17) se

obtiene:

Z
5,,:((0-4*0})402+ﬂ2(0‘3"0_&) (1 -21)

Resolviendo esta expresibn en n2 y reecmplazando en (1 - 18)



o XY -
se obtiene, operando convenientemente:

(50 -0 )(s,- ) = L (@u-03) (@3 - ou) 7%

Desarrollando y agrupando en la forma adecuada llegamos a la

expresiodn:

T + 05 £ 2 2
{Sn— LZ in_sfzéz(O‘z-O‘l)(q;,q)*[ﬁ-ﬂjJ (1 -.23)
2

Si se hubiera operado con los otros cosenos directores se ha

bria obtenido expresiones andlogas:

T T 3° Qi
{Sn b ;o—'j+5:= mz(%—oi)(o’.—ﬂi)f[gszoj (% =28

L
T, 4. L~ I
fou- TR, 5 = )3 e | TE
| -

Z (1 - 25)
|

-

Consideremos la expresién (1 - 23) . En co-
ordenadas (Sn, St)'repreﬁenta una circunferencia de la forma

L .
(ﬂ-—84)2+ JL - 24 , donde

R < 2[5 ) r[F2% ]

J (1 - 26)

84 = g}i.’r%

2

-
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ubicada como se indica en la Figura I - 5.

Se¢ A

Ry
} - S
0210'2
e
Figura I. 5

El valor de R,, dado en (1 - 26) depende

1!
de 1. El cos = ¢ puede tomar valores comprendidos entre:
121> 0 para oO< X = -g' 1 . Asi se tendréd:
angg = 0y - u para l= 1
e
R{mu: 01—0:{ para Z:'-a
A

Estos valores se indican en la Figura I, 6

Figura I, 6




T

Para un valor cualquiera de 1, la circunferencia correspon-
diente se hallard en la zona limitada por las circunferencias
de radios R, méx y R, min,

Andlogamente, con la expresidén (1 - 24) po-

demos determinar una circunferencia de radio:

R = | (7)) (2 ) (1-27)

y abscisa al origen  del centro:

Pt

A su vez el radio R2 define una familia de

circunferencias en funcién de m = cos (3, €omo (3 puede variar

entre o, -‘E— sera :
O0=m < 14

As{ tendremos los valores miximos y minimos del radio R2:

U - 05 T3 + 05
leax'_' 12 : b 4 R;-.',.-'-'—’-:Z——-'-‘-_O;

La posicidén de estas circunferencias se aprecia en la Figura

o T
5&4\

figura I. 7
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Para la ecuacidén (1 = 25) se hace un razo-

namiento andlogo., Es

Rd=Jn"(VE Yo, - )+[o: a‘e.] ' (1-28)

a-, = O‘,+0‘a.
2

Al variar ¥ entre o y .277_. resultard que n=cos
varia entfre: o0<£L n <1

As{ se tienen los valores midximos y minimos del radio R,:

3

RJ"'«M’ = 03 == __“O',+0‘¢. Y gjnun - U-'-o-}‘
. &

Sus posiciones se aprecian en la Figura I. 8

S¢ A

n

Figura I. 8

Hemos deslindado tres coronas circulares

donde pueden encontrur<e puntos que satisfacen las ecuacio-
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nes (1 - 23), (1 - 24) y (1 = 25). Como deben satisfacerse
las tres simultdineamente, sdlo nos interesa la zona comin a
las tres. S6lo en dicha zona se verifica:

Lz'f" m?‘ -4 n‘= 4

La mencionada zona es la que se indica ra-

yada en la Figura I. 9.

Migura I. 9

I. 6 - 1: Fforma nrictica del trazado y utilizacién del circu-

lo de lIohr.

Supongamos que se han calculado las tensio-
nes principales 01',01 ” Ty con la notucidn tal que
0477, >3 . lMarquemos los puntos P, Py ¥y P3 sobre el eje
S (figura I. 10), tules ue 0P, = o1, 0B =0 0P = T3
Tracemos los circulos de didmetros P R 5 P, P ; Py P,
con centros en (0'4+01)0)1 (011*0'3)0 ; (03_,0‘7 o)

-4 T’""“"z )

2
respectivamente



el -

S¢ )

o :
P‘ > Sn
:
Firura I. 10
Desde P, , Py ¥ P3 tracemos lineas parate-
las al eje St: PlT’ " P2T¢ yﬁf’;'_r; respectivamente. Por Pl

tracemos una linea que forme un dngulo &¢ con Pl7} , tal que
cos X = 1, hasta cortar los éirculos nue pasan por P, ¥ Pyj

P, yPyenQyy Q, respectivamente. Calculemos la longituc

p————

C Q3; las ooordenadas de Q3 son:

o".i.(o-,-crt)c_,_,.fq ; (7 =% ) Cosox sem X

La distancia C2 Q3 es:



LT BN

-17 =

a7 5 # 2
qa,‘_—.- o, -9 +zz(0*- ) ! ]-\-[(0':-0'2)1],4—&‘} "

= (@)u‘(m-m)(m—a)} (1-29)

Vemos que la distancia Co Q3 no es otra cosa que el radio

de 1a circunferencia definida por la ecuacién (1 - 23). En

forma anfiloga se concluye que Ch Q
- 9 %3
el arco Q2 Qq con centro en 02. Sobre este arco se halla-

= C2 Q2. Asi trazamos

rén los valores de S ¥ S, correspondientes al plano indica-
do. Para definir el valor que corresponde basta repetir el ra
zonamiento para otra de las ecuaciones, por ejemplo 1a (1 - 25).
Pracemos un #rco de circunferencia centrado en Cl y radios

Cl 53 0 Cl S5

cién de una linea truzada por P, tul que Torme un dngulo ¢

donde 52 Yy S3 son los puntos de intersec-

—————

con P, T3, de foraa que cos ¢ = n con 1lo0s circulos que pasan
= o
por P3 Py ¥ P3 Pl. Este arco 5, 53 intersecta al arco Q, Q3

en el punto P.

Si se repite el razonamiento para la ecua-
[ e
cién (1 - 24) se obtiene unau arco R, R3 que naturalmente tam
bién pasa por P. Por P tracemos una pergendicular que corta
al eje S en N. As{ PN =85, y O N =S con lo cual hemos

resuelto grificamente nuesiro problema,

I. 6 = 2: Valores wiximos de 1a tenzidn de corte:
Cuando resulta X = = 452 y B= E:se ob-

tiene la mixima tensién de corte para este plano, cuyo valor

es:
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Tiz ———— (1-30)

Andlogamente, para & =%- y ﬁ = = 459 re-

sulta: o -
- -
T, = —&_e.___ (1-31)
y para b’:-;-ry X = (B =459
o x LRESR (1-32)
&
St A
s,

Figura I, 11

Por lo tanto, los valores méximos de las tensiones de corte
ocurren en planos a 459 respecto de dos direcciones princi-
pales y paralela a la tercera. Se pueden observar en la Fi-

gura I, 12,
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Fieura I, 12

I. 7- Estados de tensiones particulares:

a) Estados de traccidén o compresidn uniaxial, En las Figu-

ras I. 12 (a y b) se exponen dichos estados y los circulos

3
de Mohr correspondientes. g
3 Ty
2 A Se
S A :
Z / | Ty
—
/ 1
1 101
- g.=
02 -U',:O + o Sn 03

Figuras I. 12 (a y b)




B -

b) El estado de corte puro, que puede ser obtenido por tor-
gién de una barra cilindrica, se observa en la Figura I. 13.
Un estado equivalente, compuesto de un esfuerzo de traceidn

y compresidén de igual magnitud (Figura I. 14).

%

Y

Piguras I. 13 y I, 14

I. 8- Componentes hidrostética 'y desviadora del estado de

tensiones:

Un estado general dé tensiones puede ser
considerado como la suma de dos estados denominados: esfé-

rico y desviador respectivamente.
Se define como "componente esférica": T

o gm, de un estado de tensiones a la expresidn:
Tz L(Te+Tg+ %)= £ (T tly) = o’ (1-3%)

Esta componente suele denominarse, ademés, tensidén hidros-

tdtica o tensidén media, Puede observarse que:
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Uiia 21 (1-34)

3

!
Las componentes desviadoras, que indicaremos con o y B8 Ob-

tienen restando de las tensiones normales, la tensién hidros-

tédtica, As{:
Vo & Db ailfn i <5 .y
X " m = E;,(T56§t 3 =0, )

o . O;,-tn,=.§.(zc”a,~m-0;) (1-35)

|

Representar en el cfroulo de Mohr, una tensién desviadora e-

quivale a trasladar el origen de coordenadas en (j?U s €n el

eje de tensiones normales,
Los invariantes del estado esférico de ten

s#iones son:

J 3Tm = Jq
2 2
ST

¥, ¥ e YL (1-36)
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Los invariantes del estado desviador de

tenaiones son:
/!

J-., = &
J.f :.“"'J_&-g. \Tqa

2
{ 2 (1-37)
Jj: J-JHJf;JA + j’-"__ ;._,qu
3 2 7

y la ecuacién secular referida a las componentes desviadoras de las tensio-
nes principales resulta:

i A (1-38)

I. 9= Tensidn cfcetiva v equivalente:

Se define como tensidén efectiva o equiva-

lente (U de un estado de tensiones a la expresidn:

— _ i
— -..1..-——— O- G.. Z ’-_h \\ e— - 2‘ — }_.
7t = + (T =, - e
Vg ( 9 i) ( $)+<(fj-v,;) l f1-39)

que puede escribirse como

6:.: (\)T::"" 3 J'& J ‘::* (1-40)

Resulta ser la tenasidn efectiva un inva-
riante del ewtado de tensiones, Puede utilizarse, como tal,

para compararse estados de tenusiones diferentes.



-~923 -

n"" 1-"

I[- 2o~

INTRODUCC ICH

Se ha tratado el estado general de tensiones. Se puede apreoiar que las £érmu-
las allf desarrolladas guardan ciorta simetrfa efelice, mcliante una pormuta=
cién adecuada do fndices. Otra caracterfstica del tipo de férmulas necesarias
on el anflisis de las tensiones en un cucrpo es que la idea que se pret.nde
tronsnitir oon le eouzoidn matexftics queda osourecida por la gran oantidad
de términos y de subfndices,.

Es por ello quo me recurre a la notooidn tensorial, que se dosorrollard en
este capftulo. Convieno aclarar quo dicha notacidn simplifioca notablemente el
menojo de las £8rmulas, pero requicro un cloerto entrenanicento para su correts
ta interpretacidén. Adenfs, esta notanoifn sirve en la mayor pn&ta de los oasos
88lo para la demostracién de teoremas renerales y debe volverse & la notacidn

olésloa cuando se encare la solucién de problemas particulares.

Todo ol andlisis desarrollado a continuscién se reflere e cocopdenadus oarto-

sionode

TRAITIAOILIACION DI COOEDLIVADAS ¥ VOTACION TINICONTIAL

Lo tr nsformacién de coordenades on w ~robloma frocucato on ingonloria. Fn
el caso especffico del anflisin de tenaiones, oo a monudo convenicnie trans-
formar los dotos refarides o uns Soiis £,yyt, cualquiera, al sistema formado
por las tres direceiones priucipaluss Por ello, ¥y pars introducir la notaoién

tonscorial, co enaliza este problena.

Sunongames tener dos sitemas do coordenadas cartoslanus: Xy¥yZy POT un lado ¥

%,7 ,; s por ol otro, oon un origen comin O (ver fig. IL-1 )
A2

- Figura I1.1 -
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Se requiere hallar las coordenadas é.? ,s de un punto P (x, y, z) en fun
oién de x, ¥y, 2z« Supéngose que los cosenos directores de la linea 05 sean
1, m, n, con respecto a X, y, %, los do 0? sean 1'y, m'y n' y los de 0;

gean 1''y, m'', n'?, respooto de xy ¥y %.

El punto P tieno coordonadast x (w OA), y (= AB), z (= BP). La proyecoién
de OP sobre 0 es iugal a la suma de las proyeocdiones dé OA, AB y PB sobre

0 4 o seat
OA! -f sxl4ymeczn
Anflogamente ( 2,1)

AVBY -7 «-x1l' +yn' +2n'

B'P-; =x1' 4 yn'! 4+ 20"

Pgdo hacerse también el caso inverso, o sea, obtencr x, y, %, & partir de

x-% 1+71' -o-; p LA

y=fL n+)n -I-; m'?
n-§n+’(n' +§n"

La notacidn se cambia ahora de la siguiente manerad

( 2.2)

Se reomplazan las coordenadas X, ¥y %y POT X9 X, » ::3 y se denominan x, a

las ocoordenadas del punto P, variando i entre 1 y 3. O sea, oon x; 88 indi-
oa que las coordenadas de P respecto do los ejes 0:‘1. 0:2, 0:3 son ﬁ’ x2
y x., rospeotivamente., En forma andloga, se reamplamané ,’(_ ,; por

3
1'1. x'2. ::'3. simbolizdndose ocon x! 3 las ocoordenadns de P en el sistema de

ejes Ox' .

J il

Se denomina a’_ 3 a los cosonos direotores entre los ejes 0::l y ox! J. de modeé

quet

Sistema x, ¥y @ Siatemaé ,? ,5 Cosenos
i=1 =1 aij = 8, " 1l
i=1 =3 313 1
{=2 j=1 8, = m
1i=2 j = 2 322 = m'

ete ™ eto. eto.
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( En todo este punto se reservard la letra " a " para los cosenos di-

reotores).
De esta manera la eouacién (1) puede esoribirse
3
' . -
xlué 8)1%) + 8y T, + 8y Ty 841 X,
1"5
8 - - ™
*'2 ? e T i By Bt Tl
2: a,,x
g 12 4
3
! =
x 3 é; 813 % + n23 x, + 333 13 & E ai3 X,
i=1

Estas tres ecuaciones pueden expresarse mediante una sola
x! 2

[ ]

d >- %3 % ( 2.3 )
i=1

donde j & su vez puede adoptar los valores 1y 2 ¥ 3.

En forma anfloga, la ecuacién ( 2 ) se puede esoribir como
3
- ]
* o 3% ( 2.4 )

En este caso, i puede tomar los valores de 1 a 3.

En las ecusciones ( 2.3) y ( 2.4 ), la suma se produce sobre el subfndi-
oe repetido. Esto ha dado lugar a la notaoién de Einstein que implioa
que debe entenderse una suma sobre todo subfndice que se halle repetido
dos veces.

En caso de que el significado ssa otro, debe destacarse expresamente.

No tiene sentido una expresién ocon un subfndice repetido mis de dos ve-
ces, porque no se sabrfa sobre cuil de ellos sumars

De modo que las ecusaiones ( 2.3 ) ¥y ( 2.4 ) puede expresarse

ol Rk ( 2.5 )
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La notacidn %onsorial estd bacada en dos convencionest

1) Convencidn de rangot ocuando en un término aparece un subfndice no repetido,
debe entenderse que toma en forma sucesiva todos los posibles valores,
En el espacio tridimensional, el rango es 1, 2, 3,

2) Convencién de sumat cuando en un término aparece un subfndice repetido, se

entiende cuma oon respecto a dicho subindice, ostando dado el rango de suma
por todos los valores posibles dol mismo. ( Notacién de Einsteds )

A continuacién so definen algunos términos de la notasidn tonsorials

a) Subfndices mudos. Cuando en un término aparece un subfndioa repetido, se

vio que se efoctda suma cobre dicho subfndice., Por ello, no se puede efec-

tuar ninguna operacidn sobre cualquiora de los subfndices repetidos en forw
- a b

3 uxigolsuindb-

y en xi) Por lo tanto, el

ma individual. ( Por ejemplo, en la ecuacién 8.5, x!
ce 1 no puode toner valores diforcntes en aij
camblo de un subfndice repotido nor otro, no altera al t%rmino. Es por elle

que un subfndice tal se d.-nomina mudo,

b) Subfndicos libres. Si un subfndice aparcce una sola vez en un tSrmino de

una ecuaciln, taubién aparecerd en todos los otros tfrminos de la miscma,

En osote caso es posible cambiar este subfAdice, siempre que el cambio se
haga en todos los términos de la ecuacifn, Un subfndice tal se denomina
libro.

A vecos es ncoesario un camblo de subfndices, mudos o libres, cuando se re=
emplaza una ecuacidén en otra, para evitar guoe algunos subfindices aparezoan

reptidos mds de dos voces.

o) Delta de Kranoclor 4_‘_ .‘j—' eote efmbolo tiene, por definicidén, el valor 1
ouando 4 = J y O ocuando 4 § j. Se llama tumbién tonsor de sustitucidn pore
que permite altorar un subfndice en un solo término de una ecuacidén.

Asi por ejemplol

Csu:‘;_;"’z ( 2.6)

Tensor alternante I Es un ente usado en algunos casos especiales, que

d) 1k o
tiene por definioién, los siguientes valorest

Eijk =0 si 1, J, k son iguales do u dos, ( Por ej. 112, 121, 221, 3%3').
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k3.1

H"'3|2

E“'3-3

e
Eijk =1 oii, J, k son todos diferontesyy siguen un orden cfclico.

( 123, 231, 312)

Eijk w~18i i, J, k son todos diferentes y siguen un orden antiofolico
( 132, 213, 321)

Esto ente tiene mucho uso en la resoluocidn de determinantes.

DEFINICION DE MAGNITUDES USUALES EN INGENIERIA

Las tres magnitudes m4s usadas en ingenierfa sont los oscalares, los Veo=
tores y los tonsores. A oontinuaciln ce dord una dofiniocién de oada uno
de ellos, de lo que se desprenden propledades dtiles en ol andlisis de los
estados do tensiones y de deformaciones,

Escalares

Exicten alsunos cantidades tales como masa, temperatura, presidn, etd. que
tionan ol mismo valor en oualquler sistema de coordenadas. Estas cantidades
50 conocen como escalares, De modo que una definoién formal de escalar es
la siguiente:

"So dice que una magnitude E es un escalar si, y sélo si, ouando se produe
ce una transformacifn de coordencdasyy E = B,

Tambidn se donomina & un escalar, tensor de orden cero.

Vectores

Los vectores son magnitudes oaracterizados por su intensidad y direcoibn.
Como ya se ha visto en la eocuacifn ( 2.5 ) pueden oxpresarse de la siguien-
te formas

x'j = aijxi
Do modo que si se tieno una magnitud roprosentada por una terna ordenada
de wvalores, tales que referides & los cjes 0;1 scan u,, 5 reforidos a

i

otros ojes cualesqulera Ox'J son. u'd, tal marnitud se denomina veotor, o

tonsor de primer orden, si, y sélo oi, u, se transfofma, en una cambio de

coordenadas, de acuerdo con las sigulontes ecuacioness
) 2

Tensores de semundo orden
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Un tonsor ds una masnitud mfs generzl que un veotor. Requiere nueve come
ponentes para su completa especifieacién, Este mimoro puede reducirse
cuando existe almin srado de simetria.

Un conjunto de valores w, 3 80 definen como las componentes de un tensor de
segundo orden si, y sélo si, &stas se transforman, en un cambio de coorde
nadasy de aocuerdo con las ecuacionos

wt

2 " % %34, "1y ( 2.8 )

A menudo so suprimen las palabrast "de segundo orden" ¥ se llama eimplemen=

te "tensor" a la magnitud definida por w, 3

« Este tenson puede esoribirse
de la siguionte formas

W, w, w

11 12 13
o Vo2 V23
b ol

S1 i . W41 » ©1 tensor se denomina simétrico y bactan seis ocaniidades para
ra definirlo. Si wij - - wdi' el tenscor se llama antisi:&titco, Si un ten-
sor es simétrico con raspocto a un sistema de coordenadas, lo serd con ros=
pecto a cualquier sictema.

La suma do dos tensores es un tensor, y tambidén lo es el producto de un es=
calar con mwn tensor asf, como oualquier combinacidén de estas dos operaciones.
Puede demostrarse que cualquier tensor se puode descomponer en la suma de U=

no simétrico y uno antisimétrico, En efootot

N -

iy --",,l (wi;] + wdibq-%(wij w.‘]:l) ( 2.9)
o o o l\‘}.c—-ﬂ—‘-w—:sasJ
tensor simétrico tensor cntinindtrico

[[-4+= TENSOR TLRSION
Ya se ha visto en el capftule precedente cue existen seis componentes ine
dependientes del estado de tensiones en un punto. E1 hebho de que existon
sels se debe a que, por condioiones de equilibrio, Z yx = z W' eto,
Estas componentes pueden sntcnces, en principio, formar un tensor simétrico,

siempro que cumplan con la condicién de tensorialidad ceifialada. Es lo que se
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tratard de demostrar en este punto,

Llamaremos genéricamente con 7} J @ los componentes del estado de tensiones. Asf
sera:

0-44 = )C }- U’}Z = 7:-5, )- efc.

Para calcular la tensién actuante sobre un plano cualquiera, definido por sus cosenos
directores, se obtuvieron las ecuaciones (1-10), Ellas nos daban los componentes de
la tensidn

S = (S";S&’,sé J
que pasaremos a notar como
5= (84 % Si \
Genéricamente las ecuaciones (1-10) se escriben
0% aj (2-170 )

donde 'QJ’ son los cosenos directores de la normal al plano considerado. Tiene un s6lo
8 ubindice puesto que se refiere a un sélo plano en particular.

Si desearamos identificar las tensiones actuantes en 3 planos perpendiculares deberia-
mos escribir:

Sck =03 ajg ' (2=-11)

Nos proponemos encontrar los componentes O}h , del estado de tensiones en 3 planos
coordenados oftogonales cuyas direcciones normales definen los cosenos directores
respecto de los ejes X;,donde el estado de tensiones es ()_;;J‘

Aplicando la transformacién de coordenadas a la expresién (2-11) se obtiene:

‘Srk- Sck Qi = O‘J QA iy (Z =)
Si r son direcciones de un nuevo sistema coordenado serd 5 rk = U-rk con lo cual
U}g :QJ'Q dir U_"'.J (&“43)

Concluimos que la funcién Ot ) se transforma, frente al cambio de coordenadas,como
una magnitud tensorial. En lo que sigue, por lo tanto, nos referiremos al "tensor de
tensiones'.

II-4.1, Tensor esférico v desviador de tensiones

Ya se vib que el estado de tensiones podia ser descompuesto en un estado
' esférico y uno desviador.

La componente ‘esférica era
y 0—-___03f+f7-3+-(7;:-: 0_4+0:+§
" 3 3
Con la notacién tensorial, la expresifn anterior se puede expresar de la siguiente forma:

O-_m =} :’3’-" ‘:L.
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De esta forma, los componentes desviadores del estado de tensiones resultan:

e g L
LJ—G’:J_EL JLJO;,Q (2—4J)

T-4.2, Invariantes del estado de tensiones

Cualquier funcién de los componentes de un tensor que mantenga la misma forma
frente a un cambio de sistema de referencia se denomina invariante del estado de tensiones. Ya se
ha demostrado que los coeficientes de la ecuacién secular eran invariantes. La forma mds simple
de expresar invariantes es:

Oc¢ J U:J O-c.‘j o OT'.J q}—g OT?{
Puede demostrarse que sélo 3 invariantes son independientes. Ello implica que cualquier ofra
funcién invariante puede ser expresada en funcién de ellos, Asi diremos que una funcién

invariante si: :
F ()= 1(dnc ¢ Ti; )

Habiamos demostrado que 7;{ = T))+ @22 +%3 era un invariante. Dicha demostracién en forma
tensorial se efectua de la siguiente forma:

!
Tii =9k aie gy = Skalrs = TRk
! .
Tii =0,
Para el segundo invariante
[ y .
U_L'J' G:v'[ = (@‘f‘c Jj{’ﬁz )(C?Jm din Ton )
Reagrupando convenientemente
! ) . !
O-LJ O‘JL = (c?éfe Jdin )(Q)J( &JM)O_R{’ Twmn
= Skn dtm Tae0rn = $anOre dam T
U_hf O}h - G:'J U-\—}L-

Vale decir

Con andloga forma de operar se demuestra la invariancia de la tercera funcion:

Ui Ujg Tre



- 31l
I1I - ESTADO DE DEFORMACIONES:

IIl -1 . DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES:

Un cuerpo sometido a fuerzas exteriores alterard su estado de mo-
vimiento y/o se deformard. Para precisar estas condiciones consideremos en
el cuerpo de la figura IIi-1 dos puntos A y B separados por una distancia
do

Figura III-i

Por efecto de las fuerzas aplicadas, los puntos pasardn a ocupar
posiciones tales como A' y B', siendo ahora su distancia d. Llamaremos
AA' desplazamiento del punto A y BB' desplazamiento del punto B. Puede
haber ocurrido

a) Que d = do; en este caso el cuerpo sélo se ha movido pero no se ha-defor-
mado. Si A'B' es paralelo a AB s6lo se produjo un movimiento traslatorio.
Si A'B' no se mantiene paralelo 2 AB el movimiento habrd sido rototras-
latorio.

b) 8i d#= do resulta que se produjo un desplazamiento relativo de B con
respecto a A . Se dice que el cuerpo se encuentra sometido a un estado ge-
neral de deformacién. Si A'B' se mantiene paralelo a2 AB la deformacitn
se denomina homogénea . Interesan especialmente estos Gltimos dado que
si asi no ocurriera las expresiones analiticas que describen el estado de
deformaciones resultan tan complejgs que dejan de tener utilidad préctica.

III -2 . ESTADO DE DEFORMACIONES

Supongamos tener un cuerpo sometido a un sistema de fuerzas ex-
teriores que le producen un estado general de deformacién. Referiremos los
puntos de dicho cuerpo 2 un sistema coordenado cartesiano. Sea P un punto

del cuerpo cuyas coordenadas eran P , == Xos Vg Z,) ¥ T o su vector
posicién antes de la deformacién y luego de la deformacién sus coordenadas

serdin P = (x, y, z, ) y T suvector posicién. Ver la Figura III - 2:
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z|

Figura III -2

La funcién que define la geometria de deformacién, dado que el me-
dio es continuo, serd una funcién continua de las coordenadas de P, esto es
q‘.) = é ( x y z). Consideraremos las funciones que describen el des-
plazamiento de P seg(n cada uno de los 3 ejes coordenados. Sean ellas:

g = U (X ey )
V=Y (Xy2z2) 3-1
W=WwW(Xyz)

que resultan también ser funciones continuas de las coordenadas de P.

Si P* es un punto suficientemente préximo a P, se verifica:

u=u0+(gu )Ax+(gu )Ay +(%_u__)ﬂz
X y VA
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siendo Ax, Ay 'y Az las componentes del radio A r del entorno
de Po. Esta expresién es la primera parte del desarrollo en serie de Taylor
en los alrededores de Pg,.

El desplazamiento relativo de P serd

u-uo:(_g:_) OAx +(2;Ay+ (g:i OAZ 3-2

Dividiendo miembro a miembro por Ar, radio del entorno de Po considera-
do, resulta:

u-Uo = (_3_1.1) él +- (au) A! +(au)Az 3-3
Ar Ox Or Oy Dr oz Ar
Llamaremos ey , componente unitaria del deplaza ﬁiento, segln

el eje x. Aﬂemés seﬁ—m v n los cosenos directores de la direccion del
vector r con respecto a los ejes coordenadog. Asf resulta

ex(; all ) 1+(al.1 v o+ 3-4

(55— v (5"

Andlogamente, para ias otras 2 direcciones coordenadas se habrd obtenido:

e . = Qv 1 + dvy m +( Qv n 3-5
v =y & e

€zd = ( Aw 1 + (9W_ aw y m + aw n 3-6
9 X -3 5
que en forma matricial escribimos:
7’ ~ - : r’ e
e q du du du 1
& 9% oz
e = Qv v b v X m 3-7
yd ToxX OV DL
e, d QW %w Ow n
ox y oz
~ & Y A ~ ~

Los elementos de la matriz de los coeficientes constituyen los co m~
ponentes de un tensor que llamaremos ''tensor deformacién'" . No demostra-
remos el cardcter de tensor de dichos elementos por ser formalmente andlo-
ga a la realizada para el tensor de tensiones.
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A los efectos de visualizar el significado de los elementos del ten-
sor estudiemos un caso simple de deformacién plana. En la figura III-3 se in-
dica un cuerpo plano en su estado inicial (linea llena) y luego de haber sido de-
formado (linea de trazos); ademés se indican las coordenadas correspondien-

tes:
‘.Y

vy, dv :
v+ Jy+v+ay Jy+a‘&. s s
ll B - 7
yedy+ v+ 3 dy Tl y
‘m' /
R ‘I \
y+dy y s ~--1@
< N e 1 Txxy
y+v = nea Q"
y B $x a
X X+u X+ dx %

Figura III - 3

La deformacién por unidad de longitud en la direccién x: e, serd

du "
ey, =__P'Q" -~ pa@ =(Jx - Ox Jx)... dx = du 3-8
PQ d x ox
En la direccién y serd:
Qv
o P'R" -PR _ (Jy~ 57 dy)-dy _ v 3-9
8 - PR 57 ST
Ju

Vale decir que los elementos

y Qv representan
QY

X
la variacién unitaria de deformacién en las direcciones respectivas. Lo mismo
valdria en el caso tridimensional para e, = w

5 z

La deformacidn tangencial @ xy due evaluamos a través de la va-

riacién angular ser4:
A A A A
= = Ak 11 1"
Qxy_RPQ R'P' Q' RP‘R'+QP'Q'

Si las reformacicnes son suficient emente pequefias ge puede agimi-

lar el dngulo a la tangente trigonométrica y entonces:
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Ju Qv
Py = B _L dy + wx/dx = du_ + dv 3-10
dy 4 X oy ox

Es decir Ou es el corrimiento ancular de cfy producido por el des-
——

plazamiento u (de direccién x). Andlogamente @V eg el corrimiento an-
gular de d x producido por el desplazamiento v= ’fr‘e direccién y).

A
Si resulta R* P R’ = @Q'P'Q entonces

Ou _ v & ok = =
dy ~ & 2 ¢Xy xxy xyx 3-11

En este caso se dice que la deformacioén es irrotacional. En caso contrario se-
rd rotacional. Interpretaciones andlogas se pueden dar a los elementos res-
tantes de la matriz. Asi tendremos, en tres dimensiones, tres deformaciones
normales:

8. = au_. B =

e : y '%;—; e, = Dw 3-12

Y tres deformaciones tangenciales

xxv_‘ V2 (% 2 L )
) Oy Ox
sz = 1/2 ( ‘av -+ aw )
oz oy 3-13
xxz=1/2(au+aw) :
oz 9x
en el caso irrotacional .En caso contrario xx # K o etc. Llamaremos

genéricamente ej; auna componente cualquiera del tensor de deformaciones,

con la convencion siguiente

gi,. 1. =§ = e = € (ex;ej;ez)

si i# j ejj = Xij (ny; Xyz; xzx;x)'x;xyz

| xa d
Dado que segin lo adelantdramos en general resultard:

€j; F e

ji

lo cual significa que el tensor de deformaciones no es simétrico. Esto ocurre
si el estado de deformaciones tiene un componente rotacional. Si a dicho ten-
sor se le resta su antisimétrico se obtienen los componentes simétricos que
constituyen el tensor de deformacién pura o irrotacional:

1
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En efecto, cada uno de los componentes del tensor antisimétrico
3 ( €jj - e ji ) corresponde a una rotacién sobre un eJe coordenado en el plano
perpendicular a dicho eje. Como ejemplo 2 (€ yx xv) €8 la rotacién de la
diagonal OP en el plano x y. alrededor del e;e zZ, P emos visualizar en la
Fig. ITI-4 el sentido de la expresién (14),

-e
X o
'Y y 3
P FN.
/ v
G,., / /
B TR
o / e
/ L
el - ,, i
o X X
Estado general Rot acks Estado de defor-
de deformacién = it = macién irrotacional
Figura III-4
oI-3 INVARIANTES DEL ESTADO DE DEFORMACIONES

La expresién (7) podemos escribirla ahora como:
exd = ex1 + xyxm+xzx n eza=xle+ yz M+ ey 0

eyd = x.yl -+ e, m + Yzy n 3-15

Podemos proponernos ahora determinar un sistema de direcciones
tales que refiriéndonos a ellas se anulen lags componentes de la forma e;
(i # j), en forma anfloga 2 como se hizo en el estado de tensiones. Dichas
direcciones se denominan ""direcciones principales del estado de deformacién'
y las deformaciones normales segfin tales direcciones se denominan " defor-
maciones principales", Con un planteo formalmente angdlogo sl ya realizado
se plantea la ecuacibn cfibica;



=L

A 2
o3 ) -e2 (ex + ey +e;) te, (ex 6y + ey ey +. €5 ey + o
+ ) =« e e +2Y x K -e zy?--e 82 -~
éyz zx ®x %y “z xy 9Yyz ZX X y zZX
2
e, X xy ) =0 3-16

cuyas soluciones ey, €,. €3 son las deformacicnes principales. Evidentemen-
te en este sistema no hay rotacibn.

Los coeficientes de la ecuacién ctbica constituyen los invariantes

del estado de deformaciones que, en funci6én de las deformaciones principales
toman la forma

J1:e1+ez +83

Jz = el 82 4 32 93 + 83 el 3-17

Jdg = e1 €y eg

Puede definirse una deformacién media

em = 1/3 (e + eg + eg) = 1/3 e 4 3-18

De la migsma forma que antes podemos considerar el tensor de de-

formaciones D formado por una componente esférica y una desviadora: D =
D% + D¢

El tensor esférico tendrd una matriz:

-

D= O 0 0
0 em 0
“~ o

y sus invariantes son:
Jl "n = Jl
z 2
THE =20

g = 1fr R
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El tensor desviador, a suvez. serd:

- -
% “fm yyx xzx

D'=D -D' = ny ey =~ €m !zy 3-21
¥z s b g
~ -~

y sus invariantes:
J'1 = 0
Jde9 = Jg +1/8 J A 3-22
2 2 1
- 3

El primer invariante del estado de deformaciones est4 relad onado a la varia-
cibén volumétrica. En efecto

= 3-23

s AV 1;(1 + e1) 1g (1 +ep) 13 (1 +eg)-1y 1, 1g
v

donde 1;. 1, 15 son los lados de un elemento de volumen. Desarrollando
y despreciando términos de mayor orden que el primero

A* 8] + eg teg= & 3-24

Como en el tensor desviador J'y = 0 implica que corresponde a una defor-
macién distorsional. sin cambio de volumen y por lo tanto toda la variacién de
volumen es atribuible al tensor esférico,

oI-3 TENSOR DE COMPONENTES INFINITESIMA LES DE DEFORMACION

FINITA,

Las relaciones obtenidas hasta aqui se han desarrollado para defor-
maciones infinitesimales totales. Esas expresiones son también v4lidas para
el caso de tratarse de incrementos infinitesimales de deformaciones finitas El
tensor respectivo se indica con deij y sus:«componentes son:
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dey d ¥ yx d¥ zx |
degj = [a ¥ »y dey, &8s 3-25
g e d ¥ yZ d" e, ]

Cuando las deformaciones son pldsticas, la deformacidn es distor-
sional pura. es decir, sin cambio volumétrico, y por lo tanto:

dex + de + d ey = ) 3-26

y

I - 4 VELOCIDADES DE DEFORMACION

Las velocidades de deformacién estin dadas por la variacién de las
deformaciones con el tiempo. Se utilizan en la solucién de problemas en los
que existe un flujo de material, ya sea estacionario o nc. En general se defi-
nen:

d . %y 3-27
A

DEFORMACION EFECTIVA O EQUIVALENTE

Se define también para el estado de deformaciones la ‘deformacién
efectiva’', 0 "equivalente'', dada por:

de = \/2/9 [(del-de2 )2 + deg ~ deg)? + deg - de; )2] 3-28

Esta expresion es de un invariante del estado de deformaciones, lo
cual puede verse al relacionarla con el segundo invariante desviador de defor-
maciones, cono se hiciera con la ecuacién ( 1-40 ).

Il -5 DEFORMACIONES FINITAS - DEFORMACIONES LOGARITMICAS

Las relaciones desarrolladas en los puntos anteriores, pierden exac-
titud 2 medida que las deformaciones incrementan su médulo, dado que ya no
pueden introducirse ciertas simplificaciones en los desarrollos. Asi por ejem-~
plo, para obtener la expresién 3-24, si las deformaciones fueran finitas, no
podrian despreciarse log términos de segundo orden, y el primer invariante
no representaria entonces la variacion volumétrica /\ = Este hecho indujo
a Ludwik a proponer una nueva definicion de lag deformaciones, las "'deforma-
ciones logaritmicas’] tales que no sean afectadas por aquella discrepancia.




40

En el punto III-3 ya se indic6é que cuando las deformaciones son
pldsticas hay constancia de volumen, por lo tanto:

v=v0((1+-el)\(1+e2).(1+e3)=v0 3-29
(1+e]_).(1+e2).(1+e3)=1 3-30
y aplicando logaritmos;
In(1+e1)+1n(1+e2)+1n(1+e3)=0 3-31
Se define a la deformacién logaritmica:
X
Ex = _d_x_ = 1n _f_
= Xo 3-32
%o

y siendo la deformaci6én convencional referida a la longitud inicial (y no a la
instantdnea) :

pin > o 6 x X oNe Toge 22 31 3-33
% Xo Xo Xo

I

Por lo tanto:

e @i ( Gr ) 3-34

De acuerdo a la 3-34, la 3-31 puede escribirse ahora:

e B e = 3-35

y la 3-35 queda como la 3-24,

Como en la mayorfa de los procesos de conformado de metales se
introducen deformaciones por compresién (negativas), algunos autores con
el tnico fin de independizarse del signo de la deformacién, reservan la f6rmu-
la general 3-25 para los casos de deformacién por traceidén, y toman para el
caso de compresibn la expresién equivalente:

1

Gx =B T-e, 3-36

La figura muestra la diferencia entre ambas definiciones de defor-
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maciones. En abscisas se ha representado x/xo y en ordenadas
S 2 —;-;—_- - 1 y & = 1n X0

Las dos deformaciones dan valores pricticamente iguales hasta
valores de alrededor de 0.1

G‘,‘E i
1.2 -
/
0.6 /4
04 <
0 -
02| /11 |14]16|24]| 26 Xo

Figura III - 4

Las deformaciones logaritmicas, cuando la deformacién es unifor-
me, tienen la ventaja de ser aditivas:

X
X X n =1n xn
Ex = ot +/ 30 o 4 u.ln T Xy 3-37
x0 X1

Puesto que las expresiones que dan las deformaciones finitas inclu-
yen término de orden mayor al primero, las compo nentes de este estado de
deformaciones no se transforman linealmente, y por lo tanto no constituyen
elementos del tensor de deformaciones.
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3 g M DETERMINACION DE PEQUENAS DEFORMACIONES Y DEFORMA -
CIONES INCREMENTALES EN TRACCION

du
Esta determinacion requiere la evaluacién de las cantidades 3 ;

S A etc.
y f

Supéngase una barra provista con marcas uniformemente espacia-
das (figura III - 5), que luego es uniformemente deformada por una operacién
de estirado. La direccién x es entonces una direccién principal, y si los pe-
quefos desplazamientos u de las marcas son lineales en esa direccién (Figura
ITI - 5 a) la componente de la deformacién en x vale:

2 3 N &1
‘sex—ex__s_}%"z : [

siempre que & 1 sea muy peqﬁeﬁo.

Si la distribucién del desplazamiento u no es uniforme, como se
muestra en la figura III - 5 - b, la pequefia deformacién local para cualquier
posicién x es la pendiente pfirticular de la curva u - x, pero no puede mis de-
terminarse a partir de S

0
a e
Figura HI - 5
|.._l'°_..| 14
1: __a_".. = cte. (Deformacién uniforme)
(b) 2: %.g_-# cte. (Deformacidén no uniforme )
3
I -7 DEFORMACIONES FINITAS EN TRACCION

Para calcular una deformacidn finita de gran magnitud, deben su-
marse los incrementos infinitesimales de deformacién,

Asi, si el estado de deformacién de la figura 1II-5-d corresponde
a una deformacion finita instantdnea, y al mismo se le afiade una deformacién
uniforme, en el instante en que 1 = 1,, la deformacién finita uniforme es:

Au
& - By -, e T , .oun 3-38
X 12[-_3 x11 l'ble oXn
E, - — 2 + &= Lo s 3-39
o 1 in-4
In
1 10
1
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gonde 1, v 1, sonlalongudde referencia antes v despues que hava tenido
lugar la deformacién uniferme finita

Si la deformacion no es uniforme como por ejemplo durante la
estriccion en una probeta de traccién, habra que sumar todas las deformacio-
nes incremental es en cada posicion x.

R T gt .?1.'.%.. oy 'c)u_p__ by Sl 3-41
X 29X d Xy Xp lo

v la deformacion finita variard punto a punto

Mi-8 ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD:

Recordemos que los elementos del tensor de deformaciones eran:

_du i _ Ow

% — - B% &y T 8y €2 = Bz

¢ du v 6. _ Dy W - SN -42
5 oo g v g s B« £ % - SRS

Debemos chservar que al exprasanr 6 componentes de deformacion en términos
de 3 funciones de desplazamientc u, v y w, lag deformaciones no podian ser
independientes unas de otras v por lo tanto no podian ser dadas como funciones
arbitrarias de x, y y z Tratemos de hallar las relaciones a que deberan ajus-
tarse dichas funciones.

ler grupo: Eliminemos u v v de las expresiones :
(:‘l = au = a v (‘ = a u 4 -—-—-a b4
X ax % e ' xy EN ax

Derivando convenientemente se obtiene:

De 32, p=) e. 2
ki e b ey SR
S R e = -y o

My . 2y . D%
dx —%(Z" - OxOv

Derivando nuevamente :
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d’u 3y
- 3x dy 5 53

2.7{
%%;Y‘a.ay%r

Comparando términos se obtiene:

_a?ex . azey 5 bzf_i Xy

Ady? dx2 X dy v
Andlogamente se obtienen otras dos ecuaciones:

sﬁzﬁl_zz + _T_gzez = a%______%ﬂay = 3-44
D ey - . D2 K - 2% zx_ 3-45

axz aZ az ax

2do. Grupo - Eliminandou, v y w entre las deformaciones tangenciales
_ _du v, -1 Av . O W
i T gy e i %3

mediante adecuadas derivaciones y reemplazos se obtienen las ecuaciones
siguientes:

el (o m T aOP B i
X ( dx Dy Dz ) e

lf aﬁ ZX aﬂ xy ) oifh

( S + o ...ﬁéém_ :Jnkl.ﬁ—.a)mg_ 48,
e az OX i Ay Wl At s

o LGhOte

It

Estos dos grupos de ecuaciones se denominan ecuaciones de compatibil i-
dad y resultan dtiles para verificar si una solucién particular de un pro-
blema es correcta; la distribucién de deformaciones debe satisfacer estas

condici ones,



IV - RELACIONES TENSION = DEFORMACION ELASTICAS

ijgto.-
Resefiar las condiciones necesarias para dar solucidén analf{tica & los
problemas que se plantean dentro del campo elfstico, indicando el tipo de

relaciones existentes entre tensiones y deformaciones,

. ELEMENTOS NECESARIOS PARA ELABORAR UNA TEORIA DE ELASTICIDAD

s W -

IV ~2. ECUACIONES DE EQUILIBRIO

tensiones variaridn en forma continua. La figura Vel ilustra las tensiones

Ecuaciones de equilibrio
Condiciones de borde
Ecuaciones de compatibilidad

Relaciones elfsticas tensidn~deformacién

Se analizardn cada una de ellas,

quo actdan en un elemento del ouerpos

Los elementos necesarios para elaborar una teoria de elasticidad sons

En un ouerpo continuo sometido a la accidn de fuerzas exteriores, las

z,,,,,+"’_§.f1 cdy
;s O e

],5\

e [
6"'4-33?")' c.l'-:. -

0 O

s

e = = = = - -

—T‘

s
le— dx —afe”
-
Figura V-1

El elemento estarf en equilibrio si se cumplen las condiciones
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Zr’ -0 (4-1)

El anflisis de la primera ecuacidén conduce &g

?
(¢:+Q'§dx)dqu+(55x+-%da)dzdy+ (6ﬂ+aicy)uu -

Oy dy
-¢xdyds-6“d;dx—6,xdxdiuo

y simplificando .

bﬁ*gs_x.‘,?._c'i_o (4'2)
% By s

Si ademds de las tensiones surgidas como consecuencia de Ja aplica=
0idn de fuerzas exteriores, existieran fuerzas de volumon, y si a la com=

ponente segin la direccidén x de estas fuerzas se la designa X, ®e tienes

Wy 3(’{7: Ogx
+ -

+Xe0 (4-3)
M

Procediendo en forma andloga para las direcciones y 8 ¢

hq-&i-?_aﬁi_!_o (4-4)
Ax 33 Vg

Bbxz +36xn ‘,?i‘g +2=0 (4-5)
°% % %

Las expresiones 34ySson las "eouaclones do equilibrio™. Aseguran que
las tensiones varian en forma continua debiendo satisfacerse por lo tanto
en todos los puntos del cuerpos En general no dan una relaocifn entre las

tensiones y las cargas externas, excepto en el caso que se indica en ol

punto siguiente.
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IV-4.

BT

CONDICIONES DI BORDE

Las rolaciones entre tonsiones y car as externas deben ser tales que
en ol limite dol cuerpo las tensiones sean iguales a las fuorsaqfupliol-
das en la puporficie del mismo,por unided de &rea. s decir, en el 1imite
del cuorpo, las "ecuaclones de equilidbrio™ decben satisfacer las “ooniioig

nes de borde".

RELACIONES TENSION-DEFORMACION ELASITICAS

En el campo eléstico, ei ademfs de la recuperancién de las deformaoios
nes, oxisto proporcionalidad entre tensiones y deformaciones, se cumple §
Tonsidn = Constante x deformncidn
Para el caso particular do una tensidn aplioczda en la direccién x, la

"Ley de Hooke" ge exprecas

o .—%— a (4-6)

SimultZncamente con 0 » ¥ por efecto do cfx se producen doformaciones
de signo contrario a o_en las direccionos transversales z e ye« La rela-
oién entre las deformaoionos transversales °m y oy, y la longitudinal .x 0

estd dada por el "mddulo de Poisson"

a Q‘.!B
?--;i'--;: o e oy-o,,--l)ﬂ,; (4-7)

Teoemplazando ex por su valor dado en

Ux
ey = ﬂz m - 7 (4-8)

Si se trata de un estado triaxial y se aplica superposioidén de osta-
dos, la doformacién en la direccién x serd la cuma de la deformacién pro-
ducida por 0': mfs les producidas a través del efecto Poisson por 0:'
b 4 CT; en la direccidén de x ¢

O imi @ s

op gtk A ) ¢ (v

s (4-9)

e AU SLA) i,



« 4Bie
Anflozamentoet
1
PRk o R AL s (e

3 :
a'-"lb.—“(l"-\)((rx+ 0;)] (4-12)

También existe proporoionalidad entre las tensiones y las deformacio-

nes tangenoialesy

- *

{q o 6# (4-13)

¥se = 2 Oxe (4-14)
1

\&yz “20 ys P

donde O es el m8dulo de elastiocidad por corte.

V- 5. CALUBIO DI VOLUMEN ELASTICO.

Sumando las tros ecuaciones lilly/2 se obtiene la variacién de volumen

A:
A-ox+a,+.’-L;}'—g2(a’:+o’,‘.0") (4-16)

Para un estado hidrostdtico de tensiones, la dilataoidn volumétrica A
vale @

A—"%‘ <rm (4-17)

donde K es ol mddulo volumétrico o de rigidesz,

IV~ 6 . CONSTANTLS RLASDICHS
Observando las ecusoiones 6,8,10,11, 12 y 17 se aprecian cuatro
oonstantes eldsticas propias de los materiales isStropos y homogéneos.

Istas oonstantes estén relacionndas entre si. Por ejemplo, 8i 1la

suna entre paréntesis do la 16 se reemplaza, de acuerdo con la 1-18
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Immc'.’.(i'ml

A -i—g—g—‘l. 30 (4-18)

m

y ocomparando 17 y 18 s

E
31 - 2V)

K (4-19)
En forma anfloga pueden obtenorse las relacionest

B

O w ————— (4-20)
2(1 + v )

\) JK = 20 (4-21)
6i. + 2G

. ) ) (4-22)
3K + 0

IV-7. RELACIONES ELATTICAS 1Y COMPONENTES ESFERICAS X DESVIADORAS

81 en la 4-10 se reomplaza (o'y + () por su valor en funoién de 0'.
obtenido do la 1~18, y co reordena @

0x v
°" B (1+))' E 36;, (4-23)
sogin 4-20
Fuald) - Y v
B 286 (4-24)
. O‘x J
.o LS 30’m (4-25)
0 m
sumando y restando en el s¢gundo miembro 20
d’x_Gm 1 \)
—— i | 2K 4-26
.= 5% *Gize-T1) o
; Lo kit (4-27)
yom G - =0, ¥ 353
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o Ter T )
de acuerdo con 4-)9 -
1-2v 1 (4-29)
E 3K
L
. O'K " i
- —— 4-30
S % *20*3f n (400

En igual forma podrén expresarse °y y e, .

Como las deformaciones y tonoionos de corte son dosviadoras, su relae

0ién estd dada por las ecuaciones 4-13 ; 4-14 y 4-15

IV-8, LDY_DE HOOKE GENFRALIZADA

Las relaciones entre los cstadon de tensidn y de deformacidn en un
punto de un ouerpo sélido se expresan, dentro del rango eldstico, median-
te la "ley de Nooke generalizada". Dicha ley establece las vinculaciones
entre loas tensoren esférico y desviador de tensiones y los tonsores esfé-

rico y desviador de deformaciones respoctivamentes
T' = 2 0 DY (4-31)
™ = 3 K D" (4-32)

donde T' y T™ son los oomponentes dosviadores y easféricos respectivamens
te dol tensor de tensiones. A su vez D' y D" ropresentan los componentes
desviadores y esféricos respectivamonte de tensor de deformaciones.

Las ecuaocionos 31 y 32 pueden osoribirse

. e 4-33)
%3 * 58 T3 (
y
o w = @ (4-34)

Dado que se verifica que

.
- 0, .+ & ” 4-35
13 ij T ( )
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para obtener la rolacién completa entre tonsiones y deformaciones, combie

namos las ecuaoiones 3334 y 35y obtenonos
]

d. " .
7 S '?Ju - '(LEM 513 O e

En esta 8ltima expresisn, el primer mienbro desoribe la deformaoidn
angular (oin cambio de volumen) y el segundo, la deformacién volumétrica

(oon cacbio de wvolumon)e

_Q_LRCUI-O QB MOHR EW ELASTICIU&_Q
Si se esoribe la ecuacidn 4-25 en funoién de la terna principals

B30 0s

e Mok peligis (4-37)
reemplagando \) vy E por sus valoros dndos en 4-2{/ y 4-22
a, 3K - 20
o - -38
& =326 "X.2 'n )
<3 L~ 2C -
° "%a (a’— v 0;) (4-39)

En el oirculo de liohr de la figura [V-2 se aprooia que para la modi-

oidn de deformaciones, se ha tomado un nuevo origen 0' , & una distancia

3E = 20 +  Ademis hay un cambio de oscala, dado por el valor 1/20.
3K o

611 A by = 26 & N
lq—- e
3M-26 )
e W.r——
i 26e,
__al £ le
0 L | | =
o' |
o
S L]
- Figura IV.2 -
a - gu
9 3
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[V-10. EXURCIA D DEFORUMACION ELASTICA

La energia eldstica dW moumulada en un cuerpo al ser sometido a un es
tado do tensiones <r13 ¥y sufrir una deformacidn 4 .13 vale, por unidad

de wvolumen,

aw e q’iadeu ( 4-40)

¥ si la deformacidén es finita serf

94 la rolacién entre tonsionos y deformacionecs es lineal, como OCUm

rre en ol campo elfistico

1
W 0’1 (4-42)

)
J i
Refiriéndonos a tenoiones y deformaciones principales rosultarés

, &
ﬂ_2(6'191+6'232+0'393) ( 4-43)

Reemplazando los valores de @,, o, ¥y e, en funoién de las tensiones

principalos se tendrd
ORI W
w.?_m(d’l +0j2 +03)—E((10'2+o’2€3+030’1) (4-44)

Toniendo prosente las relaciones vistas entroe las constantec elboti=

cas y ordonando convonientomente so obiiene

Ve E!ZE (\(0/1 “0’2)2 + (0';; 5 0,3}2 ¥ (0'3 -6—1)2\ & T%E (01 > 0‘2 i 03)2(4"45)

T1 primer sumando rosulta sor la onergia de deformacidn por distor-

gifn (oin cambdio de volumen) puesto que i (( 8
2 T2 (0= 3 =01y

Jag, (G102 e 277 ¢
wad e, =7 5h =4

& ol ' (4-46)
TR i 776

T1 sogundo sumando es la energia de deformacidn volumbtrion (ocon ocanwe
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bio de volumen) puesto que

1 " "-(6'1'.‘0'2"6-3)

" - - n
W > C‘J'jLJ 4 (4-47)
. 18 K
. Por lo tanto la energia de deformacién eldstica total es la suma de
amboss
WeaW + wn (4-48)

IV-41, FUNCIOW TINSION Y FUNCICN DU AIRY

En gonoral, daor solucidn a los problemas en elastiocidad, involucra en=
contrar una distribucidn de tonsiones que satiofagoun las ecuaciocnes de oq,u&
librio, las relaciones de compotibilidad y las condiciones de boxrdos

Para ostados triaxiales, Waxwell propone tres funciones de posioidn

indepondienten, 4)1 ’ (}2, N g 4)3, que exprecen las componontes de tensidn

tal que cumplan las condiciones enunoiandase. 3
) 2 ; 2 2
2 943 2 2 2 B
Oy =52 2 R dx 0
* ‘by 0 g y X0y
e 2r L
P W G ..2dy e
T D ,2 Jz dy Oz
2] 5 2 2
& a238.25 G il
bx -33‘2 = }3 \Ox

/s

Pare ol caso bidimensional, Airy oncontrd que existo siempre una fune

r cidén (%(zy) que pormite determinar las tonsiones en oualquier puntos
2 7 2. 2
8 o 9 s b > ¢
. = = ' T g 0= (4-50)
x Y y ox Y OxDY

Es £40il comprobar que estas ocuacionos satisfacen las condicionos de
oquilibrio. Para verificar las condicicnes de compatibilidad es nocesario
expresar 3-43 en funcién de las tonsionoss Para ollo se deriva 4 -1 y,
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4-11 y 4-13 (previamente reducidas al caso plano) y se reemplazan en 3-43
dandoy

2
Byz Byi‘* 2 x2 x? R e Vx dy (S

Si las correspondientes derivadas de 4-50 se reemplazan en 4 -5
se obtienen
24 W ¢ ot

38 dxtagt it =Y

(4-52)

Fn esta forma, ei es posible encontrar una funcidn que satisfaga la
ecuacidn 52 , entonces las tensionos estardn dadas por 50 , siempre
que se cuuplan ademfis las condiciones de borde.

En general, no es fécil encontrar la funcidn é, ¥y 88lo algunos pro=

blemas se han resuclto por este métodoe.
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V- ELEXINTOS DI PLAGCITICIDAD:

Previo a analigzar ol comportamiento de un material en el campo plég
tico, debemos definir, paro continnar nuestra lfnea de razonamiento, en
qué instante el material deja de comportarce elfsticamonte para comenzar
su otapa plistica.

La plasticidad es la propiedad quo permite @ los matoriales seor de-
formados continua y permanentomente sin rotura, mediante la aplicacidn de
tencionos que exceden las necesarias para provocar la fluencia del mismoe.
Date concepto serd perfeccionado duranto el desarrollo del problomas

Sord entonces necesario establecer cufndo sc produce la fluencia del
materizl para un cstado comple jo de tensionos. Loto da origen a los orl-
torios de fluencia quo detorminan ol limite entro el campo eldstico y el
canpo plfstico. Si el matorial no endureciera en virtud de sn deformacidn,
dicho limito constituiria un valor constante. No obstaunte, la mayor parte
de los motalos presentan un importante endurecimiento al sor deformadose
Soxd necesario analizar la influcncia de este coumportanionto en la dofini
oifn dol limite citado.

Pinalmonte serd noccsario ostablecer las loyes bisicas que relacio=-
nan a tonsiones y deforncciones on ol campo plésticos Los requisitos nis
importantes a tonor en cuonta on su elaboracidn sons el volunen de mate—
rial permanece constanto bajo deformacién pldstica, quo una prosién hi-
drostitica no produce flucncia y adomfs que la componento hidrostética de
un estado complejo de tonsiones no modifica el punto en el cual so inicia
la flucncia.

De manera que parn olaborar una teoria de plasticidad debexzos esta=-
blecer, adenfs de los elementos que definen la elasticidad, lo siguientes
a) Un criterio de [luenciaj

b) Relociones tensidn-leformacidn en el campo plistico.

V.4- Critorios de fluoncia bzjo estados complc jos de toensionsos

Supongamos que en un nomonto cualquiera del proceso de tensiones y
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deformaciones a que es sometido un material supuesto isotrSpico, ti?na una
tenoidn de fluoncia Y en tracoidén simple homogénea. g Para qué valor de /
las tensiones de un sistema complejo de tensiones a "’ G’y, son (. - entrard
el material en flucncia?

En otras palabras debe formularse una hipStesis, que deberd analigar-
se experimontalmente, con respecto al limite do elasticidad bajo cualquier
posible conbinaoidn de tensioncse

Analicemos las restriocionos matemfticas a que debe reaponder un ori
terio de fluencias las tensiones hidrostiticas no tendrdn incidencia wvo=
bre la fluenciaj la fluoncis deberd, ademfs, ser indopendiente de la dires
cibn de los ejes coordensdos elegidos para dofinir ol sistema, dado que el
material es isotrdpico y la fluencia dependorf solamente de la intensidad
de las tensiones 7 13° Por lo tanto la fluencia debe ser una funcidn de los
invariantes del tensor de tensionese #ds afln, oi la fluencia no resulta a=

fectada por la tensién hidrostidticu ¢ o .'I;‘L , entonces dependerid solamen-
-

te do los componentes desviadores de tensiones. Ello implica que el crito-

vio de fluencia dobe ser una funoiln de los invariantes del tensor desvia=

dor de tensiones J; y J'; B

En t8rminos generales podemos escribirlo como

r (J;, J’;) w 0 (5-1)
3 0 2 02 2
donde Jz--;—(o'l +0'2 +(1'2 )-u-((l" 0' +G’ +0"G 20;.3 (5-2)
3 kY 0 .]__ (] ¢ ]
3 3 (u' 0‘ + 0y) =Gy CZ 3 "3 ¢1.1 0-31;“;4 (5-3)

]

Recordemos que J1 = 0
Supongamos taubién que no se produzca efecto Bauschingery esto mate-
afticamente implica que si ij ca.usa. fluencia en el material, - 0‘13 tam-
bidn la producirfi. El invariante .1'3 cambia do signo si combiamos de sen=

$ido todas las tensiones; esto impone que la funcién 5-/ sea una funcidn
]

3 L]

par en J




Y 1-1 - Criterio de Trcscas
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Es la exprosidn mfs simple de un criterio de fluencia. Indica gque

la flucnela se inicia cuando la tensifn tangencial mfxima alocanza un va=

loxr critico.
2 Cm:ix * 6’1 o @'3

Lo figura V-f ilustra este oriterio

va

(5-4)

fi{:‘a V-1

Los valores que esa tensidn tangoncial mixima asume para tracoilén u

niaxial y para corte puro soa resgoctivamentos

a) Uroceiln simples En el ofrculo de Yohr que representa edte oo

tado de tensionea (figV-2a) se ve que, si Y oo la tensién uniaxial que

provoca lu flucncias

_<

(rl- t

% = =
Por lo tantos 2k1; 7 0'_'3 Y

b) Corte purce “n este caso (ver fig. v-2b)

G—I-_G.B-):G ¥ 6-2-0

Por lo tanto

21cc=-0'1-0-3

Comparzndo 55 y 5-6 8Se puede ver que

ko-zakt

4 2k $ 0’2-6'3-0

(5-5)
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0 seay, segun el presente criterio, la tensidn de fluoncia por corte
puro, ko, es igual a la mAxima tensidn de corte ellstico en tracoién uni

Bﬁﬂl’ kto A Gn
bn
K
[4
I‘:
T,
_ > Ty k-,
G20, 20 0y <
(2) (b)
Tracoién pura Fige V-2 Corte puro

V-12 Criterio de Von liigeg.

Su formulacién entf basada en la adopeién de un valor para la fun
cién F do la ocuncidn 5-1{. Fn efecto, este oriterio establoce que so /
produce la fluoncia cuando el segundo invarianto desviador del estado

de tensionos toma un valor dado por
J, =k (5-8)

donde k es una constanto.
De este modo se hace independiente a la funcién do fluencia del /

valor asumido por J; .
La ecuacibn 5-8 pucdo expresarse de la siguionte manoras
’ 2 2 2 2 2 2 2 2
61, (T -G,)" + g, ~G)+ (@, = )% “Bx;- &, +0, )=6 k"=2Y " (5-9)
En funcién de las tensiones principales, se tienes

(G = G)° +(T, = 0)° +(6; =0))° w6262 w2 ¥? (5-10)

31 ce comparan las eccuaciones 5-00y 4-96 se puode ver que presentan

un gran parocido formale. Es por ello que algunos sutores formulan este /
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criterioc de la siguiente maneras "lLa fluencia se produce cuando la oner=
¢ia elfstica de distorsién alcanza un valor critico".

Puode verse adenfs quo, de zcuerdo con la dofinicidén dada deo ten=-
sién efectiva, este critorio se pusde postular asi: "So produce la fluen
cia cuando la tonsidn ofectiva alcanza un valor detorminado."

El valor do la constante k en 5-8 se obtiono por aplicacidn de es
te criteric a estados simples de carga.

a.) Traccidn pura. Como ya se vid, queda detorminada por

Qe T2k g0 Opeiyed
Aplicando a osto estado so obticnes

2 2 2

(61)2+(-61)2-26i -2Y -61{

por lo tantos

Y
K - — (5.“
ﬁ(; )

b) Corte puros Lste estado queda definido pors

a;

1--6_3-1:0 ; CO-O

Aplicando nuevanente ]

(0% + (6% + (202 = 6% = 6% = 617

o oy (5-12)

Comparando 5-11 y 5-12 se obtienes

B ks ;
g (5-13)

C soa, segin el oriterio de Von lises, la tensién de fluencia
por corie puro, k.c, es 1,155 vecos mayor que la méixima tonsibn de corte

elfistica por traccidn kt .

En general, los materiales frfziles se comportan seclin lo estable-
cido en el criterio de Tresca, mientras que los dfctiles lo hacen de a=

cuecrdo al de Von lises.
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Se han sugerido distintos significados fislcos para este criterio.
Nadai interprotd que la fluencia depende de la tonsidn de corte octahé=
drica. lcto estd motivndo por el hecho de no depender la fluencia do la
tensién hidrostdticay on cstas condiciones la tensidén que controla el
proceso deberl ser lo componente do corte de la tensidén que actida sobre
el plano octahédrico, ya quo sobre este plano, la componente normal de
la tensidn os la tensidén hidrostitica.

Honclky sugiore que la flucncia se produce cuando la energia do dise
torsién (enorgf. de deformacidn por corte) alcanza un valor critico. Pue
de verse que la expresidn del eriterio de Von ilices es proporcional a la
expreosiln de la citada enorgfa. No debe preocuparnos el hecho de que la
onergia de deformacidn par corte so derive do consideracionos olfsticosy
las propicdades eldsticas de los matoriales no se destruyen cuando so /
producen defornmaciones pdrmancntca y ademis, puecde ser considerada como
una sucesifn de ecstados de tensicnos elfsticas cuyos limites son conti-
nuanente exccdidos. No obstante, la cnergia do dofermacibn de un cuerpo,
oi tiene un significado, deberd intorpretarsc ca base a interacciones
atémicas y resulta dificultoso considerar la cacrgia do deformacin co-
mo divisiblo en dos partes diferentos: una relacionada con la variacidn
do wolumen y la otra rclacionada con el canmbio de forma. In este sentido,
la intorprotacién del criterio do Von llises no deberia llevarce tan lejose.
Latemiticomente, oin ombargo, el criterio de Von lises tiono caractoriﬂﬁi
cas muy imporiantess os independiente de la tcnsidn hidrostética (las va~
riables son cllo diferoncias do tensionos), es indopendiento de loas wsig-
nos de las tensiones (todos los términos son cuadriticos) y de suc magni-
tudes relativas (no nocesita convenirse si 63.03 la mayor de las tonsio-
nes, oetc.) Adenis, como vercmos, eu reprosontacidn gréfica es la nfs sim-

plo.

V-2 Representacidn prifica de los criterios do fluenciae

Estudiarcmos la reprosentacidn grifica de los criterios de fluencia

on un espacio de tensiones, conocido como cspacio de Huigh-Tectergaards



Los ejes de la terna de referencia coinoiden con las direcoiones princi-

pales de tenoiones. Asi, dados los valores 0'1, ad, 27 d;, se obiiene ol

punto P que representa al estado de tensiones en consideracidn (FigeV-3)

A
o

N\
' 4

- = Fig. V-3

En el mismo sistoma se traza 00' en forma tal quo sus cosenos direc—

tores sean igwales (Lemen = qln__ e'e X P= ¥ = 54°44)e¢ Cualquier es=
3

tado de tensiones cuya representacién esté sobre E‘tim o 1 = a, . a. 3 v
o8 deoir, os un estado hidrostitico o esférico de tensiones. Ya se dijo /
que tales estados de tensiones no producen fluonciae

Si se descompone or sogin la direccidn 00° s 8e obtiene gréficamente

la reprosentacidn de los estados osférico y desviador de tensioness

00' - estado esf8rico o hidrostitioco

0'P - estado desviador

£l estado desviador se encuentra en un plano perpendicular a 35', 112
mado plano M (figura¥-4)llamado plano desviador. Dado que la fluencia se
produce debido a la componente o'p del estado de tensiones, que yace on el
plano T , nos dedicaremos solamente a este planoc. La proyocoién de los e-
jes principales sobre el plano T da tres ejes a 120°, que son los ejos /
desviadores.
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!'ig. V-4

Dado que ocomo so vid, las tensiones esféricas mno inciden en la a-
parioidén de la fluencia, es la magnitud de O'P , que yace en el plano /
desviador, la que la determina. Fn goneral, todos los estados de tensio
nea que interesan a los efectos de la fluencia, yacen en planos parale-
los al plano T« La fluonoia tieno lugar cuando O'P alcanza un cierto /
valor orfitico, Fl lugar geomStrico de los afijos correspondientes a los
estados de Lensionos que determinan dicho valor orftico, constituye una
superficie denominada "superficie de fluencia". Fsta superficie es una
superficie cil{ndrica, de seccidn transversal constante, dado que su
magnitud es independiente de las componentes hidrostiticas de tensio=-
nes y por lo tanto, de su posicidén a lo largo de la recta 00°, Su inter
seocién con el plano desviador (plano M ) determina la "linea o ourva
de fluencin", que resulta as{ ser el lugar geométrico de lon estados de
tensiones desviadores (ETI".) que producen fluencia.

Un oriterio de fluencia debe definir la forma de la seccidn transe
versal del prisma.

Es posible demostrar que el criterio de Von Mises ostabloce que
dicha seccidn transversal es una oircunferencia de radio'U_-g Y »7 el
3
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de Tresca, que es un hoxfgono regular insoripto en la oirounferencis
de Von limes. Ambos oriterios coinciden sélo para traccidn o compresién
puras (punto A de la fig.V-5). La méxima diferencia existe en los esta-
dos de corte puro (puntos B y ¢ de la fig.Y%5)

Figo V—S

V-3 Endurecimiento por trabajado.

Es un hecho ocomprobado experimentalmente quo los metales que defore
man plisticamente, endurecen a medida que vandeformendo. Es deoir, para
producir nuevac doformacionos es necesario inorementar las tensiones. Se
dice que el material "endurece por trabajado o por deformacibn.”

Ji se considera al matorial como endurccible, y se adopta el orite-
rio de fluencia de Von lises, entonces un ofroulo inicial reprecenta la
flucnoia del material totalmente recocidos Una deformacidn pléstica pos-
terior altora las dimensiones de la curva instantfnoa de fluoncia. Asf,
-i.af: es la tensidn de fluencia primaria, entoncos el radio del circu-

lo de Von Uises es ?o % o Supdngase que la deformacidn prosigue desde

Jo hasta o

mente. Admitamos que la deformacidén mo lLa provocado anisotropfa en el

¥y que el material es en este punto descargado completa-

material (textura por doformacién). La descarga desde 7, es eléstica
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y también lo es la carga subsiguiente hasta dicho valore Por lo tanto,

este matorial posee ahora un lugar de fluencia que es un oiroulo de T

a0 55 V:é- « En el plano T, este ofroculo es concéntrico y de radio
3

mayor que el de fluencia inicial.

0 sea, ol endurecimiento de un material que permanece isStropo /
implica quo los lugares instantfneos de fluencia se representan ocon
figuras concéntricas que se van expandiendos Dicha figura es oiroular
en el oriterio de Von Mises, y hexagonal en el do Tresca. La figura V-6
ilustra lo indicadoy para el criterio de Von lMisos.

@ (a) (b)

]

Fige Y-6

Hay dos hipStesis para evaluar el endureccimicnto del materials
a) Endurecimiento por deformacilén
b) Endurecimiento por tradajado

Analicemos cada una de ellass

a) Endurccimionto por deformicidns Se supone que el valor instanté-
neo de la tensifn efectiva que provoca fluencia es funoién Gnica~

mento de la deformacidn plfstica provia. O seat

o =u(faE’) (5-14)

dondes =
e L ‘%2 l(dii - at®)? (e - atl)? + (at] - d&f)zl % (5.5
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Puede verse que, salwo un factor numérico, a€ : es una funoibn
del toncor desviador de incromentos de deoformacién pléstica, similar
a la gno expresa @ en funoidn del tonsor desviador de tensiones. Va =
le docir, la deformacidn pléstica ropresentada por dEP es de distor=
8idn. Por lo tanto, la tensién de flucncia instanténea es, de acuerdo
con osta hipbtesis, una funocién B do la "distorsién" pléstica total,
de la cual s d-ép es una medida conveniente.

El uso de incremontos de deformacifn se debe al hecho de que el
grado de distorsidn y, por lo tanto, de ondurocimiento, no estf deter-
minado s88lo por la diferencia entre las formas inicial y final de un
elomento, y por ello la deformacidn toial se obtiene mediante una ine
tegracién sobre todo el camino de doformacidn.

La funoién I depende de cuda matorial on particular y se determi-
na experimontalmento. Lstf re.ressntada en la figura 6b. En general ,
para granles deformacionos, la curva de osta funcidn tiende a sor para~-
lela al oje de lao deformuciones, lo quo permite considerar que un mate-

rial muy deformado enduroce muy dSbilmentes

b) Endurocimiento poxr trabajados Se supono que el valor inotanti-

noo de la tensidn do fluencia es funciln dnicamente del trabajo efectua

doy, por unidad de volumen
Fer o) (5-16)

Para un estado complejo de tensionos, el trabajo suministrado ess

$v = Ty 5 ®13 (5-17)
La parte elfstica es:
' B
g'ﬂ -G.ij Seij (5"‘8)

y la parte plfstica estari dada por la difercncia

b E P
§¢ «fu= 0wy (o, - 80y ) =Ty 80,  (510)
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El trabajo pléstico total por unided de volumen suministrado en

una deformacifn finita es
P P
W .Jg-u de,, (5-20)

La integral debe roalizarse sobre todo el programa de deforma-
cién, partiendo de un cierto estado inmioial del material.

No es posible establecer diferoncias entre ostas dos hipStesis me-
diante la exporimentacidn. La olececidn de una o do otra en un problema
particular depende do la convenienciae De todos modos, puode demostrarse
que para materiales ideales a los quo se puodan aplicar las relacianes
entro tonsionos y deformacionos incremontalos quo se versin a continua =
¢idn, la hipdtesis del cndurecimicnto por trabajado es suscceptidle de a

sinilarsc a la de endurecimiento por deformacifn.

V-4 Relaciones plésticas entre tennicnos y deformacioncse

Una vez obienido un coriterio pars establecor el ectado de tenciones
en quo se produce la fluencia, es nececario disponer de alguna rolacifn
entre los componentes do tensidn y las correspondientes deformaciones /
plésticass. Motas relaciones se conocon ccmo leyes do flucnciae

Fn el campo plistico no existen ré¢lacionos simples sntre tensiones
¥ defornaciones, como en el campo elfatico. Las teorfas de plasticidad
formuladas hasta el presento son de "deformaciones incromentales” o de
"deformacioncs totales."

Las teorias incromentales predicen la proporcionalidad entre el es-
tado instantineo de tensionvs y los incremontos de deformacién que las /
mismas provocan. Las teorias de deformacionos totales relacionan la de-
formacidn total con el estado actual de tensiones (en forma anfloga a lo
que ocurre en el campo elistico).

La deformacisn olistica, siendo reversible, depende sdlo del estado
inicial y final de tensionocs. No ocurre lo mismo con las deformaciones
plésticas que, al ser irrsversibles, no s6lo dependen del estado final
de carca, sinc también del camino por el cual se arribs a &l



Las dos teorfas incrcmentales que oo analizan en este punto son /
las de Prandtl-Reuse y de Lécy-liices. Ambas fueron formuladas inicial-
menie pava matorialea sin endurccimiento. Cutndo so desea tener en cuon
ta a ésto, e lo debe intercalar en laz ecuaciones, obtenida previamen-
te en forma oxrerimental 2l-una de las funclones vistos en ol punto an=-
terior.

Prager enuncid otra ﬁecria le deformacidn incremental en que se /
congildera al oféoto Bausdhiugcr, vers su complejidad matemitica la ha
hecho muy poco usadae '

loncky propuso una teorin do deformacifn totnl qua se sxpone muy /
brevemente por cuanto su &plicacifn pucde conducir a orrores soriose

In todas ostas tooriaarao anlica el principio do Saint Venant de
coaxialidad do tonsores de tenmsionos y de deforaucionos que entran en
Juego, 'sean totalos, parciales, desvisdores, etce 58lo de escta manora
o8 posible ectablecer relucicﬂcu entre un tensor y otro, dadas por csca

larose.

V4.{ Tcuacionos de Prondil-lionsse

Istahlecon que el incromento de deformacidn plictica (indicado con
un subfndice p) es cn toéu momento proporcional a la tonsidn desviadora

inatantdnea correspondicntes 0 szea

gotr. (5-21)
dE"ij = G-ij ax
Otra forma do expresar las ocunacionoca S5-2] es la siguientos
P P P z P X
d.f..xu dc_yﬂ LiE.z ] d.\fzf‘“’- d\d’ﬁ,, de_ aN (5'22)
T g’ a [« 6} [6Y

d\ oz un factor de proporcicnalidad no negativo, que puode varior duran
te la carga del cuerpo, y ca los distintes puntos G0l wismoe

Las ccuncionca 5-21 esbublecan que un increzonbo do doforuacida /
plistica dezende de la tenzila desviadora ingtantinea total, y no del in

ocremento de temsidn nocesaric para producir dicho increxsecnto do deformae

ciéne

- 68 -
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Ll inoremento total de doformaciln os la suma de los incrementos

de deformacidn elfsticos y plésticos

K P
dei.‘l - deij * daij (5-23)

|
d (-
M, 020§y a0, vy (504)
2 L

En lan ecuaociones 5-24 os posible desdoblar las componentes de ine

orementos de deformacidn volumétrieca y dosvizdora de la siguiente manoe

ras a '
(] O; \
d - --ii
91.1 >0 - 0‘13 dX>
(5-25)
(1-2V)
- d
do,, g 0yy
Las eocuaciones 5-21 puoden escribirge como tres expresiones del
tipo
ae w2an[c, -2 (. +0) (5-26)
x5 3 L 2 Yy o
Yy trec de la forma P
d = d 5-27,
¥, =0y (5-27)

Es posiblo demostrar que los discgramns de lobhr de tonsionos desvia

doras y do incrementos de doformacidn plfstica son seunjantose Pn efec

tos
' o ' P P P
G +C,+Gy,=0=de +do,+do, (5-28)

debido a la constancia de wolumen. Adenis, si ce aplica a UNa proe
Pledad de las proporciones, se obticnes

P P I P 2 P

de ~4de de,=-dce de.=de
1 2 2 2 B g (5-29)
0-1 L% f. - ¥ e N - q‘ - 6' - dvx
3 T4 T~ a3 3™ 9

Vemos gque el factor de escala entre ambos diagramas es dhe
Pero de easte valor, d A, sélo sabemos hasta ahora que es un esca-

lar no negativo, variable punto a punto en el programa de deformaoiénesy
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para los diferentes puntos del cuerpo. Haciendo uso de diversas pro-

pledades de laa proporciones, aa posible demostrar que
db
a) - }- (5-30)

con lo que las ecuacionos 5-26 y 5-27 se pueden escribir de la si-

guiente maneras

(5-31)

Esta ea la forma en que e usan las ecuaciones de Prandtl-Reuss
para el ofilculo. S8i bien esta tcorfa fue introducida para materiales
no endurecidbles, puede verse que la exprosién 5-101la hace susceptible
de usarse cuando existo endurecimiento adoptando para GF alguna de
las hipStesis estableocidas para el endurecimiento.

V-42 Dcuaciones de Lévy-ilises.

8i bien formuladas con antorioridad a las de Prandtl-Rouss, ce /
convenionto enunciarlas "a postoriori". La teorfs de Prandtl-Reuss /
considera un 88lido elastopléstico. Teniendo on cuenta que las defor-
maciones cldsticas alecanzan a un 0,5 % como mfximo en los materiales
comunmente usados en la ingenierfa, puoden ser desprociadas frente a
grendes deformacionen plfisticas. I'cta oo la idoa de Levywliises, segin
la oual so considera que los incrementos de deformooibn son (nicamen-

te pldsticos una ves superado el limite de fluonciae O seas
13
i € Rl (5-32)
Las ccuacioncs de Lévy-llises se formulan entonces de la sigulen
te manerar

d G-id ’dij d.)i (5'33)

Se establece asi que el incremento do deformacién es, en el cam=

po pléstico, proporcional a la tensién desviadora instantfnea.



Vale para este caso todo lo dicho al anglizar las ecuaciones de
Prandtl-Reuss, eliminando el incremento de deformacién eléstioca.

Las ecuaciones de Lévy-llises son mds sencillas de manejar que las
de Prandtl-Reuss y por eso se profiere su uso en los casos en que ello
sea factible, Pueden conducir a errores no despreciables cuando las
deformaciones plésticas sean del orden de magnitud de las deformacio=
nes elfaticas o cuando se analice una interfase elasto-plistica,

V-4.3 Teorias de deformaciones totales.
En contraposicidn con las teorias anteriores, Hencky establece /

que las componentes de la deformacidn plistica total son proporciona-

les & las componentes desviadorzs de tensidns
P [
- 5-54
b Y g Ty (s-59)

§ es una cantidad escalar positiva durante la carga y cero en 1la
descarga.

Teniendo en cuenta que la deformacién total es la suma de la de=
formacidn elistica y de la deformacidn pléstica, y separando las compo=
nentes desvicdoras y esféricas, las ecuaciones de Hencky puede escorie-

birse como sigusy
T -L "
913"(&*20)0’13 l

(5-35)
11 'cl—g )Ty S

Es obvio que estas ecuacioneos implican que dado el valor de la
tensidn en un punto de un cuerpo, la deformacién total estd completa
mente definidae. Esto no resulta cierto, salvo el caso particular en
que las tensiones y deformaciones se montengan en una relacidn cons-

tante,

V-5 YValidez de las ecuaciores de plasticidads Parfmetros de Lode .
Se ha comprobado experimentalmente la validez de las ecuaciones

de plasticidad mediante ensayos de traccidén y torsién combinadas, en
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tubos de pared delgada. Los resultados se expresaron en funcién de los
pardmetros de Lodoﬁk-y V definidos de la siguiente maneras

1
(Té -7 (63 0»61)

e =
de~ 5 (a 6 +d °1)
‘f 4 l'(d. e.-de,)
2 5 3

Puede verse que si los modelos tedricos de Levy-iMises o Prandtle

Reuss son correctos, ellos conducen a la igualdad

/-*-\)

Los experimentos de Taylor y Quinney mostraron alguna desviacién
de esta igualdad. Sin embargo, investigaciones posteriores demostraron
que esta desviacidn se debia a anisotropfa on los materiales ensayados,
J que sn general, la conoordancﬂa/A.-\> e2 buena cuando se ensayan mae-

teriales isdtropos, para los que fusron elaboradas las teorfas vistase

V-6 Troyectorias de tensioncs y de deforzacioncse

81 se supone que ol material se defomma de manera tal que sus e
Jes principales de tensiones no varien, es posible efectuar una conse
truccidn grifica basada en las ecuaciones de Prandtl-Reuss que permie
te determinar les trayectorias de las tensiones y de las deformacio=
nes. Dicha construccidn se debe a Hille

Dado que se admite la coaxialidad entre el tenﬁor de tensiones y
el de incrementos de deformacidn, los ©jes principales de ambos deben
coincidire Es entonces posible superponer en una representacidn veo-
tores quo indiquen el estado de tensiones y a los incrementos de de-
formacidne

Por otra parte, debido a la constancia de wolumen

P P P
de +de,+de, =0 (3-37,
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el inoremento de deformacién plistica se puede representar por un veo=
tor en el plano M« En este plano, por lo visto anteriormente, coinoiw
den los ejes desviadores de tensiones y de incrementos de deformacifn

desviadora eldstica y pléstica. Es 1o que se muestra en la figura V-7,

1\03‘
de

Legar ds los
buntos de
fluencia,A

Fig., V-7

En dicha fisura, se supone que la curva A es el lugar de los PN
tos de fluencia (un circulo en este caso), y que el vector O'P repré-
senta a ¢ , una tensidn efective que produce fluenciz.

La loy de Prandtl-Reuss establece que

P P

d e de
| Sy e (5-38)

a

stenan a ot el incremento de deformacidn efectiva que por el principio

de Saint-Venant, tienc la misma direccidn que la tensidn efectiva 0'P.
Puede ropresontarsec, entonces, en el plano desviador, al incremeato de

deformacidn efective mediante un vector de deformacidn RQ paralelo al

vector O'P y de magnitud proporcional a & o e
A los efectos de trabajar con mayor comodidad es conveniente dar
alﬁallaa dimensiones de una tensilne Para ello se adopta un factor de

S
proporcionalidad que por conveniencia se elige 2G, porque cuando O'P

" alcanza Justamente al lugar de fluencia se cumple /

ik g
% | 3
o, ==l 4 “l; axn (5-39)



<4 w

Dado que la deformacidén es sflo elfstica y A ™= 0, y entonoes

d:-% o e B-% (5-40)
Vale dooir, las defomacionos correspondientes con cualquier esta=
do de tensicnes que se halle sobre ol lugar de fluencia, constituyen las
deformaciones oléotiocrs limites.
51 e traza un eje O} perpendicular a 0‘3' s ¥ oo recuerda la defini=
cién del parfmetro de Lode M* , puede demostrarse que el &ngulo @ que

O'P forma con Ox os tal que

)J'--"ﬁtgo

De la misma foma,\’, definido anflosamente, debe estar rolaciomado
—p
ocon el &ngulo 01 que forma d e por una expresién jdéntica. Pero la adop=-
oién de las loyes de Prandtl-Kouss implica que

poad

Por lo tanto, el &ngulo formado por opr Yy IQ con Ox o8 el miamoy ©
gsea amboo vectores son colinecales.
OConsidérese ahora un material que enduroce por defornaciln. Ya se

vio que en ostie caso
T -t ([a?’)

Por lo tantos o

H'-%i.p

o
De ecta manera, los incrementos desviadoros de doformacidn, que

eran de la forma P

L ]
1o -2 g § —d (5-41)
ij 2 1] pale
— aar .
pasan a ser 5 380 ..+ YR (5_42)
d O, =i ij a
13 2T ®* 20

El valor de H' puodo hallarse fécilmente si se tiene lb curva
&:, Sd ? s derivando la misnée puoden obvierorso asi valoreo continuos

como se ve on la figura V.8
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Con estos elemontos se entra a analizar la trayectoria de temsiones
y de deformnciones durante un proceso de deformacidn pldstica en que
los ojes principales no variens

En la ficuraV-9 se ropresenia el plano W , con la terna de ejes
a 120°., Por lo oxpuosto, sc considoran superpucstos los ejoo 0';. y
2G 8 a;..

Por conveniencia, so grafican en dicha figura las tensiones y

las dofoarmacionos roanles, en lugar de sus proyecclonoge

]
16 6 ¢y

16 Jc;
Figo V'g

La curva A rorresentn el lugar de fluwoncia correspondiente al 03

$ado de tonciones P = O'P reproventa asi no slo a ¢ instanténco eino
tambidn a la doformacidn desviadora elfstica recuporable en una des-

carga ovmplota.Se supone que PQ representa a la deformacidn pléstica

desviadora total, obtenida en otepns rroviag.



V- 8 : Modelos Reholdricos y Eeuaciones empiricas tensidn-defor-

macidn,
Para dar solucidén a los problemas de deformacidn
suele recurrirse a modelos tensidén-deformacidn idealizados.Los

mAs importamntes son:

a- Perfectamente eldstico. Se comporta elésticamente durante to-
da la deformacidn.En su rerpesentacidén griafica ( Fig. V-12 a )
la pendiente de la recta mide el mbédulo de Young del material.

b- Rigidé - perfectamente pldstico. Se comporta como rigido hasta 1
la fluencia, luego es perfectamente plidstico ( no endurece por
deformacidén ) Figura V=12 b,

c- Rigido plidstico con endurecimiento lineal, Es rigido hastz la
fluencia y luego endurece proporwionalmente a la deformacidn.

La pendiente H mide el grado de endurecimiento.Fig, V-12 c

d- Eldstico- pefectamente pldstico. Se comporta eldsticamente hasta
la fluencia, luego es perfectamente plastico., Fig. V-12 d

e~ Eldstico-pldstico con endurecimiento lineal, Se comporta eldsti-
camente hasta la fluencia, luego endurece proporcionalmente.

Figura V=12 e
T

= A
A £a (b )
b §
‘are t4 E
¥ ?E — -
77
A (3} -ty
> Y
e > v

?—':3 ora. - 42

Para la resolucidn de problemas plésticos suele resultar



cémodo expresar las curvas reales tensién-deformacién mediante funcio
nes aproximndas y ofrezcan relativa facilidad de utilizacién,Enuncia=-
remos algunas de ellas;su eleccidén en un problema particular depende-
ré del material de que se trate.
a- Adopta el modelo plidstico endurecible:
hasta la fluencia (J=EE€& : 5
{desde la fluencia O = HE&E (5 jj)
Fig, V=13 a . Tanto-E como H dependen del mterial
b- Ecuacidén de Ludwick:
R Hﬁm (5-54)
En la Fig. V-13 b se representa esta funcidn para m=l y para
0<m<1l .Yy H son constantes dependientes del material asi como

el valor que se asigne a m,

T
T A §
vzug oemé 1
/ m=41
Pt -2 @) Y //ﬁ:’ﬁ,
g = Eé
= > e

Firgvrs X -13

c- Ecuacidén de Swift:
=C ( A +E)n con 0£n=l (-5-"5_5)
Esta ecuacidn representa una aproximacidén muy satisfactoria para
numerosos materiales pero es algo dificil de manejar algebraica-
mente. En ella C, A y n son constantes de cada waterial,
d- Ecuacién de Hollomon, Se trata de una simplificacién de la de

Swift:

T=0&" (5-5¢)
e-~ Ecuacién de Prager. También resulta incémoda para operar:
T =X MR CBEL X ). (5-57)
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