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RESUMEN

Para el andlisis de vibraciones libres de membranas y pla
cas delgadas, se han aplicado dos tipos de metodologlias dife-
rentes de amplio desarrollo en la actualidad: el método de e-
lementos finitos y aproximaciones variacionales. Se ha~desa—
rrollado e implementado en fORTRAN un co6digo en elementos fini
tos muy general para el cdlculo de frecuencias y modos de vi-
bracidn de placas delgadas de geometria y condiciones de con-
torno arbitrarias. Por otra parte, se ha aplicado el método
de Ritz a varias situaciones de interé&s pré&ctico, comparando

para las mismas ambas aproximaciones.



ABSTRACT

Two different methods have been applied to the analysis
of free vibrations of membranes and thin plates: the finite
element method and the variational approach. Both these me-
thods are widely used at present. A very general finite ele-
ment code for the calculation of vibration frequencies and
modes of thin plates with arbitrary geometry and boundary con
ditions, has been developed and implemented in FORTRAN. The
Ritz method has also been applied to several situations of
practical interest, and results have been compared for the

two methods.
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1. INTRODUCCION Y OBJETIVOS DEL TRABAJO

Los problemas de dinémica estructural en reactores son
muy numerosos y compleijos, cubriendo una extensa gama que va
desde el area de vibraciones de elementos combustibles, al
comportamiento de una planta nuclear en el caso de un sismo.

Como primer paso en la formacibn de recursos humanos
dentro de la Comisidn Nacional de Energia Atbmica en un cam-
po tan crucial como es el estudio de vibraciones de componen
tes de reactores nucleares, hemos desarrollado este trabajo
de investigacidn bdsica, de cierta complejidad y de interés
pradctico en el Centro Atdmico Bariloche, en colaboracidén con
el Instituto de Mecénica Aplicada (SENID - CONICET).

Hemos encarado los problemas con dns metodologias dife-
rentes y de amplia aplicacidn en la actualidad, como son las
técnicas variacionales y el método de elementos finitos. La
finalidad de este trabajo no ha sido solamente la resolucibn
de algunos casos de interés, sino sobre todo la familiariza-
cién obtenida con los métodos matemd&ticos y computacionales
involucrados. El desarrollo y puesta en operacidn de un cb-
digo en elementos finitos muy general para problema de vibra
ciones libres de placas delgadas, ha constituido posiblemen-

te el mayor beneficio dejado a la Institucién.



2. PLANTEO DE LOS PROBLEMAS MATEMATTCOS

2.1. Vibraciones libres de membranas

El problema de vibraciones libres de membranas es unc
de los fundamentales en el campo de wvibraciones de medios
continuos, y su ecnacidn gobernante es una de las mis sen-

cillas /1,cap.VI/ :

ViW(x,y,t) = ._%_.vf.%l’(xry't) (1)
cs Ot
donde W(x,y,t) representa el desplazamiento de cualquier pun
to de la membrana en la direccidn perpendicular a la misma.
La ecuacidn (1) obedece A varias hipdtesis simplifica-
torias aplicadas al problema, a saber:
a)la memhrana es perfectamente eldstica, homogénea e i
sbtropa
b)los desplazamientos de cualquier punto en la direc-:
cidn perpendicular al plano de la membrana son peque
nos comparados con sus dimensiones
c)se desprecian componentes del desplazamiento en el
rlano de la membrana
d)los &ngulos de rotacidn de cualquier seccidn de la
membrana son muy pequencs
elen cualquier instante del movimiento los esfuerzos
existentes en cualquier punto de la membrana son tan
gentes a la misma en ese punto

Suponiendo ademé&s separabilidad de variables:

Wx,y,t) = x(x,y).ei""t (2)



y reemplazando (2) en (1), obtenemos la conocida ecuacidn de!

Helmholtz;

2
Vzw(x,y)+9?.w(x;y) = 0 (3)
c

Consideraremos a la membrana fija en todo su contorno,

es decir:
wL(x,y)=0] =0 (4)

donde L es la funcidbn que describe dicho borde.

2.2. Vibraciones libres de placas delgadas

El problema de las vibraciones libres de nlacas difiere
del de membranas fundamentalmente en el hecho que las prime-
ras tienen masa; y por lo tanto una cierta inercia al movi-
miento.

La ecuacibn gobernante de las vibraciones libres de pla
cas se puede obtener directamente de la ecuacidn de equili-
brio establecida por Lagrange, aplicando el principic de
D'Alembert y considerando la fuerza de inercia por unidad de
drea de la placa /1,cap.VIII/. Esa ecuacidn resulta:

4 2
D.V W(X,Y,t) = -?-h'p"""‘g‘(xIYIt) (

ot

(93]

donde: D es la rigidez a la flexidén de la placa

E.h3
12 (1-p)

E es el m6dulo de Young



h es el espesor de la placa
M es el factor de Poisson (usaremos siempre M=0,3)
§ es 1a densidad del material de la placa
V4 es el operador biarménico

La ecuacidén (5) obedece a las siguientes hipbtesis sim-

plificativas:

a)la placa es perfectamente eldstica, homcgénea e isH-
tropa

b)los desplazamientos perpendiculares al plano de la pla
ca son pequenos comparados con sus dimensiones

c)se desprecian componentes del desplazamiento en el pla
no de la placa

d)la influencia de las tensiones de corte sobre la defor
macidén transversal de la placa es despreciable

Suponiendo ademés separabilidad de variables; reemplazan

do (2) en (5) obtenemos:
D.V4w(x,y) —c»z.g.h.w(x,y) = 0 (6)
Considerando a la placa eliasticamente restringida contra

rotacién en los bordes no libres, las condiciones de¢ contorno

para la ecuacidn (6) serén /2/:

wlL(x,v)=0] = 0 (7)
Wnix,y)=0 = ¢. (R, 20w (8)
o 2 7'982

donde: n es la normal al borde en cuestibn
6 e=s la tangente al borde en cuestidn
¢ es el coeficiente de flexibilidad rotacional del bor

de en cuestibn
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El coeficiente de flexibilidad rotacional ¢ puede tomar
valores desde cero a infinito, correspondiendo los dos casos
extremos a borde rigidamente empotrado o simplemente z2poyado

respectivamente.

2.3. Soluciones obtenidas en la bibliografia

Existen en general soluciones analiticas exactas de los
problemas mencionados para casos de geometrias sencillas (cir
culos, rectangulos, etc.). Veremos las que nos interesan pa
ra nuestro estudio.

Para membranas circulares, en /l/ se demuestra cue las

frecunencias de vibraciones libres estan dadas por:

n (n=0,1,2,3,...) (9)

donde: n es el modo de vibracidn considerado (n=0:; modo fun-
damental)
a es el radio de la membrana

&n son los ceros de la funcidn Jn de Bessel de primera

especie:
Wo= 2.4048
&= 3.,8317
(10)
X2 = 5.1356
&y = 6.3802

Este resultado se aplica al caso en que la membrana no ten
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ga bordes libres (ver ecuacidn (4)).
No hemos encontrado en la bibliografia solucibén analiti
ca al problema de la membrana circular con corte secante.
Para el problema de placas circulares también en /1/ se
obtiene una solucidn analitica en el caso de borde rigidamen

te empotrado:

Jn(f\.a).Ir'](A.a) = J! (A.a).I_(x.a) (11)

donde: A= (w2.%.f.h)l/4
a es el radio de la placa
' indica derivada primera
In son las funciones de Bessel modificadas de primera
especie
Para la otra condicidn de contorno gque nos interesa, o
sea el caso de placa simplemente apoyada, encontramos una soO

lucidn analitica en /5/:

Jn+l(?\.a) N In+l(7x.a) _ .2‘3——:3— (12)
J_ (A.a) I (A.a) l—ft

n( 1’1(

Para la solucidn de estas ecuaciones se utilizan en ge-
neral programas de computadora en doble precisifin que extraen
las raices correspondientes obteniendo asi las soluciones "e
xactas".

El caso de placas circulares con corte secante libre no
lo hemos encontrado en la bibliografia.

En cuanto a las placas rectangulares, su estudio anali-
tico de los modos de vibracidn estd@ estudiado extensamente en

la bibliografia /1,10/ utilizando como funcidn solucidn un de

sarrollo en serie de senos, cosenos, senos hiperbdlicos y co
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senos hiperbblicos, en la cual se determinan sus coeficientes
a partir de las condiciones de borde (rigidamente empotrados,
simplemente apoyados o libres).

El caso de placa rectangular con corte semicircular en
un lado o con corte en chanfle en una esquina, no lo hemos en
contrado en la bibliografia.

El problema de bordes elé&sticamente restringidos contra
rotacidén esté& tratado en /3,11-13/ para nlacas rectangulares,
utilizando mé&todos variacionales y, en general, aproximacio-
nes polindmicas.

En el caso de placas circulares, el problema de bordes
elédsticamente restringidos contra rotacidn estd tratado en
/14-16/ utilizando también métodos variacionales.

Tambi&n encontramos soluciones por el método de elemen-
tos finitos para las placas circulares /17-19/, asi como

también para placas rectangulares /23-25,27/.
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3. FORMULACION DEL METODO VARIACIONAL PARA VIBRACIONES DE

MEMBRANAS

3.1. Generalidades

Se demuestra en célculo variacional que la resolucibn
de la ecuacidn de Helmholtz (3) equivale a la minimizacidn

del funcional /21/:

C

I (w) =H (vV2w-92 . w?2) .dDp (13)
D

restringido a las condiciones de borde correspondientes (4).

El método que usaremos (denominado método de Ritz) con-
siste en aproximar la funcibén desplazamiento w por una suma
de funciones de las variables espaciales (llamadas "funcio-
nes base"), que satisfacen idénticamente las condiciones de
contorno; y luego miﬁimizar el funcional (13) solamente en el
espacio de funciones generado por estas funciones base. Ob-
tenemos asi un sistema de ecuaciones lineales homogéneas en
los citados coeficientes, y dependientes del var&metro de fre
cuencia w.

Para que el sistema posea solucidn no-trivial, debe ser
nulo su determinante, y de cuya condicidn se obtienen las ra
ices w del mismo. Estos son los valores aproximados de las

frecuencias de vibraciones libres de la membrana.

3.2. Membrana circular con corte secante

La membrana que estudiaremos estd representada en la fi

gura 1
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e
4

FIGURA 1

Su borde fijo en el plano (x,y) es circular de radio a
con un corte secante cuya posicidn queda definida por el &an-
gulo GB.

Para. aproximar la funcibn desplazamiento w en todo pun-

to de la membrana utilizaremos los siguientes pares de fun-.
ciones wl(r,G) 3 w2(r,6) que satisfacen idénticamente las con

diciones de contorno:

Caso I : wy = (r2—r).sen6-(r-a).sen6B
) (14)
Wy = r2.sen6.wl
Caso II : wy = (r2—r).sen9—(r—-a).sen6B
(15)
wy = r.sene.wl
Caso III: w, = (r.senb-a.senb_ ).J (E&r)
1 B 0'a (16)

2
Wy Y .sene.wl



I

Caso IV : ) (r.sene—a.seneB).JO

(17)

Wo r.senb.wq
Aplicando el método enunciado, aproximamos la funcidn w

por la suma:
w = A,.w, + A_.W (18)

e introducimos esta expresidn en la ecuacidn (13). Derivan-
do ahora (13) con respecto a los coeficientes de (18) y anu-
lando estas derivadas obtenemos el siguiente sistema de ecua

ciones:

All—.n‘z'Bll Al2".ﬂ.2,]312) (Al) _ (0) (19)

_~2 A2
Ay1p0%.Byy A5y =(17.Byy Ay

donde:
N=a.w/c
y las expresiones de Aij, y Bij figuran en el apéndice I.
Para que el sistema de ecuaciohes (19) tenga solucibn

no trivial, debe ser nulo su determinante:

A, =02, 8 A, ,-02.B _
11 11 12 12
, =0 (20)
B12702.B1p  App—02.By |
lo cual constituye una ecuacidn cuadréatica en (f. Sus dos

rajices, autovalores del problema (19), son valores aproxima-
dos de las frecuencias de vibraciétn (adimensionalizadas),
000 Y‘Qﬁl’ correspondientes al modo fundamental de vibracidn

y al primer armdnico respectivamente.
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También hemos calculado la frecuencia Ogo que corresponde
a aproximar w mediante la primera funcidn Wq solamente.
Obtuvimos las siguientes frecuencias de vibracidn para

la membrana de la figura 1:

X
o5 CASO Q0 000 Q41
I 2.611 1| 2.563| 4.970
exactos:
II 2.611 | 2.539| 4.212
-90° - Q9 = 2.4048
I1X1 2.586 | 2.517| 4.953
001 = 3.8317
v 2.586 | 2.476| 4.197
I 2.630| 2.581| 5.033
IT 2.630 | 2.555| 4.258
-70°
I 2.606 | 2.536| 5.015
Iv 2.606 | 2.493| 4.242
I 2.702 | 2.654 | 5.261
IT1 2.702 | 2.628| 4.441
-50° ’
ITI 2.686 | 2.616| 5.248
v 2.686 | 2.569 | 4.424
I 2.898 | 2.856 | 5.739
IT 2.898 | 2.840 1} 4.924
-30°
I 2.896 | 2.835]| 5.740
IV 2.896 | 2.800 | 4.912
I 3.401 | 3.367 | 6.663
I 3.401 | 3.373| 6.058
_100 . - .
IIT 3.405| 3.361} 6.663
v 3.405 | 3.357 | 6.029
I 4.577 | 4.556 | 8.849
II 4,577 4.570 ) 8.482
+10°
ITT 4,561 4.543 1 8.784
Iv 4.561 ) 4.5531{ 8.417

TABLA 1
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Estas frecuencias las obtuvimos para seis valores dis-
tintos del &ngulo GB y para cada uno de los cuatro casos ci
tados.

Observamos en la tabla precedente los siguientes resul
tados:

a) las frecuencias de vibracidn se hacen méds altas
a medida que la membrana se hace mas pequena, lo
que coincide con el razonamiento fisico

b) al usar dos funciones base la frecuencia funda-

*
00’

una sola funcidn base; este resultado es razona-

mental&)oo resulta menor que {) calculada con
ble ya que el método de Ritz provee valores que
son "cotas superiores" para las frecuencias

c) comparando los resultados para la membrana comple
ta con los valpres exactos de las frecuencias, se
ve que se cumple la conclusidn del parrafo ante-
rior, y ademds vemos gue la diferencia entre am-
bos es menor al 10% para el modo fundamental

d) las funciones base del caso IV nos dan la mejor

precisidn dentro de los casos estudiados
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4. FORMULACION DEL METODO VARTACIONAL PARA VIBRACIONES DE

PLACAS

4.1. Generalidades

Para la solucidn del problema de vibraciones de placas,
procedemos de una forma similar a la descripta en la seccidn
3. Aproximamos !la funcidn desplazamiento transversal de la
placa w por una suma de funciones base en las variables espa
ciales, que satisfacen idénticamente las condiciones de con-
torno (7) y (8); cada una de las cuales estd afectada de un
cierto coeficiente.

La energia midxima de deformacidén de la placa estd dada

por /13/:
. D Uzw 02wy 2 02w Dzw Uzw 2”
E = . ( + )4=2. (1-M) . . - ( ) dx.dy +
?'_Hs&vx? y?2 r {be Qy2 oxvy | Y
¢ D[ 22w| ow| 4 (23)
2 on? (L On|L

donde s es la superficie de la placa en cuestidn y L su peri
metro. A su vez, la expresidn de la energia cinética maxima

de la placa es /13/:
2 2
r= 1¢ nhw. ﬂw .dx.dy (24)
2
S
Reemplazando entonces la solucidn aproximada de w en las

expresiones (23) y (24) y derivando la energia total de la

placa /13/:
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con respecto a cada uno de los coeficientes de las funciones
base de w (método de Ritz), obtenemos un sistema de ecuacio-
nes lineales homogéneas en los citados coeficientes. Nueva-
mente, aplicando la condicidn de no trivialidad de la solu-
cibn del sistema, calculamos las raices de ese determinante,
y asi obtenemos los valores aproximados de las frecuencias

normales de vibracidn de la placa en cuestibn.

4.,2. Placa circular con corte secante libre

La placa gque estudiaremos estd representada en la figu-

ra 2:

L.

X

d

I

1

¥

|

|

) ]
lihre '
|

i

)

[}

|

|

6. p ¢,
gdwjyv' L L Ll /}?v%

FIGURA 2

sujeta a las siguientes condiciones de contorno (en coordena

das polares):
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Il
o

w(r=a,9)
(25

2
W = 07w
SF(r7a:8) = ¢.om

Dada la geometria del problema, nos conviene expresar

las ecuaciones (23) y (24) en coordenadas polares:

2 2.2 2 2
D Vw1l Dwy 1 07wy “_ _ 1 9w (Ow,l v4w
E — Y N N - W W 2.(1 o] = o (=t -
2 ﬁs{(mﬂ r or p2 h92) NS Dr2 SE'E Dez)

(L. ow_1 94w ) ]}.r.dr.de#}_. W 0w 38 (26)
r2 U8 r 9rvé 2 r Ur4 |a
T = qu.h.wZ.fr’WZ.r.dr.de (27)

2 S

Estudiaremos dos casos, a saber:

Caso I : dos funciones base para w
wy =% .rdedy.rlel (28)
wy =(%,.r84A,.r44r?) [sens (29)
w = A.wy+B.w, (30)

Los coeficientes @i y (31 se determinan de manera que am
bas funciones WY w2'satisfagan las condiciones de borde (25)
y sus expresiones estan tabuladas en el apéndice II. Obser-
vemos que las condiciones de borde enunciadas corresponden a
la placa circular completa, y no corresponden necesariamente

a las del borde libre.

Introducimos la expresidn aproximada (30) en las ecuacio
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nes (26) y (27) y utilizamos el mismo método descripto en la
seccidn 3.2. El determinante resultante, andlogo al (20) es

el siguiente:
=0 (31)

cuyas raices DDO Yy J%]estén relacionadas con las frecuencias

normales de vibracibn aproximadas de la placa mediante:

- 2
iy = Vb . (32)

Las expresiones de los Ki Yy Ji de (31) se encuentran
en el apéndice III.
En este caso, también usaremos la aproximacidn de una

sola funcidn base (w.,) para calcular un autovalor de frecuen

1

. ¥
c1a£200 como:

» —
ﬂ00 B \/Kll/Jll (33)

Caso II : cuatro funciones base para w

wp o =g .rtep rfel (34)
W, =(w2.r6ﬁ82.r4+r2).sene (35)
W =(%3.r8+ﬂ3.r6+r4).sene ‘  (36)
w, =(ot,. %2, . x%+x®) seno (37)
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w = A.wl+B.w2+C.w3+D.w4 (38)

An&logamente al caso anterior, a los coeficientes aﬁ Yy
ﬁ& los determinamos de manera que satisfagan idénticamente
las condiciones de contorno (25) y sus expresiones estdn ta-
buladas en el apéndice II.

Del mismo modo gue en el caso I, estas funciones base
satisfacen las condiciones de borde de la placa circular com
pleta, pero no necesariamente las del borde secante libre.

En este caso, y siguiendo la metodologia usada anterior

mente, obtenemos el siguiente determinante:

2 2 2 2

Ki-QJy; Kg=i'Jyy Kg=0d,, K,=(0J,,
2 2 2

K,-0°T,5 Kg-000,, Kg=020,,

= 0 (39)

2
simdtrico Ky=fd39 Kpp1J

2
1<4—£L I a0

Cuyas raices () (L Klloyflll estédn relacionadas con

00" " 01’
las frecuencias normales de vibracidn aproximadas de la pla-
ca mediante (32).

Las expresiones de los Ki y los Ji estln tabuladas en
el apéndice 1IV.

Hemos calculado las frecuencias normales de vibracidn
para la placa de la figura 1 para seis valores diferentes de

6 y para seis valores diferentes del coeficiente de constre

Bl
nimiento ¢ utilizando una, dos y cuatro funciones base. Los

resultados se encuentran en las selis tablas siguientes.
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4.0 n¥ de
= func. O Lyq 014 g
base
1 10.328
0.0 2 10.328 | 30.741
4 10.328 1 25.413 | 74.543 ] 210.38
1 10.129
0.01 2 10.129 30.134
4 10.129 | 24.924 | 73.078 | 205.24
1 8.831
0.1 2 8.8311 26.370
4 8.831 | 22.112 | 65.955 ] 180.48
1 6.087
1.0 2 6.087 1 21.107
4 6.087 | 18.042 | v9.694 | 165.76
1 5.092
10.0 2 5.092 | 19.869
4 5.092 { 17.024 | 58.608 | 163.67
1 4,962
100.0 2 4.962 | 19.728
4 4,962 | 16.906 | 58.491 | 163.49
1 4,947
co 2 4,947 | 19.713
4 4,947 {1 16.893 [ 58.475 | 163.44
1 10.211
0.0 2 10.199 | 29.5009
4 10.309 1§ 24,921 {73.590 1| 200.17
1 10.098
0.01 2 10.083 | 28.768
4 10.074 | 24.369 | 71.976 | 195.06
1 8.628
0.1 2 8.602 | 25.028
4 8.648 1 21.451 [ 64.937 | 174.86
1 5.978
1.0 2 5.968 { 20.718
4 5.975{ 17.803 |159.490 | 163.66
1 5.070
10.0 2 5.069 | 19.797
4 5.075 | 16.979 [58.598 | 162.10
1 4,954
100.0 2 4,954 | 19.695
4 4.960 | 16.886 |58.498 | 161.94
1 4.941
o0 2 4.941 | 19.683
4 4,947 1 16.875 |58.490 | 161.94

TABLAS 2 vy 3
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PLACA CIRCULAR CON CORTE SECANTE LIBRE

4.0 n® de
e func.
a base ﬂoo D“01 n10 (mll
1 9.750
0.0 2 9.612 | 27.594
4 9.610 | 23.933 | 72.106| 195.06
1 9.547
0.01 2 9,408 | 27.037
4 9.406 | 23.463 | 70.731| 190.64
1 8.281
0.1 2 8.168 | 23.976
4 8.166 | 20.922( 64.567 | 170.04
1 5.833 :
1.0 2 5.812 | 20.142
4 5.810 | 17.660 | 59.414 | 157.62
1 5.011
10.0 2 5.006 | 19.298
4 4,004 {16.917 | 58.536 | 155.86
1 4.907
100.0 2 4,904 |19.204
4 4.902 | 16.834 | 58.438 | 155.68
1 4,895
0O 2 4.892 |19.193
4 4.890 | 16.824 | 58.428 | 155.66
1 9.365
0.0 2 9,093 | 28.058
4 9.079 | 24.531] 72.620 | 198.24
1 9.183
0.01 2 8.914 | 27.558
4 8.900 | 24.087 | 71.230 | 193.55
1 8.029
0.1 2 7.805 | 24.524
4 7.794 | 21.629 ) 64.686 | 170.92
1 5.721
1.0 2 5.621 |20.374
4 5.620 |18.284 | 58.960 | 157.15
} 1 4,926
10.0 2 4.861 |19.427
4- 4,860 |17.495| 57.967 | 155.19
1 4,824
100.0 2 4.764 [19.321
4 4.763 |[17.405| 57.861 | 155.01
1 4,813
oo 2 4,753 {19.309
4 4,751 117.3954) 57.848 | 154.97

TABLAS 4 y 5




PLACA CIRCULAR CON CORTE SECANTE LIBRE

4.0 n% de
6 —_ func. :
B a base ST {lgq Qi 0y,
1 9.620
0.0 2 9.309| 34.529
4 9.158| 29.508| 75.821 | 208.78
1 9.439
0.01 2 9.134| 33.892
4 8.987| 28.989] 74.398 | 203.68
1 8.270
0.1 2 8.015| 30.062
4 7.490| 26.122 67.484 | 179.29
1 5.827
-10° | 1.0 2 5.672| 25.078
4 5.586 | 22.315] 61.397 | 164.73
1 4.955
10.0 2 4.825| 23.983
4 a.747| 21.439 60.330 | 162.65
1 1.843
100.0 2 4.715| 23.861
4 4.638 | 21.430 | 60.214 | 162.46
1 4.830
o0 2 4.703 | 23.847
4 4.626 | 21.329 | 60.200 | 162.42
1 11.919
0.0 2 11.604 | 47.648
4 11.367 | 43.768 | 97.446 | 233.67
1 11.667
0.01 2 11.358 | 46.618
4 11.125 | 42.280 | 95.359 | 227.58
1 10.033
0.1 2 9.766 | 41.159
4 9.536 | 38.112 [ 85.815 | 199.37
1 6.619
+10° | 1.0 2 6.381 | 35.114
4 6.096 | 32.805 | 76.769 | 181.32
1 5.372
10.0 2 5.113 | 33.891
4 4.771 | 31.689 | 74.936 | 178.38
1 5.208
100.0 2 4.944 | 33.756
4 4.592 | 31.565 | 74.729 | 178.10
1 5.190
oo 2 4.925 [ 33.742
4 4.572 | 31.550 | 74.704 | 178.06

TABLAS 6 y 7
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4.3. Placa rectangular con corte semicircular libre en un lado

La placa gue estudiaremos est& representada en la figu-

ra 3:

AL b

B .
4

a X

¢

Corte A-A h

b b
jnéig/71//Z//Aoy/////////z//////zzzzz4JWLE

Corte B-B libre

i; 'y
i—'i}Ll’////////ff///////// 7 m«{
& 2

FIGURA 3

Esta placa rectangular tiene los cuatro bordes el&stica
mente restringidos contra rotacidén, siendo diferentes en cada
uno de ellos los respectivos coeficientes de flexibilidad.
Por razones pré&cticas, se le ha realizado un corte en forma
semicircular en un lado (por ejemplo para pasaje de tuberias)
quedando libre esa porcidén del contorno /22/.

En este caso, las funciones base elegidas son /11/:



N, M
= iwy. Y.,
w 526 Aii'xi‘{' j(y) (40)
=0
R a4, i i
Xl(x) = (&ll.x+a21,x +u31.x +04i.x ) . (419
2 3 4 i
Vi) = (31t Byyny H035-Y gy Y ).y (42)

para diferentes N y M en (40). Las condiciones de borde co-

rrespondientes son ,3/:

w(0,y) = w(a,y) = w(x,0) = w(x,b) =0 (43)
AL ¢$,.D (Q~E+ Qiﬂ) en x=0 (44)
VX 1777 3 2 '0_2 .
X Y
- 2 2 ’
-On..\A_/. o= ..?.__V_q_ ?__1/! = (X901
=2 ¢2 D (DX2 .?y ) en x=a (4%)
“ow 32w 0w
5 = ¢3.D.(;~5+ .;_~) en y=0 (46)
Y %
2 2
g DL (2 1Y en y=b (47)
vy 4 y2 DX2

Los : : icie s O . . de 2

Los valores de las coeficiente i Y ﬁ%j de (41) v (42}
los calculamos aplicaido a (40) las condiciones de contorno
(43), (44), (45), (46)y!( t7) ¥y estdn tabulados en el apéndice V
para n=0,1 y m=0,1.

Analizaremos dc¢: casos, & sabern:

Casc f : un tdrmino n (40); o sea M=0, N=0

#r este wcaso, y como Lo hemos hecho anteriormente, reem
plazands la solucibr aproximada en el funcional {(25) y mini-

. - »
mizando éste con resjecto a ! ohtenemos &l autovalor {LOU

oo’

correspondiente a l¢ frecuencia fundamental de vibracidtn de



-28~

la placa segfin:
X
Qoo = \/Ll/J36 (48)

donde L estdn tabulados en el apéndice VI.

1Y J36
Caso 1I: cuatro términos en (40); (tomaremos M=0,1;N=0,1)
Anidlogamente al caso anterior, en é&ste obtenemos un de-
terminante de 4x4 cuyas raices son los autovalores que corres
ponden a las frecuencias aproximadas de vibracidn de la placa
Lb—n,z.J4 L, -0%.3

1 7 42

2 2
Ll—n .J36 L5 9} 40

2 2 2
Lyl .J37  Lg=h.J,, Lo -0.Jd,,
=0 (48')
imétric L 102 J L -IF J
sime 1CO 3 . 38 10 . 43
L, -n%.J

donde las expresiones de L, vy Ji estan tabuladas en el apén-

dice VI.

Los autovalores &1ij est8n relacionados con las frecueg

cias de vibracidn mediante:

— 2 "
nij = ‘\/?.h/D .(,oij.b (48")

Hemos obtenidoiresultados para placas con diferentes re
laciones a/b, diferentes relaciones c/b y diferentes radios
del agujero r/b. También hemos variado los coeficientes de
restriccibn eléstica de los cuatro bordes y hemos realizado

el an&lisis con uno y cuatro términos en (40).



-20—-

Presentaremos aqui los resultados mds significativos.

PLACA RECTANGULAR RIGIDAMENTE EMPOTRADA CON AGUJERO CENTRADO

(c/b = 0.5)

r/b

1100

27.046
26.658
27.016

*
Ogo )

27.010

35.999
34,420
38.317

35.99

2/5

QOO | OO0 OO0
LNNO!TUTNDO TN O

148.29
142.94
416.12

148.28

147.8

PLACA RECTANGULAR

TABLA 8

(c/b = 0.5)

SIMPLEMENTE APOYADA CON AGUJERO CENTRADO

a/b

r/b

(100

3/2

(e Ne]

e

14.263
14.245
13.765

14.263

14.256

19.748
19.741
19.757

19.748

19.739

2/5

Lo T O U O

OCCOoOjoOo0O00O

71.596
73.028
111.54

71.596

71.554

TABLA 9

# resultados obtenidos en /11/

* resultados obtenidos en /10/

Observamos que para el caso sin agujero (r/b=0) existe
un excelente acuerdo entre los resultados aqui calculados y

los obtenidos de la bibliografia.
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PLACA CUADRADA CON LADOS COMPLETOS EMPOTRADOS: Vafiaci(’)n de
la frecuencia fundamental en funcidn del radio del agujero y

del coeficiente de restriccibdn del lado correspondiente

31

0.0 0.1 0. 0.3 0. I/b

PLLACA CUADRADA CON LADOS COMPLETOS EMPOTRADOS: variacibtn de
la frecuencia fundamental en funcidn de la posicidn del agu-

jero y del coeficiente de restriccidn del lado correspondiente

(r/b = 0.2)
3 | . : .
k. . 0
35 ;.0 T .
R
Bt A —
35. \__——/
m”’/
32 3% —m /
10—
M 0. " .
| ¢/b
30 ‘ . " - -

0.0 04 02 [ 04 0.5
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Observamos que, al ir aumentando el tamano de la perfo-
racidn, en general se observa una disminucidn de la frecuen-
cia fundamental de vibracidn, hasta un minimo, y luego un au
mento de la misma. Esto se debe a dos causas con efectos o-
puestos: wuna de ellas es que la placa va perdiendo restric-
cidn al movimiento(ello hace disminuir la frecuencia de vi-
bracidn) y la otra es que simultineamente va perdiendo masa,
se hace mds pequena y por ello la frecuencia de vibracidn
tiende a aumentar.

Este fenbmeno del ﬁinimo eé particularmente notable cuan
do la placa tiene el borde correspondiente al agujero empotra
do; y en el caso de borde simplemente apoyado en ningGn momen
to disminuye la frecuencia fundamental.

También observamos que la posicidn del agujero en el la
do no influye en gran medida en la frecuencia fundamental de
vibracidén de la placa; ademds para el caso de borde simplemen
te apoyado ésta disminuye al ir alejandose del centro el agu
jero, y en el caso de borde rigidamente empotrado se produce

el efecto opuesto.

PLACA CUADRADA , FRECUENCIAS SUPERIORES: caso de agujero cen
trado, borde correspondiente simplemente apoyado y el resto

rigidamente empotrados (utilizando cuatro té&rminos en (40))

r/b JLOO(lxl) (100(4x4) S)Ol I)lo Imll

0.0 31.867 31.835 63.916 71.927 101. 20
0.0 31.829¢% 63.347#%# 71.0844% 100.83#
0.1 31.866 31.838" 63.847 71.556 100.17
0.2 31.900 31.895 63.978 71.037 99.602
0.3 32.274 32.263 66.808 71.676 102.78
0.4 33.887 33.851 74.396 78.131 114.96
0.5 37.934 37.644 80.920 109.31 154.07

—_—— —
TABLA 10

# resultado obtenido en /10/
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Observamos en la tabla precedente un excelente acuerdo
entre los valores calculados y los obtenidos de la bibliogra
fia para el caso limite de placa sin perforacibn. Para el
caso de la frecuencia fundamental, vemos tambié&n que el uso
de cuatro términos en la aproximacidn mejora la precisidn del
resultado, como era de esperarse.

Son muchas las variables que podemos usar en este tipo
de placas (relacibn a/b; relacibn c/b; relacién r/b; cuatro
coeficientes !de restriccidn) y por lo tanto muchos los nfime-
ros que podemos obtener como resultados, pero creemos que los
resultados expuestos son suficientemente explicitos de los fe
némenos invoiucrados en la vibracidn libre de estas placas.

En la seccidn 6. compararemos algunos de estos resulta-
dos con otros obtenidos para las mismas placas por el método

de elementos finitos.
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4.4. Placa cuadrada con corte en chanfle libre en una esquina

La placa gque estudiaremos est& representada en la figu-

ra 4:

! ¢3 a: X
\ Corte A-A :
| v e,
Yeyzzzzrzzzz 7z T e
-2 f A
libre
FIGURA &

Esta placa cuadrada tiene los cuatro bordes elasticamen
te restringidos contra rotacibdn, siendo diferentes en cada u
no de ellos el respectivo coeficiente de flexibilidad. Por
razones practicas, se le efectfia un corte en chanfle en una
esquina, en angulo de 45° con respecto a cada uno de los la-
dos, quedando libre esa porcidn del contorno.

Este problema lo resolveremos de manera exactamente i-
gual al de la seccidn 4.3., teniendo en cuenta la distinta
geometria al integrar nuestras funciones base sobre la placa.
Utilizaremos sblo la aproximacibén de un solo término en la
ecuacidn (40), y obtendremos asi un valor aproximado de la

frecuencia de vibracidn del modo fundamental.
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Hemos calculado la frecuencia fundamental de vibracidn
de la placa de la figura 4 para todas las combinaciones posi-
bles de:bordes empotrados y simplemente apoyados, y para 21
valores del pardmetro c(que indica la magnitud del corte en
chanfle que queda libre). Los resultados estdn en las tablas

siguientes:

PLACA CUADRADA CON CORTE EN CHANFLE LIBRE

E SA E SA E
E[:ij E SA[:i]SA SA} ]E 'El ISA SAl::i]SA

c/b E SA SA E E

0.00 35.999 19.748 27.128 27.128 28.955
0.00 35.992# | 19.7394# | 27.0564# | 27.056% | 28.951%#
0.05 35.998 - | 19.729 27.128 27.093 28.954
0.10 35.998 19.677 27.128 26.994 28.942
0.15 35.987 19.596 27.124 26.845 28.901
0.20 35.948 19.494 27.110 26.668 28.813
0.25 35.852 19.382 27.073 26.487 28.667
0.30 35.668 19.269 26.998 26.324 28.466
0.35 35.378 19.166 26.869 26.195 .| 28.219
0.40 34.981 19.083 26.678 26.113 27.943
0.45 34.497 19.024 26.423 26.083 27.660
0.50 33.970 18.996 26.110 26.105 27.393
0.55 33,455 18.999 25.759 26.175 27.162
0.60 33.013 19.033 25.396 26.289 26.984
0.65 32.699 19.095 25.053 26.446 26.870
0.70 32.554 19.181 24.764 26.650 26.831
0.75 32.598 19.285 24.558 26.918 26.873
0.80 32.840 19.400 24.458 27.281 27.008
0.85 33.281 19.517 24.475 27.798 27.251
0.90 33.926 19.624 24.610 28.563 27.629
0.95 34.807 19.708 24.851 29,719 28.181
1.00 35.999 19.748 25.172 31.452 28.955

TABLA 11

# corresponde a los resultados de /10/
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PLACA CUADRADA CON CORTE EN CHANFLE LIBRE

E SA E SA E
E ]SA SA‘ ]E E[:ijE E[:ijSA E ISA

c/b E SA SA SA SA

0.00 31.867 23.679 31.867 23.679 27.128
0.00 31.8294# | 23.6464 | 31.829#% | 23.646#%# | 27.056%#
0.05 31.866 23.679 31.867 23.655 27.127
0.10 31.848 23.672 31.867 23.584 27.117
0.15 31.788 23.645 31.861 23.477 27.080
0.20 31.661 23.588 31.838 23.346 27001
0.25 31.457 23.489 31.779 23.206 26.868
0.30 31.183 23.348 31.663 23.073 26.682
0.35 30.861 23.167 31.474 22.959 26.453
0.40 . 30.521 22.957 31.201 22.876 26.201
0.45 30.199 22.733 30.853 22.829 25.949
0.50 29.929 22.512 30.448 22.821 25,724
0.55 29.737 22.312 30.019 22.853 25,549
0.60 29.640 22.150 29.608 22.923 25.442
0.65 29.645 22.036 29.256 23.027 25.413
0.70 29.755 21.978 29.003 23.167 25.465
0.75 29.975 21.979 28.878 23.342 25.594
0.80 30.314 22.035 28.898 23.558 25.793
0.85 30.800 22.140 29.071 23.829 26.052
0.90 31.490 22.281 29.398 24.175 26.362
0.95 32.483 22.444 29.877 24.628 26.719
1.00 33.926 22.607 30.511 25.228 27.128

TABLA 12

# corresponde a los resultados de /10/

Observamos una excelente correspondencia con los resul-
tados obtenidos de bibliografia para el caso limite de cor-
te libre nulo.

Vemos aqui también los dos efectos ya citados en la se-
ccidn anterior de pérdida de restriccidn y pérdida de masa en
la placa al ir haciéndose mds pronunciado el corte libre; 1lo
que provoca 1 a existencia de un minimo valor de frecuencia
para unas determinadas condiciones de borde correspondiente
con un cilerto valor del corte c¢/b. Este minimo es particular

mente pronunciado cuando los bordes que se van cortando tie-
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nen condiciones de empotramiento rigido.
También observamos el siguiente fenbmeno: cuando se ha

1) la frecuencia funda-

cortado la mitad de la placa (c/b
mental de vibracidn coincide con la de la placa completa pa-
ra los casos sifietricos con respecto a la linea de corte (o
sea E-E-E-E; SA-SA-~SA~SA; SA-SA-E-E; E-SA-SA-E enumerados se
gGn la figqura 4). Esto se debe a que el método empleado co-
mo primera medida impone las condiciones de contorno de la
placa completa, v luego integra la funcidn energia sobre el
drea de la placa, tomando en cuenta recién que ésta estd cor
tada; de esa manera, la frecuencia resultante serd la misma
para media placa o placa completa, cuando el modo de vibra-
cibn sea simétrico con respecto a la linea de corte, lo que
efectivamente ocurre en los cuatro casos citados.

En la seccidn 6. efectuaremos algunas comparaciones en-
tre los resultados aqui obtenidos y resultados por el método

de elementos finitos.
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5. FORMULACION DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS PARA VIBRACIO-

NES DE MEMBRANAS

5.1. Generalidades

El problema de vibraciones de membranas corresponde a
la ecuacidén de Helmholtz (3) seglin hemos visto en la seccidn
2.1. y su solucidn equivale a la minimizacidn del funcional
(13) con las condiciones de borde apropiadas /20,21,29/.

Para el cédlculo por elementos finitos, utilizaremos e-
lementos triangulares trinodales con un grado de libertad
por cada nodo: el desplazamiento transversal al &rea de la

membrana.

nodo i (we)

nodo j (wg) |
nodo m (wz)
Dentro de cada elemento e (determinado por sus nodos
i, j, m) proximaremos la funcidn w de (13) por la siguiente
expresidn:
i nm

= i J
W Ni(x,y).we + Nj(x,y) o+ Nm(x,y) W,

(49)

donde los wz representan el valor de w, en el nodo k, y las
Nk(x,y) son las funciones de forma que hemos elegido para u
tilizar. Estas funciones varian linealmente dentro del ele
mento con respecto a x & y /4,p.26/ y podemos encontrar sus

expresiones en el apéndice VII. Ademds, estédn elegidas de

tal manera que valen 1 en el nodo k y cero en los restantes.
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5.2. Discretizacibn de la membrana

Para construir las redes de elementos finitos triangu-
lares utilizamos el c6digo REDEF /26/, que fabrica una red
regular de elementos triangulares trinodales y luego la de-
forma adapt&ndola a la geometria en estudio, utilizando pa-

ra ello el mismo método de elementos finitos.

5.3. Planteo gg las condiciones Qg borde

Hay dos condiciones de borde aplicables a la ecuacidn

de la membrana vibrante (3), y son:

tipo Dirichlet: w=0 sobre el borde (50)
tipo Neumann: %%=O sobre el borde (51)

La condicidn de borde (51) ya estd incluida en el fun-
cional (13), por lo tanto debemos tener en cuensa solamente
la condicién (50). Esto lo hacemos anulando la variable wz
cuando el nodo' k en cuestibén est8 sobre el contorno de la

membrana.

5.4. Obtencidn del problema de autovalores generalizado

Si reemplazamos la solucibén aproximada (49) dentro de
un elemento, en el funcional (13), y derivamos é&ste con res
pecto a losuvalores wg en los nodos de ese elemento, obtene

mos un problema algebraico de autovalores generalizado:

s .v. = 2. M.v (52)
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donde Se Yy Me son matrices de 3x3 elementos cuyas expresiones
las hemos tabulado en el apéndice VIII, vy v, es el vector de

tres componentes siguiente:

Hemos pasado ahora, de un problema continuo, a un pro-
blema discreto (sistema de ecuaciones con un ntimero finito
de incbgnitas).

Acoplando ahora todos los sistemas lineales correspon-
dientes a cada uno de los elementos de la red, resulta el

siguiente problema de autovalores generalizado:
s.v = . M.v (54)

donde las matrices S y M resultan de sumar ordenadamente por
nodo cada uno de los términos de las matrices elementales

Se y Me , Y vV es el vector formado por todos los valores de
wz en todo el recinto de la discretizacidn. Si enumeramos
los nodos de manera de dejar al final los que corresponden

a las condiciones de borde (50) y los eliminamos en v y eli
minamos tambié&n las filas y columnas correspondientes de S

y M, estas matrices resultan cuadradas, simétricas, de tipo

banda y definidas positivas.

5.5. Resolucidn del problema de autovalores generalizado

Resolver el sistema (54) consiste en obtener los auto-
valores wz/c2 y los autovectores v correspondientes gue lo

satisfacen. Esos autovalores y autovectores son valores a
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proximados de las frecuencias y modos normales de vibracibn
de la membrana.

Para la resolucibn de (54) aprovecharemos una de las
virtudes de las matrices S y M, y es que tienen una gran can
tidad de ceros; o sea gue son matrices esparcidas o "ralas".

Los dos métodos gque utilizaremos estdn descriptos en
/30/ y consisten en lo siguiente:

er

1 método:

descomponer la matriz M segfin la factorizacidn:

M=ul.p.u =ul.pt/2pl/2 g (55)

donde U es una matriz triangular superior y D es una

matriz diagonal; luego efectuar el cambio de variable:

y = u tp /2y (56)

y a continuacibn resolver el sistema de autovalores:

p 32 gy T s utp 2y - Ay (57)

donde A =C02/c2 (58)

para resolver el problema (57) utilizaremos el método
del cociente de iteracién de Rayleigh, en los tres pa-
sos s iguientes, repetidos para cada iteracidn s:

)—1/2

T
k. = (ys-yS

s (59)

-1/2 _~T -1 -1/2_ 3
(D .U ~.S.U ~.D }S.I).ys+l = k .y (60)
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(61)

2do

método:

expresar el sistema (54) de la siguiente forma:

(S-A.M).v =0

y efectuar los siguientes pasos repetidos para cada ite

racidn s:

- — cQt
(S=A M) .y g = M.V (59')
_ T 1/2 .
Y1 T Ygur/ Wgpp-Me¥gyq) (60")
_ T . '
As+1 = Ve41-5-Vay (61")

Para realizar todas las operaciones necesarias con ma-
trices esparcidas utilizamos subrutinas desarrolladas én el
Centro Atémico Bariloche /32/.

Para la resolucidn de las ecuaciones (60) y (59') uti-
lizamos el algoritmo SYMMLQ descripto en /31/ y también usa

do en /30/. Este algoritmo resuelve el sistema:
(A-A.T).x = b (62)

Yy no necesita tener almacenada la matriz A, sino solamente
conocer el vector resultado del producto de A por un vector
cualauiera, realizado por una rutina externa.

Estos dos métodos descriptos los hemos probado compara
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tivamente en cuanto a tiempo de mdquina y cantidad de iteracio
nes requeridos para la resolucidn de los problemas de autovalo
res generalizados de 135 y 299 incdgnitas de /30/ en dos ver-
siones: expresando las matrices involucradas en representa-
cidén banda y en representacidn esparcida. Ambos casos los he
mos resuelto con los dos métodos descriptos precedentemente.

Los resultados figuran en las dos tablas siguientes:

PROBLEMA DE 135 INCOGNITAS : autovalor resultado = 26.985

R. BANDA R. ESPARCIDA
Método precisidn N& de tiempo N2 de tiempo
en SYMMLQ iterac.{ total iterac. | total
lO_3 no converge no converge
1074 5 9m 08s 5 55s
1072 4 Tm 45s 4 50s
1*° -6
10 4 9m 42s 4 58s
1077 4 9m 41s 4 57s
1078 4 om 42s 4 585
10-1 no converge no converge
1072 7 8m 12s 7 31s
1073 5 7m 12s 5 27s
pd0 1074 5 8m 12s 4 255
1072 4 7m 14s 4 28s
1078 4 295
1077 4 29s

TABLA 13
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PROBLEMA DE 299 INCOGNITAS autovalor resultado = 26.921
R. BANDA R. ESPARCIDA
Método precisidn NQ de tiempo Nﬂ de tiempo
en SYMMLQ iterac. total iterac. total
10-3 no converge no converge
1074 4 26m 14s 5 om 465
107° 4 30m 40s 4 3m 01s
1 1078 4 31m 50s 4 3m 07s
1077 4 31m 46s 4 3m 08s
1078 4 31m 41s 4 3m 08s
10_l no converge no converge
1072 10 36m 52s 7 1m 48s
1073 6 36m 00s 5 1m 12s
pdo 1074 5 26m 02s 4 Im 10s
107° 4 22m 41s 4 1m 18s
107° 4 24m 12s 4 1m 23s
1077 4 lm 24s
TABLA 14

Observamos que, en ambos problemas, los tiempos se redu-
cen un orden de magnitud al efectuar el calculo en representa
cibn esparcida de las matrices, ademds vemos que, mientras
para la representacidn banda los dos métodos demoran aproxima
damente el mismo tiempo, para la representacidn esparcida el
segundo método ocupa la mitad de tiempo que el primero, y es-
ta diferencia se hace méds acentuada todavia al aumentar el nf
mero de incdgnitas del problema.

También vemos que el tiempo total de cédlculo es poco sen
sible al parémetro de precisidn en las iteraciones internas
que realiza la rutina SYMMLQ, siempre que haya convergencia.
Como Giltima conclusibn, y como era de esperarse, los cil

culos en ambas representaciones nos llevan al mismo resultado

para cada uno de los problemas.
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5.6. E1 cbdigo AUTEF2

Este programa es una variante del programa AUTEF1l descrip
to en /29/ que obtiene autovalores y autofunciones de vibracigl
nes libres de membranas de cualquier geometria.

Utiliza, en cambio, las matrices S v M del problema de
autovalores generalizado, expresadas en representacidn rala o
esparcida, en lugar de representacidn banda.

Su diagrama de flujo es el siguiente:

Rutinas utilizadas:

\Eimensionamienta/

Lectura:!lde datos —--——— DATOS7

Cdlculo de las matrices [~———SMCOM1, SMELE1l
S y M de(54) en formato

banda

Transformacién de S y M |~———— BANESP

a formato esparcido

Resolucidn del problema |————AUTBAS8, SYMML(Q, ATIMES,

de autovalores generali SAXPY, SCOPY, SDOT, SNRM2Z,
zado (54) por el seqgun- SPMULT, ESTREU, SPSUMA

do método

Escritura de resultados

|

END
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La entrada de datos para este cbdigo es exactamente igual
a la del cbddigo AUTEF1l /29/ y por ello no la reproducimos.
.Los listados en FORTRAN IV del programa AUTEF1, AUTEF2,
y de todas las subrutinas gue componen ambos cddigos, como
asimismo los paquetes de tarjetas correspondientes, estén a

disposicidn de los usuarios en el Centro de Cébmputos del CAB.

5.7. Resultados obtenidos

Con el programa AUTEF2 calculamos las frecuencias y modos
normales de vibracidn para la membrana circular con corte se-
cante, para cinco valores diferentes de GB. Hemos calculado

el modo fundamental y cuatro familias de orden superior:

JZOO lQ'Ol n'10 Jlll Ln'20

= O O ©
-70° 2.426 3.855 3.914 5.257 5.642
-50° 2.520 3.889 4.150 5.363 5.936
-30° 2.789 4.092 4.731 5.560 6.747
-10° 3.363 4.658 5.780 6.248 8.090
+10° 4.532 5.519 7.327 8.375 10.196

TABLA 15

Observamos de esta tabla que las frecuencias de vibracidn
se hacen mds grandes a medida que la membrana se hace m8s pe-
guena, para todos los mpdos de vibracién considerados.

Hemos comparado estos resultados obtenidos por elemen-
tos finitos con los obtenidos en la seccidn 3.2. por mé&to-
dos variacionales; en particular con los del caso IV usando
dos funciones en la aproximacidn de w. Los hemos represen-

tado en el grafico siquiente:
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nOOﬂ
5 T T
2}
4 1
o
5.
)
2 g
21.\
-To° -500 -30° -10° +10° O3

FRECUENCIA FUNDAMENTAL - MEMBRANAS (figura 1)

o solucidn por el caso IV de métodos variacionales

4 golucidn por elementos finitos

Observamos un acuerdo aceptable entre los resultados
obtenidos con ambos métodos, siendo siempre ligeramente ma-
yores los valores obtenidos mediante el método variacional,
&sto se debe al hecho que los métodos aqui usados (método
de \Ritz), da siempre una cota superior del valor de frecuen

cia de vibracién,
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6. FORMULACION DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS PARA VIBRACIO-

NES DE PLACAS DELGADAS

6.1. Generalidades

El problema de vibraciones libres de placas delgadas co-
rresponde a la ecuacibén (6) segln hemos visto, y su solucibn
equivale ala minimizacidn del funcional (25) con las condicio
nes de borde apropiadas a caaa caso.

Para el célculo por elementos finitos, utilizaremos ele-
mentos triangulares trinodales con tres grados‘de libertad por
cada nodo: el desplazamiento transversal al &area de la placa
(w), y las derivadas de éste con respecto a dos coordenadas

IW ow

cartesianas "3; ; 3§)' Este elemento estd descripto en /33,

padgina 184 y siguientes/:

nwiﬁwi
(W, ——==r=7")
17 vy "Oox
Iw. Iw,,
m’ Oy ‘Ox
y
X

Dentro de cada elemento e {(determinado por sus nodos,i,
j,m) aproximaremos la funcidén w de (25) por la siguiente ex-

presidn:
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e > e ka ?wi
woo= > Ny (x0y)ewy + Nzk(x'y)'(“'oT) + Ny {x,y) 55— (63)
k=1
e Dwi Dwi
donde (wk,—3§—,3§~) representan los valores de las variables

correspondientes en el nodo k del elemento e; y las N son

1k
las funciones de forma del elemento, que figuran listadas en
/33, pégina 187/.

Este elemento pertenece a la familia de los "non-confor-
ming", o .sea que no satisface necesariamente las condiciones
de igualdad de derivada primera de la funcidn w sobre todo el
lado comfin de dos elementos vecinos. Por lo tanto, la solu-
cidn obtenida con estos elementos es una aproximacidn de la
solucidn exacta en general.

De todos modos, su precisidn ha sido probada desde el pun

to de vista préactico por varios autores /33/ dentro del rango

del. 2%.

6.2. Discretizacién de la placa

Para construir las redes de elementos finitos utilizamos

el programa REDEF /26/ ya citado en la seccidn 5.2.

6.3. Planteo de las condiciones de borde

Las condiciones de borde que utilizaremos son las repre-
sentadas por las ecuaciones (7) y (8), que comprenden todos
los casos de constrenimiento eldstico (desde borde empotrado
a borde :simplemente apoyado). Los bordes libres no tendrén

ningn constrefiimiento y por lo tanto trataremos como incdg-
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nitas a las variables correspondientes a nodos en bordes libres.
La condicibén de contorno (8) la incluimos en el funcional

(25) remplazando:

2
PIAY 1 Ow
e ==, 4
an2 @ In (64)
L L
en el QGltimo término de la expres%én (23) » consideran

do como L a los lados de los elementos que poseen la corres-
pondiente condicidén de borde (8):

La expresidn (64) se justifica derivada de la (8) bajo
las suposiciones que hemos hecho para la vibracidén de la placa
en particular debido a que cualquier punto de la placa sbélo
puede desplazarse en la direccibdn normal a la misma, y que el
borde constrenido esta sometido ademds a la condicibén (7).

En cuanto a la condicidn de borde (7) procedemos de mane
ra similar a la indicada en la seccibn 5.3., o sea que anula-
mos las variables wi que corresponden a nodos sobre el borde
restringido contra rotacidén. En este caso, y dadas las fun-
ciones de forma elegidas, también debemos anular las derivadas
de w© en la direccién del borde para esos nodos, de esta forma

garantizamos que todo el borde constrenido cumple con la con-

dicién (7).

6.4, Obtencibn del problema de autovalores generalizado

Si reemplazamos la solucibn aproximada para un elemento
(63) en el funcional (25) y derivamos éste con respecto a los
valores de las variables en los nodos, obtenemos el siguiente

sistema de ecuaciones:
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s v =0%M.v (65)

donde Se y Me son matrices de 9x9 cuyas expresiones figuran

en el apéndice IX, y v, €s un vector de nueve componentes:

Dw? Dw? Dw? dws ws Dwe
v = (we —.._._}. ..__...'}_ we —~.;]_ _.._.:1 we ....__I.n.. -——TEI.)T (66)
e i’ 9y 'ox 737 Oy ‘dx '"m’ Oy ‘9x

De esta forma hemos pasado de un problema continuo a un
problema discreto. Acoplando todos los sistemas de ecuacio-
nes lineales correspondientes a cada uno de los elementos, or
denadamente por nodo y por incédgnita, obtenemos nuevamente un

problema de autovalores generalizado:

s.v =02 mMv (67)

cuya solucibn la efectuaremos seglin lo tratado en la seccidn
5.5.

Una complicacidn gue se nos presenta en este caso es que
las funciones deforma y sus derivadas primeras y segundas que
aparecen en (65) estdn expresadas en coordenadas isoparamétri
cas de &rea para poder realizar eficientemente las integracio
nes involucradas; y nosotros las necesitamos en funcibén de las
coordenadas globales x,y. Este problema fue resuelto en /34/
especialmente para este trabajo, tanto para el caso de las in
tegrales de superficie como para el caso de integrales de 1i-

nea.

6.5. El cb6digo VIPLAKL1
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Este programa calcula una frecuencia y un modo normal
de vibracidn de una placa delgada plana de cualquier geome-
tria que cumple con las hipdtesis formuladas en la seccidn
2.2, o sea cuya ecuacidbn de movimiento es la (5).

Su diagrama de flujo es el siguiente:

Rutinas utilizadas:
\Pimensionamiento
Carga de los datos de los GRANFF, INUMER, DATIRA,
elementos y tipo de inte- FF2303, FUNFOR
gracidn
Lectura de datos de la red CRDINT, CRDREA

;

Creacibn de las estructu- TRASIM, SPEFES, RSARIS

ras de S y M en formato es

parcido

Cédlculo y ensamblado de la FF2309, JACDER, JACOBI,
matriz M; cdlculo y ensam- SPMINV, DERIFF, JC2DR2,
blado de S (parte de inte- JACOB2, DER2FF, QUANUM,
grales de &rea) ENUGEN

Cadlculo y ensamblado de la JACDER, JACOBI, SPMINV,
matriz S (parte de integra DERIFF, QUANUM, ENUGEN

les de linea)

Resolucién del problema de AUTBA8, SYMMLQ, ATIMES,
SAXPY, SCOPY, SDOT, SNRM2,

autovalores generalizado SPMULT, SPSUMA, ESTREU

Escritura de resultados CLASEL, INTELM, GRAFEF,

BUSCA




-5

En la seccibn 11. figura un listado del programa VIPLAK1,

y en el apéndice X la explicacidn sobre la entrada de datos.

Este cbdigo, con todas las rutinas que lo componen, se en

cuentra a disposicibén de los usuarios en el Centro de Cdmputos

del Centro Atémico Bariloche.

6.6. Resultados obtenidos

PLACA CIRCULAR CON CORTE SECANTE EMPOTRADA EN TODO SU PERI-

METRO (ver figura 5) . Analizamos la frecuencia de vibra-

cidn del modo fundamental,

corte b:

77/

AVA%M%%T 7

2z
-

2

77

FIGURA 5

# exacto

en funcidn de la profundidad del

o
~
o

{%0

Sl (#)

O B NN W s U Y N 0 WO O

o O O O O O o o o o ¢+

10.19
10.49
11.02
11.79
12.80
14.09
15.71
17.78
20.42
23.83
28.84

10.21

TABLA 16

Observamos que, a medida que la placa se hace mis peque

na, la frecuencia de vibracidn aumenta, debido a la menor ma

sa gue presenta la placa.

En los once graficos siguientes,

observamos las "curvas

de nivel" correspondientes a esta placa, para los valores de

b indicados en la tabla anterior.

nidas por impresora, para media placa,

Estas curvas fueron obte-

sultante del cdlculo con el cddigo VIPLAKI.

con el autovalor re-
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GRAFICO 4
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GRAFICO 10
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PLACA CIRCULAR CON CORTE SECANTE SIMPLEMENTE APOYADO Y CON
EL BORDE CURVO RIGIDAMENTE EMPOTRADO (ver figura 6). Anali
zamos la frecuencia de vibracidén del modo fundamental, en

funcidén de la profundidad del corte b:

b/a| ‘n'oo
0.9 9.90
0.8 9.91
0.7 10.17
0.6 10.74
0.5 11.60
0.4 12.68
0.3 14.17
0.2 16.14
N 1h \V4 0.1 18.97
i{\\i ¥ | é, 0.0 22.52
FIGURA 6 TABLA 17

Aqui también observamos que, a medida que la placa se
hace mds pequena, la frecuencia de vibracidn aumenta, debi-
do a la pérdida de masa, a pesar de que el borde simplemen-
te apoyado tiene menor restriccidn que el borde rigidamente
empotrado.

Comparando esta tabla con la del caso anterior, vemos
que las frecuencias normales resultan menores, lo que estéd
de acuerdo con el razonamienté fisico de la menor restric-

cidn en este Gltimo caso.

PLACA CUADRADA CON TRES LADOS EMPOTRADOS: variacidn de la
frecuencia de vibracidén fundamental en funcidn del coeficien
te de restriccidbn del cuarto borde.

Este caso corresponde a la placa de la figura 4 en el

caso de no tener corte en chanfle (c=0).
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n# ﬂ* ‘()_*.

b 00 00 00

3.0
exacto:

0o 35,78 35,999 ] 35.99
100. 35.62 35.663 35.668

32. 34.79 35.099 3

10. 33.87 34.037 34.051

3.2 32.84 32.935 . ]

1.0 32.05 32.269 32.275

0.0 31.41 31.867 31.868

TABLA 18

# solucién por elementos finitos
* solucibn por método variacional (4 funciones)

+ resultados de /3/

Los resultados figuran comparados con los obtenidos me
diante métodos variacionales y tambié&n con los de /3/. Si
bien los resultados (* presentan una gran coincidencia con
los de /3/, debemos advertir que en ese trabajo también se
uéé un método variacional (método de Galerkin).

‘Observamos que los resultados de elementos finitos dan
valores ligeramente menores a los del otro método, ésto esté
de acuerdo con el hecho que los métodos variacionales dan
resultados que son cotas superiores para las frecuencias de
vibracidn.

La comparacidn con el resultado exacto nos dice, sin
embargo, que los resultados de elementos finitos nos dan por
debajo de los valores verdaderos, por lo menos en ese caso.

De todos modos, la discrepancia es menor que el 1%.

PLACA CUADRADA EMPOTRADA CON CORTE EN CHANFLE LIBRE : este
caso también corresponde a la placa de la figura 4, con los

cuatro bordes no cortados rigidamente empotrados.
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Hemos estudiado la variacidén de la frecuencia fundamen

tal de vibracidén en funcidén de la profundidad del corte c/b

c/b (100

0.0 35.78
35.55
35.45
35.04
34,01
31.45
27.54
24,38
22.97
24,38
28.95

TABLA 19
Estos resultados los comparamos en el grafico siguiente

con los obtenidos por métodos variacionales:

36t

oo

2t o o o ]
32 1
30 |
28 t ]

26!

22!"

A

4.

00 OV 02 03 04 05 o6 01 08 09 L C/b

o método variacional

a método de elementos finitos
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Observemos que ambas curvas presentan igual comporta-
miento, o sea que la frecuencia disminuye hasta un minimo y
luego comienza a aumentar. Esto se debe a las dos causas
aue ya habiamos citado y que tienen efectos opuestos, una es
la pérdida de masa de la placa, y la otra la pérdida de res-
tricciones al movimiento, que hacen aumentar y disminuir la
frecuencia respectivamente.

De todos modos, ambas curvas difieren bastante entre si
sobre todo cuando el corte es pronunciado, y la solucidn de
elementos finitos provee resultados notablemente menores que
los de la solucidn variacional.

Ahora bien, cuando el corte es pronunciado sabemos que
la solucidn variacional es poco confiable, ya que obliga a
las funciones base a cumplir con las condiciones de contorno
de la placa completa, y sblo tiene en cuenta el corte al in-
tegrar la funcidn energia sobre la placa. Este es el defec-
to més importante del método variacional usado y se hace mas
notable precisamente cuando el corte es pronunciado, dando
resultados superiores a los reales.

Por otra parte, no encontramos ninguna razbén para supo-
ner incorrecta la solucidn por elementos finitos, en conse-
cuencia suponemos que la frecuencia de vibracidén sigue apro-
ximadamente la curva inferior.

Hemos representado el modo fundamental de vibracidn pa-
ra la placa en cuestidn en los once casos tabulados, utili-
zando "curvas de nivel" en los graficos siguientes.

Observando estos graficos, vemos que el modo de vibra-
cidén no es simétrico con respecto a la diagonal de la placa,
principalmente si el corte es pronunciado, lo que de alguna

manera confirma nuestro razonamiento de los pdrrafos anterio
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res, ya que la solucibn variacional obliga al modo a ser si-
métrico respecto de la diagonal, y no hay razén para pensar

gue el modo real de vibracidn deba tener esa simetria.
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GRAFICO 14

EN CHANFLE

EMPOTRADA CON CORTL

PLACA CUADRADA RIGIDAMENTE

LIBRE EN UNA ESQUINA (c/b = 0.2)
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GRAFICO 15

PLACA CUADRADA RIGIDAMENTE EMPOTRADA CON CORTE EN CHANFLE

LIBRE EN UNA ESQUINA (c/b = 0.3)

[oATON R [ [PARSA)
(o R AN xS waARe AT onR o ROAT 02 LA RU R S ARG AR F ARG AR A0 K on Fon T o]
o ]

[+éFcolralouleblo & FONES1e 0w}
DO NTVAED VW WAL WG I

~ o S
Falealerl YooY orNopks i N eio i la
[k N orlorRs al GARSAT SALCARG ARy
oGO

[e)X 0L aRS R ST EAT Srl g
[SARVANU AT S LVAL O RSY

OV VLN [ WWNLUDTOC® . [ XN TATE Yo YT S,

) LWL XT Qqqqgﬁ

it aad aadand iatantand ol e d e et ot WX TOTOU

P~ P~ SWOW OO Y

~r~ No ¥ NURANE NS ING RN RN S} P~ LW o

FoRaRVe] w00 r~r~ feokosd) [exlealery

NelFo e} ATV} NGNS r~r~ v "¢

O ALY WLV NeiNs) ~~ o o

o [1a3Ee) ANy - DO P~ b3 1535

ZaRtoRTal FCRCIES JCN 4 N SN R g nn Ke) ~ o =~

[ aYia] T~ IT Katlal [VSRVS) I dnnd (e 8ied) (G2 ¥y

(b T aalaalaaliatantadlag T oon L ~ =3 sty

N g S mam aalataal TN O o~ < Ul

g e o halaal K4 T oo

RO ¥ AN ORI ) < N3 ~ DT Yo

N4 faa} O (AW TN ] TR N0~ T [9a%es

~ - T = ~ 1 NG ™™™ ¢ 0~ DX [Sakey
>~ o N~ OO0 N T M —t -t o NN M N D~ D oy
o TN~ O W T M NN et [ p—— NN N O~ faley
Sle% WO D M T N INON et ———- Oy R TS e R | ~ O
L~y W N~ G My T MmN ——t e N M T WY 8 M~ D T
L r O @ M~ 8 MY T N O] i ! —— N M ! o~ T oo
e wWT o~ 8 T Nt Wﬁ —_— N M N G~ el
s LD &~ LD ™ N - i ot} —~— N M = N 0~ x ool
T YL~ 8 8 &+ N~ T e e NT AR T N o AT TRT
> WD M~ OO N N e ' — NN NN 0~ 2 T
by DV M~ S DT N —t —— NN N N 3~ jox¥on
T. I R =T Vo W S o S CR VI PR et O ™ AN ~ e} Il
~ o T S, S NN, s N et~ ke R BN B s T I o N R e >
I~ ™ o) ~ o) g MmN Lo B e T 2 B B o) oo AT N S~ 2 T
waliey) P« T o SR L TR o B inaln) i laee) ™~ [aa RN S S SN A o~/ jonk oo
ey LT N 8T M N [aFTat oV g N0 N~ o fosllo &
o~ Vool I BERY SRR B o \ TN NI N TN 30 M~ W foalien
N, oo TS £ on & b CIN AN (3 Ta RGN ST S B N ~
>~ T N~ 2 N < een am T O~ o ~ -
™ €0 M~ S0 G OO e <+ N LS~ = S
nat DL o~ L NN - [saliidaTsa <+ N o) ~ o ™ Oy
nYeN DL M~ 09 AN RN SR w0 r~ [Tele] e Y Yoy
I o @ ~ N, | wun AN P wn Ne} ) oy
2 Yl o] ~~ 88 wmnaan n OO~~~ ookee] fo ¥ty
XN e ~~ NoRVe! A la At DO ~ Mmoo NN
nintea Bmm N~ BN 1 "D ~r~ L) ~es
5 O mx ~ DDA LNN OO0 N I~ NoYesle ol Foae te Voo
)V ¥e ol o ¥so! [ bbSTb N mr e T
N N ™ Roloefaotes! e N nIe Vo T RIRD N
92%8 Fe lle Vo oM, [ T N Ay N N ) Mmoo OV
f~ o rnToT ! e roam AT
oalaSeatyNs Nealia MMM MO M OO D MO TN
TIONTPINOND MMM N NSO ™
T TN T oM m M N
¥R etote Ve Fe No ¥o N Ve Xl Vo Fo No Fe s N Xoatakes
T Yo Es Fals NE Mo WL S NN ! o NS o Yo Fol oS NE e e B0
saleRorteNols W e N 00 N N e B B P o X S X Yot oa i He Yea¥2 1Yo 5.0 Yo Fe Wan Wl o Ra¥o ¥e sis Sl ¥ oa¥o st Rty
e N e Wi W W2 W Wi M W i Wt T S T Wt W Wi Wt Bt Wi Wit T ¥ 100 Mt e SR T 0 M0 W e W A T Wiin W 5.0 ¥ e W i SR e N a Sl S Sl o Bt T A R

£ = 35.04



~-73~

GRAFICO 16

PLACA CUADRADA RIGIDAMENTE EMPOTRADA CON CORTE EN CHANFLE

LIBRE EN UNA ESQUINA (c/b = 0.4)
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GRAFICO 17
PLACA CUADRADA RIGIDAMENTE EMPOTRADA CON CORTE EN CHANFLE

LIBRE EN UNA ESQUINA (c/b = 0.5)
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GRAFICO 18

PLACA CUADRADA RIGIDAMENTE EMPOTRADA CON CORTE EN CHANFLE

LIBRE EN UNA ESQUINA (c/b = 0.6)
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GRAFICO 19

EMPOTRADA CON CORTE EN CHANFLE

PLACA CUADRADA RIGIDAMENTE

(c/b = 0.7)

LIBRE EN UNA ESQUINA
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GRAFICO 20

PLACA CUADRADA RIGIDAMENTE EMPOTRADA CON CORTE EN CHANFLE

LIBRE EN UNA ESQUINA (c¢/b = 0.8)
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GRAFICO 21

24 .38

£

PLACA CUADRADA RIGIDAMENTE EMPOTRADA CON CORTE EN CHANFLE

LIBRE EN UNA ESQUINA (c/b = (.9)
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GRAFICO 22

EMPOTRADA CON CORTE EN CHANFLE

PLACA CUADRADA RIGIDAMENTE

LIBRE EN UNA ESQUINA (c/b = 1.0)
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PLACA CUADRADA RIGIDAMENTE EMPOTRADA: MODOS SUPERIORES DE VI
BRACION. Obtuvimos los siguientes valores de las frecuencias

normales de vibracidn de la placa para modos superiores:

modo i9) N (de /10/)

35.78 35.992

72.82 73.413
106.63 108.27

130.84 131.64

161.84
214,44
306.67
333.66
451.04
536.68
562.27

W N PO

O W O d oy,

TABLA 20

Estos modos de vibracibdn estdn representados por las cur
vas de nivel de las autofunciones correspondientes en los on-
ce graficos siguientes, en los cuales se ve sblo un cuarto de
la placa completa, por razones de simetria.

Observamos un acuerdo aceptable entre los valores aquil
obtenidos y los que encontramos en la bibliografia, al menos
para los cuatro primeros modos, que son los que pudimos compa

rar.
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GRAFICO 23

PLACA CUADRADA RIGIDAMENTE EMPOTRADA: MODO DE VIBRACION 0
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GRAFICO 24

MODO DE VIBRACION 1

-
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EMPOTRADA

PLACA CUADRADA RIGIDAMENTE
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7. CONCLUSIONES Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

7.1. Membranas

Hemos analizado el problema de las membranas circulares
con corte secante por métodos variacionales y hemos obtenido
excelentes resultados (comparados con resultados por elemen-
tos finitos) para el modo fundamental de vibracidn, usando
como funciones base del método variacional la funcibén J0 de
Bessel y las potencias del radio.

Los resultados obtenidos por elementos finitos son apa-
rentemente mds confiables, por el método en si, y con ellos
hemos calculado modos superiores de vibracién de la membrana.

Ha sido un importante avorte la construccidn del cbdigo
AUTEF2, que como vimos utiliza ﬁn orden de magnitud menos en
la resolucién que el AUTEF1. Los cbddigos operan con matrices
en formato esparcido 6 ralo y en formato banda respectivamen-
te. La comparacibén no es absoluta, ya que ambos cddigos no
esté&n completamente optimizados, pero nos da una idea de las
ventajas en cuanto al tiempo de c&lculo de las matrices ralas,
ademés, los requerimientos de memoria para ambos cb6digos son

similares, tanto para el primero como para el segundo mé&todo.
7.2. Placas

Dado el mucho mayor tiempo de maquina que requiere la so
lucién de un problema por elementos finitos comparado con el
que ocupa 'la solucidn variacional (del orden de 30 minutos fren
te a tres) hemos resuelto muchos casos nor métodos variaciona

les y relativamente pocos por elementos finitos.



Frente a esta desventaja, es muy importante la ventaja
del método de elementos finitos basada en su generalidad, va
que con el mismo cbdigo podemos tratar cualquier geometria
de placas y con muy variadas condiciones de borde. Ademés,
podemos obtener muchos modos normales de vibracidn, simple-
mente variando el autovalor de partida de la resolucibn del
problema de autovalores generalizado.

'De todos modos, los métodos variacionales nos han dado
resultados validos para las geometrias en estudio, y la com-
paracidn con elementos finitos ha sido, en general, satisfac
toria, como asi también la comparacidn con resultados obteni
dos de la bibliografia.

Hemos observado los siguientes fendmenos en las vibracio
nes libres de placas:

- una pérdida de masa hace aumentar las frecuencias de

vibracibn

- una pérdida de restricciones en los bordes hace dismi-

nuir las frecuencias de vibracidén

- los métodos variacionales usados nos dan en general re

sultados superiores a los verdaderos

- el método de elementos finitos usado nos da fesultados

levemente inferiores a los verdaderos

Este Gltimo fendmeno se debe probablemente a que los ele
mentos usados son muy "blandos" para anélisis modal, ya que
permiten que la placa'se articule sobre el lado comGn de ele-
mentos vecinos (non-conforming elements). De todos modos,
son los elementos mds sencillos (sb6lo nueve grados de liber-
tad) que se pueden usar para vibraciones de placas, y por lo
tanto los que ocuvan menor tiempo de célculo.

A pesar de estas desventajas, los resultados obtenidos
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con el cbdigo VIPLAK1 que hemos podido comparar c¢on resulta-
dos de la bibliografia, nos revelan una buena precisidn.

El c6digo VIPLAK1l y todas las subrutinas por &l usadas,
estdn a disposicidn de los usuarios que lo necesiten en el
Centro de Cbmputos del Centro Atdmico Bariloche.

Como Gltima conclusidn diremos que el trabajo no esté
terminado completamente. En particular la extensidén del VI-
PLAK ﬁara vibraciones de placas de esvesor variable parece

ser sencilla y queda para futuros desarrollos.
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APENDICE I

Expresiones de los Aij, Biij de la ecuacidén (19) del texto

Irw%(r,e).r.dr.de
S

A12 = /Lwl(r,e).Wz(r,e).r.dr.de

Ay =Jy;w%(r,6).r.dr.d9

_ YWy 2, 1 Qwq, 2
By, ~JTS[(-l) +(F'3§l) lr.dr.de
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APENDICE II

Expresiones de los coeficientes oi yﬂi de las ecuaciones

(27) v (28); (34),(35),(36) y (37) del texto

1+¢ (4i-3+M)
1+¢ (41i+1+M)

Xi =

1+ (4i-1+M)

T2 IRG (ALiFIER)

»
.
1
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APENDICE IIIX

Expresiones de los Ki vy Ji de la ecuacidn (31) del texto
Nota: los supraindices ' y " indican respectivamente deriva

da con respecto a r primera y segunda.

Jq

jfs (R*+L£.R1)2.r.dr.as

e
[\
I

‘H (R3+L.Rh+—21.Rp) %.5en?8.r.dr.de
S r

1t l " l l
J = RYI+=.R}]). (R5+=.R —_?.R .senf.r.dr.de
3 ﬂs( 1 r i) ( 2 r 2 X 2)

(o8}
|

- = R".R'. .
4 ‘H; 1Ry dr.dse

Jg ::J{ [Ri.(Ré—lnR2)+Ri.R5].sene.dr.de
S r
J ﬂ, RY (R'—l R5) sen28 dr.deé
6 2 VN7 20 . . .
s
_ 1 1 2 2 .
J = (=.R4- .Ry)“.cos“8.r.dr.de
7 ﬂsr?z22
_ ' 2 _
Jg = Rl (l).(GA GB)
Jg = Ri(l).Ré(l).(coseA—coseu)

310 = Ré2(l).[8A—9B—%.(sen28A—sen29Bﬂ

_ 2
Iy = ﬁ; Ry.r.dr.ds

Jl2 =J]S Rl.Rz.senB.r.dr.de



Ry

R2
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= ﬂ R%.r.sen2e.dr.de
s

1
Jl—l,4.J4+$.J8

Jp-0,7.J5+1.3g

J3—l,4.(J6—J7)+%-Jle

= 0‘1.1?4+/31.r2+1

x2. r6+ﬂ2 ri4r?
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APENDICE IV

Expresiones de los Ki N4 Ji de la ecuacidn (39) del texto

Nota: los supraindices ' y indican respectivamente deriva

da con respecto a r primera y segunda

wyl ey 2
1 = ITS(Rl+f-Rl) .r.dr.de

J -
_ wel oo 1 2 2
J2 = IS(R2+E°R2 ;Z.Rz) .Sen 6.r.dr.de
( 1 1 2
= " L -
J3 /f (R + R3 =5 .R ) .sen B8.r.dr.de
J = ( R!'~ R )2 sen6.r.dr.de
4 J s 4 _7 :

g
w
I

"+-.R ). (R5+%.Ré—;%,R2).sene.r.dr.de

ﬂ
J, = H (R{+Z.R]) . (R}+1.R

b1
6 3 ;j.R3).sene.r.dr.de
J., = (R" LRy, (R"+1.R'~_1.R,).sen6.r.dr.de
7 4r 4';2"4 tTt *
—- " [ wyl l__l 2
Jg jr (R +_.R2 -7 o) - (RY+L.RY = R,).sen.r.dr.do
- nl v 1 wyl v 1 2
J9 jr (R + R2 ;7.R2).(R4+F.R4 ;Z.R4).sen 0.r.dr.d8

—_ w1 I_' wyl v 1 2
o = jIS(R3+f.R3 —5+Ry) - (Rj+L.Rj-—3.Ry) .sen26.r.drx.de

j] Rl Ri.dr.de

—— 1" ] l 2
le = f{SR2.(R2 = R ) sen<6.dr.de



13

J14

3

1

R". (R!-1.R
fs[ 1 2 r

[Re. (R1-1.

|
| by onsd
J
f
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2)+R

3)+R

2

3

|
.R1

'
.Rl

. (R

)
)

2

f R".(Ré—l.R ) .sen?0.dr.de
s r

Rj. (Rj-%.R4) .sen’6.dr.do
r

.senB.dr.de

.senb.dr.de

[R{. (Rg-L.Ry)+R}.R{] .sen6.dr.do

1" 1 " 1 2
IS[Rz.(R3 1.R,)+RY. (R f.Rz)].sen 8.dr.de

—i.RZ)J.sen26.dr.d6
r

f} (RZ;—l R4)2.£.cos26.dr.de
s r

r.

rIS(Ré—%.RZ).(Ré—%.R3).

-Ry)

g

f o
S

(RL-1.R.) . (
f[ stns

R}2(1).(8,-6p)

1
Ry

-1.r
Y

4)

%.cos2e.dr.d9

.l cosze.dr.de

-i—.

.l.cosze.dr.de
r



llamemos: T
J,q = RHZ(1).
Jog = RY2(1).
T30 = Ry2(1).
J31 = -Ri(1)
Ty = ~Ry(1).
J33 = "Ry (1)
T34 = R3(1)
J35 = Ry (1)
J36 = R3(1)

]

flom2.
{22
2
)75
flzum

ubf\)

=107~

= %. QA—QB—%.(SenZGA—senZOB%

.Ré(l).(coseA—coseB)
Ré(l).(coseA—coseB)

.R4(l).(cos€A—coseB)

.Ré(l).T

r.dr.de

sen2@.r.dr.de
.sen?9. f dr.de
.sen?d.r.dr.das

.senb.r.dr.de



42

43

44

45

46
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R..R_. .r.dr.
jrs 1Ry senf.r.dr.d8

|

2
gst.R3. sen<8.r.dr.de

1°74

J R,.R,.senf.r.dr.dé
s

2
’HSR2.R4.sen 8.r.dr.de
R..R .sen29.r.dr.d6

s 374 .

J

1
Jl—l’4.Jll+&;.J27

- - 1
J2 1,4.(J J2l)+$'J

12 28

J,-1,4.(J, -J, )+1.J

13 "22 29

J,-1,4.(J3, ,-J )+%.J

J7—0,7.Jl7+—.J33

1

- - 1
J9 0,7.(J19 2.J25)+_.J3r

¢

1
J10—0,7— (J20—2.J26)+$‘J36
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Ry =0%;.r%43; 241
R, = 0C2.r6+ﬂ2.r4+r2
Ry =O(,3.r8+/53.r6+r4

R4 =OC4.rlO+ﬂ4.r8+r6
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APENDICE V

Expresiones de los coeficientes (Mni Yy /ij de las ecuaciones

(41) y (42) del texto

Czlo = 2.050.a/k1
0&0 = arbitrario
o _ —2.&20 3'k2+5‘k1+klfk2+12
30 a kl.(k2+6),
o ) ™50 4.k2+4.kl+kl.k2+l2
40 a2 kl.(k2+6)
0% =
11 -0
C(Zl = arbitrario
_ —2.&21 (k2+7)
&3, a (K, ¥8)
0% (k,+6)
O¢ 21 2

41 a2 (k2+8)

los correspondientes ﬂmj los obtenemos cambiando a por b,

k, por k

30 Ky en las expresiones anteriores

kl por k 4

o
|

1= a/¢1.D k2 = a/¢2.D

k3 = b/¢3.D k4 b/¢3.D
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APENDICE VI

Expresiones de los Ji y Li de las ecuaciones (48) y (48')

texto

Nota: los supraindices

Yy

primera y segunda respecto a la variable que corresponda

— n . " 2

g, = [L(XO.Y0+XO.YO) .dx.dy
J = (X%.Y +X Y")2 dx.dy

2 At i B R
J, = j (X".Y +X..Y")2.dx.dy

3 S Sl A Rl
g, = 5 (X".Y.+X,.¥") 2. dx.dy

4 Rt Rt R BhS LE
I, = ﬂ;(XO.YO+XO.Y0).(XO.Y1+X0.Y1).dx.dy
i = ﬂs(xo.yo+xo.yo).(xl.yo+xl.y0).dx.dy
J, = JL(X .Y +X Y ). (Xl.Yl+Xl.Yl).dx.dy
J8 = f/s(x .Y +x Yl).(xl.YO+xl.Y0).dx.dy
3, = n;(x LY FRGLY]) L (XYY X, YY) cdx.dy
I, = ﬂ;(xl'Y0+X1'Y0)'(Xl'Y1+X1'Y1)'dX'dy

g
!

11"f Xo-%0"
S

J "
12 ﬂ; X X",

YO.YO.

dx.dy

.dx.dy

de;

indican respectivamente derivada
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14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

—J

m\
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X JXM.Y,.¥Y".dx.dy
X .Xh.Y .Y!.dx.dy
X X"'.Y .Y".dx.dy
X, .X".Y. .Y".dx.dy
X X",y .Y".dx.dy
X, .X'.Y, .Y'.dx.dy
X, . X".Y .Y".dx.dy
X, . XN,y .yr.dx.dy
X, .Xt.y,.yr.dx.dy
X, .X".Y..Y".dx.dy
X, XU,y . Y".dx.dy
X, .X".Y, . Y".dx.dy

X, .X0.Y, .Y'.dx.dy

X, .XY.Y, . .YY.dx.dy



—

n

P 5:::

2
0

2
]
Xl Y

2

' 2
0

-113-

X! .Yi2.dx.dy

.dx.dy

2
[} [}
Xl .Yl .dx.dy

2

X'“.y!.y!

1

XO.Xl

' '
XO.Xl

2

' [ '
Xl .YO.Y

' '
XO.Xl

2,2
XO.YO

0

1

Y2

2
XY

2
XO.YO

XO.Xl

XO.Xl

0

1

Ldx.dy

. 2
.YO .dx.dy

[}
OYO

'
.Yl

.Yl.dx.dy

1

.dx.dy

2.dx.dy

.dx.dy

X2.Yi.dx.dy

X2.Yg.dx.dy

.dx.dy

.Yl

2
‘Yo

.YO

.dx.dy

.dx.dy

.Y

1

.dx.dy



43

44

K

K

K

KlO

Kll

12

It

S
+ lop

O.Y

0

.Y"+Y" .Y'

1

.d

.d

LY

0
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y

Yy

l.dy

(en y=0)

; (en y=0)



13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

K

23

24

YL.yn

(en

Yl .Y"“‘Y".Y'

0°"1

Yl -Y"

1 1"
XO.XO

0" "1

Xl .X"+X".X'

0°71

0°71

Xl .X“'*‘X“.Xl

0°"1 071
] 1}
Xl'xl (en
b
/ Yg.dy
0
b
( Yi.dy
0
/b
Y. .Y .dy
0 0" "1
Jl—l,4.(J11
J2—l,4.(J14
J3—l,4.(J23—
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{en x=0)

x=0)

(en x=a)
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30) TRy« (K 5Ky g) #K) g Ko g=Ky - (Kg+K)
K -K
117 K14
Ty K - () 4K K =K g (R HKg)
K K K +K
_ 17-%22 Y
=J3p) HKg . (K =Ky )+ Koo (—5—)
-— K .‘-
5k (Kll 14),°17° 724 (Ke K9)
33)TK;- 7 5 20 3
- +
e & M ¥ INUe A Y SO X
33) TK5- 7 3 20" 73
K K K _+K
_ 17-%23 5Kg
~J3g) +Kg. (K 5=K) )+ Koo (=5
K -K
25 11 %14 _
J34)+K2.( 5 )+K18 K24 K2l.(K6+K9)
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APENDICE VII

Expresiones de las funciones de forma de la ecuacidn (49)

del texto
N, = i+ (A.+B..x+C..y)
i 2A° V41T it
N. = ~l.(A.+B..x+C..V)
3 2A7 ) T 37
Nm = A" (Am+Bm.X+Cm.Y)
A = drea del elemento
Al = X]°ym-xm yj
Bl = Yj‘Ym
C, = x_ -x
i m " j

K’ Bk Yy Ck resulta de

permutar ciclicamente los subindices i,j,m en las tres Gl-

Nota: el resto de los coeficientes A

timas expresiones.

xn,yn = coordenadas del nodo n
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APENDICE VIII

Expresiones de Se Yy Me de la ecuacidn (52) del texto:

J
. + Ty )y .dx.dy

ON. IN. ON. ON.
( 1 J i
S VX VX oy

(Me)ij = ”; Ni.Nj.dx.dy
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APENDICE VIIT

Expresiones de Se Yy Me de la ecuacidn (52) del texto:

DNi UNj UNi ?Nj
(Se).. = ‘ﬁs(nx st Sy vy ) .dx.dy

(Me)ij ﬂ; Ni.Nj.dx.dy
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APENDICE IX

Expresiones de Se y Me de la ecuacibn (65) del texto:

0 Ni 9 Ni O N. I N.
()34 = SS (—5+—3) . (—F+—3)-
] (S J X dy Jd X oy
2 2 2 2 2
N. 9°N. O N, N._ N
0,7. (2 g + ;.a 1 - ? _a_._l)
9 x Iv* dy IJx Dxay X0y
1 ON. ON 4
g.D 1 dn’ dn|. "7

Ldx.dy+

donde 1 indica la porcibn de borde del elemento con condicidn

de contorno especificada por d.
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APENDICE X

Entrada de datos para el cbdigo VIPLAK1:

Grupo de Variable Formato Descripcidn
tarjetas
1 J I2 Debe ser 2
JE 3772 Titulo del problema
K I4 Cantidad de tarjetas de
los grupos 2 al 7 incl.
2 IT I4 Control de las K tarje-
tas que siguen (IT=1)
NDIM 38A2 Dimensiones (NDIM=2)
NREG Regiones (NREG=2)
N N2 de nodos de la red
NH N< ae nodos de la red +1
NEL N¢ de elem. de la red
NELH N¢ de elem. de la red +1
L N2 de elem. de la red x3
3 IE (NELH) [segfin CRDINT| Punteros de la matriz de
elementos de la red
4 JE (L) seglin CRDINT | Columnas de la matriz de
elementos de la red
MODUL (NEL) | segfin CRDINT | Valores cualesqguiera
X (N) seglin CRDREA | Coordenadas x de los nodos
7 Y (N) segin CRDREA | Coordenadas y de los nodos
8 KANT - 1615 Cantidad de tarjetas con
datos de Dirichlet
IGRAF =0 no grafica
#0 grafica incbgnita IGRAF
NC cantidad de curvas de ni-
vel a graficar (2-32)
NPH ancho del grafico (2-132)
siguen KANT tarjetas cada una con.el grupo 9:
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Grupo de

. Variable Formato Descripcibn
tarjetas
9 AA r10.0 Valor de la incdgnita
II Il NGmero de la incbgnita
1P 2313 Nodos donde II vale AA
10 IKON I5 Cantidad de nodos del

11

12

13

Si IKON=0 no 1

NODKON { IKON)

COEKON ( IKON)

AUTO

1615

8F10.5

r10.5

contorno

ncluir los grupos de tarjetas 11 y 12:

Nodos del contorno, enume
rados en sentido antihor.
y en ciclo cerrado

Coef. de restriccidn del
lado de elem. inmediata-

mente sigulente a NODKON

Autovalor de partida
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