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INTENSIDADES Y REGLAS DE SELECCION
DE LAS RADIACIONES MULTIPOLARES

Por CARLOS G. BOLLINI

Trabajo presentado para su publicacién en Abril de 1955

SUMMARY

Interaction between an atomic electron and a radiation field is treated by re-
presenting the latter by means of electrical and magnetic spherical solutions
from Maxwell equations. In this way it is achieved a suitable formalism for the
attainment of intensities and the corresponding selection rules, taking into
account the conservation of total angular momentum.

Thus appear, in the Schrodinger approximation, multipolar electric and mag-
netic and radiations which orders are comprised between the addition and the
difference of azimuthal quantum numbers from the initial and final states of a
transition.

It is found the efects of spin and the purely relativistic produced on the
selection rules and besides it is inferred accurate and approximate formulaes
for interaction matrixes corresponding to Schrédinger, Paunli and Dirac approxi-
mations.

Comparison among the last two allows to find the existing differences between
relativistic formulaes, for small energies, and Pauli approximation formulaes.

INTRODUCCION

Nos proponemos encontrar las intensidades y las reglas de selec-
cién de las radiaciones multipolares emitidas por un electréon en un
dtomo hidrogenoide, limitdndonos a procesos de primer orden.

En el cileulo corriente de las probabilidades de transicion, se
desarrolla el operador de campo en ondas planas. No obstante,
cuando se desea dar cuenta de la corservacion del impulso angular
total del electrén y del campo, la representacion en ondas planas no
es adecuada porque éstas no tienen el impulso angular definido. Las
ondas que tienen definido su impulso angular son las soluciones
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esféricas de las ecuaciones de Maxwell, es decir, precisamente, las
ondas multipolares. Si cada radiacién multipolar de un cierto orden
» se subdivide en ondas de paridades definidas, se tienen las radia-
ciones eléctricas, de paridad (—1)* y las magnéticas, de paridad
— (— 1)~ La division en los tipos eléctrico y magnético permitira,
entonces, dar cuenta también de la conservacion de la paridad.

Habitualmente se considera que en transiciones orbitales se pro-
ducen tnicamente radiaciones de caracter eléctrico. W. Heitler (1),
por ejemplo, afirma que cuando no hay inversién de espin no existe
la posibilidad de una emisién de cardcter magnético (Loc., ¢it. pag.
123). Sin embargo, si se considera la conservacion del impulso angular
total del sistema electrén-fotén, aparecen superpuestas a una radia-
¢ién eléctrica (predominante) radiaciones magnéticas y eléctricas de
oérdenes multipolares superiores. Es entonces de interés discutir con
cierto detalle lo que sucede con la aproximacion de Schrodinger, es
decir, sin tener en cuenta efectos de espin o relativistas. I’or otra
parte, existen influencias puramente relativistas que es conveniente
separar para su mejor estudio de las que provienen de la existencia
del espin. Por estas razones se trata el problema propuesto, sucesi-
vamente en las aproximaciones de Schriodinger, Pauli y Dirac.

El desarrollo del potencial vectorial del campo (A) en ondas multi-
polares eléctricas y magnéticas (A;Fi‘ Y A%) tiene la forma:

A== g AL + g AL (D)) +e.c
donde qf; ¥y q,)f son, respectivamente, los operadores de emisién de
fotones de tipos eléctrico y magnético, de impulso angular de valor
¥y cuya componente segiin el eje z es .

Simbolizando con ¢ a los estados del electréon y con I" a los del
fotén, podemos formar un conjunto ortonormal del sistema electrén-
fot6én, mediante los productos ['. ¢. La interaccion entre el electron
y el ecampo esta especificada por un operador H’, cuya forma depende
de la aproximacion que se considere, siendo en general un producto
de magnitudes del electron (P), por una funcién del operador del
campo (F (A)).

H=P.F(A)
La Ginica parte de F (A) que interesa en los procesos de primer orden
es la lineal en las g, esto es
I PR (AT) + YF, (AM)  + c.c

kg
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Por lo tanto, la matriz de H' en el sistema [". ¢ es

(Mg’ |B' | D) = = (['¢'| P.(¢°F} + ¢MFY +¢.¢)|[.9) =

Ay
= {0 @ P.FE[e) + (Mg 1) (¢ | P Fi[ 9)

La matriz (I | ¢F |T) es diferente de cero sélo en las emisiones de
un fotén de tipo eléctrico (del caracter fijado por los subindices)y
analogamente la matriz ([ | q}\‘ﬁ] ). Al estudiar entonces los procesos
que se refieren a emisiones de tipo eléctrico, s6lo es necesario enca-
rar el cdleulo de (/| P . F{ | ¢) y de modo parecido en emisiones mag-
néticas con (¢’ | P.F} | p). Esto se ha caleulado para las diferentes
aproximaciones. La principal diferencia entre ellas se encuentra en
el significado de los coeficientes D que figuran en las formulas finales
de los elementos de matriz (comparar las férmulas (I, 16)y (I, 17);
(11, 12) y (11, 13); (II1, 9) y (III, 10)). Es de destacar en particular,
las diferencias existentes entre las férmulas relativistas para peque-
fias energias y las férmulas de la aproximacién de Pauli.

Por su parte, las reglas de seleccién se obtienen a causa de la
circunstancia signiente. Ni el operador que representa el impulso
angular del electrén, ni aquel que representa el del fotén, conmutan
con el hamiltoniano de 1a interaccion ; mientras que si lo hace la suma
de ambos, es decir, el operador | de impulso angular total (en campos
centrales). Esto significa que la Gltima magnitud mencionada es una
constante de movimiento mientras que las correspondientes al
electrén y al fotén no lo son., Por lo tanto, si J estaba inicialmente
referido a sus ejes principales también lo estard luego la transicion.
Alora bien, los productos I'., 9;, no son funciones propias de J
(salvo para [, que se refiere a la ausencia de fotones) de manera
que es necesario efectuar una transformaciéon unitaria que lleve esos.
productos a estados propios de J. Las funciones resultantes son (2)

Wimgn = L Cu(IM, mp)l,Pim. (1)
mt-p=M
La transformacion contraria es

Jj+r
Piim = _ F _?J“A(J M,mp) o  (M=m+yp)  (2)
=|j—%

No habiendo fotén presente, el estado inicial estd representado por

1P‘JM = cpijOO
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y el impulso angular pertenece por entero al electron: J=j; M=m.
Al aplicar el operador H’ de la interaccién a esta funcién, debe
resultar una autofuncién de J, por las razones sefialadas. .Cuando se
efectfia el producto escalar de H’Wguini. por la funcién I, @jm, el
producto es nulo, si la Gltima funcién no contiene en su desarrollo (2)
alguna funcién con J=j y M=m. Observando el citado desarrollo
se obtienen las reglas de seleccion.

Como antecedente de nuestro trabajo podemos citar el de H. C.
Brinkman (3) que sigue un tratamiento diferente del nuestro, hallando
las intensidades mediante el principio de correspondencia y sin
ocuparse de las partes radiales de las integrales.

Un esquema del tratamiento habitual, asi como otras referencias,
pueden sor encontradas en el libro de A. Sommerfeld (4). La cuestiéon
del impulso angular llevado por la radiacién estd discutida en un
articulo de W. Heitler (1) y desde otro punto de vista también por
J. A. Balseiro (5).

I. APROXIMACION DE SCHRODINGER

La energia total del electrén de un &tomo hidrogenoide, en inter-
aceion con el campo de radiacién, es

H =

e 2
. (p —5'A> +e.V

2.m

Que puede separarse en una parte correspondiente al atomo

H, =

= - p? Y
2.m Pt

¥y en una interaccion
—e
me

H =

A.p

No tomamos en cuenta al término en A pues éste involuera procesos
de segundo orden.
Las funciones propias de H, son

111:Inl = Rnl (’r) . Y,;n (67 CP) — Rnl (7') (—) ;n eim?.

Para encontrar la matriz de H’ en el sistema formado por estas fun-
ciones, ponemos previamente

1 . ; 1 . ,
A.p= 5 (Az—iAy) (P24 ipy) + 5+ (A +iA)) (Pe—ipy) + Azp. (I,1)
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¥ procedemos luego al calculo de la matriz de cada uno de los térmi-
nos de la suma. Este desarrollo permite utilizar las signientes pro-
piedades del operador de impulso (5)

(Po+ip) W =ih Al R YPH 4in AL R YT (1,2)
(P —ip) Wi =ik .Bh, . RL, .YTT +ik.Bi, . Riy . Y2T' (L,3)
pUn=ih.Cp . Roy. Yy +ih . Ch . Ry . Y7oy
donde
, d ! ,  d 1+ 1

RnlzﬂRnl “;.Rnl§ Rnl=%Rnl + r

R .

Trataremos ahora separadamente la interaccién del atomo con las
partes eléctrica y magnética de la radiacién, utilizando para esta
tltima las expresiones del potencial vectorial (j es la funcién esfé-
rica de Bessel: j(kr))

(Az — Ay =l jirr - YR+ 0l i . YU (T, 6)
(Az 4+ i) = biy - YAGI+ b i YETL (4, 7)
(Az))‘p = c"ip. 'j7.+1 . Y E:-{-l + c‘ip.jk—l . Y:—l (I, 8)

validas para la parte eléctrica. A la parte magnética corresponde,
en cambio, las expresiones

(Az —iAy), =as, . s Y{“H (L, 9)
(Ap + P8y, = by i YT (1, 10)
(AZ)ML = Cup » j; . Yt (I, 11)

Los sub-indices % y p fijan el caracter de la onda multipolar.

Elementos de matriz. — a) Parte eléctrica.
Multiplicando la (I, 6) por la (I, 2) se obtiene la suma

. 1 1 1 o atl mil
ihoas, A Jivt Rar. YEI Y (10 +
; 1 2 > 2 >t 1 m-+1
ih.o@,, A o1 Rt Y1 YOI +
. 2 1 . 1 wtl < myl
th.aiuApm. i Ru. Y0 Y1 +

. 2 2 . 2 -1 m+1
@h-a/).;LAlm-Jx—anl-Xx—lYl—l
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Efectuando el producto de esta suma por la conjugada de Wiy e
integrando sobre todo el espacio * resulta

(F 0 | Az — iA ) (D + i) | Wii) = ik 300 s g
a %HA e Jj;,Jr, R iRy r2dr g o );Til. O . senf.dd +
@ Adn- [ RuRan . % {00, 07 07 sen 0. 40 +
A%y A {1 Rt Ry 2%ar . joi.0n. 0 . senb. d0 +
@A (i R Ry % . [O171. 0771, OF . sen 6. do §
Procediendo de manera aniloga con (I, 7) y (I, 3) deducimos
(B 300 [ (Ar + P40, (P — i0,) | W) = iR . Bn, sur ?
biuBim- (Girt R Row . %dr [ @71, 07T . O7  sen . a0 +
bioBim- (i1 R Ruw . v%dr- [ 0171, 075, 07 sen 0.d0 +
biBin. (it R R %, {0171, O OF . sen 0.d0 +
D3Bin. (ot BuRwr%dr {0171, 077, 0F . sen .0 |
Repitiendo el procedimiento con (I, 8) y (I, 4) obtenemos
(F i | (A | Wit) = ik B i, 3
¢ C tm + {Jurn Rt B 4% [011.0% .0 senb. a6 +
€10 Clim- {frsr Ry R 1% . (08,1, 07,07 . sen 6. a0 +
¢ Cim+ {Jim1 Rt Ry . % [011.07,. 0%, sen6.d0 +
c-i‘C . 5_7';,1 R, Ryy. ridr .E(ﬁ") £ .07,.0% . senb.dd :

Efectuando ahora la suma indicada en el miembro de la derecha
de (I, 1) y sacando a las integrales radiales como factores comunes,

queda

* Utilizamos lo notacién (f|X | g) = If X.g.adv.
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(U5 | A | W) = i3, g |
By, . 5 just R Rua . r2dr + Ej. \ Jo1 RE Row . ridr +

Eg; * [jit R R . r¥dr + By, [ R Ry rtar Lo (I,12)
Donde hemos puesto, por ¢jemplo,
]. - m m!
By = By Oy I, Un) =S a3, A . §(~) BT 0% senb.d8+

1 —_ m— '
a-bipB%m“[@‘rTl]@l-!—ll' @lr .senf. db +

€32 Ol j Of1. 07,07 . send.
(Para la obtencidén explicita de estos coeficientes ver Apéndice A).

b) Parte magnética

Partiendo de las féormulas (I, 9)-(I,11) y siguiendo desarrollos
enteramente similares a los anteriores, tendremos

(lp';'f'/l' (Ag‘iAy)'Ap. (.p1+ pr)l IF:'ZJZ) =1dh. am, m 2
a«A,A}m . Ej;R}Lszzr . ridr., ! et OrSt. 07 . senb.dd +

@y AL, - !]HR?LZRW 3dr . S O 9T OF .senb. d0

-~ ——

(‘If‘::”,'l, I (Ag+iAy), (Pr—ipy) l FZLZ) =ih.8m mpp

by Bl - S JaRui Ry . r2dr . S@;‘l .07 .07 . sen0. a0 +
DBl - | o Ru Ry rtdr . [ 077 01T OF senb.d0 |
(Wi | (Asus | W) = i B s |

6 O+ | i RuRur . r2dr . | ©F. O OF . sen0.af +
¢4, Ot - !‘jx R, R,y . rdr . g BL. 0, .07 .senb.db
(Prv | Ao p| Unt) = i Sm, o -

M, . S iR Ry r3dr + Moy [f RS Ruw0tar | oL (1, 13)
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Reqglas de seleccion. — Las féormulas (1,12) y (I,13) permiten es-
tablecer las siguientes reglas de seleccion :

Para que un electrén atémico posea una probabilidad no nula de
pasar de un estado Wi, a un estado ¥, emitiendo en la transi-
cion un fotén caracterizado por & y p, es necesario que

19) o= m—

Esta regla se deduce de la apariciéon del factor 8, m+, en todos
los elementos de matriz y fisicamente significa que se conserva la
componente z del impulso angular total.

2°) [I=V]|<n<i+V

Pues los coeficientes E y M son nulos de no cumplirse esta condi-
cion (ver Apéndice A). Esta regla tiene por significado fisico la
conservacion del impulso angular total, expresando, en el tridngulo
formado por los tres vectores de impulso angular, la condicién de
que un lado cualquiera debe ser mayor o igual que la diferencia y
menor o ignal que la suma de los otros dos.

3°% Sia + I+ V es par la radiacién emitida es de tipo eléctrico,
de lo contrario es de tipo magnético.

Ello es asi porque cuando dicha suma es impar se anulan los coe-
ficientes E, mientras que en el otro caso son nulos los coeficientes M.

La regla enunciada proviene de la conservacion de la paridad. Si
en la transicién no hay cambio de paridad en los estados del elec-
tron, entonces [+ 1’ es par y el fotén emitido debe estar en un estado
par, pero para que esto Gltimo ocurra es necesario que » sea par en
las radiaciones de tipo eléctrico e impar en las de tipo magnético, ya
que ambos tipos de radiacién tienen sus paridades fijadas por (—1)}y
(— 1)**+! respectivamente. De andloga manera se razona cuando
14V es impar.

4°) 8i l5=V entonces » = |l — I'| corresponde a una radiacién
eléctrica puesh + 1 + VU'=1+ V' 4+ |l — V| =2. max (I, I') que es un
ntmero par. De aqui se sigue que % = |l — | +1 est4 asociado a

una radiacién magnética, » = |l — I'| +2 a una eléctrica y asi suce-
sivamente hasta llegar a » =1 + I’ que corresponde a una radia-
cién de tipo eléctrico (A4 {4+ 1'=21+427').

Resumiendo: En una transicién en la que [ == son posibles los
siguientes tipos de radiaciones
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h=|1—V .... Eléctrico
»=[1-V]+1 .... Magnético
r=|1-V|+2 .... Eléctrico
=14+ -1 .... Magnético
h=l4T .... Eléetrico

5°) Cuando I=10 =0, estd ausente de la lista anterior la linea que
la encabeza, pues no existe radiacién alguna con A=0.

6°) Entre dos estados con I=0=0 no hay transicién (radiante)
posible.
La razén es la misma que la que explica el punto 5°.

Intensidades.

Retomando ahora las formulas (I, 12) y (I, 13) introduciremos las
notaciones

EuR‘:ﬂ + E12R:l = R?xl
EZIR}LI + Ezszl = R:zl
My, Ry + MR, = R3,

Quedando entonces para la parte eléctrica
(U0 | A P = 1B g § 5 o RS R . r3dr +
+ S jz—lRiz R.p.ridr
y para la parte magnética
(¥Xe BB FR) = 1. B | G RE Rt 17

Las integraciones pueden ser efectuadas siguiendo las transfor-
maciones detalladas en el apéndice B, de las que resultan finalmente:
Para la parte eléctrica

. v . 3 -
(\I"'Z"Il’ ]A},p. - p I q'mnl): —ih.27%. a’% . hnan'l' . (b/za))‘_l . am, mtp e %
1 PE+n+2)

e =,
r (7~+ —) m; att3, (1 + a})

2
n— amt 1. 1 b
F(’ L T ek A+—-—-—Z>+

’ ’ 9
2 2 2 2 a
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1 3 P (t+n+4) =t =t 1 _ 3 B2

—W'Z"“—wwl‘ 5y Tty af

r(>\+— , at+3.(1+“_2) .
1, 14)

y para la parte magnética
1

1Inml | A, we p I ‘F:bl = —ih.2 T2 . az . anNn'l' . (b/2a)‘ . 5”,1 mita e %
1\, T(+3+3) K=t 1 a—t . 3 B
R T e - FEE GRS R
I (7\+ 5) T atts, (] + )
(I, 15)

Estas expresiones permiten efectuar el calculo con el grado de
exactitud requerido en cualquier eircunstancia. Sin embargo, pueden
ser simplificadas considerablemente tomando aproximaciones ade-
cuadas. A ese fin notemos que, siendo b = kay y hek = B, — E,, serd

Z.et n--w

2he nn'

72w — m\?
2 _
(b/a) _4.1372( nw’ )

La intervencién del factor 1/137% hace que (b/a)? sea generalmente
muy pequeilo. Por ese motivo es suficiente tomar el primer término
(la unidad) en los desarrollos respectivos de la funeién hipergeomé-
trica y de la funeién (1 + 0%/a?)+2, También despreciaremos, en la
matriz de la parte eléctrica, al término que contiene la segunda su-
matoria. En esta aproximacion, los elementos de matriz adquieren
la forma:

bja =

Para la parte eléctrica
anNn’l’ . (b/2a))‘_l .

(T, | B W) = — a3 =" :
2°.r (7\ + ;)
I (2 + I + 't + % +2) .
5m m+[.l. D (I, 1())
Para la parte magnética
. 2 ‘,,Nn 2a)? Ft+)1+3
lIJmllAAx-'L pf nl = —ih. Qo = / ) va ( )

ut+d

3 5m m' 4 T RrrTE—
. ]“‘ ()\ + 5) t
2 (T, 17)
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La aproximacion efectuada es equivalente a la habitual de suponer
que la longitud de onda de la radiaciéon emitida es mucho mayor que
las dimensiones del 4tomo que irradia. El tratamiento seguido per-
mite, ademas, conservar las partes principales de todas las radiacio-
nes multipolares.

Cotejando (I, 16) con (I, 17) se advierte que la matriz de la inter-
accion magnética de orden %’ es de magnitud anidloga a la eléctrica
de orden 7'+ 1; mientras que comparada con la eléctrica de crden
#'—1 es aproximadamente (b/2a)? veces menor. Debido a que las
intensidades de las radiaciones emitidas son proporcionales a los
cuadrados de los elementos de matriz, resulta en definitiva que en la
lista mencionada en el punto 4° de lasreglas de seleccién, cada radia-
cién magnética es (b/2a)* veces menos intensa que la radiacién elée-
trica que la antecede, siendo aproximadamente de la misma intensi-
dad que la eléctrica que le sigue.

II. APROXIMACGION DE PAULI

Si se toma en cuenta el espin, la interaccién con el campo electro-
magnético comprende no solamente el término orbital A.p sino
también otros términos debidos al acoplamiento entre el mencionado
campo y el espin. Con estos nuevos términos la energia total de inte-
raccion es

—e

h
H :%‘(A-p+§'G.H_

Exp) (L1

—.c. E X
2me p) » 1)
Donde E y H son respectivamente los campos eléctrico y magné-
tico de la radiacién. ¢ es el vector formado por las tres matrices de

Pauli.
Las funciones propias del hamiltoniano del &tomo son ahora
-+ M
G'lm -0 nl

am 4 . .
]I'nl = 9 (7=l+1/2\7

-+ m-+1
H i ® IIJ'nl

i — G;n' ‘Pﬂ:l . 1
Pui = ue. 1}”2}“ y (J=1- /2)

Caleularemos en el sistema de estas funciones, las matrices de
cada uno de los sumandos que componen I,
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Matriz de A.p. — Esta no ofrece dificultades puesto que
(lp"),?"l'i I Alp. I qfnl GT;L_‘- Gl’m' MZI’”V l AA}L p I lI'
+ Hig i (W lAm pI ¥t

Las dos wiltimas matrices fueron determinadas en la secciéon I.
Efectuando la suma y poniendo por ejemplo

Eﬁi(‘/\p.. lmU'm’y = Gi, Gy By, Gplm I'm’) 4

+ Hi Him By Oy I+ 1, U + 1)
obtenemos

a) Parte eléctrica.
;ﬁ;-]A'w pi ‘Yt?ld‘-) = h.Cm, mpus ;
B [ja BuRur % + B (i B Ry v +
E5* . [j RiRur . 0%r + B5*. [jRGRurrtar | (11,2)

b) Parte magnética.

(W [ Ao p] W) = iR B, g |
M. | 51 RhRu rar + M3E .| jRAR . ar] (1L 3)

Matriz de o . H. — El producto escalar g. H es

H, H,—iH,
c.H= .
(H,+1Hy - H,

y de aqui deducimos
(Wi [o- H| W) = GinGin (¥ | H, | W) —
- thva’(‘Fm T He| lF::”ﬁ’ + Hin G (Uhin | Ho— iH, | W0 +
+GinHis (W07 | H,+iH, | W)

a) Parte eléctrieca.

Teniendo presente que Hege. = — ik . Amag., y procediendo como en
la seccién 1 se llega facilmente a

m 4+ am . : .S
'l l g. HAp l Y nl )— — k. 5m, mitp . ‘J‘ARnZRn’l”'?dl o}
GG ineiy, - \@?@"{" @7 . sen 640 —
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— B Hiwe, . | 0707 sen 646 +
HinG i, . | 007077107 . sen 046 +
+GinHwb, . ! 0! '0Te . sen Odeg

y simbolizando con E§* (2 iml'm’) a todo lo encerrado entre las lla-
ves, nos queda

mi+ am . ++ . .
W |0 By | W)= — ik B, g B . (i RuiRor v3dr (L1, 4)

b) Parte magnética.

Ahora, con procedimientos enteramente similares a los anteriores
y sabiendo que Hyay. = ik . A, resulta

m' 4 m- . o
(I l G. H/p [ W ) = — ik .3y, mwp e %

Mis™. S.}A-i-anan v ridr 4+ MET Sja_JRme.r“’dr% (I1, 5)
Donde hemos puesto
M= (I Iy =
0 G G - | 074107 OF . sen b —
~ L HEHE, . | 0%, 077 e sen db.
ol B Gy | @167 07 . sen 848 +
+ b, GE Hiy - S 71 07 07 sen 0 db.
M3G™ (rp lm Um’) =
¢, G G- | ©1_1 07 O 1. sen b —
— & Hi B, | O, 077 07 sen db+
a2 Hity G- [ OF71 077 0F . sen 00 +
+ 0%, Gin His - | O1Z1 07 0741 sen 6 ab.

Muatriz de o.E X p. — Efectuando el producto triple y haciendo
uso de algunas identidades algebraicas vemos que o.E X p tiene
la siguiente expresion matricial
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1 . 3 1 . .
Y (Ez+iBy) (pe—ip,) — 5 (Ez—1Ly) (pz+ipy)
(B —1E)) p.— B (pz—ipy)
E;.(pz+ipy) — (Ez+iE,) p;
1 . . ) .
0 (Bz—1iEy) (pz +ipy) — 3 (Ez+1Ey) (pz—ipy)

la que, conjuntamente con E = — k. A, nos permite deducir
Tt /0 «‘

(ll,';"/’,l,——i'lc_EXpllInl) N (

‘. ’I"

Gt G | (Wi | (As+iAy) (pe—ipy) | W) —
(e | (Ar—iy) (petip)| ) | +

amkl

H?T_n H%—m’ [(q"::f’lfl I (Az+1Ay) (px—'l'py)E Yo ) —
— (7 [(Az—i8y) (pe+ipy) | W0 )] +

'l
2 HE, G [ (W0 [(80—i8y) .| W07 —
(W | As(pe—ipy) | Wi | —

am

nl) -

2. G Hisw | (W1t | (Ax+id,)p | ¥
— N As (et in) [ ) ]

Las cuatro primeras matrices fueron ya determinadas en la sec-
las cuatro restantes tienen el siguiente desarrollo

cién I;
a) Parte eléctrica.
»m’ un+1 . -
( nl ( _”A u'p?«l 1} = — ik - Om, ity - (

1 1 | . 1 e a1l aml ame
Wy (/lm+1 . \jl+l Rnl Rn.’l/ cridr . g ("), +1 L)H'l (")l'r' .« Sen 6 ) +

1 2 v, 2 2.7, :J.+1 m+l m
a»,#ClmH . \]7-+1 Rnl Rnrl, L ridr . { (7)3»+1 O[ . sen B do +

af,z_:‘(}l,nH j];—anan L. ‘ - +1(")1l"++;1(_')?, . sen 60 +

affpo?mﬂ.ﬂj;._lRianq rar. | 1075 OF . sen 6 |

amn

T [ (Ag4iAy) . Pl Wa) = — ih 3n, o :

nl

b,}‘uoi,,,.\ Gist BL Ry . 0%dr \(—),“;i @r ., 0"+ sen 6d0 +
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b-,l.l,,L C?m . \jH_] R?ﬂ Rn'l' . ridr. S @,,H ()1_1 () . Sen ede +
02y Ot - | jooa Ry Ry 72 .| 025 07, 0F* . sen 68 +

12, L\ it B2 R,y - 1% S OL1 O OF " . sen a6 |

(lF::Ll:H [(Ag)us - (Pz+ipy) | lpnl =i . 2, g "
cip Al - 5j1+1 R Ry . ridr. 3 Oty OFH 07 sen 8a0 +
Cu Alm . 3 Jrr1 RE Ry r2dr . 5 O, O OF T | sen 049 +
c-:“.'p Al,. Sj“‘l R Ry . v2dr S O!_ O 07 | sen 046 +

¢ Ad | j;_lRleRw.r?dr.SO L 078 A7 sen bad |

(AZ)X;J. . (pz"ipy) | lF:lnl+l) = ih . aﬂb, mitu o

at’
(W

C%P‘ B}m+l \j)\+1 R}ll Rn’l’ Lridr. S » g:+1 (';')7_'1_1 ('9?’, . sSen ede +

A SJ,.H Ry, Rn/y.rzdr.g O, 0M, 0% . sen 8dH +

CM Blm+1 _],\_1 R,lﬂ Rnrl/ .ridr. \ 3 !:_1 ("972_1 @7;.’ . Sen 6db +
¢ Bims . (jk_l R, R,p.ridr. S O, 07,07 . sen 640 g

Sumando estas cuatro matrices a las que ya tenfamos y agrupando
los términos que contienen la misma integral radial, obtenemos

(W |6 B X p| Wit = — ihk . 3om, o+ |
EI"‘—F §J1+I Rﬂl Rn e 1 d' + E"‘"— Sj).—i—l R‘:‘Ll R'n:" s ,r?dr +
Elﬁi : Sj»l‘_l R}Ll R"’,l/ .—’7'2(/17' + Elzizi * Sjl—l R:zll Rn'lr . TQdT ; (II76)
El significado de los coeficientes E’ es obvio.

b) Parte magnética.
Las nuevas matrices necesarias son

W m’
n’ 4

1 . pl ptl amAl me
@, Cpag1- K]; R,,ZR,W.r?dT.S 007 0 . sen0db +

(Az:—@Ay)h Pz| II!.'nl — ih. am., Mt :

i Ot - ij Roy Ry . v2dr . S 9t @TH O . sen b db g
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(q”. ZEVI:H | (Az+i‘Ay);.g < P2 | ll"::bl) = — ih.Z,, mifp g
By O - | G RE Ruy . 120 | @5 07,07 . sen 6 +

b Ci « | o Ret Ryt % S et o, 07 . senaf |

( ll}m;::’l'_*—! I (AZ)-L;L . (17:c+ lpy) ] lF';:Il ) = - 1h . Em, m 4 e
O A |5 Rt R ar . [ ©F O O sen 88 +

(’LI.LI. A%m M 3]‘1 R%In Rn’ll . 7’2(1)' “ Ol‘ (‘)’;n_+] ®m + .« Séen 0 de ;

T (s (e =) | WH) = = b2 |

Cra Biy - 5_)'1 RL R, . r2dr. S 0! 07,07 . senbdb +
¢, Bim - ;]"A R, R, . r2dr. 3 O 07, 0} . sen6do %

De aqui, procediendo como se ha sefialado en la parte eléctrica,
se llega a la matriz

m +

nl |G E/gXpquer =_1.'hk-’3m.m’+;;-%

+4+{ . 12
M | R Ry r2dr 4 M | RS Ry e ) (D)
Matriz de H'.— Para conseguir la matriz de la interaccion total H’,
sumamos las tres matrices parciales anteriormente encontradas.
a) Parte eléctrica.

k
2’

(lI'ZL + | g Ll q-mi) — ieh/nw . Em, m4p .s Eoo \)A R,,l Rwl' . T2d1-+

h.k [, 1
(Eﬁt - E;’l—é . E,ﬁi) . \JA—I R'nl Rwl' . 7'2d7' +

4:+ /l.k e+

+ (B~ Ime Y. g,i;.+1 Rt Ry . ridr +
+4 L )2
B - 25 w5 | R R vt +

+ (BE* — - B'5Y). g Frioi Rt Ryt r2dr|
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b) Parte magnética.

mr+ M . I ]
W | H, | Wi~ )= —ieh/me . 2m, gy - 1

[ SR

l\-|r\\.‘

* MI‘_—Oi Sj'»\+l Rnl Rn'l' . 7'2(17' + 1\[ Sj)\—l Rnl Rn’l’ . ’.‘2(1"_ +

h.k C
m#th'Mm-thM%WW+
h.k
+ (M5E— "mc'l\ U5F) \jh R, R, . ridr (11, 9)

Reglas de seleccion. — Para enunciar algunas de las reglas de selec-
cién convendremos en decir que hay inversién de espin cuando se
pasa de un estado '+ a un estado W'~ o viceversa. Notese ademas

que el indice m de ‘}”M dala componente 2z del impulso angular total

L 1 1
del electrén disminuida en - :m = m; — -
-t -

De (I, 8) y (II, 9) deducimos entonces:
Para que un electrén atémico posea una probabilidad no nula de

+ /4 eps s sz
pasar de un estado ¥~ a un estado ¥';7", emitiendo en la transicién
un fotén caracterizado por A y p, es necesario que:

° _ . —
1°) po=m; — m

. 1
Pues debido al factor 3, mi, debe ser p=m — m' =m + - —

2
(m’ + !
2
2°) i=Jl<r=j+J

Estas desigunaldades se deducen de las propiedades de los coefi-
cientes By M (ver Apéndice A). Los coeficientes E*+ y M** son

todos nulos a menos que [l — I'| <k <14V +1, pero como j =1+

1
yi="v + —. l1a Gltima férmula mencionada es en realidad idéntica w

la que encubeza- este parrafo. Por otra parte, E-—y M—— se anulan
si no se cumple que |l — V| <i <14 I' - 1, desigualdad que se re-
duce nuevamente a la primitiva cuando se tiene en cuenta que ahora

) 1 . 1 . .
j=1— 5 yi=0- 5 De manera parecida procede la demostracion

en los casos de inversién de espin.
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La dniea modificacion que trae esta regla, comparada con la segun-
da de la seccion I, es la extension en dos unidades del rango de valo-
res posibles de 7, ya que por lo recién explicado debe ser:

29 (b) [l—-V]|—-1<wn=<l+0V+1

3°) 8i [+ U 4 1 es par la radiacion emitida es de tipo eléctrico,
de lo contrario es de tipo magnético.

Iistu regla es la misma que la tratada en la seccién Iy proviene
también de las propiedades generales de los coeficientes E y M. Ella
puede, sin embargo, ser enunciada en funeién del ndmero cudntico j
pues de no existir inversion de espin I + UV 4+ =i+ 4+ r+1;
de lo contrario I + I/ 4+ % =j + §' + 7. Por lo tanto:

3% (b} Cuande no hay inversién de espin j + j* + % es impar en las
radiaciones elécetricas y par en las magnéticas. Cnando hay inversion
de espin j + j* 4 % es par en las radiaciones eléctricas e impar en las
magnéticas.

4°) En una transicién en la que j == j son posibles los siguientes
tipos de radiaciones

Sin inversién de espin Con inversién de espin
n=|j—7| ... Eléctrico ... Magnético
r=|j—J§]+1 .. Magnético ... Eléctrico
r=|j—Jj|+2 .. Eléctrico ... Magnético

n=j+j =1 ... Eléetrico ... Magnético
n=J+) ... Magnético ... Eléctrico

4°) (b) Los puntos 2°) (b) y 3°) permiten ahora agregar, a la lista
del punto 4°) de la seccién I, las siguientes radiaciones posibles

r=|[U-V|-1 de tipo magnético
y r=1+V+41 también de tipo magnético

T S . y
5°) Cuandoj = j = ; estd ausente de la lista del punto 4°) la linea

que la encabeza.

6°a)y Si Il=0I=0 <'1=.)’ = —) s0lo es posible una radiacién

9
P

dipolar magnética.
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Intensidades. — Adoptaremos las siguientes definiciones:

++ 1 ++ 344 Ayt +4+ 3
Efi* Ry + BT RY, = RiF™ ;BT Ru + E'ETRY, = RoF

. 444 i+ p 9 444
Ef* Ry + BET R, = RyF™ I V651 R. + E5* Ry, = R
1 +4 6 1 . 7
. Ew_ Rnl - Rnl; ’ I\’IITJ— Rnl = Rnl;
n. @ n.a,

1 et 8

——M 207 Rnl = Rnl

n.a,

D4+

MGi™ .« R + Mis* Ru =Roi™5 MG . Ray + M7 . Riy =ROT
Con ellas, las férmulas (11, 8) y (11, 9) adquieren la forma

m T ]i/
(v +] : ,,I‘P',,z )= —ieh/me . 3m mgy-; 2 ao \Jansz ridr 4

'l

.k
_s] +1 (I{iT+ (:,'n; 1{‘,35-;'4-) Rn’l' . ridr -+

» 444 .k ,4+-.— 2., (
+ S.?‘A——I(Rnl ~ e R Ry . vedy \

g g . nkag |
l’n' I HI) * ln ) - 18’1«/?716 . Em, mp 9 Jitl R’nl Rn'l' N d'
’nka/n . 8 . 54 4 h . k SN
3 e Ryt Ry 728dr+ ) 1 (RoT™ — ome " R T) Ry . rdr
ek

respectivamente. Efectuando las integraciones como se indica en el

apéndice B se obtiene
a) Parte eléctrica

1
(W | By | W) = deh/me. 2 7%, @} Noy Nag . (/2001 2 oy - |
1 " (t+) +0) 34+ h.k LR
(Dt "~ 2me - D ’

T ——77?2
r (>\+—) 4 a (1+ )
(A=t n—1 1 . 1 b2
B(T_l’7—§ I\+“;__<;>+
(b/2a) ) nka, ) EDG C{t+21+3)
3 2 [ ph2\ t+2
r‘(h-i— —) 7 a‘+3.(1+ (t—2)

2




b2 2 h./x 't 4+ 4
n "‘(“)/ _41) . ‘/\ (D.ttii . 3 l);:i.'t) R ——(__*-/—J;)z—)tﬁ .
o attd. (1+ ;2)

b) Parte magnética.

A -+ M . - — ~
(W™ [H, [ W) = dehjme. 2712 N Nop o (0/2a) 1. 2, m/ﬂ.g

n.k.a, 21)7 I (t4+7+2)
1. £

phE+e
2.1‘(>.+§) : at+3.(|+zﬁ)
ot aemt 1 . 1 b?
B g kg )

2 5 . K 5 A N :
MUY (D’oii _ bk Dr-ii) M+ 4;25)t+2
() N s

A—t 1 n—t . 3 Bt
-F( ~x A+§;-———)+

R 2 = a?

4 D2 mkay NV e PR AA)

5 9 s P
P (‘,\+ 3) - al+s. (1+ ?>

2/

. < - o\
=t k=t 1 3 b*\
]_‘( 2, A*i);‘-}-;j, /\+§’ —(F ( (II,ll)

Las expresiones dadas son exactas pero pueden ser simplificadas
mediante procedimientos andlogos a los empleados en la seccién I.
El factor k/mc es la longitud de onda de Compton del electrén y vale

2%a,/1537%. Por consigniente es

h.k 72 nt—n?

Sme 41372 T (ew)y
que tiene el mismo orden de magnitud que (b/a)?. Esto implica
que todos los términos qune contienen el factor hk/2me pueden ser
despreciados del mismo modo que los que contienen a (b/2a)?* como
factor. La segunda sumatoria de la parte eléctrica, si bien estd mul-
tiplicada por la primera potencia de b/2a, contiene en cambio al



— 149 —

factor nkay/2 = (n+n') /20", (b/2a), que también es del orden de
b/2«. Dicha sumatoria puede, por lo tanto, ser despreciada. Nos res-
tan entonces las expresiones aproximadas :
a) Parte eléctrica.
ma ieh.al . NNy . (b/2a)—!
nl’ {Hm‘ al ) = 1 ¢
me. 22, ()\+ 5)

2 pjz= L t;:;fg 2 e

t

07

m, '

b) Parte magnética.

, amt ieh . aj . Ny Ny . (b/2a)
n’l’ |Hu.| nl )= 3

me. 212,17 ( )
9

1
nka,. ()\+ -) .
zw 5 0 : A :

(b/a) (t+r+1 atts

d 8m-, mrta * (

% (I1,13)

Aqui también valen, segiin se aprecia, las consideraciones relati-
vas a las intensidades de las radiaciones eléctricas comparadas con
las magnéticas que se han liecho en la seccién I. Sin embargo, exa-
minando la lista del punto 4°) de las reglas de seleccion (seccion 1),
se advierte que cuando hay inversién de espin (yj==j') no existe
predominio neto de las radiaciones de tipo eléctrico, como ocurre
en la aproximacion de Schriédinger.

I1I. APROXIMACION DE DIRAC

En el tratamiento relativista de Dirac, la interaccién entre el
campo y el electron adquiere la forma: H'=—e a.A; con

" (0 ' 2. A= 0s.A
Y 0) T \e.A 0
Las funciones propias del hamiltoniano de Dirac pueden darse de

la siguiente manera

1}*"',+£ r=—1, —=2,..., — (n—1)
a R4 "‘H—EZ
IIJIl)t = . 1 ;

m—
2

nj— 3



¥t x=1,2,..n
m— 2
lp‘nx = m . 1
D At
n]-i—; =

m+
Pl v= +1, +2,.. (-1, n
M -2
qJnx = mF ] [ | 1
=|A|— -
an]? l 2
p)
mE .
Las funciones ¥ ns L tienen la parte angular a la de las funciones
2

" . . .1
PE dadas en la teoria de Paali (con j ¥ 5 en lugar de l). La parte

radial esta formada por las funciones S,,, anotadas en el Apéndice B
(S! en la parte fuerte y S? en la parte débil).

La matriz de « . A en el sistema constituido por estas funciones
se halla sin ineonvenientes

(an/ ‘95 AI‘FZL;]_ r]+ JG A qu]-;- ) ng'—l— IG A“Plljﬂ- )

Las dos matrices del miembro de la derecha pueden obtenerse,
«mutatis mutandis », a partir de matrices ya caleuladas en la see-
c¢ion 11 y observando que

i 7
g . Adee. = — % ag. Hmag. g. Amag. = Z: o . Heee.

Elementos de matriz. — a) Parte eléctrica.
Cf. férmula (11, 5).

m’ m
11»'7" |“ Aul anv ) = - Bm, m4u e %

=({.. 1 . _1
1\114(:)‘1- (] i “)‘; ]/ -+ _)> SJA«H bnl S’nw' ridr -+
- 1 1 .
+ M5xT (.7 t55 JF 5) J J.h—l S S11uw . r2dr +
Fx{: — 1 o 1 . 1 2 a
Mo {J F+55 JE35) {Jenr S S - ridr +

P41

= 1 . 1 . P) ‘
+ MEE (j F3i S ;) : j,h—l S Sl - v2ar (111, 1)
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b) Parte magnética.
Cf. férmula (11, 4).

' + ‘
(Wi o A | W) = 2y e

(. , 1 Y .
E(_’i()_’- (J + '§; JF 3) ‘ S]“A Six S'}uw < ridr +

. 1 L 4 1 . i
+ EL* (] T Jx 5) . S'h S}m Se. - ridr s (111, 2)
Reglas de seleccién. — Los coeficientes E+T y M*F que aparecen

en (III, 1) y (111,2) son los mismos que figuran en la seccién 11,
galvo que aqui han sido expresados en funcién del nimero cuintico
Jjenlugar del I. Prestando atencién a este hecho se advierte que las
reglas de seleccién de la aproximacién de Dirac no difieren de las
que resultan en la aproximacién de Pauli, siempre que ambas se ex-
presen en funcion del mimero cudntico j. Ello es comprensible puesto
que en ambas teorfas j tiene el mismo significado y representa a una
integral de movimiento. En cambio, expresadas en funcién del nd-
mero cuantico ! las reglas de seleccién de ambas aproximaciones
deben ser diferentes pues el impulso orbital es constante de movi-
miento en teoria de Pauli pero no en la de Dirac. En esta tltima, !

1
puede tomar, en un estado ¥+, los valores I = j — 5 con probabi-

1
lidad «fuerte» y l=j + 5 con probabilidad «débil»; en un es-

tado W — ocurre a la inversa. El rango de valores de I que se deduce
entonees de la segunda regla de la seccién IT es el mismo que el ex-
presado por el punto 2°5) de la citada seccién.

La tercera regla (siempre de la seccién 11) no es ahora valida pues
segian lo ya explicado (y lo que més adelante veremos), puede consi-
derarse que en una transicion en la que no hay inversiéon de espin
J + 7 + » puede valer tanto I + I’ 4+ 7 con probabilidad «fuerte»
como ! + U 4 A + 1 con probabilidad « débil», o viceversa de no
haber inversion de espin.

Esto equivale a suponer que la transicién es regida principal-
mente por las partes fuertes de ¥ y U7, mientras que las partes
débiles ejercen una influencia pequeifia,

Por lo tanto, de la 3° (b) regla de seleccion de la seceién II se
deduce (Comparar con el punto 3° de las secciones 1 y II).
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3¢¢) Sil + U+ n es par la radiacién emitida es de tipo eléctrico
con probabilidad fuerte y de tipo magnético con probabilidad «débil».
Si dicha suma es impar se invierten ambas alternativas.

4° ¢) De aqui deducimos que la lista del punto 4° de la seccién I,
completada con 4° () de la seccién I, se refiere a las radiaciones que:
tienen probabilidades « fuertes», Junto a ella existe otra lista seme-
jante de radiaciones posibles pero con los tipos eontrarios. Por
ejemplo, para & = |1 — I'| — 1 es posible una radiacion de tipo mag-
nético con probabilidad «fuerte» y ademds una radiacion de tipo
eléctrico con probabilidad « débil »,

8i I =" = 0 naturalmente tanto j comoj’ valen 1/2 pero ahora la
transiciéon puede ser efectuada sin inversion de espin con probabi-
lidad «fuerte» pero también con inversiéon de espin y probabi-
lidad «débil»; como seria por ejemplo el caso en unna transicion
%=+ 1->%" =—1(0seal=20 con probabilidad débil y ' = 0 con
probabilidad fuerte). Por consiguiente.

6° ¢) Si l =10 = 0 son posibles una radiacidon dipolar magnética
«fuerte » y una radiacién dipolar eléctrica « débil »,

Intensidades. — La repeticion de procedimientos utilizados en las
secciones anteriores nos lleva a efectuar las integrales radiales en
la forma explicada en el apéndice B, obteniéndose.

a) Parte eléctrica.
1 . .
+ + 03 I el )
(W |2 Ao | W) =27 2. . Ny N - (/201 2 i <4

1 Y. T4 42)
—— -} D} R
(el & (i)

2

@
L=t rmt' 1 1 b2
"’(z —bh Ty T At —(ﬁ)“*
(b/2a)* DL Nt +n+4)

7 t NZER
Ppoe ) 4 e e )

VY A Y
-F(At At+

’
2 2

S

(SR e

by,
-5 an

[S) ad

b) Parte magnética.

1
( Az;’i IOC . A)@I qp;’:’_‘i) =272, (l/g . N,n,, ﬁw,r . (l)/:f(l))' . 8'm, mtp
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Vo 0 D#+x+3)
/ 2\ U2
—tJ Lt!+3 . (1+ 1:72)

P@+y

=t 1 w-=t _ 3 b?
; 1
En estas formulases b =Fk.a,y ¢ = 5 (dn. + an), con

\ 555 —L
e = (0 — */.|)2+x2+2(n-—|x}).lf’x2+oc3Z2§
Si despreciamos el término (2Z)? frente a la unidad tendremos

n+4n'

2nn’

R

Uy =2

H a

112

Esto significa que también ahora el cociente b/a, que tiene apro-
ximadamente el mismo significado que en las secciones anteriores,
es pequeiio y su cuadrado puede ser despreciado con relacién a la
unidad, quedando asi las expresiones aproximadas

a) Parte eléctrica.

a3 Npu Ny« (0/2a) 1

7;1”'/,_‘_ ‘ a AI-L I I’. :Z+

M(t+2+2) -
. S D} o (111,3)
¢
b) Parte magnética.
.m’ 10‘ A | .m—l— _ aﬁf\‘i ~n’x" b/‘)a)*_l
’n’x’ nip nu — ( )
C{t+%+3)
Dy’ (111, 6)
atts ?
4

Aqui, como en las secciones anteriores, el factor (b/2a)* fija el orden
de magnitud de las matrices. Por ser este factor aproximadamente
igual al utilizado en la seccidon I, las explicaciones que entonces se
dieron con respecto a las intensidades relativas de las radiaciones
multipolares posibles, pueden ser trasladadas sin cambio a la pre-
sente seccion.
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Introduccion del niimero cudntico azimutal. — De las matrices
encontradas se deducen las intensidades de las radiaciones emiti-
das. Sin embargo, la clasificacién espectroscépica no utiliza al nt-
mero % sino al nimero cuantico azimutal . Por ese motivo es con-
weniente expresar las intensidades teniendo en cuenta la mencio-
mnada etircunstancia. La manera de conseguirlo es notar que podemos

poner
m 0
.1
ot = qpmié + "
0 qﬁ’”j? 3

Ambos sumandos son ortogonales entre si y tienen un impulso orbi-
tal respectivamente igual a

A | 1 1 1 1
ikg=lxlFz-3=|"*3| "3
., 1 1 1 1 1
Ji§=|?’li§—§= %“é—é

Las correspondientes probabilidades de ambas alternativas depen-
«den de los cuadrados de los médulos de S}“ y Si,; siendo aproxima-
damente (E, + E)/2E, y (E;, — E)/2E,.

Resumiendo: En un estado con = definido; ! puede valer tanto

1 1
x~§ —écon

1 1
% + 5[ — 5 eon probabilidad (E, + E)/2E;; como

probabilidad (BE,— E)/2E,. Gracias a lo anterior, cada radiacién emi-
‘tida en una transicién a la que llamaremos generatriz «'— % (deja-
mos de lado los otros niimeros cuanticos), podemos suponerla divi-
«ida en las siguientes partes:

1

2

1
A -

o) Una transiciéon [I'= 5

LI P
2 "7 2

El producto de las probabilidades de que I y I’ tengan los valores
indicados es

(Bo+B) (Bo+B)M4E; S (BB, >R)

Lo que significa que la intensidad correspondiente es practica-
mente igual a la de la transicién generatriz.

1 1
3) Una transicién I'= %’ — _l -5

2

'K,+1 1__)l__
2] 2
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El producto de las probabilidades respectivas es
(By + E)(Ey — E)/4E} = (E} — BE2)/4E] = (aZ)*/4n® (B’ E)

Y la probabilidad total es entonces (xZ)?/4n* veces menor que la de
la transicion anterior.

-3

&

+) transicion ' = -l =

%+1 1
2 2

DO =t

Cuya probabilidad se encuentra de manera similar a la anterior.
(Boy+BE) (By— E)/4E! 2= (B} — E?)/4E} == (¢Z)?/4n? (B =E)

La probabilidad total es (xZ)2/4n® veces menor que la de la tran-
sicién generatriz, siendo también menor que la del caso § en la rela-

cién (n/n').
1 ’
M —_— —_

2

3) Una transicién l'= -] =

" 1 1
2

1
2 2

La probabilidad es aproximadamente el producto de la de los dos
casos anteriores y vale (@Z)*/(4nn’)?

El problema inverso, esto es la determinacion de las posibles tran-
siciones generatrices de una transicién I’ —~1 dada, se resuelve.
sabiendo que

1 1
I=tx+3|— 5 (con probabilidad «fuerte» =1)
1 1 . (s
I=|%—5|— 5 (con probabilidad « débil »)
Formulas relativistas para pequeias energias. — Con el objeto de

encontrar formulas validas para pequefias energias, de las matrices
de la interaccién relativista (III, 5) y (I1I, 6), hallaremos previa-
mente la forma de todos los términos (para pequefias energias) que
en ellas intervienen.

Ei—E? «aZhe

Teniendo en cuenta que - = — los factores de normali-
E, 2an

zacién N, dados en el apéndice B tienen, aproximadamente, el valor

~ 1
N’nx = ——==
VEq

+ N1 (I=x si » es negativo; I=x%—1 si % es positivo)
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Por su parte, los coeficientes D} provienen de combinaciones li-
neales del tipo

1 2 2 1
as., S'nx Sn'x' + b'l . Snx Sn'x’

En 8! y 8% aparecen polinomios cuyos coeficientes A}y A? valen,
siempre en la aproximacion que consideramos,

1
Anxs ;Anls

~ 2n—8—14+x% ,
AixszAnls'_"—_s_‘__l_i_x (x=~16 %=1+1)

Los A, son los mismos que aparecen en las funciones radiales de
las aproximaciones no relativistas.

Al efectuar la combinacién lineal (111, 7) resultan términos de la
forma

(B, +E)(E,—K) 20— —14%
AnAprs a*. .
nlg Dnls ( ‘/ 4 8’+1+KI

4 s+1+%

Es decir, teniendo en cuenta expresiones aproximadas de las
raices,

e |/(m0+m') (By—B) 2n—s—1 +x)

] §+1—x 1 s+1—=x
he A A - T 4o T om (111 8)
2a, MM\ T W Tos+1l4x !

La suma sobre s, con ¢/ =t — s, da los coeficientes D¢, pero in-

. — 2a, ,
troduciendo D; = }—0 D¢ nos quedan las férmulas buscadas
Le

a) Parte eléctrica,
h.oal. Ny Npy. (b/2ap—!

1) ¢ Bm, mip e

(Wg;‘m-Am
me. 212, T (7\ + -

4
) 2

A

k4

\' 20 [(t+7+1
) > DZO ( _lt_,3+ ) (III79)
L4 a't
t
b) Parte magnética,
mw h.oay. Ny Ny . (0/2a)
(III’.’IL’X:—‘_‘\“‘A).}LI lp'::xi)%t o Tut Twt (/3(') Em, m4u .
me. 212, T ()\+ o
—o0 I'(t+21+2)
. y D, i (111, 10)
t



La Gnica diferencia esencial entre estas férmulas y las (I1,12) y
{11, 13) reside en los coeficientes D,, que en ambos casos tienen dis-
tintos significados.

Cuadro sinéptico. — En el siguiente esquema, hemos condensado
el conjunto de las radiaciones multipolares permitidas en las dife-
rentes aproximaciones y también el orden de magnitud de las inten-
sidades respectivas. (Como siempre, « es la constante de estructura

fina)

Valores posibles de » en una transicién I — 1
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Aproximacién de Dirac
Aproximacién de Pauli Efectos relativistas
s Tipo Tntensidad Tipo Intensidad .
[t—v] -1 M a2ll=V|—2 E o2l1—1]|
|[t—v| E a2 l1=v] =2 M w2 11—
g
& Il_lr|+1 M w2Il=V1+2 E o2l 1—V |+ 4
£
=1
=}
@ |[1—1| +2 E o2il—V]+2 M 21l 44
2
=l
=2
2 . ..
=]
2
"
g 14— M a2+ —2 E a2@+)
-
14+ E a2 +1)—2 M w2+
l+ll+1 M 2+ +2 E “2(l+l')+4

La aproximaciéon de Dirac da las reglas de seleccién completas.
En la aproximacién de Pauli faltan las dos Gltimas columnas(que son
debidas a las partes débiles de los espinores de Dirac). En la apro-
ximacién de Schrodinger también faltan la primera y la dltima de

las filas de valores de .




AFPENDICE A

Integrales angulares

Todas las integrales angulares que hemos necesitado son de la
forma:

|o ©F 67 O sen 6

cuya evaluacién puede verse por ejemplo en un articulo de la
L. Infeld y T. E. Hull (7). Puesto el resultado en funcién de los coe-
ficiente de Clebsh-Gordan ser4 (8)

(21, + 1) (21, +1)]'2
4m . (2L, +1)

. ¢, (1,05 00), e, (Iymy 5 momg)

SO O O O . sen 040 =[

m;=mny+ Mmy
De esta manera pueden ser calculadas las integrales cuando se
posee una tabla de coeficientes de Clebsh-Gordan (9). De lo contra-
rio es conveniente la utilizacion de las expresiones simétricas dadas

por G. Racah (10),

8O =~

® m m. 4
L 07 07 07" . sen 0d = (—1) ‘= @L+1) (2L, 4+1) (2l +1) | »
(LI (L, - N+, —I) !
L+ l+L+1)!
\ (=17 [l Fm) (L —my) (T4 mg) ! (I, —mg) !
LI+ + =l —24+ 1) (ly—my—2) I (ls+mg—2+1)!

2z

1-
(Iy+mg) ! (Ilz—mg)) 2 .
(L—lg+my+2) (1, — 1, —mg+2)!)

Ny == Mg+ Mg

La integral es nula si no se cumple que:
Ltl+h=nwpar y [l —l| <l <1l +1,

Los coeficientes E y M introducidos en el desarrollo de este tra-
bajo, pueden ser calculados a partir de la siguiente combinacion
lineal :

g L% O OO + pOr T omT oM + v op et o 4
+ 307t ererT 4 corer Tt 4 g @;7-+2®;’}=+‘®:'f=+‘$
senfdb (A,1)
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Que en funcién de los coeficientes de Clebsh-Gordan tiene el valor

(21,+1) (20, + 1)]2 '
[m 2 Ozzzz (llO ; 00) : @£ Cl,l, (ll ,'"/1 ; 771/2 7713) +

+ B Oy, (lymy+1, my+1my) + v Cpg, (Lmy + 1, me+1, m3) +
+ 3Cp (Iymy+ 1, mgymy+1) + ¢ Cyy (Imy, mg—1,mz4+1) + '
+ i Cur(lm +2,my+1, mg+1) : (A,2)

Las letras que figuran en (A, 2) tienen significados que dependen
de los coeficientes que se deseen calcular,

1) Para Ej; (W 1; pmm’)
1 1 .
% =0, 0m; B =5 b1 Bim; 7=§a;,;A%m; 3=e=1i=0;
L=1+1; L=r4+1: l3=0; my=m; myg=p; mg= .

Para que E,; no se anule deben cumplirse las relaciones comunes
a todos los coeficientes de Clebsh-Gordan. Ademds, en este caso par-
ticular, también resulta nula la combinacién (A, 2) cuando l;=1,=1,.
Por lo tanto, para que E;, no se anule es necesario que

li+1l,+1;=n°par, es decir !4+x1+V =n°par
]l,—lg]jlsjll+12—2 » !l—)\|§l’il+7\.

2) Para By, (M5 pmm)

1 2 ) 1 1 .9
a—'——‘clp.olm; Bzéblp.Blm; Yzaalp.A‘wrﬁ

-4

2

:g:i:.—_‘o;
L=1-1; L=x4+1; ly=V; my=m; my=p; mg=m'.

Cuando I, = Il; 4+ I, E;; es nulo. Por consiguiente, para que E,,
sea diferente de cero es necesario que

I,+ 13+ 1; = n° par, es decir l+%+V =n°par

[l— 1y | <1 < ly+1,—2 » [U—n|<I<U +2%

3) Para By (W5 pmm’)

2 1 1.5 3 “ .
& = ¢, Clm; ﬁ=§b7.szm; Y=g G Am; d=e=1=0;
-t

L=1l+1; Lh=x=1 L=V m=m; my=p; mg=m'.
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‘Condiciones para que no sea nulo:
l,+1;,+1;=n° par es decir l4+ 7%+ U=n°par
[ L=l <lb<lL+1l;—2 esdecir [I-U|<n<I+V
4) Para Egp (W IV 5 p mom)

2 (2 1.9 0 1 9 .
“:c)\p.()lm; BnglyBlm; ‘;’=§a}.pA2 H E=E=Z=O;
-
. _—A 1 . —_— . —_— . — . — 4
Li=l-1; ly=h—1; L=U; m=m; my=p; mg=mn'.
©Condiciones para que no sea nulo:

LL+5L+5=npar esdecir [I+%+1U=n°par
=1 <13,<l+1, [I-n|<V<l+¥-2

5) Para My (21l ; wmm’)

1 1 1 1 “ .
“zcm(}lm H p: > b‘L;L Blm§ V=5 G Ap; 2=z=i=0;
-t s

L=l+1; lLi=k; L=U; m=m; my=p; mg=m.
‘Condiciones para que no sea nulo:

I, 413+ ly==n° par es deeir I+ %+ U=n°impar
-l <lL<l+1,—2 » [I-Vi+1<i<l4+l-1

6) Para Mg, (Al ; pmm)
1 1 9 1 . .
&% =0, Glm; B = é‘b}.y- Blm; Y= 9 @y, Alm; 2=:=1=0
L=1l-1; L=k; L=U; m=m; my=p; mg=mn

‘Condiciones para que no sea nulo:

i+ 1+ 13=n° par es decir I+ %+ VU=n°impar
[l—=l| <l <l+1,—2 » V=r+1<l<l+4+71-1

7) Para BE* (AU, pmm’)

+ a* . £ + o+
=0, Gin Gi; B=1=0; v=0a,H; Gim; 3=—c,HimHin
+ iyt R
=0, G Uiy L=1; ly==0; =03 my=m; my=p; mg=m'.

.

Condiciones para que no sea nulo:

L, +1,+1;=n° par es decir l4+%+4V=n°par

L—L|<l,<l+I1 » A=V <i<i4l
2 3l =1 =12 3
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8) Para Mig™ (1l pmm')
a=0,GE GEy; B=i=0, v=al, Hf, Gpy; 5=—c;, Hi Hiy
e=by, GE Hi; lL=1; lL=n+1; L=U;
my=m; Mmy=p; mMmg=m
Condiciones para que no sea nulo:
l,4 ;4 1l;=n° par es decir l4+7+U=n° impar
A=V]|+1<i<U+n—-1

[f—T| <l <l,+1;—2 »

+t -
9) Para M3~ (W' pmm)
2k k . 2k E 2 yr oy
o =0y, GimGrm; B=1=0; v=0a,HpmGin; 3=— ¢, Him Hiw

2 + + N
e =0b0,GHim; U=1; L=k—1; Li=U; m=m; my=p; mg=m'.

Condiciones para que no sea nulo :
L+ 1,4+ 1;=npar es decir l4+»+1 =n’impar
(L=l <l,<l+1;—2 » I+V+1<i<l4V-1

10) Para BFE Q5 pomm') (i,j =1;2)

+ k ionpj . + k2t i
o= — 2Hlm Gl’m' (5 Blm-i—l ) B = (}lm Gbm' b‘A;L Blm
+ + 47 + ~J . + gx i i .
v =—Cpm @, (G At +2Hi Cinp1) 5 2 = — 2G5 Higw €1 Al 5
+ g + pJj + (] . + g ¢ J .
e = Hijm b'/.;; (Hlm Blm-{-l - 2(‘}lm Clm) ; == Hin Hi G Alm-{—l ’

B =1—(=1); Ly=h—~(=1); lL=U; m=m; my=p; mg=m'

11) Para M55 U5 pmm’) (i =15 2)

o = — 2Hi, Gl 6 Bimp1; B = G Giw by Bim;

¢ = GEy 4y, (G Adn +2HE, Ciny)); 3 = — 2G5 Hitw 04, Almj
e = Hip b, (Hig Bin 41 — 2G5 Chn); @ = — Hin Hif @y Adugrs

] ! o — . — . — A’
L=1—(=1, Li=2%x; ly=10; m=m; my=yp; mg=m"
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APENDICE B

Integrales radiales
Si tenemos dos polinomios cualesquiera
n n
Pi(@)= } aa"; Py(@)= } bua*
r=I1 s=1{r

¥ los multiplicamos entre si, obtendremos otre polinomio

n+ns
Py (@)=P, (). Py(e) = JLaba = J ¢’
r $ t=1+0
Los coeficientes del nuevo polinomio son
nin. (t—n, »’) nin. (¢—n' n)
C = E Ai—s bs = E a,bt_, (B, 1)'
méx. ¢t—1I, V) méx. ({—U )

Las funciones radiales que aparecen en las secciones Iy 1I son

n—1

R (7') =— Npi. e, Z 1&nl.s'gs
s=1

= 1=1)!(n4- 1) )12

’

=r/a,; N -
p="/to; " a3 n,
n—s

Apg=(—1)° (m—s—1)1({l+s+1)!(s—10)!

Hemos introducido ademés las funciones

Rn an Rn
=2 R ()= P41y 22

_ anl
dar 7 ~ dr r

R)lll(r) -

Las que, efectuando las operaciones indicadas adquieren la forma

1 —Nu nl

b 1
R (7)= o et E Ans Ps
ap s=1
—N n—1
RL(r)=—Me—eu. T Alco
g s={—1
5=l 1.8 +1+1
1 2n P] on

o Apss ; A = Ay (SI#Zl —_ 1)-

S—Ii+1
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n—1
Al = —
Sy S T NETE
Cualquier combinacién lineal entre R!y R2:
a*R! + 0= R? = R~

-e8 expresable de la signiente manera

Na st
Ri=- -t .« gen E A . Ps
. a/() s=l—1
Con An = a* Agg + b Al
1~8{—l 1_8+1+l
Al = A (a® 2 e 20 (21— 1)
nls nls .8—|-2+l . 8—|-1-—l

n—t

Ane == 0 T

(s=1-1) (B,2)

El producto de las funciones radiales R,; y R, es entonces

N Npy 2, mdni—

« nl Nallt rall o @

Re By =— —2U . gmw £, S DfLot  (B,3)
) t=l+0—1

Siendo, de acnerdo con (B, 1)

min ({—a'+1, n—1)

D: = Z A:zls An’l’, t—s (B7 4)

méx (¢—1U, I-1)

Las integrales radiales se calculan por intermedio de (B, 3)

{>. « N’nlN’n'l’y 3 S“ —ﬂ .
Ry R 2dp — — e *7Y DZ. Sl © Y. ot r?
So'h Ry Ry . r2ds o L Oe 2 Fkr). gt ridr
t
Iy (B
Y como r = agp, j(kr)= %—Q, donde J,y+, es la fancién de
%

Bessel de orden % + !/;; nos queda

oo ,z N Nour
j j‘,‘ . Rnl Rnlll Ly = — :'L_l:?i a/g/z o
0 Vkr

P e —"-i__n’p H—E
v o
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Las integrales del segundo miembro son caleulables mediante la.
formula (11)

(b/2ay T (p+9+1)
b2 1
(1 + ) 2t Dv+1)

g e%. J, (bp) prdp =

. n4-n b .1
En nuestro caso es a= o) V= ko; v=hF 5i B= t+ 57
y la funcion hipergeométrica se reduce a un polinomio cuyo grado
p—v
es la parte entera de
ad

Mediante (B, 5) las integrales radiales pueden ser escritas

an Nn'l’ . a?,/2 . (b/2a)"+1/?

;1}.1“(7\+ f,)

. T+%+3) it 1 r=t . 3 B
(1+_2) a5
a

_ 2. NuNuo. (b/fm)‘v INt+r+3)
=== 5 ), Ve
ya.nr (7\+3) & (1+ ) .at+?

(=t 1%-t _ 3 1?2
11(2 _5"__’; A-|-§; —a—z) (B, 6)

8.7, Ry Ry . ridr =

Las funciones radiales necesarias para la tercera seccién son :

1
1 h — =@y 0 n—1 1 e
2 EO -+ 14 o~ 3 “na? 9 s—| % |+VoP—ai
S”x - V "N ne * E Anxs . P I : ! Vx *

2

s=|x |—1
Con
I =0 Ei — 12 \(n—[x) ! T (2% =022 +n— x| + 1]
Ny = - EO ’ a.é.]bd.cd(ﬂ-*-l/(ln,{ 5
312 (— 1)3—|x|+1[n —s—1F(x+ ]/am)] D L R e
Anxs =

(r—s—1)!(s—|%|+ 1)1 (2] %2—a%*—|%|+s+2)
Q= (=] %P+ 242 (n—|% )V — aig?

=riay; 2. Z.B/JE:-E:=n—|%|+}{%% —a%?; E,=mc*
P=Tig; ; i
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El producto de dos funciones radiales S es entonces

L 2 1 12
< ol NN /1 R — 5 (@, Fayrne 2
Sh St = N N ‘/1 (B, +E) (B,FE).e 2 ; D gt

Donde

é% min (—n!+1, n—1) é ?

Dy = E Aps Aty V=1t+ r*—a?2? 4+
N maix(t—|x'|+1, |zl—1)
+ =t —| |~ ||

. c . 1 o2 2 L1
La combinacidn lineal ¢S, S, +0*S,, S,..., resulta entonces
)
1 2 2 1 ‘ NN -—rl»(a.—i—a mE? 3 o
a” Snx Sn'nl + b“ Snx Sn’m = ))lx hll’z’ e 2T e E I)t . P (B-7)
t
Siendo abora

1 5
Di=7 {m. | 1 BoB) (BT 1), As Amurt—s + D%

8

1 — nys 2 )
y VI (B E) (Eoi‘b) . A:lx.s‘ A)ll'x', t—s

Las integrales radiales de la seccién IIT son del tipo
a ‘ jk S}m S;?;,Vxl . 7'2(17"‘*‘ b« } j’A S?Lx S)lu,_I L Pdr=
= S'j' (a,“ S}“‘ S?l"" + be S?Lx S)},’z') . 7'(17'

Que con la ayuda de (B, 7)y (B,3) se trausforma en (Comparar
(B, 7) con (B, 3))

ay . N N . (b/2a)

jjl (a"iL S}lx Si’x’ + ba Six Sf,lux!) . i'2dr =

\' L +%+3) (=t 1 a—t 3
L (¥ e e ' Ty

Lista de constantes numéricas utilizadas

oo AA—p+2) —p4 12 s [+ D 4p) 4p—1) 12
T+ ) En3) T T T A@R—1)(2n+ 1)
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2! =["(“*‘+2’0‘+P+1)]“2. 2 _ [0 D= = p— 1
L L | B @1 2+ ])
O =— [)\(7\+P+1”7‘_P+1)“2. e _ _ [(AD) (et ) ()}
* (h+ ) (2h+1)(2n+3)] 7 ™ =) (Zr )
@ ___{(‘A—p.+l)(‘/\+p,) o [kt (i ],
o *(n+1) 3o b 1) ;
S
G = WO IR
Al = [(l+m+1)(l+m+2)]1/2. AL (ﬂ)_(l_—_m—l)lﬂ
@unEH+s) |7 T (21—1) (2 +1)
B _ [(l—m+l)(l—m+2) e (1 +m) (I+m— 1)z
" ST B NC SV ESY
C} =_[<’+’"+1><l—m+1>]”2. Oy = |t (=) i
" @+ @+3) | 7 " [EI-) e+
o — pe _ [GEmt D]
A TS|

— I—m |2
Hf, =— G =
l o [2l+1]
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