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INTENSIDADES Y REGLAS DE SELECCION 

DE LAS RADIACIONES MULT1POLARES

P o r  CARLOS G. BOLLINI

Trabajo presentado para  eu publicación en A bril de 1955

SUMMARY

Interaction between an atom ic electrón and a radiation field is treated by re- 
presenting the la tter  by m eans o f  electrioal and m agnetic spherical solutione  
frora M axwell equations. In th is  way it  is  achieved a suitable formalism for the  
attainm ent o f in tensities and the corresponding selection rule», taking into  
account the conservation o f total angular momentum.

Thus appear, in the Schrodinger approziiuation, niultipolar electric and mag- 
netic and radiations which orders are comprised between the addition and the  
difference o f  azim uthal quantum numbers from the in itia l and final states o f  a 
transition.

It is found the efects o f  spin and the purely relativ istic  produced on the  
selection rules and besides it  is  inferred accurate and approximate formulaes 
for interaction m atrixes corresponding to Schrodinger, Pauli and Dirac approxi- 
m ations.

Comparison arnong the last two allow s to find the ex istin g  differences between  
relativ istic  formulaes, for sm all energies, and Pauli approxim ation formulaes.

INTRODUCCIÓN

Nos proponem os en co n tra r las  in ten sid ad es y las reg las de selec­
ción de las  rad iac iones m u ltipo la res em itidas por un  elec trón  en un 
átom o liidrogenoide, lim itándonos a  procesos de p rim er orden.

E n  el cálculo  co rrien te  de las p ro b ab ilid ad es de tran sic ió n , se 
desa rro lla  el operador de cam po en ondas p lanas. No obstante^ 
cuando se desea  d a r cu en ta  de la  conservación del im pulso  a n g u la r  
to ta l del e lec trón  y  del cam po, la  rep resen tac ió n  en ondas p lan as no 
es adecuada  porque é s ta s  no tien en  el im pulso  an g u la r definido. L as 
ondas que  tien en  definido su im pulso an g u la r son las  soluciones
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esféricas de las ecuaciones de M axw ell, es decir, p rec isam en te , las 
ondas m u ltipo la res. Si cada rad iac ión  m u ltip o la r de un c ierto  orden 
a se gubdivide en ondas de p a rid ad es definidas, se tie n e n  las ra d ia ­
ciones e léc tricas, de p a rid ad  (— l ) 1 y las m agnéticas, de parid ad
—  (— 1 )'. La d iv isión  en los tipos eléctrico  y  m agnético  pe rm itirá , 
en to n ces, d a r cu en ta  tam bién  de la  conservación de la  p a rid ad .

H ab itu a lm en te  se considera  que  en tran s ic io n es  o rb ita le s  se p ro ­
ducen  ún icam ente  rad iac iones de c a ra c te r  e léctrico . W . H e itle r  (1), 
por ejem plo, afirm a que cuando no hay in versión  de esp ín  no ex is te  
la  posib ilidad  de u n a  em isión de c a rá c te r  m agnético  (Loe., cit. pág. 
123). S in  em bargo, si se considera  Ja conservación  del im pulso a n g u la r  
to ta l del sistem a electrón-fotón, aparecen  su p e rp u es ta s  a u n a  ra d ia ­
ción e léc trica  (predom inante) rad iac iones m agnéticas y e léc tricas  de 
ó rdenes m u ltipo lares superio res. E s en tonces de in te ré s  d isc u tir  con 
c ie rto  d e ta lle  lo que sucede con la  aproxim ación de S clirod inger, es 
decir, sin  te n e r  en cu en ta  efectos de esp ín  o re la tiv is ta s . P o r  o tra  
p a rte , ex is ten  influencias pu ram en te  re la tiv is ta s  que es conven ien te  
se p a ra r  p ara  su m ejor e stud io  de las  que prov ienen  de la  ex is ten c ia  
del espín. P o r e s ta s  razones se t r a ta  el p roblem a propuesto , su cesi­
vam ente  en las aproxim aciones de S clirodinger, P au li y D irac.

E l desarro llo  del potencial vecto ria l del cam po (A) en ondas m u lti­
po lares e léc tricas  y m agnéticas y A^) tien e  la forma :

A =  } 3®, - • A*;,(r) +  . A* ,( r) j  +c. c.

donde y  q ^  son, re spec tivam en te , los operadores de em isión de 
fotones de tipos e léctrico  y m agnético , de im pulso  an g u la r de v a lo r), 
y cuya com ponente según  el eje z  es jí.

Sim bolizando con 9  a los estados del e lec trón  y  con F  a los del 
fotón, podem os form ar un con jun to  ortonorm al del s istem a electrón- 
fotón, m ed ian te  los p roductos P . cp. L a in te racc ión  e n tre  el e lec trón  
y  el cam po está  especificada por un operador EL', cuya form a depende 
de la  aproxim ación que se considere , siendo en  genera l un  producto  
de m agn itudes del e lec trón  (P), por una función del operador del 
cam po (F  (A)).

H ' =  P . F ( A )

La ún ica p a r te  de F  (A) que in te re sa  en los procesos de p rim er orden  
es la lineal en  las  q, esto  es

S  | qEF 1 (AE) +  gMF 2 (A M) | + c . c.
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P o r lo tan to , la  m atriz  de H ' en  el sistem a P . cp es

( r y  I H ' | Pcp) =  s  (P'cp' | P  . (gEF f  + qMF f  +  c . c) | T . cp) =
■*H, V

=  S  | (P' I I T) (cp' I P  . F f  | <p) +  ( r '  | qM1 P) (cp' | P  . F f  | tp) ¡
/.¡i., v

La m atriz  (P ' | q? | T) es d ife ren te  de cero sólo en  las em isiones de 
un fotón de tipo  e léc trico  (del c a rác te r fijado por los subíndices) y 
análogam ente la  m atriz  ( r ; | q ^  | T). A l e s tu d ia r  en tonces los procesos 
que se refieren a em isiones de tipo  eléctrico , sólo es necesario  enca­
ra r  el cálculo de (cp' | P  . F® | cp) y de modo parecido  en em isiones m ag­
né ticas  con (cp' | P  . F f1  cp). E sto  se lia calculado p a ra  las d iferen tes 
aproxim aciones. La p rin c ip a l d ife renc ia  en tre  e llas se encuen tra  en 
el significado de los coeficientes D que figuran en las fórm ulas finales 
de los elem entos de m atriz  (com parar las  fórm ulas (I, 16) y  (I, 17); 
(II, 1 2 ) y  (II, 13); ( I I I ,  9) y  ( I I I , 10)). E s  de d e s ta c a r  en p a rticu la r , 
las d iferencias ex is ten te s  e n tre  las fórm ulas re la tiv is ta s  p ara  peque­
ñas energ ías y  las fórm ulas de la  aproxim ación  de P au li.

P o r  su p a rte , las  reg las de selección se ob tienen  a causa  de la  
c ircu n stan c ia  s ig u ien te . N i el operador que rep re sen ta  el im pulso 
an g u la r del e lec trón , n i aquel que rep re sen ta  el del fotón, conm utan  
con el liam ilton iano  de la  in te ra c c ió n ; m ien tras  que sí lo Lace la sum a 
de am bos, es decir, el operador J de im pulso an g u la r to ta l (en cam pos 
cen trales). E sto  significa que la ú ltim a m ag n itu d  m encionada es una 
co n stan te  de m ovim iento m ien tras que la s  co rrespond ien tes al 
e lec trón  y  al fotón no lo son. P o r lo ta n to , si J es tab a  in ic ia lm en te  
referido a sus ejes p rin c ip a les  tam b ién  lo e s ta rá  luego la  tran sic ió n . 
A liora b ien , los productos r^cp^m no son funciones p rop ias de J 
(salvo p a ra  PL, que se refiere a  la  ausencia  de fotones) de m anera  
que es necesario  e fec tu a r una  transfo rm ación  u n ita r ia  que lleve esos 
p roductos a estados propios de J. Las funciones re su lta n te s  son (2)

'P jm  =  E  0 * (J M ,ff l |i) rv p jm. (1)
m+¡*=M

L a transfo rm ación  co n tra ria  es

mp.) 'F  JM (jt -A) (M =  m +  ¡i) (2 ) 

No hab iendo  fo tón p resen te , el estado  in ic ia l e s tá  rep resen tado  por
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y el im pulso an g u la r pertenece  por en te ro  al e le c tró n : J  =  j ;  M =  m. 
A l ap lica r el operador H ' de la  in te racc ión  a  e s ta  función, debe 
re su lta r  una  au to función  de J ,  po r las  razones señaladas. C uando se 
efec túa  el p roducto  esca la r de H ' ¡ Ilir. por la  función r iflcp;m, el 
producto  es nulo, si la  ú ltim a  función no con tiene  en su desarro llo  (2) 
a lg u n a  función con J = j  y M =  m. O bservando  el c itado  desarro llo  
se ob tienen  las reg las de selección.

Como an teceden te  de n u es tro  trab a jo  podem os c ita r  el de H . O. 
B rinkm an  (3) que sigue un  tra ta m ie n to  d ife ren te  del n u estro , ba ilan d o  
las in ten s id ad es  m ed ian te  el p rinc ip io  de correspondencia  y  sin  
ocuparse  de las p a rte s  rad ia les  de las  in teg ra les.

U n esquem a del tra ta m ie n to  h ab itu a l, así como o tra s  re fe rencias, 
pueden  sor en co n trad as en  el libro  de A . Som m erfeld (4). La cuestión  
del im pulso an g u la r llevado por la  rad iac ión  e s tá  d iscu tid a  en un 
a rtícu lo  de W . H e itle r  (1) y  desde o tro  p u n to  de v is ta  tam b ién  por 
J .  A. B alseiro  (5).

La energ ía  to ta l del e lec trón  de un  átom o bidrogenoide, en in te r ­
acción con el cam po de rad iación , es

Q ue puede separarse  en una  p a rte  co rrespond ien te  al átom o

y en una  in teracción

No tom am os en cu en ta  al té rm ino  en A 2 pues és te  invo lucra  procesos 
de segundo orden.

L as funciones p rop ias de H„ son

P a ra  en co n tra r la  m atriz  de H ' en el sistem a form ado por e s ta s  fu n ­
ciones, ponem os p rev iam en te

I .  APROXIMACIÓN DE SCHRODINGER

T  ” , =  R wi ( r ) . Y  f  (0, <p) =  (»•) B  T  e i m
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y  procedem os luego a l cálculo de la  m atriz  de cada uno de los té rm i­
nos de la sum a. E s te  desarro llo  perm ite  u tiliz a r  las  s igu ien tes p ro ­
piedades del operador de im pulso  (5)

(Px +  ipy) 'F  = i h .  A  L  . R i ,  . Y +  ih  . A  L  • B  h  . Y T-V (1,2) 

(P* -  ipy) 'Vni = i h .  B L  . B i ,  . YT+1 + ih  . b L  • En* • Y n 1 (1,3) 

P z  llpni =  ih . o L  . l i l a .  Y r+1 + ih  . C L  • • Y f - i

donde

R  n i  =  ~T~ E j i i  ~  5 R  n i = =  "T“  E j i i  - J -  E n í  •ar r ar r

T ra ta rem os aho ra  separadam en te  la  in te racc ión  del átom o con las 
p a r te s  e léc trica  y m agnética  de la  rad iac ión , u tilizan d o  p a ra  e s ta  
ú ltim a  las expresiones del po tencial v ec to ria l (j es la  función esfé­
rica  de B e s s e l: j  (fcr))

(A* -  i A y)l[L =  a . j , +1 . Y f í í  +  a  ^ . >A_ X . Y (I, 6)

(A* +  t A ,)x,  =  b l . j l+; . Y f+ i +  b l . . Y  f= í  (I, 7) 

(A ^  =  c -Jj,. j-,+i . Y J+i +  c I j i - i . Y f_x (I, 8 )

válidas p ara  la  p a rte  e léc trica . A  la  p a r te  m agnética  corresponde, 
en  cam bio, las  expresiones

(A *  -  i A y ) x¡í =  a-,.,, . j , . Y £+1 ( I , 9 )

(Ai- +  iA y ) ^  =  b,,¿ . .  Y P 1 (I, 10)

(A z)^  =  cXi, . j x . Y £ (1 ,1 1 )  

Los sub  índ ices X y ^ fijan el c a rác te r de la  onda m ultipo lar.

Elementos de matriz.  — a) P a r te  e léc trica .
M ultip licando  la (I, 6) po r la  (I, 2) se ob tiene  la  sum a

• 7 1 * 1  » t\  1 -rr ¡i 4" 1 t t  tw 4" 1 iíh  . a v-j. A im . ji+ i  R  ni . 1l a + i Y +

*7 1 » 2 • T-) 2 TT f*. +■ 1 -\7‘ ,ih  . a>;i A . / A+i R ,!i. i i + i  Y |_ i  +

•T 2 » 1 • -j-» i -\t- U. “f* 1 -\r ro+1  .íh . a >.,* A  im . ;-A_ i K «i • Y -A —i Y j+i +

• 7  ̂ * 2 * t> 2 ¡i -J- 1 y  m+1ih , ci A —i R • i. >, —i Y i—i



E fec tu an d o  el p roducto  de e s ta  sum a por la  conjugada de e
in teg ran d o  sobre  todo el espacio * re su lta

(V  Z'i' | (A* -  (px +  ipy) | =  ih . Bm, m,+(1. j

« l  A  ¡m . f i , + , E Í , E  n,v . r H r . ¡ 0  & 1 © S * . 0 v' • sen  0 . rffl +

« l  A  L . ¡ j , +1 R  h  R„,j, . rH r  . j 0  -’+ ! . 0  \n_ \l . 0  sen 0 . d6 +  

al,  A  L . j j ,_ !  R  i ,  R„,¡,. r*dr . ((■) í - i  . 0  T+V  . 0  . sen  0 . d0 +

o l  A  L  • U - i  K i» B».n • r*dr. j 0  f ± i . 0  ?+{. 0  f  . sen 0 . d0 j 

P rocediendo  de m anera  análoga con (I, 7) y (I, 3) deducim os 

( lF  n!v I (A* +  i Ay ) } ^  ( p x -  i p y) | ,“ ) =  i h . m>+¡í • j 

b B \m . | j,.+i R  R „(j , . r2d r . j 0£¡T1 • 0  ¡+71 • 0  v' • sen 0 . d6 +  

b l  B L  . j.?,+] R  h  R „„,. r*dr • j 0  }. 0  M 1. 0 ? ' .  sen 0 . d6 +  

b l ,  B L  . j j , _ : R  R . r*dr . j 0  r f  . 0  ̂  . 0  . 8en 0 . dQ +  

b B L  • [ j , - i  B  h  R«'í' • r H r . ¡ 0  . 0  T i ' . 0  ? ' .  sen 0 . d6 J 

R ep itiendo  el p rocedim iento  c o n (I , 8 ) y  (I, 4) obtenem os

( 'F  | ( A z) - ^ p z | W  Z )  =  i h . í w . m,+,. j

c L  C L  . \ j-,+¡í R  \ i  R„ij/ . r 2d r . j 0  J+1. 0  “ j . 0  . sen 0. íZ0 +

\ j i +i R  ~ni R n-¿,. r-dr . \ 0  J1. j . 0 0  .s e n  6 . dO +

c in C L  • ÍÁ - i R  ni R„»¡r. r 2d r . j 0  . 0  ™ ¡ . 0  ™'. sen 0 . d% +

c l  C L  • j / , - i  R  h  R »„,. r H r . j 0  U  . 0  T - i . 0  . sen 0 . d% j

E fectuando  ah o ra  la  sum a ind icada en el m iem bro de la  d erech a  
de (I, 1 ) y  sacando a las in teg ra les  rad ia les como fac to res com unes, 
queda

* Utilizam os lo notación ( /  ¡ X | g) — \ f .  X . g . dv.
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( ' F  n ' v  I A;,* . p  | ' F  Z  ) =  i h  . Om,  m' +p-  j 

®n ■ jÁ+i R  n i  R»'i' y ^ d r  +  • ij*+i R  n i  Rfj'i' • f^dr  +

E 21 "jjx - 1  K h  R»'¡' • r^dr  +  E22. j j>._i R h  Rn,¡,. r 2d r  j ......... ( 1 ,12)

D onde hem os puesto , por ejem plo,

En =  En (>*, lm, Vm') = \ . a l  A  )m . j © f + {. 0  T+V  . 0  7  sen B.dB + 

\  • b l  B L  • 1 0  T i1 0  “ 7 1 • 0  r . sen 0 . d6 +

c I, C L  • J 0  r+i • © “  i . 0  r  • sen  0 . dü 

(P a ra  la  obtención ex p líc ita  de estos coeficientes v e r A péndice A). 

b) P a r te  m agnética

P a rtie n d o  de las fórm ulas (I, 9) - ( 1 ,1 1 ) y  siguiendo desarro llos 
en te ram en te  sim ilares a los an te rio res , tendrem os

(lF™,. | ( ^ j c - Í A y } , . n { P x  +  ÍPy)\  T r ( )  =  iV l.5. , w + f  |

. j y X ,  E„,j,. r*dr . j 0 -r+1 • ©f+V • ■ sen  0 . dü +

A?m • j j,RníR»-,. • r-rfr . j © í+1 . 0 Ü_V . © ^ . sen  d .d 8 j

( ’F  n'V | (Aj; +  Í A y ) ^  ( p x -  ipy)  \ W n l  ) =  ih . 5 m, »' +  .* . j

h M m • j j-, e L  R«-!<. rH r  . j © p 1 • ®7+i . ® 7  ■ sen 0 . <70 +  

h ,  B L  • ¡ j ,  B*, R». * . rhlr  . j 0 ¡T 1 . ©“ I 1 • © f ' - sen 6 . dd ¡

( V n 'v  | (A ¿ tfp ,  | V ? ,)  -  ih  . 5 m, m.+, . j 

C,, o L  • j j i  B il Rft'C. r2dr  . ¡ © f . . © ? '. sen 0 . M  +
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( T r n A - ^ . p i ’F r , )  =  i h . s m, j

M01 . j j ,  l i lHl E ,w . r2dr  +  M02 . ( j ,  R„.;>. r2dr  j .......... (1 ,13)
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Reglas de selección. — Las fórm alas (1,12) y  (1 ,13) perm iten  es­
ta b lece r  la s  s ig u ien tes  reg las  de selección :

P a ra  que un  e lec trón  atóm ico posea una  p ro b ab ilidad  no nu la  de 
p a sa r  de u n  estado  'F^i a un  estad o  'F™¡ > em itiendo  en la  tr a n s i­
ción un fotón carac terizad o  por a y  jjl, es necesario que

I o) ¡i =  m — m'

E s ta  reg la  se deduce de la  aparic ión  del fac to r §m, m.+¡1 en todos 
los e lem entos de m a triz  y  físicam ente  significa que se conserva la 
com ponente z  del im pulso  an g u la r to ta l.

2 o) \ i - r \ < i < i + i '

P u e s  los coeficientes E  y  M son nu los de no cum plirse  e s ta  cond i­
ción (ver A pénd ice  A). E s ta  reg la  tien e  por significado físico la 
conservación  del im pulso a n g u la r  to ta l, expresando, en el tr ián g u lo  
form ado por los tre s  vecto res de im pulso  angu lar, la  condición de 
que un lado cu a lq u iera  debe se r m ayor o igual que la d ife renc ia  y 
m enor o igual que la  sum a de los o tro s dos.

3o) Si a + 1 + 1 '  es p a r la  rad iac ión  em itida es de tip o  e léctrico , 
de lo co n tra rio  es de tipo  m agnético .

E llo  es as í porque cuando d icha sum a es im par se an u lan  los coe­
ficientes E , m ien tras  que en el o tro  caso son nulos los coeficientes M.

L a reg la  en unciada  proviene de la  conservación de la p a rid ad . Si 
en  la  tran s ic ió n  no hay  cam bio de p a rid ad  en los e s tad o s del e lec­
tró n , en tonces l +  V es p a r y  el fo tón em itido debe e s ta r  en un  estado  
p ar, pero  p a ra  que esto  ú ltim o o cu rra  es necesario  que Á sea p a r en 
la s  rad iac iones de tip o  eléctrico  e im par en  las de tip o  m agnético , ya 
que am bos tipos de rad iación  tien en  sus parid ad es fijadas por ( — 1 )* y  
( — l) 'A+l resp ec tiv am en te . D e análoga  m anera se razona cuando
l +  V qs im par.

4o) Si 1^=1' en tonces a =  11 — V\ corresponde a u n a  rad iac ión  
e léc trica  pues X +  l +  V =1  -f l' +  11 — V | =  2. m áx (l, V) que es un  
núm ero par. D e aqu í se sigue que a =  11 — V | + 1  e s tá  asociado a 
u n a  rad iac ión  m agnética , a =  \l — l'\ +  2 a una  e léc trica  y así su ce ­
s ivam en te  h a s ta  lleg a r a  Á =  l +  V que corresponde a u n a  ra d ia ­
ción de tip o  eléctrico  (X + l + V =  21 +  21').

R esum iendo : En u n a  tran sic ió n  en la  que l =j= V son posib les los 
s igu ien tes tipos de rad iaciones
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}. =  | l-V  | . E léc trico  
. M agnético 
. E léc trico

} .=  l+ V  - 1 

1 =  1+1'
. M agnético  
. E léc trico

5o) C uando 1=1' ^ 0 ,  es tá  au sen te  de la  lis ta  a n te r io r  la  línea  que 
la  encabeza, pues no ex is te  rad iac ión  a lg u n a  con X =  0 .

6 o) E n tre  dos estados con 1 =  1'= 0 no hay  tran sic ió n  (rad ian te) 
posible.

La razón es la m ism a que la que explica el pu n to  5o.

Intensidades.

R etom ando aliora la s  fórm ulas (I, 12) y  (I, 13) in troducirem os las 
no taciones

L as in teg rac io n es pueden  ser e fec tuadas sigu iendo  las tra n s fo r­
m aciones d e ta llad as  en el apéndice B, de las que re su lta n  finalm ente: 
P a ra  la  p a r te  e léc trica

Q uedando en tonces p a ra  la p a r te  e léc trica

y  p a ra  la  p a r te  m agnética



(I, 15)
E s ta s  expresiones p erm iten  e fec tu a r el cálculo con el g rado  de 

ex ac titu d  requerido  en  cua lqu ier c ircu n stan c ia . S in  em bargo, pueden  
se r sim plificadas considerab lem ente  tom ando aprox im aciones ad e ­
cuadas. A  ese ñn notem os que, s iendo  b =  ka0 y hck =  E (l — E„. se rá

L a in te rvenc ión  del fac to r 1 /1372 hace que (b/a)2 sea gen era lm en te  
m uy pequeño. P o r ese m otivo es suficiente tom ar el p rim er térm ino  
(la unidad) en los desarro llos respec tivos de la  función liipergeom é- 
tr ic a  y de la  función (1 +  b2/a 2)t+2. T am bién despreciarem os, en la  
m atriz  de la  p a r te  e léc trica, al té rm ino  que con tiene  la  segunda  su- 
m ato ria . En e s ta  aproxim ación, los e lem entos de m atriz  adqu ieren  
la  form a:

P a ra  la  p a r te  e léc trica

b/a -  -
Z . e2 n — n'
2 he nn'

■ (b/2a)*-!

(I, 16 )

P a ra  la p a r te  m agnética
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L a aproxim ación efec tuada  es eq u ivalen te  a l a  h a b itu a l de suponer 
que la lo n g itud  de onda de la  rad iación  em itida  es m uclio m ayor que 
las d im ensiones del átom o que irrad ia . E l tra ta m ie n to  seguido p e r­
m ite, adem ás, conservar las p a rte s  p rinc ipales de tod as las rad iac io ­
nes m u ltipo lares.

C otejando (I, 16) con (1 ,17) se ad v ie rte  que la m atriz  de la  in te r ­
acción m agnética  de orden X' es de m agn itud  análoga a la  e léc trica  
de orden >/ + 1 ; m ien tras  que com parada con la e léc trica  de orden

— 1  es ap rox im adam ente (b/2a)2 veces m enor. D ebido a que las 
in ten sid ad es de las rad iaciones em itidas son proporcionales a los 
cuadrados de los elem entos de m atriz , re su lta  en defin itiva que en la 
lis ta  m encionada en el pun to  4” de las reg las de selección, cada ra d ia ­
ción m agnética  es (6/ 2 a )4 veces m enos in ten sa  que la  rad iac ión  eléc­
tr ic a  que la  an tecede, siendo aprox im adam ente  de la  m ism a in te n s i­
d ad  que la  e léc trica  que le sigue.

Si se tom a en cu en ta  el espín , la  in te racc ión  con el cam po e lec tro ­
m agnético  com prende no so lam ente  el té rm ino  o rb ita l A. p  sino 
tam bién  o tros té rm inos debidos al acoplam iento  en tre  el m encionado 
cam po y  el espín . Con esto s nuevos térm inos la  energ ía  to ta l de in te ­
racción es

D onde E y  H son resp ec tiv am en te  los cam pos e léctrico  y m ag n é­
tico  de la  rad iac ión , a es el vecto r form ado por las tre s  m atrices de

Las funciones prop ias del ham ilton iano  del átom o son ahora

C alcularem os en el sistem a de e s ta s  funciones, las m atrices de 
cad a  uno de los sum andos que componen 11 '.

I I .  APROXIMACIÓN DE PAULI

( H , l )

P au l i.
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M atriz  de A. p. — E s ta  no ofrece d ificu ltades puesto que 

(’C ?  I A * . p | ' iC r )  =  O™ Gpm. ( I A-*, • p | lí ‘“ ) +  

+  n f m 1 A ,,. p | 'í-“ + I)

L as dos íiltim as m atrices fueron d e te rm in ad as en la  sección  I -  
E fectuando  la  sum a y  poniendo por ejem plo

E n *  ( ají • l /n l 'W) =  G^a Grfm' E u  (a|ji lm Vm') +

+  ’Q.tn H¿rm,E u  (a|í., lm +  1, l'm' +  l )
obtenem os

a) P a r te  e léc trica.

( ' C r lA ^ . p i ' lC r )  =  \

E n *  - l ^ + i R ^ R ^ i ' . r V r  -f E j ^  . j j A+1 R ^  R iW, . rldr +

E Í*  • j j , - i  R«¡ R„'í. . r2dr +  Em± • j R?,i E,w-. r2dr | (II, 2)

b) P a r te  m agnética .

( ^ r r | A - , , . p ¡ ' n * r )  =  i h . 5m, „ ,+ ;i. \

Mol-  • j j¡.R„¡R,i'!' • tAdr  +  Moa-  . | j-,.Rn(Ri¿'¡' • >’2dr  j ( I I ,  3} 

M atriz  de a . H. — E l p roduc to  esca la r a . H es

yH^ +  ilIj, — H  z¡
y de aquí deducim os

i X Z r  [a. H I W T )  =  (^J- | S z | WZ) -

-  B t n V L ’ ( x¥ t t 1 1 H z | ¥ ? ,+1) +  H fMGFm, (>17/, | B x -  m y | * “ ,+1 +

+  G ^ H f m ( V Z f 1 1 H x +  iH „ | V Z )

a) P a r te  e léc trica .
T eniendo  p resen te  que Heiéc. =  — i k . Amag., y  procediendo  como en 

la  sección 1  se llega  fácilm ente a

I a . H „  I ' í ’: ; f ) =  -  i k .  8 m, . \ j , l l nlK , , l.ríd>-. )

G taG L ’C,.. j e j e r © * ' . sen m  -
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-  h^h^cx, . j efer+1er+1. sen m +
H t n G L ' d ^ . j « r :,© r +1e r . sen MQ +

+  G t n t m ' K  • J e r ‘e r e r + 1 . sen 0^0 j

y sim bolizando con B ot± ()>ji a todo lo encerrado  e n tre  las lla ­
ves, nos queda

(’**,” ' I a . H ;i I V Z f  ) =  -  ik . Sm, m-+ ,. E S *  • U R »¡B M,r • r2dr  (II, 4)

b) P a r te  m agnética .

A hora, con proced im ien tos en te ram en te  sim ilares a los an te rio re s  
y  sab iendo  que Hraag. =  ik  . Aeiéc. re su lta

(li v r  I a . H>, I lr™ r) =  -  i k . cM, m,+ , . {

MjT^ . j ji+iKníRn-p. r2dr  +  . r*dr j ( I I ,  5)

D onde liemos puesto

M n r  (ají lm l'm') =

G s . g ? m, • j e í+ i  e ?  e ? ' . sen e ae -
-  e l  H &  H&,. j e?+i ©r+1 «T+1 • sen 0 ¿ 0 .

H &  G fe, • ¡ B “+ i © r+i 0 7  • sen  6 d0 +

+ ¿L g £ ,  \ \ f m, . j B í+ Í er er+1 • sen 0 d0.
( a j í  lm l'm') —

4  G &  G rm, • j 6 Í_1  « r  © r • sen 0 d 0 -

-  <  e f m, . [ 0 '¡\_i © r +1 e ™,+1 • sen 0 eí0 +  

a?, H O f m. • ¡ Hf—í e ”  + ' eü*' • sen 0 d0 +

+  b l  G¡7„ H f,„. • í 0 ? IÍ 0 ™ 0 ™ '+1 • sen 0 dO.

M atriz de a . E X p. — E fectuando  el p roducto  tr ip le  y h ac iendo  
uso de a lg u n as id en tid ad es a lg eb ra icas  vem os que a . E X p tie n e  
la  sigu ien te  expresión  m atric ia l
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^ { ^ X + Í ^ y ) { P x - W y )  ~  Í  ( E X~ Í K y ) ( P z + Í P y )

( E¿ -  í'Ej,) p ,  -  E¿ ( p X -  i p y)

® z - ( P x  +  ÍPy) ~  (Kx +  ÍEy)Pz  \

i  (E s -  í  E„) {pX +  i p y) -  \  ( E* +  i Ey)  (p X -  ipy) 1

la  que, con jun tam en te  con E =  — i k . A, nos perm ite  deducir

( T ^ I o . E  X  p|  T l l f )  =  k ¡ 2 . j

Gfc» Gfcn'  [ [Wn'y \ ( A x +  ¡ Ay )  ( px -  Ípy) ¡ lí ’"'¡) -

-  \ ( A X - Í A y ) ( p X +  Í P y ) \  +

Hun'Üvm' [(T™í,+ 1 |(Az-H 'Aj,) { V x - Í p y) \ T ™ /1) —

-  \ ( A x - i A y) ( p x +  Í2>y) \ x¥ n i +l )] +

2 . Q ? n . [ ( «  | (A^ -  i A y ) p z ¡ M T r 1) -

-  ( 1I ’ "l',¡' ¡ A z ( p x — ipy) | T,™4̂ 1) ] —

2 . G t n  h , ^  | ( a * + í a v) JPz j > o  -

- | A z ( ^ + i^ ) |  T^)] S

Las cuatro  p rim eras m atrices fueron ya d e te rm in ad as en la sec­
ción I ;  las cua tro  re s ta n te s  tien en  el s ig u ien te  desarro llo

a) P a r te  e léc trica.

{Wn'V | ( A x - Í A y ) - ^  . p z | T “l+1) =  -  Íh . Sm. to'+h • {

C L + i • j j i+ i  Rn¡ R«'¡- • r ‘¿dr . ( Hí+J tíf+ I1 (-)’/■". sen  0 ¿9 +

<4 c L +1 • ji).+ i K i E ,, ,  • rhlr  . [ S l t \  e r_V  e l- ' • s e n 6 S  +

j ji-iE Íw R ».,,. r - d r . j • sen 0r/0 +

a ^ o L + i . j j ,_ I R L E ,, , , . r H r . j H ííl© r_+i' ( <  • sen m  \ 

( T ™!^1 KA^  +  íA j ,) - , , , .^ !  ' I■»")=— i h .  5m, m,+¡1. i 

bl  O L  . \j-,.+1 E ’(¡ K b.«, . r*dr . \ BÍ+} © T + l . sen 6d% +



b l  c L  . U + ,  R»I R » * . r*dr . ¡ ©Í+/ 6 “ ' +1. sen 6d6 +  

t í ,  C}m . j j , - 1  R L  l i n-v. r 2d r . j ©{Ti H”  i ©¡*'+1 ■ sen 6d6 +  

b l  O L  • ¡ /* - i  K i  R».r • r'¿dr ■ j 0 'C l  « " 1 B “ '+1 • sen 6dB j

I (A*) ̂  . (Px +  ipy) | lí ’r¡) =  ih  • ?m, m'+;ji . í 

<4 A L  ■) >*+1 R Í¡ R>W- • r*dr . J ©£+1 ©1+V ©™+1. sen  M i  +

<4 A?m • j ji+i R»¡ R»'í' ■ r 2d r . j ©J+1 (-í f- l  f>T'+1 . sen OdQ +  

e l  A¡m . \ j ,  _¡ f i h  R n'v • r2d r . \ ©£_i ©“ -V ©™'+1 • sen 6d6 +  

e l  A L  . e£ ¡ E„.j-. r2d r . j ©J_i ST~i 0™ '+ 1 . sen tídO |

1 ( A z)-V . ( p x - ip y )  | lF«¡+1) =  ih . om¡ . |

e l  B L + 1. ( j x+1 R l¡ B„,p . r 2d r . j ©J+i (-)T+i ■ sen 6d6 +

e l  B L + i • ( jx+i R«i R n'v • r2d r . ( ©£+i © t- i ©” ' .  sen QdB +

e l  B L + i • R»¡ R«'¡' • r 2d r . \ (■ © ^  0 ™' . sen 0tf0 +

e l  b L + i  • í j \ - i  R«¡ Rn'¡' • r 2d r . j © i_i 0 ’¡"Li © T • sen 6dd |

Sum ando e stas  cu a tro  m atrices  a  las  que ya ten íam os y ag rupando  
los térm inos que co n tien en  la  m ism a in teg ra l rad ia l, obtenem os

( ■ I O. E * . x  PI ’í C r )  =  -  i h k . s„t, m,+ , . j

E 'k *  • |  Jb+ 1 E-L R,w> • r2dr  +  E 'f i r  • j h L  B * f . r 2dr  +

E ' l i *  • | j-,_i ü L  E n'¡' .~r2dr  +  E ' É * . j j>._i R«¡ E ,r t  . r 2dr  j (11,6 ) 

E l significado de los coeficientes E ' es obvio.

b) P a r te  m agnética .
L as n u ev as m atrices  n ecesarias  son

( Wn’V I ( A x - i A y ) ^  . p z | Wnl) =  -  ih . bm, m,+ ;i . | 

c L + 1 • ( jx Rui R„,P. r*dr . ( © f+ ' ©I+V © 7  • sen  0 <Z0 +

«V 0 L + i • | j \R » i  R«' v ■ r2dr  . j ©i*+1 ©^"i1 0 ™'. sen 0 dB |
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( T ™ ^ 1 1 (A.x + iA y 'y^ . p z | 'i ',” ) =  -  ih . cm. ,„.+;x. | 

b,,, üL • (j,. KÍií ■ r - d r . j © f 1 ©5% 0 ”‘'+1 . sen 0 <i9 + 

b„  üL • ¡ j ,  B»i K ; ,  ■ r H r . j 0^+1 0™'+l • sen 0 dB j

( lF “ ('+ 1 1 (A*)-^. (p x +ipp) | lI \“ ) =  -  ih . 5,„, m.+|4. |

«V A L  • j j ,  Bli B„,p . r H r . j 0f 0 & 1 © " '+1 • sen 0 d% +

A L  • j j ,  b L  Bb.„ . r ' d r . | 0 f 0 r_V  e r +1 • sen  9 dB j

( V n ñ . \ { A z) ^ . { p x - i p y) \ 'F;r¡+ I ) =  -  i h . i m, m,+VL. j 

<V b L  • j j ,  E Í¡ iin’i, ■ r2dr  . j 0 f 0 ¡+j 0 ™'. sen 0 dd +

(i,., B¡m . (J> B;t¡ . r^dr . j 0;1 071! 0™'. sen 0 dd j

De aquí, procediendo como se b a  señalado  en la p a r te  e léc trica , 
se llega a la  m atriz

(VZr* | a . E ,,X  p | ’C ,±) =  - i h h . *„.«•+>. |

M'ol* \jxB.\iBn>v.**dr +  W & ± j j,. R»í Bn,¡,. r2dr  . j (11,7)

Matriz de W .—  P a ra  conseguir la  m atriz  de la in teracción  to ta l H ', 
sum am os las tre s  m atrices p arc ia les  an te rio rm en te  en co n trad as.

a) P a r te  e léc trica .

(VT? | U;.t | >nj±)= - ¡eh/mc . ím, . j ? • Ew* jjx R»j H-r • r*dr +

(Kfr -  í  • E'n^ • ( j , - i  B,,1, B„,j, . r2dr +2mc J

+  ( E ^  -  ^  • E 'j |+) . ( j ,.+ 1  B*, B».,.. r'¿dr +

(E |í± -  ~  • E ' ^ )  • j i , _ !  B l , R ,„  . r H r  +

+  ( E ^  -  ^  • E 'É * ). ( j , - i  R n;  . r*dr[
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b) P a r te  m agnética .

Reglas de selección. —  Para, enunciar a lgunas de las reg las de selec­
ción convendrem os en decir que bay  inversión  de espín cuando se 
pasa  de un  estado  'f*+ a un  estado  lF ~ o v iceversa. N ótese adem ás 

que el índ ice m de 'F “¡± d a la  com ponente 2 del im pulso an g u la r to ta l
1 1 

del electrón d ism inu ida en - :  m =  m¡ — —•

D e (II , S) y (II, 9) deducim os en to n ces:
P a ra  que un e lec trón  atóm ico posea una probab ilidad  no n u la  de 

pasar de un  estado  'F»{± a  un estado  em itiendo en la  tran sic ió n
un fotón carac terizado  por a  y [jl, es necesario  q u e :

1 ”) [i — nij — m 'j

P u es  debido al fac to r 3m,m.+|1 debe se r ¡i =  m — m' =  m  +  i  —
¿1

E sta s  desigualdades se deducen  de las p rop iedades de los coefi­
c ien tes E  y M (ver A pénd ice A). Los coeficientes E ++ y  M ++ son

todos nu los a m enos que 11 — l' \ < a l +  l' +  1 , pero como j  =  l +  -

y f  =  V +  i ,  la ú ltim a  fórm ula m encionada es en realidad  idén tica  a,

la que encabeza este  párrafo . Por o tra  p arte , E  y M se anu lan  
si no se cum ple que 11 — V | .< a  <. I +  V — 1, desigualdad  que se re ­
duce nuevam en te  a la  p r im itiv a  cuando se tien e  en cu en ta  que ahora

j  =  l — i  y  f  =  l' — i .  D e m anera  p arec ida  procede la  dem ostración

en los casos de inversión  de espín.
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L;i única modificación que tra e  e s ta  regla, com parada con la segun­
da de la  sección I, es la  ex tensión  en dos un idades del rango  de valo ­
res posib les de X, ya que por lo recién  explicado  debe s e r :

2°)(b) \ l -  l'\ -  1 <  a  <  l +  V +  1

3o) Si / +  /' +  a  es p ar la  rad iac ión  em itida es de tip o  eléctrico , 
de lo con trario  es de ti pe» m agnético.

E sta  regla es la misma que la  tra ta d a  en la  sección I y p roviene 
tam bién  de las propiedades generales de los coeficientes E  y  M. E lla  
puede, sin  em bargo, ser enunciada en función del núm ero cuán tico  j  
pues de no e x is tir  inversión  de espín l +  V +  X + /  +  X +  1 ; 
de lo con trario  l +  V +  X = j  + j '  +  X. P o r lo ta n to :

3o) (b) G uando no lia y inversión  de espín j  +  f  -f X es im par en  las 
rad iaciones e léc tricas y par en las m agnéticas. C uando hay inversión  
de esp ín  j  + f  +  X es p ar en las rad iaciones e léc tricas  e im par en las 
m agnéticas.

4o) E n  una tran sic ió n  en la q u e j= (= /  son posibles los s ig u ien tes  
tipos de rad iaciones

Sin inversión de espín Con inversión de espín

X =  \ j  — j '  | ... E léc trico  ... M agnético
X =  |,; — j' \  +  1 ... M agnético ... E léctrico
X =  \ j  — j ' \  +  2 ... E léctrico  ... M agnético

— j  +  j '  — 1 ••• E léc trico  ... M agnético
a  = j  +  f  ... M agnético  ... E léc trico

4o) (b) Los pun tos 2o) (b) y 3o) perm iten  ahora  ag reg ar, a la  lis ta  
del pun to  4o) de la sección I, las sig u ien tes  rad iac iones posib les

X =  | V — V\ — 1 de tipo  m agnético  

y X =  l +  V +  1 tam b ién  de tip o  m agnético

5°) C uando j  =  f  =j= ~ e s tá  au sen te  de la  lis ta  del p u n to  4o) la  línea 

que la  encabeza.

0° a) Si l =  V =  0 ^ / = }' =  sólo es posib le  u n a  rad iac ión  

di polar m agnética.



Intensidades. — A doptarem os las sig u ien tes  definiciones :

En* Rmí +  Eil* =  B*¡ ; E'n* R»a +  E'S* E®¡ =  R'ii** 

E s*  r L +  Eá1* EL =  E4„f± ; E'É*R¿« +  E'É* B;, =

Eoo* B„¡ =  E,i;; ----- • M¡ó— B„¡ =  E l¡;
n  . a0 n . a0

----- • M 2Íj B„¡ =  B„¡n . a0

Mol-  • R'ní +  M(75— K„¡ =  E (l¡ ; M'o¡_ . R„¡ +  . R„¡ = E ,„j 

Con ellas, las fórm ulas ( I I , 8 ) y (II, 9) adqu ieren  la form a

(V n 'F  1 11%  1̂ * )  =  - ieh/mc . im, m,+ , . • | j-„ES, R „ - ,. r H r  +

U +1 ( I i f í*  -  h>' k ■ E '» f± ) Kn'i • rH r  +
J 2mc

+  j j w f R i f *  -  ~  * R n f ^ R » ^  • r 2d r  (

y
, nlmn

( 'T?£t  | n %  | T K ± ) =  -  ieh/mc . B,„, m.+, -j ^ 5  • j j , +11¿  B iW, . r H r  

~ n • j ,_ !  E ,a l lwV . r*dr +  í j k (R»** -  J  • B 'J** ) E lW, . rh lr  j
¿i J Ttl C i

nka,
~ 2

resp ec tiv am en te . E fectuando  las in teg raciones como se ind ica  en 
apénd ice B se ob tiene

a) P a r te  e léc trica

| H ', ,  | T r / ) =  ieh/mc .2  - * .« * .  S nl TSn.v . (ft/2« )'-1. sm, m,+ , .

1 V  . r ( * +  X +  2-)f.- ÍD?±± -  ^  • D ' H  •
.W  1\ ZJ .j-q i b'¿\ t+¿\  2mc
r ( > ,  +  5 )  V

, / X - í  > . - í  1 1  &2\

_ 1’ “ 2“ ~ 2 ; A +2 ; ~ < )  +

(b/2a) nlca0 6 P (< +  ). +  3)
z > ; .

3\ 2 ¿ j ~ ' -  ... / h*\í+2
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^  (b¡2<>)2 V  L  4++ h . k  ^ ,4  + +^ P (t +  X +  4)

rr,+ ”) ^  s“  ; , « . ( 1+r

F f e í . ~ + i . ' i + I >  -9 j ai. 1»)

b) P a r te  m agnética .

( '¥n 'ir  | L l \ ,  [ M C r) =  ieh/tne. 2 " 1' 2 . X Hl N„.j.. (b¡2a)‘- 1 . lm, m,+.

n . k . a 0 V  7 F (f  +  X +  2)
T ' 1
‘> I

„  A - í  ,  X - í  1 . 1

' .“ 2------- ’ “ 2“  ~~ 2 5 A +  2 5 ~  a 2) +

[ (ft/2a) y  / f± ±  h . k  p>s± ± \  r  (í +  X +  3)

n>.+ ^  V V 2,M ' W i  + £),+*

F ( ^ r ~ 9  ; x +  o> - 1» +

( l j /2 a f  nkaQ V i ) 8 P(< +  X +  4)
/ -\ ci ' t * / í.2\+

O
I’ x + d  t «í+ 3 - l + - i

t+ 3

/X —< X — t 1 . 5 &2\ )
■ \^r’ ~¿r + 2; A + 2; ~ ¿*) i ( ’ *

L as expresiones dadas son ex ac tas  pero pueden  ser sim plificadas 
m ed ian te  procedim ientos análogos a los em pleados en la sección í. 
El fac to r hjmc es la long itud  de onda de (Jom pton del e lectrón  y  vale  
2Z«0/137. P o r consigu ien te  es

h . k _  Z 2 n2 — n'2
2 me 4.1372 ( n n ' f

que tien e  el m ism o orden de m agnitud  que (b/a)2. E sto  im plica 
que todos los té rm inos que contienen el fac to r hk/2mc  pueden  se r 
despreciados del mismo modo que los que contienen  a (b/2a )2 como 
factor. La segunda sum ato ria  de la p a r te  e léc trica , si bien es tá  m u l­
tip licad a  por la p rim era  po ten c ia  de b¡2a, con tiene en cam bio al
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fac to r nka0/2 =  (n +  n'\ /  2 n ' . (b/2a), que tam bién  es del orden de 
b/2a. D icha sum ato ria  puede, por lo ta n to , ser despreciada. Nos re s ­
ta n  en tonces las expresiones ap rox im adas :

a) P a r te  e léctrica.

¡ >T-.m'  +  i t j , i iri ni 4z  ̂ í t i h  . ü 0 . ’̂ n l ' ^ n ' l '  • (  ̂ ^
\ i  n '  V i ü  ).ia | ^  « l  ) —  " 7 ^  * * m ,  í í i '+ ¡x

me. 2W.r ÍX+i

y, (IMS)

b) P a r te  m agnética.

/ii)*m'± ¡ lt/ i uí*m±\ ieh . a0 . ^ n ’i . (b/2a)K  ̂ |j
^ *  n ' V I - t i  Xjj. | i  n i  ) —  , * & m ,  r / i '+ í*  * i

wic. 2‘/2.r (x+ (

X
D^±± ^  n t a„ . ( a + J   ̂ r ( <  +  X +  3) | 

(b/a) ( í  +  a  +  1) y at+i \

A quí tam b ién  valen , según se aprecia , las consideraciones re la ti­
vas a las in ten s id ad es  de las rad iaciones e léc tricas  com paradas con 
las  m agnéticas que se han  hecho en la  sección I. S in em bargo, exa­
m inando la lis ta  del pu n to  4o) de las reg las  de selección (sección 11), 
se ad v ie rte  que cuando hay  inversión  de esp ín  (y j  =j=/) 110 ex iste  
predom inio ne to  de las rad iac iones de tipo  eléctrico , como ocurre 
en la aproxim ación de Sclirodinger.

I I I .  APROXIMACION DE DIRAC

En el tra ta m ie n to  re la tiv is ta  de D irac, la  in teracción  e n tre  el 
cam po y el e lec trón  adqu iere  la forma : H '=  — e a  . A ; con

/O ct\ /O a. A
““ (.o) “-a = U .a (i

L as funciones propias del ham ilton iano  de D irac  pueden darse  de 
la s ig u ie n te  m anera

/ ■))} 4. ' \
* = ■ - ! ,  - 2 , • . -  ( n -  1)

v - .
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V \ x=1>2'
r r = ' ™+ 2 L , _  1

^ n j + l r  ■ 2

A m bas se s in te tizan  en

’í r«#+A * = ± 1’ ± 2 > -  ±  ( " - 1)»n
i r m± — I 2 I i— I m + . , , L

'P  i /  J — I A I r,

Wt±
Las funciones * tien en  la  p a r te  an g u la r a la  de las funciones

W n f  dadas en la teo ría  de P au li (con j  +  ^ en lu g a r de l). L a  p a r te

1
rad ia l e s tá  form ada por las funciones ñ ‘i-A an o tad as en el A p én d ice  B 
(S 1 en la p a rte  fu e rte  y S 2 en la  p a rte  débil).

La, m atriz  de a . A en el sistem a co n stitu ido  por e s ta s  funciones 
se halla  sin  inconven ien tes

, , , w - b  r a +  m ,:f  m +

(V n -r  ¡ « • A ¡ ¥ “ *) =  ( T n^  11 a . A i W mj± 1) +  (W n,JI± 1 |o . A ] ¥  ^  *)

Las dos m atrices del m iem bro de la d erecha  pueden  ob tenerse , 
« m u ta tis  m u ta n d is» , a p a r t ir  de m atrices  y a  ca lcu ladas en la  sec­
ción I I  y observando que

G . Ai»]»'<*. =  — -  . Hmag. ^ • Amag. =  ^ ‘ ^ ê e-

Elementos de matriz.  —  a) P a r te  e léctrica.
Cf. fórm ula (II, 5).

( V Z ' * r  | « . A , J  T ” * )  =  -  Bro, m.+ ; i . j

+  —; j '  +  - j  • j  jx -i-i &n?. Sji'Z' • ) dt +

+  (j ± 1 )  f  +  l )  • [ i , - i  s L  s L  ■ >'2dr  +

Mío* (j +  l ; f  ±  l )  • f j ,+ 1 S i ,  S ^ , ,  r H r  +

+  (j +  l ; f  ±  | )  • [ S¿x 8 *-x. • r*dr j ( I I I ,  1)
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■J») P a r te  m agnética.
•Cf. fórm ula (II, 4).

( ’F  n ' ^  | « • A*n | ^ Z r )  =  j

Ew+ ± p  f  +  • |  j i  S*x SÍ,*, • r2dr +

+  b S *  ( j  +  \ \  f  ±  l j  • j  A s ¿ x s L ,  • r2dr  j ( I I I ,  2)

Reglas de selección. — Los coeficientes E ± +  y  M ±+ que aparecen  
«n  ( I I I ,  1) y (111,2) son los m ism os que figuran en la  sección II , 
salvo que aquí han  sido expresados en función del núm ero cuán tico  

j  en lu g ar del l. P re s ta n d o  atención  a este  hecho se ad v ie rte  que las 
reg las de selección de la  aproxim ación de D irac  no difieren de las 
q u e  re su lta n  en  la  aproxim ación de P a u li, siempre que ambas se ex­
presen en fun c ió n  del número cuántico j .  E llo  es com prensible puesto  
q u e  en am bas teo ría s  j  tien e  el mismo significado y rep re sen ta  a una  
in te g ra l de m ovim iento. E n  cam bio, exp resadas en función del n ú ­
m ero cuán tico  l las reg las  de selección de am bas aproxim aciones 
deb en  ser d ife ren tes  pues el im pulso o rb ita l es co n stan te  de m ovi­
m iento  en teo ría  de P au li pero no en la  de D irac. E n  e s ta  ú ltim a, l

p uede  tom ar, en u n  estado  VF + , los va lo res l =  j  — \  con probabi-

lid ad  « fuerte  » y  l =  j  +  i  con p robab ilidad  « débil » ; en un  es­

ta d o  *F — ocurre  a la inversa . El rango de valores de l que se deduce  
en tonees de la  segunda reg la  de la  sección I I  es el mismo que el ex ­
p resado  por el pun to  2 o b) de la c ita d a  sección.

La te rc e ra  reg la  (siem pre de la sección I I )  no es ahora  v álida  pues 
según  lo ya  explicado (y lo que m ás ade lan te  verem os), puede consi­
d e ra rse  que en una  tran sic ió n  en la que no hay  inversión  de espín  

j  +  )' +  a puede v a le r ta n to  l +  V +  a con p robab ilidad  « fu e r te »  
como l +  V +  X +  1 con p robab ilidad  « d é b il» , o v iceversa  de no 
h a b e r inversión  de espín.

E sto  equivale  a suponer que la  tran sic ió n  es reg id a  p rin c ip a l­
m en te  por las p a rte s  fu ertes  de *F y 'P ,  m ien tras que las p a rte s  
déb iles  ejercen  u n a  influencia pequeña.

P o r  lo tan to , de la  3° ib) reg la  de selección de la  sección I I  se 
deduce  (C om parar con el pun to  3° de las secciones I  y I I ) .
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i
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3C c) Si l +  V +  X es par la  rad iac ión  em itida  es de tipo  e léc trico 1 

con probab ilidad  fuerte  y de tipo  m agnético  con probab ilidad  «débil». 
S i diclia sum a es im par se inv ie rten  am bas a lte rn a tiv a s .

4o o) De aquí deducim os que la lis ta  del pun to  4o de la sección I, 
com pletada con 4o (b) de la  sección I I ,  se refiere a las rad iaciones que 
tien en  probab ilidades « fu e rte s» . Ju n to  a ella ex iste  o tra  lis ta  sem e­
ja n te  de rad iac iones posibles pero con los ti [ios con trarios. P o r 
ejemplo, p a ra  X =  j  l — Y\ — 1 es posible una rad iac ión  de tipo  m ag ­
nético  con probab ilidad  « fu e r te »  y adem ás una rad iación  de tipo  
eléctrico  con p robab ilidad  « débil »,

Si l =  Y =  () n a tu ra lm en te  tan to  j  como/  valen  1/2 pero  aliora la  
tran sic ió n  puede ser efec tuada  sin  inversión  de espín  con p ro b ab i­
lidad  « f u e r t e » pero tam bién  con inversión  de espín y p ro b ab i­
lidad  << débil » ; como sería  por ejem plo el caso en una  tran s ic ió n  
% =  +  1 yj  =  — 1 (o sea l =  0  con p robab ilidad  débil y  V =  0  con 
probab ilidad  fuerte ). P o r consiguiente.

6 o c) Si l =  Y — 0 son posib les una rad iación  d ipo lar m agnética  
<< fu e rte  » y una rad iac ión  d ipolar e léc trica  « débil ».

Intensidades. —  La repetic ión  de procedim ientos u tilizados en las 
secciones an te rio res  nos lleva  a e fec tuar las in teg ra les  rad ia les  en. 
1a form a explicada en el apéndice B, obteniéndose.

a) P a r te  e léctrica.

( I I I , 3>

b) P a r te  m agnética .
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v  D <>0 r « ' + A + 3)
r( ,+ ^  * - . ( 1+ :4r

• F (¥-'-? •*+ l» -!?) tuI-4)

E n  estas fórm ulas es b =  l i . a0 y a =  — • («„„ +  a„v), con

«■«, =  | (» — | v. | )2 +  "/c2 +  2 (re -  | x | ) . l;x 2 +  a 2Z2 j “ 2

Si despreciam os el térm ino  (aZ )2 fren te  a la  un id ad  tendrem os

1 n  +  n '
«», ~  ; a ^  —— r

— w 2 n w

E sto  significa que tam bién  ahora  el cociente b/a, que tien e  ap ro ­
x im adam ente  el mismo significado que en las secciones an te rio res , 
es pequeño y  su cuadrado  puede se r despreciado con relación a la  
un idad , quedando así las expresiones aproxim adas

a) P a r te  e léc trica.

¡ | * | * (b/2a)1 ^
V * n v  1 ^  * A >.;J1 ¡ 1 ¡ix ) —

V 20 r(í+x+2) „
* / ,  D í -----^ + 3 ----- (m >°)

t

b) P a r te  m agnética.

/v p m 'i I »/ A I Vpwl±\ • {b¡2t(l)k 
( 1 «V I ^ • A).¡* | x  uvl ) — .--------”------  •

12-1’6.+ |

X_  r ( ‘„ t ; + 3 >  ( i n ,  o -
t

A quí, como en las secciones an te rio res, el fac to r (6 /2a)' fija el orden 
de m ag n itu d  de las m atrices. P o r  ser es te  fac to r ap roxim adam ente 
ig u a l al u tilizado  en la  sección I , las explicaciones que en tonces se 
dieron con respecto  a las in ten sid ad es re la tiv a s  de las rad iaciones 
m iiltipo lares posibles, pueden  se r tra s lad ad as  sin  cam bio a la  p re ­
sen te  sección.
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Introducción del número cuántico azimutal. — D e las  m atrices 
en co n trad as  se deducen las in ten s id ad es  de las rad iac iones em iti­
d a s . S in em bargo, la  clasificación espectroscópica no u tiliza  al n ú ­
m ero  x sino al núm ero cuán tico  az im uta l l. P o r  ese m otivo es con­
v e n ie n te  ex p resa r las in ten sid ad es ten iendo  en cu en ta  la  m encio­
n a d a  c ircu n stan c ia . L a m anera  de conseguirlo  es n o ta r  que podem os 
poner

« ‘ - M  + í ¿ .)
A m bos sum andos son o rtogonales e n tre  sí y  tie n e n  u n  im pulso  o rb i­
ta l  re sp ec tiv am en te  igual a

3 ±  2 = ¡ *
1

2
1

2

Las correspond ien tes p robab ilidades de am bas a lte rn a tiv a s  depen-
1 2■den de los cuadrados de los m ódulos de S„, y  S.„x; siendo ap ro x im a­

d am en te  (E 0 +  E )/2 E 0 y  (E 0 — E )/2E 0.
R e su m ie n d o : E n  u n  estado  con x. d efin id o ; l puede v a le r  tan to

1
* + - -  con probab ilidad  (E 0 +  E )/2 E 0; como 

2t

1

*  2
-  con

p ro b ab ilid ad  (E0 —E )/2E 0. G racias a lo an te rio r, cada rad iac ió n  em i­
tid a  en  una tran s ic ió n  a la  que llam arem os g en e ra triz  %'->■/. (deja­
m os de lado los o tros núm eros cuánticos), podem os su p o n erla  d iv i­
d id a  en  las s ig u ien tes  p a rte s  :

a) U n a  tran s ic ió n  l' =
1 1  , 1

* • '+  ñ —  77 ~^ í  == > c +  -
2 2 2

E l p roducto  de las p robab ilid ad es de que l y l' ten g an  los valores 
in d icad o s  es

(E 0 +  E ) ( E 0 +  E')/4E* =  1 ( E S E o ^ E O

Lo que significa que la  in ten s id ad  co rrespond ien te  es p rác tica ­
m e n te  ig u a l a la  de la  tran sic ió n  gen era triz .

3) U na  tran s ic ió n  l ' — x '+  -  
2

1 =
1

X ~  2
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E l p roducto  de las  p robab ilidades resp ec tiv as  es 

(E 0 +  E ') ( E0 -  E)/4EÜ ^  (E® -  E 2)/4E ¡ Sí ( a .Z f / i n 2 (E ' ^  E)

T  la p robab ilidad  to ta l  es en tonces (ocZf/in2 veces m enor que la  dé­
la  tran sic ió n  a n te rio r.

y) transic ión  V = 1 = x +
1

2

C uya p robab ilidad  se en cu en tra  de m anera  sim ilar a la  an te rio r.

(E 0 +  E) (E 0 — E ')/4Eq =  (Eq — E '2)/4Eq =  (aZ )2/4w/ 2 ( E '^ E ')

L a i>robabilidad to ta l es (aZ)2/4 n'2 veces m enor que la  de la  t r a n ­
sición gen era triz , siendo tam bién  m enor que la  del caso [3 en la re la ­
ción (njn’f .

1

2
U na tran sic ió n  i' = , 1 1  , 1

x '— ------->1 — x ----
2 2 2

L a p ro b ab ilidad  es ap rox im adam ente  el p roducto  de la  de los dos 
casos an te rio res  y va le  (aZ)4/(4wn')2.

E l problem a inverso , esto  es la  determ inación  de las posib les t r a n ­
siciones g en e ra tr ice s  de una  tran sic ió n  l' - » l dada , se re su e lv e  . 
sab iendo  que

1 =  

l =

* +  o

x —

1 1

2 _  2

1 1
2 2

(con p ro b ab ilid ad  « d é b il» )

Fórmulas relativistas p ara  pequeñas energías. — Con el objeto de 
en co n tra r  fórm ulas v álidas p a ra  pequeñas energ ías, de las m atrices 
de la  in teracción  re la tiv is ta  ( I I I ,  5) y  ( I I I ,  6 ), ha llarem os p rev ia ­
m en te  la  form a de todos los té rm inos (p a ra  pequeñas energ ías) que 
en  ellas  in te rv ien en .

En — E 2
T eniendo  en  cu en ta  que los facto res de norm ali-

E 0 2 a0n‘

zación S » , dados en  el apénd ice  B tienen , ap rox im adam ente, el valor

Sím =  - =  • ( Z =x  si x es n e g a tiv o ; Z =  x — 1 si x es positivo)
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P o r su p a rte , los coeficientes D ¡ p rovienen  de com binaciones l i ­
neales del tipo

. S Í, S* v  +  6*. S*. S Ív

E n  S 1 y  S 2 aparecen  polinom ios cuyos coeficientes A j y  A , valen , 
siem pre en la  aproxim ación  que consideram os,

A^xs i--- A n ís

2 ~  . 2 - n - s - l  +  v,
■̂ n>íS A n i8 • —- ■ (% — — ( O X —

s + l + x  v

Los A Jlte son los mismos que aparecen  en las funciones rad ia le s  de 
las aproxim aciones no re la tiv is ta s .

A l efec tu ar la  com binación lineal ( I I I ,  7) re su lta n  térm inos de la  
form a

a a ./(E 0+ E )(E n-E ') 2n' — s' — l +  x '
-n-nls ■&-n’l's' I • 1 /  -  • ---------T ~ T ~¡— i--------------

\  r  4  S '  +  1  +  X '
+

#' +  1 -t- X

. it M -L ( Ifl. _  MI 9 i
+  6“ .

(E 0 + E ' )  ( E n- E )  _ 2 >í — .s — 1 +  y.
4 * +  1 +  x

E s  decir, ten iendo  en cu en ta  expresiones ap rox im adas de las 
raíces,

j x' + I  — y.' s + 1  — y.
he . ¡ ‘¿n’ 2n \
—  • A nU A n,Vs, a* . -----;— ------- ;-----h . ------------------) ( I I I  8 )

2 a0 \  s' + i  +  x ' s +  l  +  y. /  v ’

L a sum a sobre #, con s' =  t — s, da los coeficientes D?, pero  in-
—a 2¿fn

troduciendo  =  —  D¡", nos quedan  las fórm ulas buscadas

a) P a r te  e léc trica.

| a . A * |
m e . 2 L/2 . P (X +  i

y ^ . n w v ,  (nij9)

b) P a r te  m agnética.

¡ 1 * | iTpm4;\ ^ * ~^nl  * (í* /2 íl)A ^
 ̂ i  n'-A1 \ & • A>.¡j. | i  )i* ) =  / t> £m, «í'4-¡a •

me . 2 1/2 . T ^X +

y  u°° r(^ ¿ +2) i1»*10)ut
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La única d iferencia  esencial en tre  e s ta s  fórm ulas y las (II, 12) y 
■(II, 13) reside  en los coeficientes D e, que en am bos casos tienen  d is­
tin to s  significados.

Cuadro sinóptico. — E n  el s ig u ien te  esquem a, hem os condensado 
el conjunto  de las rad iaciones m u ltipo lares perm itid as  en las d ife­
re n te s  aproxim aciones y  tam bién  el orden  de m ag n itu d  de las  in te n ­
sidades respec tivas. (Como siem pre, a  es la co n stan te  de e s tru c tu ra  
fina)

Valores posibles de X en una transición l' ->l

Aproximación de Dirac

Aproximación de Pauli Efectos relativistas

Tipo Intensidad Tipo In tensidad  ^

\ l - V \ - l M a 2 1 t  — I ' | — 2 E K2 1 ! -  V |

A
pr

ox
im

ac
ió

n 
de 

Sc
hr

od
in

ge
r

\ l - V \ E « 2  1 ! -  V  | -  2 M < y ? \ l - V  1

+ 1 M a 2 i ! -  V | +  2 E k 2 |  l — V  | +  4

| i  —  v  I + 2 . E « 2  U  -  V 1 +  2 M « 2  | ! -  V | +  4

. . .

l  +  V —  1 M k 2 (l  +  l') —  2 E a 2 ( í  +  í ')

l  +  V E a 2 ( l  V) — 2 M k 2 (í  +  !')

1 +  V +  1 M ¿ 2  11 +  V)  +  2 E a 2 (1 +  1-) + 4

L a aproxim ación  de D irac  da las  reg las de selección com pletas. 
E n  la  aproxim ación  de P au li fa ltan  las  dos ú ltim as colum nas (que son 
d eb idas a las p a rte s  débiles de los esp inores de D irac). E n  la  ap ro ­
xim ación de Schrod inger tam bién  fa ltan  la  p rim era  y la ú ltim a de 
las filas de valo res de X.
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AFÉNDICE A  

Integrales angulares

T odas las in teg ra le s  an g u la res  que hem os necesitado  son de la  
forma:

jo sen

cuya evaluación  puede verse  por ejem plo en un  a rtícu lo  de la  
L. In fe ld  y T. E. H a ll (7). P u e s to  el re su ltad o  en función de los coe­
ficiente de C lebsh-G ordan se rá  (8)

@ m, @m , 0 m sen 0(70 -
(2 Z2+  1 ) (2 ls +  iy 1/2

á it . (2?, +  1)

• 01,1, (¿lO; 0 0 ) . Chh (V »i ; m 2m3) 
m 1 =  m 2 +  m 3

D e e s ta  m anera  pueden  ser calcu ladas las in teg ra les  cuando se 
posee una  ta b la  de coeficientes de C lebsh-G ordan (9). De lo c o n tra ­
rio  es conven ien te  la  u tilizac ión  de las expresiones s im étricas d a d a s  
po r G. B acali (10).

© r  e r e r . « m  e<*o =  ( —i ) -  (2ZX + 1 ) (2Z2 +  1) (2Z3 +  1)

(i1 + h ~ i B)U (is + i 1~ i 2)\i( i2+ i 3- i 1)n  
(¿i +  Z2 +  Z3 +  I) -

, Y  ( -  1)z • [h +  nh) nh) '(h+. nh ) ! ( h ~ !
¿ j { z  + l) l{ l2 + l3 ~ h ~ z + l)'-{l2- m 2- z ) l ( l 3 +  m 3 — z + l ) l

(h + m3) l ( l 3- m 3)l]i
m 1 —  m 2 +  m 3

i h ~ h  + m t + z ) H l í — l» — m3 +  z)\ ’

L a in te g ra l es nu la  si no se cum ple que :

h +  lí + h =  n° par y  \ h ~ l 2 \ < h < l i  +  li

Los coeficientes E  y  M in troducidos en el desarro llo  de este  t r a ­
bajo, pueden  ser calculados a p a r t ir  de la  s ig u ien te  com binación 
lineal :

j { a  © ^  © 7 /  © £ •  +  p e ^ - 1 e ^ - 1 t í ? ;  +  T 0 ^ +1 @ ^ + 2 e « -  +

+  S 0™‘+I0™30 ™!+1  +  e ©™'0™1~ 10 ™’ +1 +  i  0™.+20 ^ + 10 ™ .+1 j

sen  0 «70 (A, 1)
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Q ue en función de los coeficientes de C lebsli-G ordan tien e  el v a lo r  

(2Z2 +  1)(2Z3 +1)1
2 chh ( I f i ; 00) | a  C Ms ( Z ^  ; m2m3) +

4tc(2Z1 +  1)

+  P 0 ía¡> (?!»»!+  l , w 2 +  l m 3) +  y C Mi (Zjí»! +  l ,m 2+ l ,w í3) +

+  S C7j¡l {l1m í + 1 , m2, m.A + 1 ) +  a ü i j a ( l ^ ,  »i2 - l ,  »»3 +  l )  +

+  i +  2 , »i2 +  1 , m3 +  1 ) ¡ (A ,2 )'

Las le tra s  que figuran  en  (A, 2) tien en  significados que dependen, 
de los coeficientes que se deseen calcu lar.

1) P a ra  E n  (Xll '; ¡imm')

C;m J $ =  ~ b-t  ̂ J Y =  ~ (L\-ñ A ;m J ó =  £ =  í =  0 $

Zt =  Z + 1 ;  l2 =  X +  1 : Z3 =  V ; =  m ; »*2 =  ¡ i ; »is =  »í'.

P a ra  que E u  no se anu le  deben cum plirse las  re laciones com unes 
a  todos los coeficientes de C lebsk-G ordan. A dem ás, en  e s te  caso p a r­
ticu la r, tam bién  re su lta  n u la  la  com binación (A , 2 ) cuando ¿3 =  =  í2̂  
P o r lo ta n to , p a ra  que E n  no se anu le  es necesario  que

h  +  h  +  h  =  n ° Pa r? es decir l +  X +  V =  n° p ar 
¡ Zj — Z2 ] Z3 ?i 4“ Z2 — ^ |  ̂— A | ^  Z A.

2) P a ra  E 12(XZZ'; jumih)

^ =  Cím 5 ^ =  2  ^ =  9  ^ Am ? £ =  £ =  ¿ “ 05

li — l — 1 ;  Z2 =  X +  1 ; Z3 =  V ; »»1 =  m ; »i2 =  (jl ; »i3 =  m'.

C uando =  l3 +  Z2, E 12 es nulo. P o r  consigu ien te , p ara  que E 12, 
sea d ife ren te  de cero es necesario  que

h  +  h + h  — n ° Pa r> es decir Z +  X +  V =  n° p ar 
j Z3 — 72 | ^  Z3 -j- Z2 — 2 » J l' — /' I ' 1' -{- X

3) P a ra  E 21 ( \ l l ' ; ¡i mm')

^ C;m  ̂ P =  — Z>-A¡A J3,m J V =  — (X\p Á. lm ¿ Ó — E — í  — 0 }.

Zt =  1 + 1 ; Z2 =  X — 1 Z3 =  V ?)¡j =  »¿; w 2 =  ¡jt.; m3 =  m '.



"Condiciones p a ra  que no sea n u lo :

h + h  + h  =  n °  P a r  es decir ¿ +  X +  l' =  n° p a r 

\ h ~ h \ — h + — 2 es decir 11 — V | <  X 1 +  V

4) P a ra  E 22 (X IV ; [i mm')

a =  4 CL ;  P = ^ l BL ;  y =  l  i L  Aa" ; 3 = e = t =  0 ;  

l-i — l — l ' ,  / 2 =  X — 1 ;  í3 =  ?'; «*! =  »«; íí¡2 =  ( í ;  m 3 =  m' .  

C ondiciones p ara  que no sea nulo :

¿i + 1-2 + h  — n ° p ar es d ec ir Z +  X +  i' =  n ° p a r  

1̂ 1 2̂ | IÍL 3̂ ^  1̂ “i" i2 |  ̂ ^  I JíL ^  ̂“l- X — 2

■5) P a ra  M01 ()JV ; ¡j.»¡k¡')

« =  <VüL ; P =   ̂6,;, B¡m; y =  i   ̂a L  ; 2 =  í =  i =  0 ;

íi =  2 + 1 ;  i2 =  X; ?3= í ' ;  m 1 =  m ;  w2= [ i ;  m3 =  m ’.

•Condiciones p ara  que no sea n u lo :

í̂ +  ^ + ^ - n 0 pur es decir Z +  X +  l' — n° imx>ar 
\ h - h \  <  ?2 <  *i +  7s - 2  » | ? - í ' i  +  l < X < ?  +  r - l

•6 ) P a ra  M02 (XZ¿'; ¡juhmí')

 ̂ /̂.¡A |3 í >¡ni • Y ,, A;m j s =  s =  í =  0 :

lx =  l — 1 ; £¡¡ =  X; /3 =  V ; m 1 =  m -  m/2 =  ¡jl : m 3 =  m'. 

Condiciones p ara  que no sea nulo :

+  is +  Z3 =  ii° p ar es decir Í +  X + í' =  n° im par

j 2̂ 3̂ | 1̂ ?2 3̂ — ^ “  X "l- 1 l ¿ X — 1

7) P a ra  E * ^  (X¿Z', jiíhíb')

'OC Á̂|i (íim j ^ =  í =  0 5 ÍÍ¿í/í ^í'm ' J 0 ^  ¿-Vi.flím 11 í'v/i'

s. =  bk, G i t  l l fm ’ -, ?! =  Z; í2= a ;  3̂ = ^ ';  m i =  in; m2= ¡x ; m s =  m f. 

C ondiciones p a ra  que no sea nulo :

¿i-M 2 -M3 =  n° p a r es decir 7 +  X +  Z' =  n ° p a r

I 2̂ — 3̂ | £  1̂ jS 2̂ +  3̂ | ^ — V \ < l < L + l'
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8 ) P a ra  Mjo* ('/di',

•cc G¡m G i’mt j p =  i =  0j Y =  ̂ ';í. H i,ti, G i/m> \ 5 =  ct,¡ H ¡m I I iimi 

£ =  &/.fi G¡^, H ¡ ^ ; =  í ; 72 =  X +  1 ; 73 =  7';
m ^ n i ]  m2 =  ¡i; m 3 =  m'

C ondiciones p a ra  que no sea nulo :

7X 4 72 +  73 =  n° p a r es decir 7 +  7, +  7' =  n° im par 

j ¿2 — 3̂ 1 l>2 + l3 —15 » | X — V | + 1  ■■■-' 7 V +  a — 1

9) P a ra  (X77'; jiwiíh')

'« =  G'*»»'; P =  i =  0 ; V =  alp H j^  G ^ , : S =  — c^H¡m

■5 71 =  7; 7a =  X — 1 ; 73 =  7'; m ^ m - ,  m2 =  ^ ;  m3 =  m'.

Condiciones para  que no sea nulo :

7t + 12 +  73 =  n° p a r es d ec ir 7 +  X +  V =  n° im par 

[ 7j — 7S | 72 <  7̂  +  73 — 2 » 7 +  7' + 1  '  7 +  7' — 1

10) P a ra  E ' | : ± (X77'; ¡i»sm') ( i , j  =  1 ; 2)

a =  — 2 1 3 ^  Gfi,/ ĉ n Bfoft+i; P =  G ¿  G f m, 7>̂  B-¡m

Y =  ~  a*n (G(m A^m +  2 H ¿  C¡m+i ) ; o =  — 2 G ^  H jíj», c*  ̂A¡m ; 

£ == Hí'm' >̂.¡a (Uím — 2 G im 0 ;m) ; i  =  ■ Hím Á̂n A;m _̂i j

,lí =  l — ( —I)-7; 72 =  X —( —1)‘ ; 73 =  7'; =  m ; m2 =  [i; m 3 =  m'

11) P a ra  M'jj* (Xfí'; jjl»«»«') (¿ =  3 ; 2)

& =  2H¡m G^m' f */;/(j-1 ■ p == G iin, G i>mr b\^ B¿m ;

Y =  _ G-^ii a-Á|t (G¡m A¡m +  2H to C¡m+i ) ; B — 2G im H;/m/ Cx¡jt A^nij

e =  B L + i -  2 G ^ C L )  5 * =  -  a L + ó

7j =  7 — ( —1)*, 7t =  X ; l3 = V - ,  =  m 2 =  \x; m 3 =  m'.
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APÉNDICE B 

Integrales radiales 

Si tenem os dos polinom ios cualesqu iera

n  w

p i0 * )=  l  «rXr ; P 2 (x) =  l  bsx s
r — l S —  Ir

y los m ultip licam os e n tre  sí, ob tendrem os o tro  polinom io

n-f-n'
P3(a5) =  P1(í»).P2(a?)= ^ « A * r+S=  l  ctx*

r  s t— l + l '

Los coeficientes del nuevo polinom io son

m í u .  (t— n , n ')  m i n .  {t— n '  ?i)

Cf —  £  & t — s “  £  d r l)t— r  ( B ;  1 ) *
m á x .  ( í — l, V) m á x .  ( í — V l)

L as funciones rad ia les  que aparecen  en las secciones I  y  I I  son

8 = 1
D onde

U n - l - 1)101 + 1) ] ) ^
p i jo> oj —

2 «o ni

A nh= ( - i  y
(n —s — 1)1(1 + s + 1)1 (s — 1)1 

H em os in troduc ido  adem ás las funciones

u 1 dUni E„¡ -pS ( x dí&ni E n,
; ----í. --- ; •K;l; ( r ) =  —--- f- (í+ 1 ) •--

dr r  dr  ’ r

L as que, efectuando las operaciones ind icadas adq u ie ren  la form a

i — N 7 n—1
E ^ ( r )  =  — L ü '.e -f /* » . I  A U p»

a0 8=i

eL(»’) = — e~ f/2,i * 1 A^¡sps
« '0  S = ¿ — 1

^ $ —l ^ S +  1 +  Z

* 1  2 n  i  . 2  2 n  4 ,  ,N
s s +  2 + 1 ’ ls ’ ,l!s — g  _  ^ — 1).
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A 2 l - l  =
( n - 1 - 1 ) 1 ( 2 1 ) 1  

C ualqu ier com binación lineal e n tre  E ' y K 2 :

« “ R 1 +  6 « R 2 =  R “

«s expresab le  de la  s ig u ien te  m anera

X  7 n~ l
K i  =  -  ^  • «-»/*» l  K i s ■ p*

' ^0 S = l—1

C oil A-ni$ =  d a Á.n is -j~ &nls

 ̂ 8 — l £ +  1 +  ¿
2 ^  \

A 'n u  =  A n¡j(a« . 7 T r r i  +  b « . ' s  +  1“_ ¿ j  (« 4 =  i -  1 )

Anb =  - ¿>“ . —L i _ —  -■■■)- (* =  i - l )  (B ,2 )

E l producto  de las  funciones rad ia les RJ^ y  R w,¿ es entonces

¥  n + w ' n + n ' — 2

Rñi B*-i- = ------ 2 L - 1 1  • « 2“ ' • |  D? . p¡ (B, 3)
« o  t = l + l ’— i

S iendo , de acuerdo con (B, 1)

m í n  (t— n ' + l ,  n — 1 )

=  £ Añis A nnit t—s (B , 4)
m á x  (t— V , i — 1)

Las in teg ra les  rad ia les  se calculan  por in term edio  de (B, 3)

So® ¥  f ° °  n-\-n’

j x  . R “t! R „ i¡ , . r 2d r  =  — — — —  /  D ¡  • | e 2»«< p ( fc r ) . p*. r 2d r  
o «o ZJ J o

e

• \ JX4-1/ (kf )  - i - , - ,
y  como r  =  a0p, jx(lcr) =  ------= ---- , donde Jx+'i, es la  función de

f k r

B essel de orden X +  1/ 2; nos queda

l ° °  • - D »  T> g j  3 /2I j , . R „¡ R„,¡<. r 2d r  = ----------«V -
f k r

r ©o 3
V  D  t J e 2̂ r  P . j i+1/j (fca0p) pí+  2 dp
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Las in teg ra les  del segundo m iem bro son calcu lab les m ed ian te  la  
fórm ula (1 1 )

(b/2a)'‘ r ( ( i  +  v +  l)_

' +  !)

f - < . »  T  ,7  \  x 7 (b/2a)'‘ r ( ( i  +  v +  l)e “í. Jv(ftp) p'íp = ---r r------

V +s>,+I’ ~'íj <»-*>
^  n + n' 1 3
E n  n u estro  caso es a =  —— 7 ; b =  ka0; v =  a

y  la  funeión liipergeom étrica  se reduce  a un polinom io cuyo grado^
{X —  V

es la p a rte  en te ra  de —

M edian te  (B, 5) las in teg ra les  rad ia les  pueden  ser escritas

N„! N n„  . « f  . ( b / 2 a ) W i

I* • r  (X +  ?

j' j-, R„-¡. . r2dr  =

V „ .  T ( í  +  a +  3) v ( l - t  1 X - Í .  ,  , 3 b2

/ ,  */ \ 2 2 ’ 2  ’ A 2 ’ a 2 
^  1 + (7  a ‘ +5/2

=  _  f lg .N nIN n„ , . ( 6 / 2 « ) ^  T(< +  a +  3)

^ . r ( x + f )  9  ' ( 1  + 5 P « ,+a

i + l «  - = )  < * .♦>

L as funciones rad ia les  n ecesarias p ara  la te rc e ra  sección son :

1 • 1
s -2 _  l / E p + E  y  5«n.í « 1  s ,_ | , |+ ^ i= ? ?

—  1/ 0  ^  ¿  - " - í i x s  • P
I  ¿ «=|„ 1 - 1

Con
^  0 E? — E 2 \(n — [%])! T ( 2 1/%2 — a 2s 2 +  n - |x| +  1 {1/S 

E 0 I * . Z . h 3 . é*(* + l / a nt) j

2 _  (- l) g-l>l+1[w-,s- ] + (x + 1/«,„)] 1*1+ !/,>_«■*»A —

(» —* — 1 )! (* — |x | +  1 )! T (2 | x 2 — a 2»2 — |x[ +  s +  2 ) 

«n»= í(» —| * |2 +  x 2 +  2 ( n — \ x  |) (%¿ — aC¿z2 j ~ 1/2

p =  r /a 0 ; a . Z . E /(^ E J -E 2 =»i — | x j+ l 'x 2 — a V ;  E 0 =  mc2
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El p roducto  de dos funciones rad ia les  S es entonces

l 2 -j--------------------------  _ l  12
s L s ,1,,,/ = S f„ ,S rBV . | / - ( E 0± E ) ( E 0+ E ' ) .  e pr

D onde

^  mili (l—n’ + L, n— 1) * 2 _______
» í  =  l  a „ a ! w , (_ >; r = t +  r - ^ - s t V  +

é m ü x ( t - | « ' | + l ,  |* |— 1)

+  — a 2» 2 — | x [ — | x ' |

L a com binación lineal a* S,1,, sf,,,, +  í»“ S®, S,1̂ ,,, re su lta  en tonces

« “ s ¿ x S* ,,, +  l>* s L  S ¿ ,„  =  S » ,  s r ii(>, . e -  2 (<,»*+ a »'*'> p V I ) “ . f  ( B .7 )
t

Siendo ahora

«“ • I ' j  (E0±  E) (E0-h E '). A^s Aí^n-s + b*

(E 0+ E ) ( E 0± E ')  . A L A Í ; ,  (_ s

L as in teg ra les  rad ia les  de la  sección I I I  son del tipo

a '  J j ,  S i, S*,„ . r ’dr  +  ft- j j ,  sL  S i, , , . ,-*dr =

=  \ h  («“ s >« S».,. +  6“ s L  s i,,.)  . rdr

Que con la  ayuda de ( B , 7 ) y ( B ,  5) se tran sfo rm a en (Com parar 
(B, 7) con (B, 3))

í j-k (a « S,L S®,,, +  6- S L  S¿,„.) . r*ür =  ^  ^ ' {bf ^ a)
23/2.r(x +

V r(t'+x+3) F A- *' _ i a^. - . í*. _ !̂\ m e\
_ J  * (1 + ¿ > 7 « zf + 2 a í'+ ;i ’ \  2  2 ’ 2  ’ 2 ’ a 2) ( ^

Lista, de constantes num éricas ú til izad as

A ( A - ( 1  +  2 )  ( A - H + l V 1/2
2 ( A +  1 ) (A +  (l) (A +  ( l — 1)

[ ( a + 1 ) ( 2 a + 1 ) ( 2 a  +  3 ) j ^/.;a '
A ( 2  A — 1 )  ( 2  a  +  l  )
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x(x+n+2) (x+n+iy
(,. +  l ) ( 2X+l ) ( 2X +  3)_

1/2

A,* =  -

■«Xn

«A. Zm —

X (X +  n  +  1) (X -  n  + 1 )  

( X + J ) ( 2 X  +  l ) ( 2 X  +  3)

; &•:, =  -  

!/2

(X +  1) (X — [x) (X — ¡x — 1)

ÂjA ---

X (2X --1) (2X + 1 )

(X +  l) (X +  [x) (X |i)
X (2X — 1) (2X + 1)

1/2

1/2

( X — j i + 1 )  (X +  {i) 1/2
h  —

(X +  ¡i + 1) ( X — (i) 1/2

X (X  +  1)
) U‘V- X (X + 1 )

5

C',.* =
ix  ( X + l ] 1/2

(l +  m + l ) ( l  + m + 2) 1/2

■C¡m =  —

( 2 Í  +  1)  (2¿ +  3 )

(l — m +  1 ) (l — m + 2) 
(2l + l ) (2l  + 3)

(i + m + l)(i — m + 1)

A? — —

1/2

1/2

—

(,l — m ) ( l  — m — 1)  

(21 — 1) (21 + 1)

(Z +  m) (i +  m — 1 )

(2Í +  1) (2Í +  3)

Q l m  - — —

H  —

( 2 l - l ) ( 2 l + l )  

(l +  m) (l — m)
( 2 1 - 1 )  (21+1)

1/2

1/2

1/2

( l  +  m  +  1)  

2 1 + 1

l — m 
21 + 1

1/2

1/2
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