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CAPITULC I

INTRODUCCION

1- Objetivos generales.

En virtud de los avances realizados en el irea de la plasticidad durante los
Gltimos 20 anos, por diferentes investigadores, se considerd de interés reunir en
[
este trabajo, las conclusiones mis importantes a que se arribara durante este lap-
so.

Dado que la teoria de la plasticidad no estd firmemente establecida, se hace
imprescindible para quienes deseen trabajar en este terreno, mantener actualizados
sus conocimientos, especiaimente en lo que respecta al uso de los criterios de
fluencia y reglas de flujo correspondientes, asi como ai entorno de validez de las
suposiciones realizadas en relacién a dicha teorfa, Con objetivos similares se han
realizado diversos trabajos: (1), (2), (3), (4), (5).

Fue intencién permanente durante la realizacion de los capitulos subsiguientes
hacer una exposicién detallada de las ecuaciones intervinientes a fin de facilitar la
lectura a quienss no se encuenfren familiarizados con las tendencias més recientes
en esta materia,

2- Aspectos fenomenolbgicos de la plasticidad.

Las teorfas de elasticidad y plasticidad describen la deformacién de la mayor
parte de los materiales habitualmente usados en ingenierfa. Dichas teorias se estruc
turan sobre estudios experimentales de las relaciones entre tensiones y deformacio-
nes de agregados policristalinos y por lo tanio se desenvuelven un tanto independien-
tes del conocimiento de la estructura de la materia, Sus conclusiones macroscéopi-
cas se aplican a un modelo de material idealizado al que se denomina '"continuo'.

No obstante, la solucién de problemas reales hace que muchas veces deba re-
currirse al conocimiento de la estructura de la materia y a los mecanismos desarro-
llados por la Fisica del Sélido para comprender las limitaciones de estas teorias.
Hasta tanto no se vinculen totalmeunte los enfoques microscopicos y macroscopicos,
seri menester tener presentes ambos puntos de vista, puesto que proveen informa-
ciébn complementaria. La tendencia moderna es no realizar aproximaciones unilatera-
les, ya sean fisicas o mecéanicas, sino ampliar constantemente el campo de observa-
cién ( 6) (7) (8).

Serfa deseable que la Fisica del S6lido proveyera, sobre la base del estudio de
los procesos fisicos elementales, los puntos de partida y suposiciones esenciales para
la teorfa de la plasticidad. La necesidad de dar inmediata solucién a los problemas



con que se enfrentan quienes trabajan con la plasticidad desde el punto de vista de
sus aplicaciones, y dado que la Fisica no puede atin satisfacer este requisito, hace
inevitable el tener que partir de hipbtesis fenomenolbgicas basadas, en general, en
observaciones e investigaciones experimentales. En consecuencia, las leyes que se
obtienen por este medio no son generales y resuitan una razonable aproximacién a un
nimero limitado de procesos reales,

3~ Desarrollo histérico

El origen de la plasticidad como rama de la Mecdnica del Continuo, puede
situarse entre 1864 y 1872, con los trabajos de Tresca (9) sobre extrusién de meta-
les. En ellos se propone el criterio de fluencia de la méxima tensién de corte, que
lleva su nombre. La formulacién de la teorfa con la forma actual fue hecha por
Saint Venant (10) en 1870, para estados planos. En sus trabajos se propone la coin-
cidencia entre los ejes principales de incrementos de deformaciones y tensiones. En
el mismo afio y con posterioridad a los trabajos de Saint Venant, Levy obtiene la e-
cuacidn general en tres dimensiones. Una generalizaci6én similar fue propuesta inde-
pendientemente por von Mises hacia 1913, conjuntamente con su criterio de fluencia
(11).

En 1924 Prandtl extiende las ecuaciones propuestas por Saint Venant para
el problema plano incluyendo las deformaciones eldsticas. En 1930, Reuss (12) gene-
raliz6 dichas ecuaciones a tres dimensiones. Hacia 1928 von Mises generaliza su
propio trabajo introduciendo una funcién general de fluencia y el concepto de potencial
pldstico, en las reglas de flujo. Estos trabajos estaban orientados hacia materiales
perfectamente plisticos.

La extension de los conceptos preliminares al caso de materiales endure-
cibles, con superficies de fluencia regulares, fue lograda por Meldn (13) en 1938
y Prager (14) en 1949, En relacién a este aspecto, un considerable aporte significo
la introduccidén del postulado de Drucker (15) (16) en 1951, Dicho trabajo permitid
considerar las ecuaciones constitutivas y diversos aspectos fundamentales relaciona-
dos con ellas, de una manera unificada.

Las teorfas de plasticidad que utilizan relaciones totales, desarrolladas por
Honcky (17) y Nadai (18) alcanzaron gran popularidad por su simplicidad matemética.
Su inconsistencia fisica y matemaética fue sefialada por Prager, Hill, Drucker, etc.
No obstante, resultan adecuadas para procesos con cargas proporcionales como se po
drd apreciar en capitulos posteriores, Recientemente, estas ecuaciones resultaron
fisicamente justificables en relacidon con superficies de fluencia con puntos singulares,
Esto surge de la prediccién de la existencia de esquinas (puntos angulosos) en las su
cesivas superficies de fluencia, hecha en el trabajo de Batdorf y Budianski (19) en
1949,
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En 1953, Koiter (20) realiz6 la generalizacién de las relacionés tensién-
deformacién para el caso de superficies de fluencia con regiones singulares, me-
diante la utilizaciéon de méAs de una superficie de carga. Con el apoyo experimen-
tal de diversos investigadores, la teoria de la existencia de regiones singulares se
desarrollé ripidamente, A través de ella Budianski (21) y Kliushnikov (22) indicaron
la existencia de otros caminos de carga, ademéis de los proporcionales, consisten-
tes con las teorfas totales.

Por otra parte, el concepto de endurecimiento cinemético propuesto por
Prager (23) ha resultado particularmente ftil para la descripcién de algunos aspec-

tos complejos del comportamiento plastico.

4- Notacién empleada,

La discusién realizada en el presente trabajo sobre relaciones en el es-
tado plédstico de s6lidos, se limitard al régimen de deformacibén '"quasi" estitico
e infinitesimal,

Se operari con referencia a sistemas cartesianos de coordenadas:

Xi (1=l!2$3)

Las ecuaciones de desplazamiento - deformacién y las ecuaciones de equi-
librio de tensiones son respectivamente:

€ij -3 ( g;}"’:;i’ 1.1
301} 5 _ 1.2
3K

En estas ecuaciones Eij es el tensor de deformaciones, uj los componen-
tes del vector desplazamiento, T’ij el tensor de tensiones y F; los componentes de
fuerzas volumeétricas.

Para el desarrollo del trabajo se convendrid que los Indices tienen rango
(1, 2, 3) y que la repeticién de uno de ellos implica una suma en el término co-
rrespondiente ( convencion de A. Einstein).

Se indicari con un punto sobre la letra correspondiente la derivacién de
la misma respecto del tiempo: asf

éij:aEij
ot

Un supuesto fundamental de la teoria elasto-pldstica infinitesimal es ad-



mitir que el tensor deformacién puede ser descompuesto en componentes elédsticas
E;Bj y componentes plésticas E% :

e P
€ij _ €jj +€ij 1.3
Por consideraciones que se harén posteriormente, se considerari el

tensor _de tensiones 0ij descompuesto en dos partes: la componente "esférica'
0" 9ij y la componente "desviadora" Sij, tales que

Qij- sij + 0 Sij 1.4
donde @G~- %.. Oii y  dij es la funcién "delta" de Kronecker,

Las componentes elédsticas de deformaciones estidn relacionadas con las
tensiones a través de la ley de Hooke generalizada:

e y
&ij:-HiIkL OkL 1.5
donde Hjjkl son los componentes del tensor eldstico.

En el desarrollo del trabajo se utilizard, en determinadas oportunidades,
un espacio vectorial V de 9 dimensiones para representar a un tensor.

Asr a Gij corresponderi en V el vector Gy

y a [ ij corresponderid en V el vector E



CAPITULO I

Hipbtesis bésicas:

1- Existencia de superficies de fluencia: en la Figura II-1 puede verse el
diagrama tensién-deformacién correspondiente a un material elasto-plédstico tipi-
co, ensayando en traccién simple,

a

NN

Q

£
Figura II-1

Desde 0 hasta H la tensién G es una funcién monétona creciente de la
deformacién € , Luego decrece hasta I donde se produce la fractura, Desde 0
hasta B ( Ifmite de fluencia) el material es eldstico, es decir, la deformacién es
completamente reversible y la descarga tiene lugar a lo largo de BO. sin embargo,
la relacién tensi6n-deformacién deja de ser lineal ya en A, lfmite de proporciona-
lidad.

Para cargas mayores que OB la deformacién es parcialmente irreversible
de manera que la descarga desde un punto tal como C hasta uno con tensién nula
dejard en el material ensayado una deformacién permanente o pléstica . Reiniciando
la carga a partir de un punto tal como el E, el proceso continfa a lo largo de EF
hasta el nuevo punto de fluencia G y de ahi en adelante prosigue a lo largo de GH.

A partir del punto H puede considerarse que el ensayc deja de ser de trac-
ci6n simple., En virtud de la aparicién de una zona de estriccién en la probeta, és-
ta queda sometida a un estado triaxial de tensiones que se mantiene hasta la rotura.
En la zona de estriccién la velocidad de reducci6n del firea de la seccién normal de
la probeta es mayor que la velocidad de endurecimiento del. material, produciéndose
un proceso de deformacién pldstica inestable. En lo que sigue, dado que sblo se pres-
tard atenciébn a materiales y procesos estables, la porcién HI serd ignorada. En gene-
ral la curva tensién-deformacién de la Figura II-1 es influenciada por efectos depen-
dientes del tiempo ( velocidad de carga, fluencia lenta o '"creep'") y de la temperatura.



Prandtl (24) en base a trabajos experimentales de Berliner idealizé la curva tensién-
deformacién en la forma que se indica en Figura II-2, Esta idealizacién supone

procesos isotérmicos e ignora los efectos dependientes del tiempo( el material es no
viscoso),

a

&

Figura II-2

Las principales caracterfsticas del modelo de Prandtl son las siguientes:

a) La pendiente de la tangente a EFG en E ( ver figura II-1) se toma
igual a la pendiente de OA.

b) El lazo de histéresis se supone unfvocamente determinado por el punto
E,

c¢) Se supone que el camino de recarga pasa por C y prosigue luego des-
de C hacia H como si la descarga no hubiese tenido lugar.

Estas suposiciones implican que las pérdidas por histéresis son nulas, de
manera que el camino CDE coincide con EFG. Ademés se considera que el lImite
de proporcionalidad A coincide con el Ifmite de fluencia B y que los caminos de des-
carga tales como CE, C'E' etc., son lineas rectas paralelas a OA,

Otra idealizacién corrientemente usada, considera que el endurecimiento por
trabajado es nulo y la deformaci6n pldstica tiene lugar bajo carga constante. Este
material ideal se denomina eldstico-perfectamente pléstico .

Como se ha sefialado, la Figura II-2 corresponde con un emsayo unidimensio-
nal, La tensién correspondiente al punto A determina un limite entre el campo elds-
tico y el campo pléstico. Si se analizan estados generales de tensiones, habri infini-
tas combinaciones posibles de tensiones que den lugar a la fluencia. Considerando un
espacio vectorial V cuyas coordenadas son los componentes del tensor de tensiones
P-ij, cada punto de ese espacio corresponde a un estado de tensiones y los estados que
dan lugar a deformaciones pldsticas determinan una superficie cerrada que se denomi-
na en general superficie de fluencia.

En el ejemplo de la Figura II-2 dicha superficie se reduce al punto 4.
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Un programa de carga puede considerarse como una trayectoria en el espacio
vectorial de tensiones. Asociados a cada punto de esa trayectoria estin las varia-
bles de deformacién, las cuales junto con las tensiones describen el estado mecd-
nico del cuerpo, También deben incluirse pardmetros que midan la magnitud del
endurecimiento por trabajado. Estas variables que describen el estado mecénico no
son en genera | funciones de punto en el espacio de tensiones, dependiendo de la his-
toria del material asi como del camino de carga.

En lo que sigue se admitird que existe, para el tipo de materiales en considera
cién, un estado Gnico, caracteristico del material que no ha sido nunca deformado.
En los metales, este estado virgen o natural puede obtenerse por medio de un trata-
miento térmico adecuado.

Los estados de tensiones que producen fluencia en un material deformado a
partir de su estado natural determinan la "superficie inicial de fluencia" o simple-
mente "superlicie de fluencia®,

Cuando operamos con materiales endurecibles, la superfice anterior se modifi-
ca a medida que tiene lugar el proceso de deformacién pldstica. El concepto de
superficies de fluencia posteriores a la primera o "superficies de carga" es una
generalizacion correspondiente a los puntos de fluencia sucesivos tales como C,

C', etc. en la Figura 1I-2,

Phillips y Sierakowski (25) basandose en un modelo de la curva tensién defor-
macion més cercano al real que el modelo de Prandtl, consideran que en el proce-
so de descarga y carga intervienen dos superficies que delimitan la transicién eldas-
tico-plastica, enire las cuales existe toda una familia de superficies de fluencia.

La expresiéon matemética de la superficie inicial y de las siguientes superficies
de fluencia, denominadas superficies de carga, es en general, una funcién complica
da de las variables de estado que puede describirse como

P
f(@, €, k) =0 2.1)
donde k es un parametro que mide el endurecimiento por trabajado.

Para estados eldsticos del material es f£0; para estados plisticos f=0; valo-
res >0 carecen de sentido fisico, Consideremos la derivada respecto del tiempo
de la ecuacién (2.1)

of  Gya 2 Ef+ 2L & 2.2)

RO 3 ES d




10 (o)

Postulado de Drucker

Se ha sefialado al principio de este capftulo que se considerardn materiales endureci-
bles y fue definido el endurecimiento de un modo intuitivo, recurriendo a la curva corres-
pondiente a un ensayo en traccién simple, A continuacién se considerard una definicién
més precisa y general de material endurecible, debida a Drucker(15) (16) (29)

Se utilizard nuevamente la curva tensién-deformacién unidimensional de un material
endurecible (Figura II-3-a), tratando de generalizar las conclusiones al espacio multidi-
mensional de tensiones (Figura II-3-b),

a7

w1

(74

al

Figura II-3-a Figura II-3-b

Supdngase que el elemento material bajo consideracién se encuentra en un momento
dado en un estado representado por B; Mediante la accién de un agente externo se incre-
mentan las tensiones de modo que el proceso de deformacidén tenga lugar siguiendo el ca-
mino B A C, Luego, lentamente, se retira el incremento segin C A B,

El trabajo entregado durante el ciclo de carga y descarga, representado por el drea
BACPB es positivo, Por otra parte, las porciones BAEPB y ACEA de este trabajo son
ambas positivas, En el caso particular en que B coincide con A el trabajo total estd re-

presentado por ACEA,
Generalizando esta observacién el postulado de Drucker dice:

a) El trabajo realizado por el agente externo durante la aplicacién de las tensiones

adicionales es positivo,
b) El trabajo neto desarrollado por el agente externo durante el ciclo de aplicacién

y descarga es positivo o nulo,
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Vemos que f < U corresponde a un estado eldstico, ya que fdt nos conduce a un
valor de f que es necesariamente negativo, Este paso de un estado pldstico a uno elds-
tico no es acompafiado por deforinacidon pldstica y se denomina descarga, Dado que

;.{ =0y eij = 0 el criterio de descarga, a partir de un estado pldstico es

3F gy<o; f=0 (2.3)
3 Oij

El cambio de un estado pldstico a otro,o de un estado eldstico a uno pldastico, acom-
pafiados de deformacion plistica constituyen procesos de carga y tienen lugar cuando es

B — (i" = O . f' ,4
El caso
a Ii.' - - = 0 2.5

implica un canbio desde un estado pldstico a otro estado pldstico sin modificaciones en
el estado de deformacion pliastica y se denon.ina ¢arga neutra.

Observando que ao"if] es el vector normal a la superficie en el espacio 0., las
expresiones anteriores tienen una si. ple 1nterpretaclon geométrica, Asf, se téndrd car-
ga, descarga o carga neutra segin el vector 0"1] esté dirigido hacia el exterior, hacia
el interior o tangente a la superficie de carga respectivamente. Como f =0 es una su-
perficie cerrada en el espacio de tensiones, el concepto de interior o exterior estd per-
fectamente definido, Por razones que que seE:in claras mds adelante, se adopta una

convencion de signos de manera tal que 301 resulte colineal con la normal exterior a
f=0

2. - Efecto de presiones hidrostiticas, Cambio de volumen.

Bridgman (26) (27} ha demostrado que la presencia de presiones hidrostiticas del
orden de la tensién de fluencia no afecta la superficie de fluencia inicial. Crossland(28)
verificé que tampoco el desarrollo de los procesos plisticos es afectado por la presencia
de una presion hidrostdtica.

Consistentem2nte con el concepto anterior, se admite que las deformaciones plasti-
cas tienen lugar sin variacién de volumen, es decir con 6 ij = 0. For esas razones es
conveniente descomponer los tensores de tensiones y de deformaciones en sus componen-
tes esférico y desviador,

Las observaciones anteriores determinan que en general se considere a los compo-
nentes desviadores de ambos tensores con.o los Unicos significativos, Algunos materiales
parecen no ajustarse completamente a esta regla(86),






Debemos destacar que el trabajo a que se hace referencia es inicamente el trabajo
realizado por las fuerzas adicionales en los desplazamientos que resultan,

En otras palabras, endurecimiento para Drucker significa que no puede extraerse del
material y del sistema de fuerzas que sobre él actda ninguna energfa por sobre la ener-
gia eldstica,

Decir que un material es endurecible por trabajado implica que para cualquier incre-
mento de tensiones que se realice, por sobre el sistema inicial de tensiones, el material
conservari su equilibrio o estabilidad y ello estd relacionado con el signo positivo que se
le pide al trabajo realizado.

Pasando a la Figura II-3-b, resulta que G'; corresponde al punto B, G-i' corres-
ponde al punto A, dT representa el incremento de tensiones, dE el incremento %le defor-
macién pldstica y T la diferencia entre las tensiones correspondientes a A y B, El tra-
bajo pldstico total es entonces, en primera aproximacion

(T.dE)« £ (dT.dE) > 0 (2.6)

que corresponde al conjunto de las dreas BAEPB y ACEA. Entonces sera

T.dE >0 si Qi # G'ij* (2.7
T.dE =0 si  Gif = Gif

y, por otra parte
dT . dE =0 (2. 8)
donde el signo igual corresponde al caso de carga neutra, Reuniendo ambas expresiones
se tiene
dT . dE =0

T.dE= 0 (2.9)

que también se puede escribir como

(Gij -01f) d efj= 0 (2. 10)
dGij; d&ij >0
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o en funcicn de las velocidades de carga y deformacién

(G -Gy) Efjz0

(2.11)
0 &€if 2o

El postulado de Drucker define un material con un comportamiento determinado; ese
tipo de materiales, estables en el sentido de Drucker, serd el considerado en el resto de
este trabajo. Sin embargo, es necesario admitir que existen situaciones en que esta con-

dicién no se cumple, Tal el caso de la primer zona de fluencia en un acero con contenido
medio de carbono (Ifmite de fluencia superior, ver Figura II-4),

!

Figura II-4
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CAPITULO III

1, - Caracterizacién de la superficie de carga. Superficie de carga inicial,

La forma de la ecuacidén (2-1) o de la superficie de carga en el espacio (rij es, en
dltimo andlisis, una caracter{stica de cada material y como tal deberd ser determinada
por medios experimentales,

Sin embargo, es factible haciendo uso de la hip6tesis del capitulo anterior, determi-
nar algunas restricciones muy generales a la forma de la superficie de fluencia, es decir,
construir un primer entorno de las formas posibles,

La hipétesis de independencia de las tensiones hidrostiticas (ver #f 2, ref, (26)(27)(28),
indica que si se considera al tensor de tensiones descompuesto en sus partes esférica y
desviadora, Gnicamente esta dltima es relevante en procesos de fluencia pldstica. Entonces
en (2, 1) es posible reemplazar Q_ij por Sij y la ecuacién de la superficie de carga se
escribe

f(s,-,-,ei'j,k)=o (3.1)

Es decir, la superficie de carga depende de (I' de una manera muy especial, sola-
mente a través de los componentes desviadores Sl]' Mis adelante se verd la interpreta-
cién geométrica de esta caracteristica, que determina que la superficie de fluencia sea un
cilindro de eje normal al plano G = 0.

Por otro lado, en base al postulado de Drucker (ver # 2) se puede demostrar que las
superficies de carga deben ser convexas, La prueba de la convexidad de las superficies de
carga estd basada en la desigualdad (2.11),

Sea un estado eldstico de tensiones G‘ jj cuya representacién en el espacio de nueve
dimensiones es interior a la superficie de carga, esto es, se verifica que

f(ﬁ-i;,e-l;]ak)<0

Si se incrementa dicho estado de tensicnes hasta @ estado que se halla sobre la

ij»
superficie de carga es:

f ( Gij ,eﬁ,k)=

En el espacio V, corresponderd una variacion de tensiones sefialada por el vector
——— * . )
T = O'_i_j - Gi.j- como se ve en la Figura (1[-1,
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24
Figura II-1

Hasta el momento no ha habido alteracién del estado de deformacién plistica del sis-
tema, Sia partir de G-ij se efectda un incremento diferencial d € ij de las tensiones
resultard un incremento d € ¥ en el estado de deformaciones, que se indicar4 en el es-
pacio de tensiones y deformaciones como dE.

De acuerdo con los postulados de Drucker deberd cumplirse
7. dE20 (3.2)

/T//dE/ cos =0 (3.3)

Para que satisfaga (3. 3) deberd ser
m /M 3.4
g W W)

Este resultado puede ser igterpretado geométricamente, A partir del extremo de T
(punto P) se traza el vector dE segin Figura III-2,

Para que (3, 1) sea satisfecha, todos los estados eldsticos G"-: de partida deberdn
estar del mismo lado del hiperplano AB pasante por P al cual djﬁ es perpendicular,
y del lado opuesto al cual estd dirigido dE, Como G-ij es un punto de la superficie de
carga entonces P pertenece al hiperplano y 4 dicha superficie, Esto prueba que dicha
superficie es convexa en P y como se trata de un punto genérico, se concluye que toda
la superficie de fluencia es convexa,

La demostracién anterior estd por supuesto limitada a los puntos regulares de la su-
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Figura III-2

perficie de fluencia, es decir a los puntos en los cuales se puede definir un plano tangen-
te nico, Mds adelante se verd (# 7) que la nocién de convexidad sigue siendo vdlida en
regimenes irregulares, es decir, en puntos angulosos de la superficie de fluencia,

En lo que resta de este capitulo serd estudiada la superficie de carga inicial o super-
ficie de fluencia, dejando para el # 5 la consideracién de las superficies de carga subsi-
guientes,

En el caso de la superficie de fluencia inicial, la ecuacién general (3. 1) reduce a
; 3.3
f(sj)=o0 (3.9)

pues dado que no ha habido deformacién plistica anterior (registrada) < f; =0y k=0,

Si ademds el material considerado es inicialmente istropo, es decir si sus propiedades
mecdnicas no dependen de su orientacién con respecto a un sistema fijo de coordenadas,

la funcién f en (3.3) dependerd dnicamente de los invariantes escalares de Sij, es de-
cir, puede ser escrita como:

o andlogamente, en funcién de las tensiones principales:
G, B)w € (3.5)

La ecuacién (3, 5) tiene la ventaja de poder ser representada grdficamente con cierta
comodidad en el espacio de tensiones principales Gy G2 Gy » c©osa que no sucede
con la hipersuperficie (3. 3).
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En tensiones principales, la descomposicién (1,4) se escribe:

3

G;(: So( +0_-, 0-—1-;3{- !0&

oy =

Las componentes del tensor desviador Sex estarin representados sobre un plano
('1‘1 + 0, + (_;"3 =0 (usualmente denominado plano ). En consecuencia, la superfi-
cie toma la forma de un cilindro cuyas generatrices son normales a dicho plano, La in-
‘terseccidn de dicho cilindro con el plano 70 basta para caracterizar la superficie de
fluencia, Intersecciones con otros planos son también corrienté mente usadas, como se
ver4d méis adelante.

Si los ejes ortogonales (_Tl . (j_é . G‘é son proyectados sobre el plano T apare-
cen como ejes que se intersectan separados por dngulos de 1202, Si la escala de proyec-
Icién es incrementada por un factor ﬁ/B las componentes desviadoras pueden ser me-
‘didas directamente sobre los ejes proyectados. La representacion de la superficie de
fluencia sobre el plano %~ se indica en la Figura III-3,

Figura II-3
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La existencia de isotropia inicial implica también que la denominacién aplicada a los
ejes 01, 05, 03 es arbitraria. Si la terna ( G; (YZ, G;) representa un estado
plastico, el mismo-estado sera representado por cuziquiera de las olras cinco permuta-
ciones posibles de (7 , G'é y 6'3

En el planoTesto determina simetria axial con respecto a cada uno de los ejes

01, 02, G3.

PO,; otro lado, debe recordarse que se estd estudiando fluencia inicial, por lo que

€ 7 =0 y no existe efecto Bauschinger (30) que es e! resultado de un proceso plistico
previo.

Si ademas como es corriente en los metales, el material tiene iguales caracteristicas

mecanicas en traccién y compresién, debemos tener el mismo comportamiento tantc para

01 como para - G , etc., es decir, debemos texer simetria axial respecto de las nor-
males de los ejes de las tensiones principales

En resumen, isotropia e igual comportamiento en traccién y compresién determinan
<imetria respecto de 6 ejes separados por dngulos de 30°. Si ademds se tiene en cuenta
que la superficie de fluencia debe ser convexa, como se indico zl principic de este capi-
tulo, un anilisis de la Figura III-4 indicard que toda superficie de fluencia posible debe
estar comprendida entre las superficies !imites determinadas por los hexdgonos ABCDEF
y A'B'C'D'E'F', En efecto, si A es un purto de la superficie de fluencia, también lo son
por simetria By F. Ademés ninguna linea convexa que cumpla esa condicién de sine tria
puede ser interior a FAB. Si se analiza la simetria respecto de Of e concluye que nin-
guna <superficie convexa que pase por A puede ser exterior a la linea F'A A'. De la mis~
ma manera, es inmediato completar el razonamiento para los restantes puntos,

Entre los hexdgonos limites, cualquier superficie convexa puede ser usada como su-
perficie de fluencia. La forma mds adecuada debe ser determinada para cada material
por medio de experiencias .
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Figura III-4

2, - Criterio de fluencia de von Mises:

Este criterio fue propuesto con diferentes motivaciones, por Huber(31), von Mises(ul ,
Nadai(18) y Hencky(”) y se expresa en la forma:

L o= X" (3.6)

Es de destacar que no se considera la posible influencia de Jg enla ecuacién 3,4,
En funcién de las componentes del tensor desviador, puede escribirse

e Ve LT =G )2+ €O~ Gul'+ ¢ Oa- 03)" 7+

B i ol s il (3.7

o, en funcion de las tensiones principales:

Jo= % [0 -G +(G-03)% (G5-01)°] a X% (3.9
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El valor de K se determina de manera que el resultado que se obtenga de 3,7 coin-
cida con el obtenido experimentalmente, en casos simples. Por ejemplo, para un ensayo
de traccion simple, donde es

Oy =Y , Uzz = Us3 =0Upy = U3 = Ugy = 0

resulta 2 Y2 = K2 de modo que debe ser K=Y/ ]/E siendo Y el limite de fluencia en
traccion,

Para corte puro, en cambio, se tiene

%37_1 OZ!’:GEZ—-%-‘-'-O_EB-‘—'@;:O

y resulta 779= 7 , de modo que es K= J siendo 7 la tensién de fluencia por cor-
te. Como el valor de K es tnico debe ser

T e o 4156 X, 3.9
3 2 (3.9)

La ecuacién (3, 5), en un sistema coordenado de tensiones principales estd represen-
tada por un cilindro de seccién circular de radio /2 Jg. La coindicién de fluencia pa-
ra un estado bidimensional de tensiones estd representada por la curva interseccién del
cilindro con el plano (3, (3 dque, en general, es una elipse. En efecto, haciendo

Gy = 0 en (3. 8) se obtiene:

1 G2+ G- GG = K? (3.10)

Otra representacion utilizada a menudo para interpretar experiencias en traccién-
torsion, en tubos de paredes delgadas, se efectia en el plano G717 ¥ (7, . En este ca-
so se obtiene la elipse:

Varias interpretaciones fisicas han sido propuestas para este criterio. Nadai sugie-
re que la fluencia depende de la tensién de corte octahédrica, Esto surge de la indepen-
dencia de la fluencia respecto de la presién hidrostdtica, que es la componente normal
de la tensién actuante sobre el plano octahédrico, Hencky interpreta que se produce la
fluencia cuando la energia de distorsién (energia de deformacion por corte) alcanza un
valor critico. No debe llamar la atencién el hecho de que la energia de deformacién por



20

corte se derive de consideraciones eldsticas ya que las propiedades eldsticas de los ma-
teriales no resultan alteradas por la deformacién pldstica de los mismos, No obstante,
si la energia de deformacién de un cuerpo tiene algin significado, éste deberd interpre-
tarse en base a interacciones atémicas y resulta dificultoso considerar la energia de de-
formacién como divisible en dos partes: una relacionada con la variacién de volumen y la
otra con el cambio de forma, En este sentido, la interpretacion del criterio en base a
consideraciones energéticas no debe llevarse demasiado lejos(ST).

3. - Criterio de Tresca:

El mds antiguo criterio de fluencia fue propuesto por Coulomb, Tresca y Saint Venant
y es conocido como "criterio de Tresca"(9)(10),

Este criterio supone que la fluencia se inicia cuando la tensién tangencial mdxima al-
canza un valor critico, que se indicard con k¥,

Para expresar esta idea en forma analitica y en su forma mds simple se utilizardn
. - - - e
las tensiones principales, considerdndose 7 > (0 > (3 -

As{ resulta
f=0-05 - 2k*=0 (3.11)

No obstante, esta forma no respeta la regla de que la designacidn arbitraria de los
ejes no debe afectar la forma de la superficie de fluencia (condicién de isotropia).

Para satisfacer dicha regla se recurre al hecho de que en el comienzo de la fluencia
una de las diferencias:

/% -/ G-/, )% -G/

(la mayor) alcanza un valor 2k*, Por lo tanto se puede escribir

£ =[0G - G)°-4k*] [iG; - G5)°- 2k"%) (3.12)
.[(0_;- 07)2_ 4!‘*2] il

Esta ecuacién resulta simétrica respecto de las tensiones principales y puede escri-
birse en forma invariante como sigue:

F =4y - 2708 36 kT + 96 k*? ), - 62F*°-0 (3.13)
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expresién debida a Reuss, donde J, y Jg son el segundo y tercer invariantes desviado-
res.

Considerando todas las diferencias posibles entre (’—1 ; (E v 6_3 este criterio
representa, en el espacio de tensiones, un prisma hexagonal cuyas generatrices son nor-
males al plano 90 . Su interseccién con el plano 40 define el hexdgono ABCDEF, uno de
los limites hallados para las posibles superficies de fluencia (Figura III-4),

Como en el caso de von Mises, k* se determina en experiencias con estados de ten-
siones simples. Asf, para tracciéon puraes G7 =Y, (3=0, porloque resulta
k* =Y/2. Para corte puroes G = - 0'3 , de modo que resulta k* =7 . Como k*
estd determinado de manera nica, deberd ser 7 = Y/2.

En la Figura [II-4 puede verse que si se fijan las constantes de manera que los cri-
terios de Tresca y von Mises den el mismo resultado en traccién pura, la tensién de
fluencia por corte prevista por ambos criterios serd diferente., As{ resulta

Tensién de corte (von Mises) = 1, 155 Tension de corte (Tresca) (3.14)

Una critica frecuente al criterio de Tresca es que no considera los efectos de la ten-
si6n intermedia (es decir % en el caso de G'l > (0% >(3) al considerar

(.T‘]_ - G-3 = 21(*-

En el plano G, (o el criterio de Tresca se representa por medio de dos rectas
paralelas a la ordenada G‘i =k* , Los datos de las experiencias (ver # 8) indican que
esto no es exactamente asi, Sin embargo, el criterio de Tresca puede resultar muy con-
veniente para la resolucién de ciertos problemas, Ha sido muy especialmente en los dl-
timos afios y en conexi6n con el criterio de endurecimiento cinemadtico de Prager(zg).

4, - Otros criterios

Para mejorar la aproximacion analitica de resultados experimentales, han sido des-
arrollados otros ecriterios, Dentro de la forma de la ecuacién (3.4), Osgood(32) encontrd
muy buena coincidencia entre los resultados experimentales realizados con tubos de alu-
minio y la ecuacion

3 2
f=Jd9 -2,25Jd4 (3.14)
Esta funcién es representada en el plano o por una figura intermedia entre los cri-

terios de Tresca y von Mises,

Si la componente hidrostdtica es importante, en la descripcion general intervendra



Jq ademds de J% y Jg, como ocurre en el caso de suelos y en metales sometidos a muy
altas presiones(86)(3),

Finalmente, cabe considerar el caso de anisotropia inicial frecuente en materiales
que han sufrido un proceso de deformacién pldstica durante su elaboracién, La ley mis
simple para el caso anisotrdpico, que es esencialmente una extensién del criterio de
von Mises, es la forma cuadrética

f=14 Ajjkl G-l] G]-d (3.15)

donde Aijkl (i, j, k, 1 =1, 2, 3) es un conjunto de 21 coanstantes independientes (dado
que Ajjk] = Aklij)°

Si e agrega el postulado de incompresibilidad

9 f

_S-G_"Ep = A = 0 (3.16)

ppkl =

el nimero de varizbles independientes se reduce a 15. Un rdpido andlisis muestra que
la ecuacibn (2, 15) representa en el plano U7 - (5 una elipse equivalente a la del cri-
terio de von Miges pero con inclinacién distinta de sus ejes. Esta inclinacién depende de
la anisotropia existente, Dado que dicha funcién es cuadritica, se tendri igual tensién de
fluencia en tracecién y compresién; no obstante la tensién de fluencia serd diferente para
cada direccién(91),
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CAPITULO IV

RELACIONES TENSION-DEFORMACION EN EL CAMPO PLASTICO

Al comienzo de este estudio se determinaron los estados de tensiones que sefialan la
iniciacién de la deformacién plistica, a través de los "criterios de fluencia",

Es necesario considerar ain otro elemento para completar una teoria de plasticidad:
las relaciones existentes entre las tensiones y deformaciones o entre sus respectivos in-
crementos, en el campo pldstico,

Una importante diferencia existe entre las relaciones correspondientes a los rangos
eldstico y pldstico del material: en el rango eldstico la deformacidn estd univocamente
determinada por el estado de tensiones, vale decir, dado un estado de tensiones puede
calcularse la deformacién correspondiente sin tener en cuenta la forma que dicho estado
de tensiones fue alcanzado; en el rango pldstico las deformaciones no estdn, en general,
determinadas univocamente por las tensiones sino que dependen de la historia de carga,
o de otra forma, de como dicho estado de tensiones fue alcanzado,

A continuacién se analizardn las formas de la relacién tensién-deformacion en el re-
gimen pldstico, Se comenzard por probar que el vector incremento de deformacién dE
es siempre normal a la superficie de fluencia,

Haciendo referencia a la demostracidn realizada en ¢ 3 sobre convexidad, si se ad-
mite que la superficie de carga es regular en P (es decir, P, no es un punto anguloso),
deberi ser tangente al hiperplano AB en dicho punto. Como dE es perpendicular a AB,
por construccién, seri también perpendicular a la superficie de carga, En el modelo de
Phillips y Sierakowski(29) esta demostracién es vilida sélo para la superficie de fluencia
inicial, Para extender su validez a las superficies de fluencia subsiguientes es necesario
introducir una hipétesis de linealidad, La normalidad mencionada no ha sido totalmente
corroborada por la experiencia, habiéndose observado desviaciones a esta ley(33).

Relaciones tensién-deformacién pldstica

El hecho de ser el vector incremento de deformacién pldstica perpendicular a la su-
perficie de carga permite expresar dicho vector en funcién del gradiente de la funcién f,
esto es:

Qf

P
d€é A— 4.1)
i] 3 (ij
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Dado que el postulado de Drucker establece que d G-ij d Ef]) = (, entonces:

of

P
d G7; dCij -A ot =0

En procesos de carga resulta:

Qf
56 0> °

1)

por lo que J\ deberd ser una funcién no negativa,

Como en el proceso de carga se pasa por puntos que sucesivamente satisfacen la

ecuacion:

p
£ (G Cij,k)=o

(condicion de consistencia) deberd ser:

Qf o f 5 Df
df =— d Qj + déij . dk = 0 (4.2)
3 (ij S E&jj ok

Reemplazando en esta ecuacidn el valor de (4. 1) se obtiene:

9T Sf f af
— d Gy *+ A . + fk =0 (4.3)
¢ P

Suponiendo que k, factor de endurecimiento sea una funcién del estado de tensiones y
de la deformacidn pldstica tal como:

P P
dk = g ( Gn > Cam ) 4 €

que podemos escribir, utilizando la (4.1), en la misma forma:

Af

3 0k

(4.4)
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Reemplazando esta expresion en (4, 3) se obtiene

af of 3 f of of
d @y +A [ ; + By ] =0
CH N . 3G, OPEP 9k
ij ij ij 90k
Despejando /\ se obtiene:
of
o G-ij
A= - (4.5)
of Sf S f of

I + hkl
3G, & vk 3Gy,

donde se observa que A depende del estado de tensiones, de deformaciones y de la histo-
ria previa del material. Llevando esta expresion a (4. 1) da por resultado:

af af
P =10 . 30 " O
i€ = M B (4.6)
ij of of 9f 3f
. [ . + hli
3Gy aeg 3k 0k
o de otra forma
6P
d Sy = Ak d Gx “.7)

Esta (ltima expresion indica la linealidad existente entre los incrementos de defor-
macidn pldstica y los incrementos de tensiones.

Otra forma frecuente de escribir la expresién (4. 6) es:

P Sf a1
d € = G . d G (4.8)
4 C; 3Gk
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donde G dependeri de las tensiones, deformaciones y la historia de cargas, y deberd
determinarse experimental mente,

Se han realizado intentos para obtener reglas de flujo no-lineales(34), su objetivo
es la justificacién de algunas desviaciones observadas en la normalidad entre el vector
d E y la superficie de fluencia, considerada como regula,
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CAPITULO V

REGLAS DE ENDURECIMIENTO

El tercer componente de una teoria de la plasticidad debe ser una regla de endure-
cimiento, que indique de qué manera se comportan las superficies de carga posteriores
a la primera, Este es un tema todavia muy abierto a discusiones, especialmente por fal-
ta de suficiente informacién experimental sobre el comportamiento de los materiales
reales,

A continuacién se mencionan algunas de las reglas de endurecimiento mds comunmen-
te usadas,

1. - Plasticidad ideal: este caso corresponde al de endurecimiento nulo, en que se supo-

ne que todas las superficies de carga coinciden con la inicial, como se indica en la
Figura V-1-a. Aunque pocos materiales pueden considerarse como perfectamente pldsti-
cos el uso de esta teoria ha hecho posible atacar en forma matemdticamente rigurosa gran
nimero de problemas cuyas soluciones permiten acotar el comportamiento real y sirven
de base para otras soluciones aproximadas. El tratamiento de muchos problemas de
equilibrio y de fluencia en teoria de plasticidad ideal puede encontrarse en referencias
(18)(4)(5)(47)(87).

2.- Endurecimiento isotrépico: ésta es la mds antigua de las teorias que introducen la

consideracién del endurecimiento, siguiendo en simplicidad formal a la teoria de la
plasticidad perfecta., Su nombre indica que esta teoria supone que la deformacién pldstica
no introduce anisotropia en el material, Consecuentemente, la superficie de fluencia se
expande conservando su forma, como se indica en Figura V-1-b, Formalmente las su-
perficies de carga subsiguientes se indican:

f =f* (Si) - ck) = 0 (5.1)

donde f* depende solamente de las tensiones y la influencia de la historia de las deforma-
ciones es recogida mediante la variable escalar c(k), que da el "tamafio'" de la superfi-
cie de fluencia, siempre creciente,

En general k es un funcional de la historia de las deformaciones, es decir:

k = k [Cp_t

=0 (T)]
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S

Figura V-1-a Figura V-1-b

Frecuentemente se expresa el endurecimiento en funcién del trabajo de deformacion
pldstica, vale decir:

k = F (WP (5.2)

s P
P

Esta expresién da lugar a que se le atribuya el nombre de "endurecimiento por tra-
bajado" (work hardening),

giendo

Otra forma habitual es expresar el endurecimiento en funcién de la deformacién equi-~

valente o efectiva €& e:
kaH(ée)-H[Idée] (5.3)

donde la integral debe tomarse sobre todo el programa de deformacién, Esta dltima ex-
presion es conocida como endurecimiento por deformacidn (strain hardening).

Fue demostrado por R, Hill (4) que para el criterio de von Mises y su regla de ﬂu(jo
asociada las expresiones (5. 2) y (5. 3) son equiva'entes, Posteriormente, D, R, Bland
demostrd que ello es cierto para cualquier criterio de fluencia lineal o cuadrddita, Estos
resultados estdn ligados al uso de un criterio de endurecimiento isotrépico, pero no se-
ran necesariamente vilidos en el caso de un material real, a consecuencia de la anisotro-
pia inicial y el efecto Bauschinger,
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En ese caso, por otro lado, la deformacién pldstica equivalente no es en general su-
ficiente para especificar univocamente las superficies de carga,

Los experimentos dan en general poco apoyo a la teorfa del endurecimiento isotrépi-
00(36}(37)(38}(39). En efecto, el concepto de endurecimiento isotrépico no solamente no
tiene en cuenta el efecto Bauschinger sino que predice un efecto precisamente opuesto.
En Figura V-2 puede observarse, para un ciclo carga-descarga-recarga la comparacion
de los comportamientos de un material real y un material con endurecimiento isotrépico,
La persistencia en el uso de este criterio debe atribuirse a la simplificacién matemdtica
que brinda y al hecho que, para procesos que introduzcan cargas siempre crecientes, sin
descargas como las indicadas en Figura V-2, el criterio da resultados suficientemente
cercanos a los reales,

T

/ =7}

Endaracimiento Cinomdtico

LExporimental

Endurecinrento /sol reeveo

Figura V-2

3. - Endurecimiento cinemdtico: una teoria simplificada que representa, al menos cuali-
tativamente el efecto Bauschinger y ha alcanzado considerable repercusion ha sido
propuesta por Prager(23)(40),

Prager propone una superficie de carga que se mueve en el espacio de tensiones sin
cambiar de tamaifio o forma y sin rotar,

Para los casos uni o multidimensional la superficie puede ser representada por me-
dio de un marco rigido que se mueve en el espacio empujado por una clavija que repre-
senta el punto de carga en Figura V-3, Para cargas en el régimen eldstico la clavija se
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mueve dentro del marco sin tocarlo, Cuando la clavija toca el marco se inicia la deforma-
cién plastica, A medida que se sigue cargando la clavija empuja el marco (cuya rotacién
estd impedida) obligdndolo a trasladarse paralelamente a si mismo,

g
£ (07~ i)

£19)
Figura V-3

Se supone que la superficie interior del marco estd perfectamente pulida de modo
que s6lo se producen movimientos normales a sus lados, Formalmente, la translacién
rigida de la superficie de carga se indica con:

f(03 - =i =0 (5.4)

donde o ij esun tensor cuyas nueve componentes representan en el espacio vectorial
G"ij la translacién del centro de la superficie, Prager supone que:

. p
xij = C Cij (5. 5)

con C constante (endurecimiento lineal),

En la Figura V-2 puede verse que el modelo de Prager introduce en cierto grado el
efecto Bauschinger,

Se debe observar también otra importante caracteristica: el estado final puede ser
independiente de la trayectoria de carga, Por ejemplo, en Figura V-4 el estado final de
la trayectoria de carga ABC y de la trayectoria A'B'C' son equivalentes, mientras que el
estado final correspondiente a A B'"C'" no lo es,
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Este comportamiento es debido a la forma poligonal de la superficie de carga usada,
El modelo de Prager representa una relacién tension-deformacién incremental en la cual
el estado de deformacidén en cada instante depende no solamente del estado de tensién en
ese instante (como en las teorias de deformacién total, ver # 6), sino también de la his-

toria de carga,

Esa dependencia sobre la historia es lo que hace dificultoso el uso de teorfas incre-
mentales, pues el proceso de carga debe ser seguido paso a paso, Por eso, es importan-
te el comportamiento advertido mds arriba en el modelo de Prager, que permite ahorrar
tiempo de cdlculo, La superficie de carga real (usualmente curva) puede ser reemplaza-
da por un marco poligonal (o poliédrico), La aproximacién puede ser hecha tan buena co-
mo sea necesario, aumentando el nimero de lados (caras), Un hexdgono parecerfa ser

suficiente para la mayoria de los casos,

Por otro lado, el modelo cinemdtico puede presentar ciertos inconvenientes cuando
es usado en subespacios de (7; .
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En efecto, en (5.4) si consideramos _gue algunos de los 0"1 son nulos (e indicamos
tensiones nulas y no nulas con G‘;] y ('-1_1 respectivamente) se tiene para la superfi-
cie original

—

£ ( Gy, Gy E‘_“h(_azi—j)=0 (5.6)
1]
y luego de la fluencia
£( G5 - Ky > kg #h( Q5 - o) (5.7)
Gij=0 £

Ec. (5.7) indica que en ciertos subespacios de la superficie de carga, ésta no se man-
tiene rigida sino que se deforma,

Esta observacién fue hecha por Budiansky(41), Hodge(42), Shield-Ziegler(43), etc.

Hodge divide las teorias cinemadticas en consistentes o completas que son las que con-
sideran todas las tensiones aln aquellas nulas, y las simples o directas, que suprimen
los componentes nulos desde un principio y adoptan un marco que se mueve rigidamente
en el correspondiente subespacio de G" . Las teorias simples y las completas conducen
en general a resultados diferentes. Supomendo que el concepto bdsico-ecuacidn (5, 4) del
endurecimiento cinemdtico es correcto (y esto debe ain ser comprobado experimental -
mente) el modelo completo es méds exacto, Por otro lado el modelo simple es mds senci-
llo, y puede ser usado con ventajas en la soluciéon de problemas précticos(40)(46)(42) (47)(48).

H. Ziegler(%) (45) por su parte, ha propuesto una teoria modificada que evita el incon-
veniente anotado mds arriba pero introduce al gunos otros(z)

Otra critica a la teoria de Prager ha sido hecha por W.Szcepinski(49). Para enten-
der su idea la Figura V-5 puede ser (til, Szcepinski considera que ninguna parte de la 1i-
nea de descarga BC es (probablemente) una linea rectz2, y por lo tanto la determinacién
de la segunda superficie de carga depende de la exactitud de los ensayos.

Tanto B' y B'"' como B pueden indicar una superficie de carga para diferentes expe-
rimentadores cun diferentes técnicas.

Ademids, sostiene que considerar a C como punto de fluencia y usar una ley de en-
durecimiento lineal empezando en C, es tan errdéneo como usar una ley de endurecimien-
to lineal para recarga empezando en D, De esta consideracidon Szcepinski concluye que
el endurecimiento isotrépico es mds cercano a la realidad.

Esta dificultad ha sido parcialmente resuelta por Philips con la teoria indicada en
(25).
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Figura V-5

4, - Generalizacién de la Regla de Prager

Una generalizacién que permite una mejor representacion de los datos experimenta-
les, ha sido hecha por Baltov y sawzuk(®0),

Para el caso de anisotropfa inicial podemos expresar la ecuacion (2, 1) en la forma
Aijkl Sij Sk - 2 k2 = 0

Puede admitirse que las superficies sucesivas siguen una ley similar (5, 8) a la sefia-
lada por el criterio cinemdtico, es decir.

donde es

1
ﬁll = O(ij T 3 akk §ij (5,10)

Si se supone que Nijkl puede expresarse como un polinomio en Cip y se introdu-
cen las limitaciones dehidas a incompresibilidad, simetria de los tensores G’ij y 65
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y al uso de una teoria de pequefias deformaciones, la ecuacion (5. 9) puede reducirse a la
forma

Sij-Sij - 28 Pij + A Pij P Gij- Py G- Pr)-1 =0
(5.11)

La ecuacion (5, 11) tiene parimetros que permiten representar rotacién, translacién
y expansién o contraccion de la superficie de fluencia, Para }3 = 0 es decir, al iniciar-
se la deformacion pldstica, el criterio de fluencia coincide con el de von Mises. El caso
A = 0 corresponde al caso de endurecimiento cinemadtico,

Cabe notar la similitud de estas férmulas con algunas de las expresiones de Edelman
y Drucker de 1951(°1),
Generalizacién al rango no lineal:

Probablemente la primera generalizacién para el caso de endurecimiento no lineal es
debida a Kadashevitch y Novozhilov(52), que prponen una expresion del tipo de Prager

f ( 6‘1] - “1]) = cte (5.12)
con
'
ij 29 i

donde g es una funcién de los invariantes de C ij ¥ permiten la representacion de en-
durecimiento no lineal,

Los ©¢jj son llamados "microtensiones residuales' por Kasashevitch y Novozhilov
en base a consideraciones fisicas, Un modelo dinimico con dos resortes y un bloque de
friccién, Figura V-6-a, permite representar elasticidad, plasticidad y endurecimiento,
Los autores no comentan demasiado sobre el tema del endurecimiento no lineal, pero la
forma de g indicaria que para este caso el resorte 2 debe ser reemplazado por un re-
sorte no lineal, En la Figura V-6-b se indica el comportamiento del modelo en el caso
de endurecimiento lineal y endurecimiento no lineal, Se ve que en el dltimo caso se ob-
tiene un comportamiento no consistente con los resultados experimentales. Esto es debi-
do a que un resorte no lineal actia como se indica en Figura V-6-c. El error de Kada-
shevitch y Novozhilov proviene de suponer que 'el endurecimiento es causado por fuer-
zas eldsticas internas que resisten la deformacién pldstica'',

Como lo indica el calentamiento de las probetas durante los ensayos, existe también
un mecanismo de disipacién de energia, como se indica en Figura V-6-d, Un mecanismo
de esta clase puede ser representado por medio de resortes y bloques con diferentes coe-
ficientes de friccion (Figura V-7)
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Mroz(95) ha propuesto un modelo cinemdtico equivalente a un agrupamiento de bloques
y resortes como el citado en ultimo término; los modelos cinemdticos aparecen como mds
ficiles de interpretar matemdticamente y menos criticables que los modelos dindmicos(88),

Otra generalizacion al caso no lineal fue propuesta por Eisenberg y Phillips(53).

Por otro lado ni el endurecimiento isotrépico ni el cinemdtico dan una respuesta sa-
tisfactoria a problemas como el del "'shake down' (comportamiento de una estructura
elastopldstica bajo cargas alternativas). El modelo isotrépico predice comportamiento
eldstico luego del primer ciclo y el modelo cinemdtico predice una continua alteracion de
elasticidad y plasticidad, La evidencia experimental, en cambio, muestra una aproxima-
cién gradual al comportamiento eldstico, Ulteriores generalizaciones de los trabajos de
Mroz o Phillips o nuevas teorias serdn necesarias para solucionar este tipo de problemas,
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CAPITULO VI
TEORIAS PARTICULARES DE LA PLASTICIDAD

La utilizacién de los diferentes criterios de fluencia y las diversas formas de evaluar
el endurecimiento conducen a reglas de flujo particulares segin sean las condiciones que
gse acepten como vdlidas. En el presente capitulo se analizardn las ecuaciones correspon-
dientes a los casos mis frecuentemente utilizados,

1, - Materiales pldsticos ideales

A partir del concepto de material endurecible dado por Drucker podemos definir plas-
ticidad ideal como deformacién plistica sin endurecimiento. Analiticamente esta condi-
cién se expresa por:

P

dC’ij deij = 0 (6.1)

Para los materiales pldsticos ideales se admite la existencia de la funcién de carga
pero sélo como funcién del estado de tensiones: f (G j;). Dadas las caracteristicas de
este tipo de material, se producira flujo pldstico sin Iimite cuando f ( G’ij) =K=cte, y
se comportard eldsticamente para valores de f ( C¢ij) < K.

La curva tensién-deformacién unidimensional para este tipo de materiales resulta
ser, como la indicada en Figura VI-1,

Figura VI-1
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Por condicién de consistencia deberd ser

of
dG';; = 0 (6.2)

Comparando las expresiones (6.1) y (6. 2) se concluye que

p (X
d€ = dA +— (6.3)

siendo dA un escalar. Dicha expresion constituye la regla de flujo para este tipo de ma-
teriales.

2, - Endurecimiento isotrépico

Si el endurecimiento del material se hace en forma isotrdpica, la funcién f= 0 de-
penderd sélo del estado de tensiones y podrd escribirse como

donde C mide el endurecimiento del material, siendo funcién de la historia de deforma-
ciones. En tal caso la expresién (4. 11) puede escribirse en la forma

A+

P

dé€ = G — df (6.4)
g C

i

que es la forma general de la relacién "tensién-deformacién pldstica' competible con las
hipétesis establecidas. En esta ecuacién G deberd determinarse experimentalmente,

3.~ Ecuacion de Prandtl-Reuss y Levy-Mises
Si se adopta como criterio de fluencia el de von Mises, vale decir es:

f=%Sij S;
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y dado que
(Fi
——— Sij
resulta, reemplazando en (6. 4)
P
d€ .. = G 8 df
ij J
o
P
d&ij = 8 dA (6.5)
donde
dA = Gdf

La expresion (6. 5), que suele presentarse en la forma:

p
dg jj

= dA (6.6)

Sij

constituye la ecuacién de Prandtl-Rouss. Es de destacar que dicha ecuacién estd directa-
mente ligada al usode f=J, como funcién de carga,

Para el caso en que las deformaciones eldsticas sean despreciables frente a las de-

formaciones pldsticas, y pueda considerarse la deformacion pldstica d€ E como defor-
= # . . » 1]
macion total d & ij » la ecuacién (6. 6) puede escribirse como

= dX 6.7)

que corresponde a la expresién de Levy-Mises.

4, - Ecuacién asociada al criterio de Tresca

Conocidas las tensiones principales G—I , GCgy G5 talesque G, ? 6'2 > Gy,
resulta para el criterio de Tresca la expresién:

f = 3 (G- Gy (6,8)
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Entonces sera:

Dt 01 D¢

0

9G, o ")G'zz

Utilizando estos valores en la expresion (6.4) resulta:

p
d€; = 3d
P .
dez = 0
dG:)I,) - =4 dX (6.9)

que es la regla de flujo asociada al criterio de Tresca, Es de hacer notar que dichas
ecuaciones son diferentes de las asociadas con el criterio de von Mises., Cada criterio
tiene asociada su regla de fluencia o relacién tensién-deformacion,

5. - Determinacion experimental de la funcién G

Para que la ecuacidn (6. 4) tenga aplicacién prédctica deberd relacionarse en alguna
forma, con un ensayo de ficil realizacién como es el ensayo de traccién simple,

Serd entonces necesario encontrar una funcién de las tensiones, que se denominard
"tension efectiva'' y una funcién de las deformaciones, denominada ""deformaci6n efectiva"
tales que permitan correlacionar los resultados que se obtienen de ensayar el material
bajo cualquier sistema de carga con la curva "tensién-deformacién' de un ensayo de trac-
cién uniaxial,

En consecuencia, la tensién efectiva G°, deberd reducirse a la tensién simple en el
ensayo de traccién uniaxial, Ello indica que para cierto valor de G o el material debe-
ra entrar en fluencia pldstica; por otra parte deberd ser una funcién positiva y creciente
durante el proceso de deformacién,

Como la funcién de carga f (G ij) relne estas condiciones, puede suponerse que di-
cha funcion es proporcional a una cierta potencia de la tensién efectiva, vale decir

£(Gy) = c Ce“ (6. 10)



41

expresion en la que ¢ yn son constantes a determinar. Dicha proporcionalidad entre am-
bas funciones hace que G'e pueda utilizarse como criterio de fluencia, como frecuente-
mente se hace.

Como caso particular, si se admite f=Jg resulta

n
Jz = Cce
y
1 1
J, B 1 n
_ 2 2 2 2J
G;—(:—) ={—6— [(Gl-cz) +(Gy-G3)° +(G3-GC) }
(o}

Para determinar las constantes se tiene presente que en el ensayo de traccion uni-
axial deberd ser Ge = G'l lo que implica que sea n=2 y c =3, Con ello surge:

c, = ,’ 3 Jy (6.11)

Para la definicién de la "deformacién efectiva'' & o Se admite que el trabajo plasti-
co por unidad de volumen se expresa como:

Habitualmente dicho trabajo se expresaba en la forma:

P _ P
d W = Sij dcij

Como ambas expresiones deberan coincidir resulta:

1
d&. = — 8, dET (6.12)
e ij ij
¢
e

Aceptando para € . la expresion dada en (6, 11) resulta:

e

S.. dé& ifj’

dg . =

e
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que a través de la regla de flujo correspondiente a f = Jo permite escribir

2 P P
d&e = \l 3 deij dEij (6.13)
En términos de las deformaciones principales queda
2 2 2 %
dé, = %[MEI% +w62% + @€ ] (6.14)

El segundo enfoque para la definicién de € , es mds general y no se basa en ningu-
na funcién de carga especifica, Drucker(16)(89) ha demostrado que la definicién dada en

(6.13) es razonablemente correcta para, priacticamente, cualquier funcién de la forma:
f(@Jg,d3) = 0

Sustituyendo la ecuacion general

Af
ie’ =a df
N 3Gi;
en la (6.13) se obtiene
2 9f 2f
d€, = - G ; df (6.15)
3 e GCij Gy
de donde puede despejarse
3 d& e
Gdf = d\ = 7Y Y (6.16)
o 9Gij G ij
Con ello, la ecuacidn general toma la forma:
0f
e G 3G,
a€. =\ 3 a€ (6.17)



43

La pendiente de lac urva tensién-deformacion en traccion uniaxial es

' d@
G4 mmar
d€
6
i 7]
A€, = —
G,
Y reemplazando en (6. 17) resulta
1t
P 3 G d G‘e
d€. . =\|— ” (6.18)
1] 2 'af ] 'Bf 2 Ge'
'acmm 090G,

Si se admiite que f= J, , la expresion (6.18) se reduce a

P38 8 d(@

de  =— c
1 2 Ge G'e'
)
deij =— d€ (6.19)
2 e

Las expresiones (6.19) constituyen la regla de fl.jo asociada al criterio de von Mises,
Los valores que en ellas figuran se extraen de la curva experimental tensién-defori.acion
del ensayo de traccién uniaxial.

6. - Relaciones totales tension-deformacion

Ecuaciones como la (6. 19) son conocidas como '"relaciones incrementales' debido a
que relacionan incren entos de deformacion pldstica con tensiones. Para obtener las com-
ponentes finitas de deformacién pldastica se deberd integrar estas ecuaciones a lo largo
de toda la historia de carga,
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Hencky(”) propuso el uso de ecuaciones que relacionan directamente las componen-
tes finitas de deformacidn pldstica con las tensiones instantineas, denominadas ""ecuacio-
nes totales'", En lugar de las expresiones de la forma dada en (6. 19), se tendri;

3 S

F ij
= —_— — 6,20
€ . G (8. 20)

En esta expresion los componentes del estado de deformacién pldstica son funciones
del estado instantdneo de tensiones y son independientes de la historia de carga.

Esta forma de ecuacién simplifica grandemente el problema; no obstante, como ya
se sefiald, la deformacién pldstica no es, en todos los casos independiente del camino
de cargas, de manera que, en general, estas teorias no pueden ser correctas. Sin em-
bargo, para el caso de cargas radiales o proporcionales, ambas teorias conducen al mis-
mo resultado, Es decir si

G

=K G°
] ij

0 . ; .
donde G'ij es un estado de referencia no nulo y K una funcion del tiempo monétona cre-
ciente, lo que implica que

0
y
0
G'e =2 K Ge
entonces la ecuacién (6. 19) se expresa como:
P 3 dé

d€ ;. = —
ij i
2 Ge° !

Esta expresion puede integrarse facilmente obteniéndose

3 S,
e?. 2 B¢,

i
) 92 G-eo

On

P 3 S Si'
E pg— — (6.21)
9 G
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donde se observa que la deformacién pldstica es funcién solamente del estado instantdneo
de tensiones e independientes del programa de carga,

Budiansky(m) propuso que existen ciertos programas de cargas, ademas de los pro-
porcionales, con los que se satisfacen los postulados bisicos de la plasticidad utilizando
teorias totales. Si bien no se han verificado hasta el presente detalles importantes en la
formulacién de Budiansky, no puede, por el momento descartarse la posibilidad de que
otros caminos de cargas den respuestas satisfactorias, a través de las teorias totales.
Dicha formulacién se basa en la existencia de puntos singulares, los cuales seran consi-
derados mds adelante,

7. - Endurecimiento cinemadtico,

Se determinari la forma de la regla de flujo a que conduce una hipétesis basada en
una generalizacién de la regla de endurecimiento cinemdtico de Prager.

Expresamos la funcién de carga en la forma

P
ij °

f(C'ij-txij, E k) =0 (6.22)

siendo = jj un tensor representativo del corrimiento del centro de la funcién inicial de
fluencia, a medida que la deformacién progresa. De acuerdo con la formulacién dada en
esta hipdtesis, para materiales endurecibles es posible aceptar que:

o« =¢Cc €P (6. 23)
1) 1]

Admitiendo un corrimiento proporcional a la deformacién, C resulta ser una cons-
tante: caso de endurecimiento lineal,

Por condicion de consistencia, deberd ser:

Df (R f ?f
df = — dG'ij+(-—— ~-=—— C dé + — dk =0
CLgY CLSSCIY R B
ij

(6. 24)

La condicion de normalidad entre el vector incremento de deformacién plistica y la
superficie de fluencia es:

df.i}; w % __’d_f
Gij
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P
Aceptando como medida del endurecimiento la funcién d k = hy; d Ekl , O sea:

of
dk = hij A
D0ij
resulta:
of
d (4..
3Gy =
ZX
af f 5.1
( a.F = ¢ + 9 h..)
9% Gy 3k 7 3G
éij ij

Con esta expresion, la regla de flujo resulta

o af 2f
dC = G* d g7 (6. 25)
ij 3G  alm i
siendo 4
of f af
oa g2t oe 2, 2, 2
3 &P 3G, 3k Y ag

s * . . 5 i
En la expresion (6,25), G~ es funcion de las tensiones, deformaciones, de la histo-
ria de deformaciones y debera determinarse experimental mente.



47
CAPITULO VII

SUPERFICIES DE CARGA CON PUNTOS SINGULARES

En # 3y 5 se considerd que la superficie de carga no presentaba puntos singulares.
Sin embargo, puede admitirse en la teoria general, la existencia de superficies de carga
formadas por la superposicién de superficies, individualmente regulares, que al cortar-
se den lugar a la existencia de puntos singulares, El mds comin de tales casos es la su-
perficie correspondiente al criterio de Tresca.,

La funcién de carga de una superficie genérica fp es, siguiendo a Koiter(54)

fp(qi" 611; k) = 0 p=(1, 2,...n) (7.1)

Cuando para toda f, resulta fp < 0 se estd en el rango eldstico; la fluencia apare-
ce cuando una (o0 mds) de las f;, se anula. Enla interseccién (punto singular) de un nime-
ro q de superficies fp, tal que 2 = q £ n, el criterio de carga de las ecuaciones
(2.3),(2.4) y2.5) se aplica a cada f, separadamente, For lo tanto, se tendra descarga
rara:

of .
p
— 0. < 0 ] f =0 (7.2)
. 1] p
a 1J
Carga neutra si:
Qfx
G:.. =0 , foc = 0 (para © contenido en el con-
o G-ij L junto q)
(7. 3)
y
of .
P (T; <0 ; f =0 (para todo p, perteneciente a
3 G ] R q, distinto de ©% )
(7. 4)

Tendra lugar un proceso de carga cuando al menos, para un elemento ﬁ del conjun-
to q se verifique
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afp
a(rgj

G:i-j)O ,  fp =0 (7.5)

Las reglas de flujo pueden ser escritas en la forma

n

* P of af .
Ci. = Z Cp hp s P 0 mm (7.6)
o e 3G 30m

donde es
3% .
C. =0 para £..£ 0, 0., <0
P p i
alGij
(T.:7%)
o .2
=21 = > 0
Cp para fp 0, D G:] >
1)
e 'l P
En la expresion anterior, h_ es una funcion positiva de Gl' s ci' y ocupa el lugar

de G enla ecuacion (4.8). Las funciones hp pueden ser determinadas en base al siste-
ma de ecuaciones f, =0 de una manera similar a aquélla en que se determiné /\ en

g4,

En # 3 y 5 se limitd la discusién al caso de superficies de carga regulares, es decir,
con tangente inica en cada punto, En ese caso se demostrd que la superficie de carga de-
be ser convexa y que el vector incremento de deformacién pldstica es normal a esa super-
ficie. Para superficies con puntos singulares, la prueba de convexidad sigue siendo vali-
da, No sucede lo mismo, como es natural, con respecto a la normalidad del vector d elfj’

Si P, Figura VII-1, no es un punto regular de la superficie de carga no puede demos-
trarse que la direccién de d € F sea independiente de la direccién de d Q.. En reali-
dad, se verd que si P es un punto singular de la superficie de carga (conveﬁ) formada
por la interseccién de superficies regulares f1 =0 y fp =0, la direccién de d 65 es-
tard comprendida entre las normalesa f; =0 y f3=0 en P,

A tal fin, sean Py y Py, de coordenadas
o G
1 y 1)

dos puntos sobre f1 =0 y fp =0 respectivamente. Las tangentes a la superficie de car-
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ga en P estdn en el sector APA' (0 BPB'), Siel dangulo @ es medido a partir de PPy
en la direccidn antihoraria, para un proceso de carga descarga de Pga P, la direccién
de d ﬁg , identificada con 0@ = ¢, estard dada, de acuerdo con Drucker por

oy
2 2

mientras que cargando desde Pja P serd

E-prsge o

/\
donde B es el dngulo P;PP

2

Bl

fa=0

Figura VII-1 Figura VII-2

Dado que las trayectorias de Ppa P y de Py a P estdn dentro del dominio eldstico,
no pueden afectar a  y las dos desigualdades anteriores deben ser consistentes, es

decir
iri g.‘_ 2.11 ..fﬂ
2 2

_ Ademds, si se considera que Py y Py pueden e;gtar tan cerca de P como se desee,
vemos que B—=/43 .,  donde O, esel angulo APB', formado por las tangentes a

f1 =0y f210enP. De modo que, a medida que Pjy Py se acercana P el entorno
para ¢ estd dado por

“CEES - (1.8)
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Es decir, la direccionde d &€ ij esta limitada al sector comprendido entre las nor-
males a las superficies en P. Cabe observar que si la superficie fuera regular en P, ﬁo
seria igual a T y de (7.8) obtendriamos la (3. 4)

En la representacion bidimensional de un punto singular mostrada en Figura VII-2,
hay cuatro zonas formadas por la interseccién de las tangentes ABy A'B' en P, dentro
de las cuales puede estar dirigido el vector incremento de tensién d G’ ij -

Siod G'ij estd dirigido dentro del sector APB', hay descarga y el incremento de de-
formacion plastica es nulo, La regién A'PB es llamada de carga total, dado que ambas
superficies f1 = 0y fo = 0 contribuyen al incremento de deformacién pldstica, Las zo-
nas APP'y BPB’ son llamadas regiones de carga parcial,

Hasta el momento la nica restriccion impuesta a d & E es que pertenezca al haz
de normales DPE; el postulado de Drucker impone ciertas restricciones adicionales. La
direccién 0 = ¢ debe formar un dngulo agudo (§ € % /2) con la direccién de d G ij -
Para todo d @’ ij en la regién de carga parcial, como se indica en Figura VII-2 estd res-
tringido al abanico DPF. Vemos pues que la desigualdad (7. 8) provee informacion util
solamente cuando d G ij estd dirigida dentro de la regién de carga parcial,

Como se menciond, la mds usual de las superficies de carga con puntos singulares
es la correspondiente al criterio de Tresca, Figura VII-3.

Sea el punto de tension P, moviéndose desde el interior de la superficie de carga
hasta alcanzar el lado AB, de forma tal que permanezca sobre dicho lado durante la de-
formacién subsiguiente. La expresién del vector velocidad de deformacién surge de la
Figura VII-3:

C(S.a:G-g—Gl; éz=0; é,1+é3=0
(7.9)
Integrando (7.9)

C€z= G3- 0,+Y ; E9=0 ; C&€y= Gg- G;-Y (7.10)

Andlogamente, cuando el punto de tensién llega a B y permanece en B durante el pro-
ceso subsiguiente se tiene:

G]_" G3=C(é1+aé2)

(7.11)

o .

G“)_ G'3=C(é2+“' él)

e
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donde o depende de la direccién considerada dentro del sector CBD, Por ejemplo, con-

siderando la direccién del eje G g setiene O = 1, Integrando (7.11) en esas condi-
ciones es

Gq- G'3+Y=C(51+ot52)

De lo anterior se ve que, para ciertas trayectorias de tensiones, es posible obtener
leyes de "deformacidn total," Esta caracteristica, que reduce la labor necesaria para la

resolucién de problemas prdacticos, es una importante ventaja de las superficies de carga
de este tipo (Ver Capitulo V),

Figura VII-3

J. L. Sanders(ss), W, Prager(®6) y P, G, Hodge(57)(58)(59) han analizado en diferentes
trabajos, estos criterios de fluencia poligonales,
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CAPITULO VII
INVESTIGACION EXPERIMENTAL

1. - Los desarrollos vistos anteriormente, si bien de naturaleza tedrica, tienen su punto
de partida y su aplicacidn prdctica en la representacién del comportamiento de mate-
riales reales,

En dltima instancia, la correlacién entre resultados tedricos y la realidad fisica debe
quedar establecida por medio de experimentos, y a través de uno de los siguientes cami-
nos: realizar cuidadosos ensayos para verificar las leyes propuestas o utilizar esas le-
yes para resolver problemas de borde cuyos resultados serdn luego contrastados con los
obtenidos experimentalmente,

El primer camino es el mds directo pero exige una técnica muy depurada y una cui-
dadosa seleccién del material. El segundo, por su parte, exige el conocimiento de la
solucidén exacta del problema y el tener presente que las hipdtesis establecidas en la teo-
ria deberdn ser seguidas fielmente en cuanto a condiciones de borde y proceso de carga,
durante la verificacién experimental,

En el presente trabajo se analizardn experiencias del tipo sefialado en primer térmi-
no y dirigidos especificamente a la verificacion de los puntos bidsicos de la teoria de la
plasticidad: los criterios de fluencia inicial, las relaciones tensiéon-deformacién en régi-
men plistico y la influencia del endurecimiento sobre las superficies de fluencia, Ademds
se destacardan los esfuerzos realizados para poner en evidencia la existencia de puntos
angulosos en las superficies de fluencia,

En plasticidad es importante la consideracion de experimentos bajo estados comple-
jos de tensidn, ya que los ensayos de traccién o compresiéon pura presentan sélo una faz
limitada del fenémeno, Por ejemplo, procesos de carga neutra son imposibles en el ca-
so unidimensional,

Experimentalmente, las relaciones tensién-deformacién son exploradas con estados
de tensién o deformacién homogéneos, El medio mds corriente es el uso de probetas con
la forma de un cilindro circular hueco, de pared delgada, sometido a torsién, traccién y
presién interior, separadamente o en conjunto(lg). El uso de presion interior determina
ciertas restricciones sobre el espesor de la pared. En efecto, en este caso la tensién en
la direccion del espesor varia desde la presién de ensayo, en el interior, a cero en el
exterior, de modo que el estado de tensiones no es realmente homogéneo. Cuanto mas
delgada es la pared més cerca se llega de la homogeneidad deseada y menores son las du-
das en cuanto a la distribucién de tensiones axiales y circunsferenciales(3?)

Un tipo de ensayo muy utilizado, andlogo al de traccién simple y que contiene a éste
como un caso particular, es el denominado proporcional o radial, Todas las tensiones son
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incrementadas proporcionalmente, en la forma G ;=K €] io_ donde (§ i% es un estado
dado de tensiones. El término radial proviene del hecho que ia correspondiente trayecto-
ria o camino de carga en el espacio vectorial V es una recta que pasa por el origen de
coordenadas. Los ensayos proporcionales mantienen fijas las direcciones principales y
la relacién entre los valores principales de las tensiones. Otros ensayos mds generales
permiten mantener fijas las direcciones principales cambiando las relaciones entre los
valores principales de las tensiones o variar conjuntamente direcciones y tensiones prin-
ciplaes. Hill(®0) ha propuesto nuevas técnicas en relacién a este problema.

Un hecho que debe destacarse en relacién con la comparacién de resultados experi-
mentales es la dificultad que se encuentra generalmente en definir con precisién qué se
entiende por fluencia en materiales reales en los cuales no existe un punto anguloso bien
definido en la relacién tension-deformacion.

Un criterio es considerar como limite de fluencia el limite de proporcionalidad, es
decir el punto en el cual la curva tension-deformacion se separa de su tangente en el ori-
gen, En este punto cabe consignar la observacion de Szcepinski(49) que ninguna porcién
de la curva tensién-deformacién es probablemente una recta, y por lo tanto el perfeccio-
namiento de los instrumentos de medida llevard a una progresiva desaparicion de la su-
perficie de fluencia inicial.

Otro criterio es determinar superficies correspondientes a una deformacién previa-
mente fijada. Esto, por un lado, deja arbitraria (muchas veces sin indicar en los traba-
jos) la deformacion elegida, Por otra parte dado que implica una técnica experimental de
sucesivas cargas y descargas alrededor de la zona de fluencia, puede producir perturba-
ciones importantes,

En Figura VIII-1 puede verse para un mismo ensayo, las superficies de fluencia co-
rrespondientes a diversas definiciones(39).

Si a lo anteriormente mencionado se agregan los efectos de creep y velocidad de de-
formacion, no es dificil comprender la existencia de resultados experimentales de diver-
s0s autores que son s6lo aparentemente contradictorios. A tal efecto cabe observar que,
con una dispersién standard promedio de 10%, la menor diferencia significativa (es de-
cir la diferencia minima que debe existir entre el resultado de dos ensayos para que pue-
da estimarse con un 95% de certeza que son diferentes) se eleva al 27,7%. Es decir, di-
ferencias menores no son significativas(60),

2, - Superficie de fluencia inicial: Numerosos ensayos han sido realizados con el fin de

determinar la forma de la superficie inicial de fluencia, A tal respecto son cldsicos
los experimentos de Lode y de Taylor y Quinney que estaban especialmente dirigidos a
comparar los criterios de fluencia de Tresca y von Mises.

Los ensayos de Lode(61) se centraron especialmente sobre la influencia de la tension
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principal intermedia sobre la condicién de fluencia, Como se ha visto anteriormente,
ésta es la tension (l_ﬁ para ensayos con 01 > (2 > (3 esta tensién intermedia
es considerada en el criterio de von Mises pero no en el de Tresca,

Para medir el valor relativo de la tensién intermedia Lode usa el pardmetro

@G- [(6G+ Gre]
( G - U372

/J:

que varia entre -1 para traccién simple a +1 en compresion simple, siendo igual a cero
en cortle puro,

En la Figura VIII-2 puede verse que la tensién (1-2 tiene un efecto marcado sobre el
criferio de fluencia, Los puntos experimentales aparecen agrupados alrededor de la curva
obtenida para J, = K, es decir para la condicién de fluencia de von Mises, Esta curva al-
canza un maximo para

G, - G

o

= 1,155

Otra comparacién entre los criterios de von Mises y Tresca fue hecha por Taylor y
Quinny(ﬁz) mediante ensayos en traccién-torsién de tubos de pared delgada y puede verse
en Figura VIII-3,
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La mayoria de los ensayos posteriores confirman los resultados de Taylor y Quinney
en cuanto a la mayor exactitud del criterio de von Mises. Ademdis, esto puede observarse
destacando que la relacién entre fluencia por traccién y fluencia por corte es mucho mis
cercana a 0,577 que a 0,5,

Como se ha mencionado anteriormente, una mejor aproximacion de las curvas expe-
rimentales puede obtenerse usando combinaciones de Jo y J3.

3. - Relaciones tension-deformacién: Uno de los puntos en que se ha centrado la atencién
de los experimentadores ha sido la verificacién de las relaciones de Prandtl-Reuss.
La ecuacion (6, 7) puede ser escrita en la forma:

G, -Gy G2 -Gs3 Gs - G1
- e — o _4X

dey - des dep - deg deg - deq
0 andlogamente
20, . G; _ Gy 2 deg - de; - deg
1 - 3 i deg - dejy

Llamando, como es tradicién

26'2—01-0'3 2de - de. - de

0'1 - 0‘3 d62 = del

se tiene/(t =V , Figura VIII-4, Los resultados de los primeros ensayos de este tipo
mostraban una desviacién sistemética con respecto a este resultado(61),

Esta diferencia puede ser debida a la falta de coincidencia entre los tensores de ten-
sién y de deformacién, que a su vez puede atribuirse a la anisotropia del material, Dado
que ensayos pajo tensiones combinadas son usualmente llevados a cabo sobre tubos de pa-
red delgada, la anisotropia inherente a esos tubos, debido al proceso de fabricacién,
puede muy bien afectar los resultados, Esta anisotropia no puede ser totalmente elimina-
da ni aidn con el tratamiento térmico méds elaborado, Por lo tanto no debe esperarse que
estos resultados estén en completo acuerdo con los resultados de una teoria que postula
la isotropia del material,

La desviacion observada puede también deberse a que la superficie de fluencia real
no coincide con la superficie de von Mises. Por ejemplo, Prager( 3) ha obtenido una buena
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coincidencia con los resultados experimentales (curva OBA de Figura VIII-4) usando una
condicién de fluencia de la forma

Jd3 )2
T2

f=J2—0,65 (

Y

Figura VIII-4

Otros experimentos recientes(84)(65)(66) parecen indicar una muy buena coinciden-
cia con la condiciéon 4 =4/ . Los limites de validez de la hipétesis de endurecimiento
isotrépico, debidos a la presencia del efecto Bauschinger, indican que no puede esperar-
se, en general, una buena coincidencia mds alld de las deformaciones iniciales,

4, - Endurecimiento: el conocimiento del efecto de la historia de deformacion sobre la

condicién de fluencia es de gran importancia en el caso de sélidos endurecibles, Los
primeros estudios experimentales sobre este tema, por ejemplo el de Cunningham,
Thomsen y Dorn(gl), estaban restringidos a ensayos proporcionales y mostraron una bue-
na coincidencia con el concepto de endurecimiento isotrépico, Sin embargo, en 1950, Shaw
y Wyoherley(gz) llevaron a cabo un experimento con relaciones de tensiones variables,
encontrando contradicciones con la teoria del endurecimiento isotrépico,

Posteriormente, varias investigaciones han sido llevadas a cabo para estudiar el com-
portamiento de la superficie de carga, Cabe destacar los cuidadosos experimentos de
Naghdi, Essenburg y Koff en torsién, traccién y torsién inversa(ga), Figura VII-5,
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Dichos experimentos concluyen que: a) tanto la superficie de fluencia inicial como
las subsiguientes son convexas, b) La superficie de fluencia inicial es simétrica alrede-
dor del eje O . c) La tensién de fluencia en traccién no es alterada (ausencia de efecto
cruzado); sin embargo, el efecto Bauschinger, es especialmente pronunciado cerca del
eje Ty, . d) El efecto del endurecimiento se reduce cerca del eje @, . Cerca del
eje Tz aparece una regién con elevada curvatura,

Miastkowski(%4) ha investigado el efecto de "memoria' del material sometido a una
historia de deformacién en el rango pldstico, Sus principales conclusiones son las siguien-
tes: a) Las superficies de fluencia se mueven en direccién de la deformacién previamen-
te aplicada, cambiando su forma, b) Bajo la influencia de una segunda deformacién, de
valor adecuadamente alto, el material "olvida'" su historia previa y se comporta como si
hubiera sido cargado (nicamente en la dltima forma, c) Para los tipos de carga descrip-
tos, la teoria del endurecimiento cinemético explica correctamente el efecto de ""memo-
ria' observado,

5. - Existencia de puntos angulosos: Varios trabajos han sido llevados a cabo con el fin

de verificar la existencia de puntos angulosos en las superficies de fluencia y carga.
Los resultados no son completamente coincidentes al respecto. Los trabajos de Stockton
(67), Naghdi(65)(69)(93) phillips(70), y Phillips y Gray(37) y Zhukov y Rabotnov(71) han
indicado la presencia de vértices agudos en la superficie de carga, Por otro lado, Budins-
ky(72) y Drucker y Stockton(73) no observaron la presencia de vérticen,
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Es preciso destacar que no parece factible distinguir, mediante experimentos, puntos
angulosos y zonas de la superficie con gran curvatura, Para efectuar esa distincién seria
necesario poder aplicar experimental mente incrementos de tensién infinitamente pequefios.

En el caso de puntos angulosos, los incrementos de deformacién plistica correspon-
dientes a los incrementos de tensién de diferentes direcciones, tienen distintas direccio-
nes. En cambio, en el caso de un punto con gran curvatura, los incrementos de deforma-
cién pldstica tienen una direccién fija, normal a la superficie de carga, cualquiera sea la
direccién de los incrementos de tensién correspondientes,

Dado que el experimentador puede solamente aplicar incrementos finitos de tensién y
debido a la influencia del camino de deformacién, la diferencia mencionada no puede ob-
servarse, Ademas, cuando se aplican incrementos finitos de tensién no puede asumirse
que dos incrementos finitos estdn actuando sobre la misma superficie de carga.

Phillips(m) porpone un procedimiento para determinar la existencia de vértices en
las superficies de fluencia (puntos angulosos o de gran curvatura) comparando el dngulo
, Figura VIII-6-a, con el angulo comprendido entre las normales a una superficie no
singular (llamada superficie de comparacién), luego de la aplicacién de incrementos
d s1 yd s2. Como superficie de comparacidén se usa la superficie de von Mises que pasa
por el punto de carga, Los experimentos consistieron en ensayos de traccién-torsion de
tubos de pared delgada. Consideremos el punto angulosos de Figura VIII-6-b,

La linea M, esla proyeccioén, sobre el plano G -T de la normal a la superficie
de comparacion (superficie de von Mises) que pasa por el punto O, La proyeccion del
incremento de tensién aplicado es ds y la del incremento de deformacién es de. Duran-
te un proceso de deformacion pldstica, los dngulos ©; , my /& , varian. Para que exis-
ta un vértice, es necesario que el cambio del dngulo ©t, sea considerablemente mayor
que el cambio en el dngulo m durante un cambio en /87 tal, que el vector tensién se
mueva de una regién del vértice a la opuesta. Ademds, el cambio en ©X; deberia tener
el mismo signo del cambio en & 1, cualquiera sea el cambio en m, El andlisis de los
resultados, algunos de los cuales se indican en Figura VIII-7 indica la existencia de vér-
tices (angulosos o de gran curvatura), No obstante este tema sigue abierto a la discusion,
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Figura VII-8-a Figura VII-8-b

Figura VIII-7
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CAPITULO IX

TERMODINAMICA

Se han realizado numerosos intentos para configurar un enfoque termodindmico de
los procesos elasto-pldsticos. Dicha tarea ha conducido a generalizaciones de los Erinci-
pios de la termodindmica irreversible lineal, ya que el postulado de Onsager(75)(7 )(77)
no se aplica dada la no-linealidad de la fluencia pldstica,

Por otra parte fue necesario introducir pardmetros de estado adicionales que contem-
plaran procesos netamente irreversibles como endurecimiento por trabajado, efecto Baus-
chinger, etc, Esta posibilidad ya habia sido también propuesta en trabajos previos por
Bridgman(m).

En el marco senalado existen investigaciones tendientes a obtener ecuaciones consti-
tutivas ineldsticas de naturaleza general, basdndose en una generalizacién del dominio
de validez del principio de Onsager a procesos irreversibles no-lineales, Se pueden citar
en este sentido los trabajos de H. Ziegler(79) y Vakulenko(80(81)

En los trabanjos de Freudenthal(sz), Eringer(83) y Truesdell(84) se han desarrollado
gran parte de los conceptos fundamentales de la aplicacidn de termodindmica irreversible
a la mecdnica del continuo,

Sean las funciones U (energia interna) y S (entropia), referidas a la unidad de volu-
men. Mientras el sistema en estudio evolucione en el rango eldstico de deformaciones,
sera suficiente elegir & ﬁ v T como variables de estado, siendo T la temperatura ab-
soluta. Pero si se producen deformaciones elasto-pldsticas las funciones termodindmicas
dependerdn de algunos parimetros adicionales que se indicardn con X\ ( ) , tales que

dA ™ - g agf =1, 2..1)
siendo gg.l) funcién de las tensiones, las deformaciones y la historia de deformaciones.

Asi se tendrd:

U=TU(Eg, A® o

1]

(9.1)

(n)
S (&‘.f]., p N !

w
]
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E] primer principio de la Termodinidmica puede expresarse en la forma:

du = Gy d€y + dQ 9.2)

donde dQ es ¢l calor absorbide por el sistema,

Del segundo principio de la Termodindmica se desprende que dQ = T dS para pro-
ces0s reversiblesy T dS 3 dQ para procesos irreversibles. Si se indica con vy ij 2
la parte de la tensién que produce trzbzio no recuperable se podrd escribir;

P
Tds-dQ=\Pideik=0 (9.3)
De la misma forma que la entropia y 12 energia interna, la energia libre puede expre-

sarse en la forma

FnF(‘s; , A\® | T)=-vU-TS (9. 4)

cuyo diferencial se escribe, recurriendo a (9. 2) y (9. 3)

DF QF QF
dg |+ g del o+ dT = G dg . +
e 1) DA ) 1) D7 ij ij
CE-Y
P

|
Si =6lo =e contemplan evolucicnes en el campo eldstico resulta d € ij =0 y entonces
¢
F = F{e i - T)

con la cual, de (9.5) se desprende:

DF OF
Gu™ =% y ikl
7 ey T (9.6)

Si se admite que estas expresiones conservan su validez adn en procesos elasto-plas-
tieos, se obtiene entoncea:
i DF
Y —— G - Y ©.7)
ij e X{n} il i)
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Vakulenko analiza el efecto de endurecimiento del material como funcién del trabajo
de deformacion pldstica, Asi resulta que haciendo

g(1) « 0 , @ g
i N ij para n = 2

v A [, e

1

con lo cual la expresién (9.7) se escribe:

OF
Gij EK(” = Gij - Vij
0
DF
\Pij = Gij (1- 3N (9.8)

Si se considera la expresion (9. 3) como condicién de irreversibilidad, puede escri-
birse ahora como

OF

1

v dc?=d9\() (1- —3,) =0 (9.9)
ij ij D2

Puede verificarse que todas las teorias de plasticidad consideradas hasta el presente
satisfacen la condicién de irreversibilidad.

A los efectos de obtener la ecuacion de estado deberédn hacerse algunas consideracio-
nes al margen de los principios de la termodindmica. Si bien es cierto que el principio
de Onsager es de aplicacion en los procesos irreversibles lineales, se aceptard como for-
malmente vdlida su utilizacién en plasticidad, a pesar de tratarse de un proceso esencial-
mente no lineal,

La produccién de entropia del sistema que deforma pldsticamente es:

v e’ (9. 10)

_ 1
& . wea
T i i]

- P
En ella es lf’ i la "fuerza generalizada" y & ij el "flujo generalizado'". Puede ad-
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mitirse que se verifique una relacién lineal como

ij o P
i = An € u (9.11)

, . . - - 1 - - - - - -
Segun el principio de Onsager, la matriz Ale es simétrica, es decir se verifica

-~ ”~ . P
En base a ello puede suponerse la existencia de una funcién "disipacion" ¢ (& ij » T);
tal que
X
— =Y (9.12)
9¢ kl kl
iy 2 P 2P
; ) _ 1 E
(Por ejemplo: ¢ = § A € 4 ij )
De la expresion (9. 8) se obtiene:
Y
Gi‘ = DF (9.13)
J ————
ax(d)
o de otra manera
c Gl
22 = f = w i = f e (9'14)
1 1 1] 1 P
&
siendo:
1
f. =
! ?F
Y
La expresién (9, 14): .
Qe D
J
G.. = fl P
1] S
D€ .
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-

relaciona tensiones con velocidades de deformacién. Para obtener la funcién & | ( 6'1])
se analizard la funcién f ¢ a través de una de sus transformadas de Legendre Q

. O (¢ .9
. ,
0 =1 8- & SN S (9. 15)
P
9€y
0
. D¢
P S
9=f1ﬁ—€ijf1 —_ = flﬁ-éij Gij
< P
De esta tiltima expresién se obtiene
1
b DGy, R
o= 9.16
€ ij X (9.16)

que relaciona velocidades de deformacién con tensiones.

De esta forma, sobre la base de la extension de la validez del principio de Onsager,
se encuentra una ley formalmente similar a

of
P
d€é .. = G df (9.17)
1j
donde f es el potencial pldsticoy G una funcmn escalar. En efecto si 0 (@ . 5 9 @) ;
T) representa el potencial pldstico, el vector 5 P resultard normal a la supérflcle
0 = cte, 2

No obstante, no se hacen consideraciones sobre la vinculacién entre la "regla de flu-
jo'" y la funcién de carga asi como tampoco se analiza el comportamiento de la expresién
(9. 16) durante los procesos de descarga o carga neutra,

Admitiendo una vinculacién entre la funcién 0 y la funcién de carga de un material
isétropo como:

1
0 =0(Gj, x(),T)-f(G )+F(1 (9.18)
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donde f (U ij) es la funcién de carga, se obtiene una regla de flujo similar a (9.17), Sin
embargo, no resulta como consecuencia del principio de Onsager la convexidad de la su-
perficie de fluencia,

El trabajo de Ziegler(qg), también basado en un intento por generalizar el principio
de Onsager, se fundamenta en argumentos semi-estadisticos obteniendo una funcién de
la forma

¢ 3D , =1 2D
ij = &  ; GO (9.19)
P . P
B é kl BE ij
siendo
P . P o

ij

P

Restringiendo el andlisis al caso en que la direccién de los vectores 9 ij ¥ & ij

en el espacio de tensiones y deformaciones resultan independientes de sus magnitudes,
la ecuacién (p. 19) se expresa como:

- or
] i = i (9. 20)
P
Q¢ ;
siendo 1
; QD )
,1*="~k(5§)= [ [___ e ] dD 9. 21)
J - P kl
B¢ i
luego puede obtenerse
- p 20
ij QG ij
siendo

- P

donde ¥ = cte. y Q) = cte resultan ser superficies convexas.
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Tanto el trabajo de Vakulenko como el de Ziegler deben ser considerados como tenta-
tivos ya que ambos generalizan los postulados de la termodinamica irreversible y la va-
lidez de sus suposiciones no ha sido ain establecida. Este tltimo punto y sus implicancias
tedricas deberd analizarse profundamente,

Por otra parte serd necesario prestar atencion a la seleccién de las variables adicio-
nales, que juegan un papel fundamental,

Otros trabajos intentaron un enfoque general de la teoria elasto-pldstica desde el
punto de vista termodindmico(89)
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