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CAPITULO I 

INTRODUCCION

1- Objetivos g e n e ra le s .

En virtud de los avances realizad os en el á rea  de la p lasticidad durante los 
últim os 20 años, por diferentes investigadores, se  consideró de in terés  reu n ir en 
e ste  trab a jo , las  conclusiones m ás im portantes a que se a rr ib a ra  durante este  lap­
so.

Dado que la teorfa  de la  p lasticidad no está  firm em ente establecid a, se  hace 
im prescindible para quienes deseen tra b a ja r  en este  te rre n o , m antener actualizados 
sus conocim ientos, especialm ente en lo que resp e cta  al uso de los c r ite r io s  de 
fluencia y re g la s  de flu jo correspondientes, a s f  como ai entorno de validez de las 
suposiciones realizad as en re lac ió n  a dicha te o ría . Con objetivos s im ila re s  se  han 
realizado diversos tra b a jo s : (1), (2), (3), (4), (5).

Fue intención perm anente durante la rea liz a c ió n  de los capítulos subsiguientes 
h acer una exposición detallada de las ecuaciones Ínter vinientes a fin de fa c ilita r  la 
lectu ra  a quienes no se  encuentren fam iliarizad os con las tendencias m ás rec ien tes  
en esta  m ateria .

2 -  A spectos fenom enológicos de la  p lasticid ad .

L as te o ría s  de e lasticid ad  y p lasticidad  d escriben  la deform ación de la mayor 
parte de los m ateria les  habítualm ente usados en in geniería . D ichas te o ría s  se  estru^ 
turan sob re estudios experim entales de las re la c i oríes entre tensiones y deform acio­
nes de agregados p o licrísta lín o s y por lo tanto se  desenvuelven un tanto independien­
tes del conocim iento de la  estru ctu ra  de la  m ateria . Sus conclusiones m acroscóp i­
cas se  aplican a un modelo de m ateria l idealizado al que se  denomina "con tinu o".

No obstante, la  solución de problem as re a le s  hace que m uchas v eces  deba r e -  
c u r r ir s e  al conocim iento de la estru ctu ra  de la  m ateria  y a los m ecanism os d esarro ­
llados por la  F ís ic a  del Sólido para com prender las  lim itacion es de estas  te o r ía s . 
H asta tanto no se  vinculen totalm ente los enfoques m icroscóp icos y m acro scó p ico s, 
s e rá  m en ester tener p resen tes ambos puntos de v is ta , puesto que proveen inform a­
ción com plem entaria. L a tendencia m oderna es no re a liz a r  aproxim aciones u n ilatera­
le s , ya sean f ís ic a s  o m ecán icas, sino am pliar constantem ente el campo de ob serva­
ción ( 6) (7) (8 ).

S e r ía  deseable que la F ís ic a  del Sólido proveyera, sob re la b ase  del estudio de 
los p rocesos fís ic o s  e lem en ta les, los puntos de partida y suposiciones esen c ia le s  para 
la  te o ría  de la p lasticidad. L a  necesidad de dar inm ediata solución a los problem as
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con que se  enfrentan quienes trab a jan  con la  plasticidad desde el punto de v ista  de 
sus ap licaciones, y dado que la F ís ic a  no puede aún sa tis fa ce r  este  requ isito , hace 
inevitable el tener que p artir  de hipótesis fenom enológicas basad as, en general, en 
observaciones e investigaciones experim entales. En consecuencia, las leyes que se 
obtienen por este  medio no son generales y resultan una razonable aproxim ación a un 
número lim itado de p rocesos re a le s .

3 - D esarro llo  h istó rico

El origen de la plasticidad como ram a de la M ecánica del Continuo, puede 
s itu arse  entre 1864 y 1872, con los trab a jo s de T re s c a  (9) sobre extrusión de m eta­
le s . En e llos se  propone el c r ite r io  de fluencia de la m áxim a tensión de c o rte , que 
lleva su nom bre. La form ulación de la  teo rfa  con la form a actual fue hecha por 
Saint Venant (10) en 1870, para estados planos. En sus trab a jo s  se  propone la  coin­
cidencia entre los e je s  principales de increm entos de deform aciones y tensiones. En 
el m ism o año y con posterioridad  a los trab a jo s  de Saint Venant, Levy obtiene la  e - 
cuación general en tre s  dim ensiones. Una generalización  s im ila r  fue propuesta inde­
pendientem ente por von M ises h acia  1913, conjuntam ente con su c r ite r io  de fluencia 
(11).

En 1924 Prandtl extiende las ecuaciones propuestas por Saint Venant para 
el problem a plano incluyendo las deform aciones e lá s tic a s . En 1930, R eu ss ( 1 2 ) gene­
ra liz ó  dichas ecuaciones a tre s  dim ensiones. Hacia 1928 von M ises generaliza  su 
propio trab a jo  introduciendo una función general de fluencia y el concepto de potencial 
p lástico , en las re g la s  de flu jo . E stos trab a jo s  estaban orientados hacia m ateria les  
perfectam ente p lástico s.

L a  extensión de los conceptos p re lim in ares al caso de m ate ria le s  endure­
c ió le s , con su p erfic ies  de fluencia re g u la re s , fue lograda por Melán (13) en 1938 
y P rag er (14) en 1949. En re lac ió n  a este  aspecto , un considerable aporte significó 
la introducción del postulado de D rucker (15) (16) en 1951. Dicho trab a jo  perm itió 
consid erar las ecuaciones constitutivas y diversos aspectos fundam entales re lac io n a­
dos con e lla s , de una m anera unificada.

L as te o ría s  de p lasticidad que utilizan re lac io n es to ta les, d esarro llad as por 
Honcky (17) y Nadai (18) alcanzaron gran popularidad por su sim plicidad m atem ática. 
Su in con sisten cia  f ís ic a  y m atem ática fue señalada por P ra g e r , H ill, D ru cker, e tc .
No obstante, resu ltan  adecuadas para p rocesos con carg as proporcionales como se  po 
drá a p recia r  en capítulos p o ste rio res . R ecien tem ente, estas  ecuaciones resu ltaron  
fís icam en te  ju stifica b le s  en re la c ió n  con su p erfic ies  de fluencia con puntos sin g u lares. 
E sto  surge de la  predicción de la  ex isten cia  de esquinas (puntos angulosos) en las su 
cesiv as su p erfic ies  de fluencia, hecha en el trab a jo  de Batdorf y Budianski (19) en 
1949.



En 1953, K oiter (20) rea lizó  la generalización  de las re lac io n es tensión-
deform ación para el caso  de su p erfic ies  de fluencia con regiones sin g u lares, m e­
diante la  u tilización  de m ás de una su p erficie  de carga. Con el apoyo experim en­
tal de d iversos investigadores, la  teoría  de la  ex isten cia  de regiones singulares se
d esarro lló  rápidam ente. A través de ella  Budíanski (21) y Kliushnikov (22) indicaron
la ex isten cia  de otros cam inos de carg a , adem ás de los prop orcionales, con sisten ­
tes con las teo rías  to ta les.

Por otra  p arte , el concepto de endurecim iento cinem ático propuesto por 
P ra g e r  (23) ha resultado particu larm ente útil para la  descripción  de algunos asp ec­
tos com plejos del com portam iento p lástico .

4 -  Notación em pleada.

L a  discusión rea lizad a en el p resente  trab a jo  sobre re la c io n es  en el e s ­
tado p lástico  de sólid os, se  lim ita rá  al régim en de deform ación "q u asi" está tico  
e in fin itesim al.

Se op erará  con re fe re n c ia  a s is tem as ca rtesian o s de coordenadas:

X[ ( i = 1, 2 , 3 )

L as  ecuaciones de desplazam iento -  deform ación y las ecuaciones de equi­
lib rio  de tensiones son respectivam en te:

£ i j = i (  ) 1 . 1
3 X  i

+Fi = o 1 . 2
^ X j

En estas ecuaciones ^ i j  es el tensor de deform aciones, u¿ los componen­
tes del vector desplazam iento, CT’ij el tensor de tensiones y F j los com ponentes de 
fu erzas v o lu m étricas.

P a ra  el d esarro llo  del trab a jo  se  convendrá que los índices tienen rango 
(1, 2 , 3) y que la rep etición  de uno de ellos im p lica  una suma en el térm ino co­
rrespond iente ( convención de A. E instein).

Se ind icará con un punto sobre la le tra  correspondiente la  derivación de 
la m ism a resp ecto  del tiem po: asi

é ü = aetj 
' 8  t

Un supuesto fundamental de la  teorfa  e la s to -p lá s tic a  in fin itesim al es ad-
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m itir que el tensor deform ación puede se r  descom puesto en componentes e lásticas  
£ ,e  y componentes p lásticas  :

£ i j  = S i j  + ^ i j  1 .3

P or consideraciones que se  harán posteriorm ente, se  con sid erará  el 
tensor de tensiones CTij descom puesto en dos p artes : la  componente "e s fé r ic a "  

0~ ® ij y la  componente "d esviad ora" S i j,  ta les  que

<Tij= S ij + C T § i j  1 .4

donde y § i j  es la función "d e lta " de K ron ecker.

L as componentes e lá s tica s  de deform aciones están relacionadas con las 
tensiones a trav és  de la ley  de Hooke generalizada:

= H j j k  L  G kL  1.5

donde Hijki son los componentes del tensor e lástico .

En el d esarro llo  del trab a jo  se  u tilizará , en determ inadas oportunidades, 
un espacio  v ectoria l V de 9 dim ensiones para rep resen tar a un ten sor.

Asi a G"ij corresponderá en V el vector T

y a C ij correspond erá en V el vector E
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CAPITULO II

Hipátesis b á s ic a s :

1 - Existencia de superficies de fluencia: en la F igu ra  II -l  puede v e rse  el
diagram a tensión-deform ación correspondiente a un m aterial e lasto-p lástico  típi­
co, ensayando en tracció n  sim ple.

D esde 0 hasta H la tensión G'e s  una función monótona cre c ien te  de la 
deform ación £  . Luego d ecrece  hasta I donde se  produce la fra c tu ra . Desde 0 
hasta B  ( Ifm ite de fluencia) el m ateria l es e lá stico , es d ecir, la  deform ación es 
com pletam ente re v e rs ib le  y la d escarga tiene lugar a lo largo de BO. Sin em bargo, 
la re lació n  tensión-d eform ación  deja de s e r  lineal ya en A, lím ite  de proporciona­
lidad .

P a ra  carg as m ayores que G# la deform ación es p arcia lm ente ir re v e rs ib le  
de m anera que la d escarga desde un punto tal como C hasta  uno con tensión nula 
d ejará  en el m ateria l ensayado una deform ación perm anente o p lástica  . Reiniciando 
la carga a p artir  de un punto tal como el E , el p roceso  continúa a lo largo  de E F  
hasta el nuevo punto de fluencia G y de ahi en adelante prosigue a lo largo de GH.

A p a rtir  del punto H puede co n sid erarse  que el ensayo deja de s e r  de tr a c ­
ción sim p le . En virtud de la  aparición  de una zona de e s tr ic c ió n  en la  probeta, é s ­
ta queda som etida a un estado triax ia l de tensiones que se  m antiene h asta  la ro tu ra .
En la  zona de e s tr ic c ió n  la velocidad de reducción del á rea  de la  secció n  norm al de 
la probeta es m ayor que la velocidad de endurecim iento del, m a te ria l, produciéndose 
un p roceso  de deform ación p lástica  in estab le . En lo que sigue, dado que sólo se  p re s ­
ta rá  atención a m a te ria le s  y p ro ceso s e s ta b le s , la  porción HI s e rá  ignorada. En gene­
ra l la  curva tensión-d eform ación  de la F igu ra  I I - 1 es influenciada por efectos depen­
dientes del tiem po ( velocidad de carg a , fluencia lenta o " c r e e p " )  y de la tem peratura.
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tran citi (24) en b ase  a trab a jo s  experim entales de B e r lin e r  idealizó la  curva tensión- 
deform ación en la form a que se  indica en F ig u ra  I I -2 . E sta  idealización  supone 
p rocesos iso té rm ico s  e ignora los efectos dependientes del tiem po( el m ateria l es no 
v isco so ).

<r

F ig u ra  II-2

L as p rin cip ales c a ra c te r ís t ic a s  del modelo de Prandtl son las siguientes:

a) L a pendiente de la tangente a EFG  en E ( ver figura II—1) se  toma 
igual a la  pendiente de OA.

b) El lazo de h is té re s is  se  supone unívocam ente determ inado por el punto 
E.

c) Se supone que el cam ino de re c a rg a  pasa por C y prosigue luego des­
de C h acia  H como si la descarga no hubiese tenido lugar.

E stas  suposiciones im plican que las pérdidas por h is té re s is  son nulas, de 
m anera que el cam ino CDE coincide con EFG . Además se  considera que el lím ite 
de proporcionalidad A coincide con el Ifm ite de fluencia B y que los cam inos de des­
carga ta les  como CE, C E ' ,  e tc . , son Ifneas re c ta s  p ara le las  a OA.

Otra idealización  corrien tem en te usada, considera que el endurecim iento por 
trabajado es nulo y la deform ación p lástica  tiene lugar bajo  carga constante. E ste  
m ateria l ideal se  denomina e lástico -p erfectam en te  p lástico  .

Como se  ha señalado, la F ig u ra  II— 2 corresponde con un ensayo unidim ensio­
nal. L a  tensión correspondiente al punto A determ ina un Ifm ite entre el campo e lá s ­
tico y el campo p lástico . Si se  analizan estados gen era les de te n sio n e s , habrá in fin i­
tas com binaciones posib les de tensiones que den lugar a la fluencia . Considerando un 
espacio  v ecto ria l V cuyas coordenadas son los componentes del tensor de tensiones 
( J l j ,  cada punto de ese  esp acio  corresponde a un estado de tensiones y los estados que 
dan lugar a deform aciones p lásticas  determ inan una su p erficie  cerrad a  que se  denomi­
na en general su p erfic ie  de fluencia .

En el e jem plo de la  F ig u ra  n -2  dicha su p erfic ie  se  reduce al punto
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Un program a de carga puede con sid erarse  como una tra y e cto ria  en el espacio 
v ectoria l de tensiones. A sociados a cada punto de esa  tra y e cto ria  están las v aria ­
b les de deform ación, las cuales junto con las tensiones d escriben el estado m ecá­
nico del cuerpo. Tam bién deben in clu irse  p arám etros que midan la magnitud del 
endurecim iento por trabajado. E stas v ariab les que d escriben  el estado m ecánico no 
son en genera l funciones de punto en el espacio  de tensiones, dependiendo de la  h is ­
to ria  del m ateria l asi como del camino de carga.

En lo que sigue se  adm itirá que e x iste , para el tipo de m ateria les  en considera 
ción, un estado único, c a ra c te r ís tic o  del m ateria l que no ha sido nunca deformado.
En los m eta les, este  estado v irgen  o natural puede obtenerse por medio de un tra ta ­
miento térm ico  adecuado.

Los estados de tensiones que producen flu en cia  en un m ateria l deformado a 
p artir de su estado natural determ inan la "su p e rfic ie  in ic ia l de fluencia" o sim ple­
m ente "su p e rfic ie  de flu en cia".

Cuando operam os con m ateria les  endu recibles, la su p erfice  an terior se m odifi­
ca a medida que tiene lugar el p roceso  de deform ación p lástica . El concepto de 
su p erfic ies  de fluencia p o sterio res  a la p rim era  o "su p e rfic ie s  de carg a" es una 
generalización  correspondiente a los puntos de fluencia sucesivos ta les  como C,
Cf , e tc , en la F igura I I - 2.

P hillips y Sierakow ski (25) basándose en un modelo de la curva tensión defor­
m ación m ás cercan o  al re a l que el modelo de Prandtl, consideran que en el p ro ce­
so de d escarga y carga intervienen dos su p erfic ies  que delim itan la  tran sició n  e lá s­
tic o -p lá s tica , entre las cu a les  ex iste  toda una fam ilia  de su p erfic ies  de fluencia.

L a  expresión m atem ática de la  su p erficie  in icia l y de las  siguientes su p erficies  
de fluencia , denominadas su p erficies de carg a , es en g en eral, una función com plica 
da de las  v ariab les de estado que puede d e sc r ib irse  como

donde k es un p arám etro  que mide el endurecim iento por trabajado.

P a ra  estados e lá stico s  del m ateria l es f 4 ,0 ;  para estados p lástico s f -0 ; valo­
r e s  f> 0  carecen  de sentido fís ic o . Considerem os la derivada resp ecto  del tiempo 
de la  ecuación (2 , 1 )

(2 . 1)

(2 . 2 )
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Postulado de D rucker

Se ha señalado al principio de este  capítulo que se considerarán  m ateria les  endu reci- 
bles y fue definido e l endurecim iento de un modo intuitivo, recu rrien d o a la  curva c o r r e s ­
pondiente a un ensayo en tracció n  sim ple. A continuación se con sid erará  una definición 
m ás p re c isa  y general de m ateria l endurecible, debida a Drucker(^^) (*®) (29).

Se u tilizará  nuevamente la  curva tensión-deform ación unidim ensional de un m aterial 
endurecible (Figura I I -3 -a ) , tratando de g en era lizar la s  conclusiones al espacio multidi­
m ensional de tensiones (F igu ra I I -3 - b ) .

F ig u ra  I I -3 -a

Supóngase que el elem ento m aterial bajo consideración  se encuentra en un momento 
dado en un estado representado por B¡ Mediante la  acción  de un agente externo se in cre ­
mentan la s  tensiones de modo que el proceso de deform ación tenga lugar siguiendo el c a ­
mino B A C. Luego, lentam ente, se re t ira  el increm ento según C A B .

El trab a jo  entregado durante el c ic lo  de carga y d escarg a , representado por el á re a  
BA C PB e s  positivo. P or o tra  parte , la s  porciones B A E P B  y ACEA de este  trab a jo  son 
am bas positivas. En el caso p articu lar en que B coincide con A el trab a jo  total e s tá  r e ­
presentado por ACEA.

Generalizando e s ta  observación  el postulado de D rucker dice:

a) El trab a jo  realizado por el agente externo durante la aplicación de la s  tensiones 
ad icionales es  positivo.

b) El trab a jo  neto d esarro llad o  por el agente externo durante el c ic lo  de aplicación 
y d escarg a  e s  positivo o nulo.



io  (b )

Vem os que f <fu corresponde a un estado e lá stico , ya que f d t nos conduce a un 
valor de f que e s  necesariam en te negativo. E ste  paso de un estado p lástico  a uno e lá s ­
tico  no es  acompañado por deform ación p lástica  y se denomina d escarga. Dado que

(2 .3)

e P
k = o y ' j  ~ 0 e - c r ite r io  de d escarga, a p artir  de un estado p lástico es

s  f ..... Gtf <  0 ; f  -  0

El cam bio de un estado p lástico a otro ,o de un estado e lá stico  a uno p lástico , acom ­
pañados de deform ación p lástica  constituyen p rocesos de carga y tienen lugar cuando es

— G7j = 0 i £ = 0 (2 .4)
éCRj

E l caso

a f
ò GIj

oij = 0 ; f -  o  (2 ,5 )

im plica un cam bio desde un estado p lástico a otro estado p lástico  sin m odificaciones en 
el estado de deform ación p lástica  y se denomina carga neu tra.

^ f
Observando que ^ e s  e l vector norm al a la  sup erficie  en el espacio O jj , la s  

exp resion es an terio res  tienen una sm  pie in terpretación  geom étrica. A sí, se tendrá car-y * /ga, d escarga o carga neutra según el v ecto r (J^ j e s te  dirigido hacia el e x te r io r , hacia 
el in te rio r o tangente a la  sup erficie  de carga respectivam ente. Como f » 0 e s  una su­
p erfic ie  cerrad a  en el espacio de tensiones, el concepto de in terio r o e x te rio r  está  p er­
fectam ente definido. P or razones que que serán c la ra s  m ás adelante, se adopta una 
convención de signos de m anera tal que aT^TTresulte colineal con la  norm al e x te rio r  a 
f *  0 .

2, -  Efecto de presion es h id ro státicas. Cambio de volumen,,

Bridgman ha dem ostrado que la  p resen cia  de presion es h id rostáticas del
orden de la tensión de fluencia no afecta  la  sup erficie  de fluencia in ic ia l, C r o s s l a n d ( 2 8 )  
v erificó  que tampoco el d esarro llo  de lo s  p rocesos p lástico s e s  afectado por la  p resencia  
de una presión  h id rostática .

C onsistentem ente con el concepto an terio r, se admite„que la s  deform aciones p lásti­
cas tienen lugar sin variación  de volumen, es  d ecir con £ P  « 0. Por e s a s  razones es 
conveniente descom poner los ten so res de tensiones y de deform aciones en sus componen­
te s  e s fé r ic o  y desviador.

Las observaciones a n terio re s  determ inan que en general se considere a lo s  compo­
nentes desviadores de am bos ten so res  como los únicos sign ificativos, Algunos m ateria les  
parecen no a ju s ta rse  com pletam ente a e sta  re g la (86).
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Debem os d estacar que el traba jo  a que se hace re fe re n c ia  e s  únicam ente el traba jo  
realizado por la s  fu erzas adicionales en los desplazam ientos que resultan.

En o tras palabras, endurecim iento para D rucker sign ifica  que no puede e x tra e rse  del 
m ateria l y del sistem a de fu erzas que sobre él actúa ninguna energía  por sobre la  e n e r­
gía e lá s tic a .

D ecir que un m ateria l e s  endureeible por trabajado im plica que para cualquier in c re ­
mento de tensiones que se re a lic e , por sobre el s is tem a in ic ia l de tensiones, e l m ateria l 
con servará  su equilibrio o estabilidad y e llo  e stá  relacionado con e l signo positivo que se 
le pide al trab a jo  realizado.

 ̂ — -
Pasando a la F igura II -3 -b , resu lta  que ( J" .j corresponde al punto B, VJ ĵ c o r r e s ­

ponde ai punto A, dT rep resen ta  el increm ento de tensiones, dE el increm ento de d efor­
m ación p lástica  y T la  d iferen cia  entre la s  tensiones correspondientes a A y B . E l t r a ­
bajo plástico  total e s  entonces, en p rim era  aproxim ación

( T  . dE~) + ±  (  d T  . d t )  >  0 (2 .6)
2

que corresponde al conjunto de la s  á re a s  B A E P B  y A CE A. Entonces se rá  

T*. 0  si CTij ¿ (Tij*

T . d H V o  sí CJT1  = CTf/

(2 .7 )

y, por o tra  parte

c íT \  d T  £ 0 (2 .8 )

donde el signo igual corresponde al caso de carga neutra. Reuniendo am bas expresiones 
se tiene

d T ~. d íT  ■== 0

7 .  o l T í r  0  (2 - 9)

que tam bién se  puede e s c r ib ir  como

(CTij - c n f )  d o (2.10)

d CHt d & i ¡  ^  °
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o en función de la s  velocidades de carg a  y deform ación

(2 . 11)

El postulado de D rucker define un m ateria l con un com portam iento determ inado; ese  
tipo de m a te ria le s , es ta b les  en el sentido de D rucker, se rá  e l considerado en el re sto  de 
este  tra b a jo . Sin em bargo, e s  n ecesario  adm itir que existen  situaciones en que esta  con­
dición no se cum ple. Tal el caso de la  p rim er zona de fluencia en un acero  con contenido 
medio de carbono (lím ite de fluencia sup erior, v er F igu ra  II-4 ).

<r

F ig u ra n -4
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CAPITULO E l

1. -  C aracterización  de la  sup erficie  de carga. Superficie de carga in ic ia l.

La form a de la  ecuación (2-1) o de la  sup erficie  de carga en el espacio < n j e s , en 
ultimo a n á lis is , una c a ra c te r ís t ic a  de cada m ateria l y como tal deberá s e r  determ inada 
por m edios experim entales.

Sin em bargo, e s  factib le  haciendo uso de la  h ipótesis del capítulo a n terio r, d eterm i­
nar algunas re s tr ic c io n e s  muy generales a la  form a de la  sup erficie  de fluencia, es  d ecir, 
con stru ir un p rim er entorno de la s  form as posibles.

La hipótesis de independencia de las  tensiones h id rostáticas (ver 0 2 , re f. (26)(27)(28)> 
indica que si se considera al tensor de tensiones descom puesto en sus p artes e s fé r ic a  y 
desviadora, únicam ente esta  ultim a e s  relevante en p rocesos de fluencia p lástica . Entonces 
en (2 . 1 ) es  posible reem p lazar (j^ j por Sü y la  ecuación de la  sup erficie  de carg a  se 
escrib e

f  C S jj  , 6 ¡ j  * k  )  =  0 ( 3 . 1 )

E s d ec ir , la  sup erficie  de carga depende de de una m anera muy esp ecia l, so la ­
mente a trav és  de lo s componentes desviadores Sjj„ Más adelante se verá  la  in terp reta­
ción geom étrica de e sta  c a ra c te r ís t ic a , que determ ina que la  su p erficie  de fluencia sea  un 
cilindro de e je  norm al al plano = 0 .

Por otro lado, en base al postulado de D rucker (ver 0 2) se puede d em ostrar que la s  
su p erficies de carg a  deben s e r  convexas. L a prueba de la  convexidad de las  su p erfic ies  de 
carga e stá  basada en la  desigualdad (2 . 1 1 ).

Sea un estado e lá s tico  de tensiones QT̂ j cuya rep resen tación  en el espacio  de nueve 
dim ensiones e s  in te rio r  a la  sup erficie  de carg a , esto  e s , se v e r if ic a  que

f  C (Tjj , &ij , k )  < o

Sí se increm enta dicho estado de tensiones hasta  (j estado que se halla  sobre la  
sup erficie  de carga e s :

f  (  0|j , £ ¡ J  , k  )  s  o

En el espacio V, corresp ond erá  una variación  de tensiones señalada por e l vector 
T  = (T’j j  -  CTij, como se ve en la  F igu ra  Í I I - 1 .
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/

Hasta el momento no ha habido a lteració n  del estado de deform ación p lástica  del s i s ­
tem a. Si a p a rtir  de F l j  se  efectúa un increm ento d iferen cia l d £  de la s  tensiones 
re su lta rá  un increm ento d £ ?  en el estado de d eform acion es, que se in d icará  en el e s ­
pacio de tensiones y deform aciones como dE.

De acuerdo con lo s  postulados de D rucker deberá cum plirse

7 .  c íF ^ O  (3 .2 )

/ T / /e/E/ COS y> O (3 .3 )

P ara  que satisfag a  (3 .3 ) d eberá s e r

_  JL1  ^  ..H  (3 .4 )
2  ~ Y 2

E ste  resultado puede s e r  in terpretado geom étricam ente. A p a rtir  del extrem o de T 
(punto P) se traza  el v ecto r dE según F igura I I I - 2.

P a ra  que (3 .1 )  sea sa tisfech a , todos lo s  estados e lá s tic o s  (T ^ id e  partida deberán 
e s ta r  del m ism o lado del hiperplano AB pasante por P al cual dE e s  perpendicular, 
y del lado opuesto al cual e s tá  dirigido dE. Como (T ij e s  un punto de la  su p erficie  de 
carg a  entonces P pertenece al hiperplano y a dicha su p erfic ie . Esto prueba que dicha 
su p erfic ie  es  convexa en P  y com o se tra ta  de un punto gen érico , se concluye que toda 
la  su p erfic ie  de fluencia e s  convexa.

La dem ostración  an terio r  e s tá  por supuesto lim itada a los puntos re g u la re s  de la  su -
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F ig u ra  III—2

p erfic ie  de flu en cia , e s  d ec ir  a lo s puntos en lo s  cuales se puede defin ir un plano tangen­
te único. Más adelante se v erá  (gf 7) que la  noción de convexidad sigue siendo válida en 
reg ím en es ir re g u la re s , e s  d e c ir , en puntos angulosos de la  su p erficie  de fluencia .

En lo que re s ta  de este  capítulo s e rá  estudiada la  su p erficie  de carg a  in icial o super­
fic ie  de fluencia, dejando para  el ff 5 la  consideración  de la s  su p erfic ies  de carga su b si­
guientes.

En el caso de la  su p erficie  de fluencia  in ic ia l, la  ecuación general (3 .1 )  reduce a

f ( S j j )  ^ O (3 ,3 )

X  Ppues dado que no ha habido deform ación p lástica  an terio r (reg istrada) C  y  *  0 y k » 0 .
Si adem ás el m ateria l considerado es  in icialm ente isótropo, es d ec ir  s i sus propiedades 
m ecán icas no dependen de su orien tación  con resp ecto  a un sistem a fijo  de coordenadas, 
la  función f en (3. 3) dependerá únicam ente de lo s  invariantes e s c a la re s  de S j j ,  e s  de­
c ir ,  puede s e r  e s c r i ta  como:

f f J t  -  O , Jz , J j )  =0 <3*4)

o análogam ente, en función de la s  tensiones p rin cipales:

f r < j ¡ , o í )  -  o  (3- 5)

L a ecuación (3. 5) tiene la  venta ja  de poder s e r  rep resen tad a gráficam ente con c ie r ta  
comodidad en e l espacio  de tensiones p rin cip ales (j~̂  , , Q"g , cosa  que no sucede
con la  h ip ersu p erfic ie  (3. 3).
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En tensiones p rin cip ales, la  descom posición (1 .4 ) se e scr ib e :

<£x =  s<x + o~, < r-4 r 2  o s
^ O ír/

Las com ponentes del ten so r desviador Soc e sta rán  rep resen tad os sobre un plano 
G~1 + QTg + CT3 = 0 (usualmente denominado plano l1's') .  En consecuen cia , la  su p erfi­

c ie  tom a la  form a de un cilin d ro  cuyas g e n e ra tr ice s  son n orm ales a dicho plano. La in­
te rse cc ió n  de dicho cilindro con el plano '5t”‘ basta  para c a ra c te r iz a r  la  su p erficie  de 
flu en cia . In te rsecc io n e s  con o tro s planos son tam bién corrien tem en te usadas, como se 
v e rá  m ás adelante.

S i lo s  e je s  ortogonales CT̂  » (Tg > son proyectados sobre el plano rH~ ap are­
cen como e je s  que se  in tersectan  separados por ángulos de 120°. Si la  e s c a la  de proyec­
ción e s  increm entada por un facto r /2/3 la s  com ponentes d esviadoras pueden s e r  m e­
didas d irectam ente sobre lo s e je s  proyectados. La rep resen tación  de la  su p erficie  de 
fluencia  sobre el plano rH~ se indica en la  F ig u ra  II I-3 .

F ig u ra  III-3



La e x is te n c ia  de isotropfa in ic ia l im plica también que la  denominación aplicada a ios 
e jes  0 1 ,  0 2 ,  (Ts es a rb itra r ia . S i la terna ( ( ) ¡  , 0 7 ,, 0 ^ )  rep resen ta  un estado 
p lástico , e l m ism o-estado s e rá  representado por cualquiera de las otras cinco perm uta­
ciones posibles de ( j ^ , (jT> y

En el p lan o ^ esto  determ ina s im e tr ía  axial con resp ecto  a cada uno de los e jes
6 l , ( J 2 , G 3 .

P ojj otro lado, debe re co rd a rse  que se e stá  estudiando fluencia in ic ia l, por lo que
y no ex iste  efecto  Bauschinger (30) que es e l resultado de un proceso  p lástico

previo .

Si además com o es co rrie n te  en los m etales , e l m aterial tiene iguales c a ra c te r ís t ic a s  
m ecánicas en tracción  y com presión , debemos tener el m ism o com portam iento tanto para 

Cfj como para -  , e tc . , es d e c ir , debemos tener s im etría  axial resp ecto  de las n o r­
m ales de los e je s  de las tensiones p r i n c i p a l e s  .

En resum en, isotropfa e ipual com portam iento en tracción  y com presión determ inan 
s im etría  resp ectó  de 6 e jes  separados por ángulos de 3 0 ° , Si además se tiene en cuenta 
que la  su p erficie  de fluencia debe s e r  convexa, com o se  indicó a l principio de e ste  c a p í­
tulo, un an álisis  de la F igu ra  III-4  indicará que toda su p erficie  de fluencia posible debe 
e s ta r  com prendida entre las su p erficies lím ites determ inadas por los hexágonos ABC DE F 
y A fB !C 'D ’E 'F 1. En efecto , s i A es un punto de la su p erficie  de fluencia , también lo son 
por s im e tr ía  B y F . Además ninguna línea convexa que cumpla esa  condición de sime tr ía  
puede s e r  in terior a F A B . S i se  analiza la s im e tr ía  resp ecto  deO| se concluye que n in­
guna su p erfic ie  convexa que pase por A puede s e r  e x te r io r  a la línea F ’A A ! . De la m is ­
ma m anera, es inmediato com pletar e l razonam iento para los restan tes puntos.

E ntre los hexágonos lím ite s , cualquier su p erficie  convexa puede se r  usada com o su ­
p erfic ie  de flu en cia . La form a más adecuada debe s e r  determ inada para cada m ateria l 
por medio de exp erien cias .
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Kn Mises

Figu ra ni-4

2. -  C riterio  de fluencia de von M ises:

E ste  c r ite r io  fue propuesto con d iferen tes m otivaciones, por Huberí^-^), von M ia e s ^ )  
Nadai^®) y H en cky(^ ) y se exp resa  en la  form a:

f  ,  J 2 = K *  (3. 6)

E s de d e sta ca r que no se considera la  posible influencia de J 3  en la  ecuación 3 .4 ,  
En función de la s  com ponentes del ten sor desviador, puede e s c r ib ir s e

j e -  #*■ ¿  r  o?, -  oíz + c <j¡1-  o r ,  A  r e s -  o r ,)2J  *

2 Z ts2 3̂ ' 7^

o, en función de las  tensiones p rin cip ales:

%  [(O T  -  < £ ) * + (  O i - O i f +  ( O í - C i f ]  « X 1 (3. 8)



19

El valor de K se determ ina de m anera que el resultado que se obtenga de 3„ 7 co in ­
cida con el obtenido experim entalm ente, en casos sim p les. P or ejem plo, para un ensayo 
de tracción  sim ple, donde es

Gjj = y , O2Z ■= O33 -  -  @23 ~ @3*= o

resu lta  -2. de modo que debe s e r  K =* Y/ y !T  siendo Y el lim ite  de fluencia en
tracción .

P ara  corte  puro, en cam bio, se tiene

= @22 -  @33 -  @23 -  =r Q

y resu lta  7 ”i2  = » de modo que es  K = X " siendo 7 ”" la  tensión de fluencia por c o r ­
te . Como el v alor de K es  único debe s e r

T =  =  d,455 - J L  (3 .9 )
l/s 2

La ecuación (3. 5), en un sistem a coordenado de tensiones principales está  re p re sen ­
tada por un cilindro de sección  c irc u la r  de radio '\p¿ J 2 . La coindición de fluencia pa­
ra  un estado bidim ensional de tensiones está  representada por la  curva in tersecc ió n  del 
cilindro con e l plano (J^ , que, en general, e s  una e lip se . En efecto , haciendo

(j"^ = 0 en (3. 8) se obtiene:

%  (GT2* o ro i .  K z (3 .10 )

Otra rep resen tación  utilizada a menudo para in terp re tar exp erien cias en tra cc ió n - 
torsión , en tubos de paredes delgadas, se efectúa en el plano (T\\ y G\ 2 • e s ê ca ~ 
so se obtiene la  elipse:

( J ¡ f  +  3  (% / =  3 K Z

V arias in terp retacion es f ís ic a s  han sido propuestas para e ste  c r ite r io . Nadai sugie­
re  que la  fluencia depende de la  tensión de corte octahéd rica. Esto surge de la  indepen­
dencia de la  fluencia resp ecto  de la  presión h id rostática , que es la  componente norm al 
de la  tensión actuante sobre el plano octahédrico. Heneky in terp reta  que se produce la  
fluencia cuando la  energ ía  de d istorsión  (energía de deform ación por corte) alcanza un 
valor c r ít ic o . No debe llam ar la  atención e l hecho de que la  energía  de deform ación por
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corte  se derive de consideraciones e lá s tic a s  ya que la s  propiedades e lá s tic a s  de lo s  m a­
te r ia le s  no resultan a lterad as por la  deform ación p lástica  de los m ism os. No obstante, 
si la  energ ía  de deform ación de un cuerpo tiene algún significado, éste  deberá in terp re­
ta rse  en base a in teraccio n es atóm icas y resu lta  dificultoso con sid erar la  energía de de­
form ación como divisible en dos partes: una relacionada con la  variación  de volumen y la  
o tra  con el cam bio de form a. En este  sentido, la  in terpretación del c r ite r io  en base a 
consideraciones en erg éticas no debe lle v a rse  dem asiado le jo s ( ^ ) .

3. -  C riterio  de T resca :

El m ás antiguo c r ite r io  de fluencia fue propuesto por Coulomb, T re s c a  y Saint Venant 
y e s  conocido como "c r ite r io  de T r e s c a " (9)(10).

E ste  c r ite r io  supone que la  fluencia se in icia  cuando la  tensión tangencial m áxim a a l­
canza un valor c r ít ico , que se ind icará con k*.

P a ra  ex p re sa r  esta  idea en form a an alítica  y en su form a m ás sim ple se u tilizarán  
la s  tensiones p rin cipales, considerándose C 0~2 >  ( J3 •

A sí resu lta

f  = Oí  -  OJ -  Z k m -  O (3 .11)

No obstante, esta  form a no resp eta  la  reg la  de que la  designación a rb itra r ia  de los 
e je s  no debe a fec ta r  la  form a de la  superficie de fluencia (condición de isotrop ia).

P ara  sa tis fa ce r  dicha reg la  se re cu rre  al hecho de que en e l com ienzo de la  fluencia 
una de la s  d iferencias:

/ v - < % / , / < S - c s y ,  / c r -  <£■/

(la mayor) alcanza un valor 2k*. P or lo tanto se puede e s c r ib ir

f  = fí& j ~ (¡2 )  ~ -  Ĝ )2- 4 k * ¿] % (3. 12) 

, f rC5 - ( 7J ) * -  4 k * z]  = O
E sta  ecuación resu lta  s im étrica  resp ecto  de las  tensiones p rin cip ales y puede e s c r i ­

b irse  en form a invariante como sigue:

/  -  -  27 j f -  * 96 k * *  -  6 4 k * e .  O (3 .13 )



21

expresión debida a R eu ss, donde y J 3 son el segundo y te rc e r  invariantes desviado­
re s .

Considerando todas la s  d iferen cias posibles entre G~̂  , 6 2  y ^ 3  e s ê c r ite r io  
rep resen ta , en el espacio de tensiones, un prism a hexagonal cuyas g en era trices  son n o r­
m ales al plano r)T . Su in tersecció n  con el plano ')T define el hexágono A BC D EF, uno de 
los lim ite s  hallados para las  posibles su p erficies de fluencia (F igu ra III-4)„

Como en el caso  de von M ises, k* se determ ina en exp erien cias con estados de ten­
siones sim p les. A si, p ara  tracció n  pura es  G*i = Y , CTg = 0, por lo que resu lta  
k* = Y/2. P ara  corte  puro e s  CT̂  = -  ( j- ^ , de modo que resu lta  k* = Como k* 
e stá  determ inado de m anera única, deberá se r  7 *=  Y/2„

En la  Figura III-4  puede v erse  que s i se fijan  la s  constantes de m anera que lo s c r i ­
te r io s  de T re s c a  y von M ises den el m ism o resultado en tracció n  pura, la  tensión de 
fluencia por co rte  p rev ista  por ambos c r ite r io s  s e rá  d iferente. A s í resu lta

Tensión de corte  (von M ises) = 1, 155 Tensión de corte  (T re sca ) (3 .14 )

Una c r ít ic a  frecuente al c r ite r io  de T re sc a  es  que no considera lo s efecto s de la  ten­
sión in term edia (es d ec ir  Cj~2 en el caso de (j~^ p- (JT> (j-  ̂ ) al consid erar
a i  -  c r 3 = 2 k*.

En el plano (j*  ̂ s 0 ~ 2 el c r ite r io  de T re s c a  se rep resen ta  por medio de dos re c ta s  
p ara le las  a la  ordenada (XJ = k* c Los datos de la s  exp erien cias (ver 0 8) indican que 
esto  no es  exactam ente a s í. Sin em bargo, el c r ite r io  de T re s c a  puede re su lta r  muy con­
veniente para la  resolu ción  de c ie rto s  problem as. Ha sido muy especialm ente en los ú l­
tim os años y en conexión con el c r ite r io  de endurecim iento cinem ático de P r a g e r ^ ) .

4. -  O tros c r ite r io s

P ara  m e jo ra r  la  aproxim ación an alítica  de resultados exp erim en tales, han sido d es­
arro llad os o tros c r ite r io s . Dentro de la  form a de la  ecuación (3 .4 ) , Osgood(32) encontró 
muy buena coincidencia entre los resu ltados experim entales realizad os con tubos de alu­
minio y la  ecuación

3 2
f = J 2 -  2 ,2 5  J 3 (3. 14)

E sta  función es  representada en el plano ^  por una figura in term edia entre lo s c r i ­
te r io s  de T re s c a  y von M ises.

Si la  componente h id rostática  es  im portante, en la  d escripción  general intervendrá
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adem ás de y Jg  , como ocu rre  en el caso  de suelos y en m etales som etidos a muy 
a ltas p resion es(8o)(3)e

Finalm ente, cabe con sid erar el caso  de anisotropía in icia l frecuente en m ateria les  
que han sufrido un proceso  de deform ación p lástica  durante su e laboración . La ley  más 
sim ple para e l caso anisotrópico, que es esencialm ente una extensión del c r ite r io  de 
von M ises, es  la  form a cuadrática

f = \ A jjk i CTij (Tki (3. 15)

donde (i, j ,  k, 1 = 1, 2, 3) es  un conjunto de 21 constantes independientes (dado
que A ijki = Aj^ j ).

Si se agrega el postulado de incom presibilidad

<3 f
-----— = -̂ DDkl “ 0 (3. 16)

8  (T pp pp

el núm ero de v ariab les independientes se reduce a 15, Un rápido an á lis is  m uestra  que 
la  ecuación (3 . 15) rep resen ta  en el plano (J^ -  (j% una elip se equivalente a la  del c r i ­
terio  de von M ises pero con inclinación d istinta de sus e je s . E sta  inclinación depende de 
la  anisotropía ex isten te . Dado que dicha función e s  cuad rática , se tendrá igual tensión de 
fluencia en tracción  y com presión; no obstante la  tensión de fluencia  se rá  d iferente para 
cada d ire cc ió n ^  1 ),
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CAPITULO IV

RELACIONES TENSION-DEFORMACION EN E L  CAMPO PLASTICO

Al com ienzo de este  estudio se determ inaron lo s  estados de tensiones que señalan la  
in iciación  de la  deform ación p lástica , a través de lo s " c r ite r io s  de flu en cia".

E s n ecesario  consid erar aún otro elem ento para com pletar una te o ría  de plasticidad: 
la s  re lacio n es ex isten tes entre las  tensiones y deform aciones o entre sus resp ectiv os in ­
crem en tos, en e l campo p lástico .

Una im portante d iferen cia  ex iste  entre la s  re lac io n es correspondientes a lo s rangos 
e lá stico  y p lástico  del m ateria l: en el rango e lá stico  la  deform ación e stá  unívocamente 
determ inada por el estado de tensiones, vale d e c ir , dado un estado de tensiones puede 
ca lcu la rse  la  deform ación correspondiente sin tener en cuenta la  form a que dicho estado 
de tensiones fue alcanzado; en el rango p lástico  la s  deform aciones no están, en general, 
determ inadas unívocamente por la s  tensiones sino que dependen de la  h isto ria  de carga, 
o de o tra  form a, de como dicho estado de tensiones fue alcanzado.

A continuación se analizarán la s  form as de la  re lación  tensión-deform ación en el r e -  
gimen p lástico . Se com enzará por probar que el vector increm ento de deform ación dE 
es  siem pre norm al a la  su p erficie  de fluencia.

Haciendo re fe re n c ia  a la  dem ostración realizad a en 0 3 sobre convexidad, s i se ad­
m ite que la  sup erficie  de carga e s  regu lar en P  (es d e c ir , P , no e s  un punto anguloso), 
deberá se r  tangente al hiperplano AB en dicho punto. Como dE es perpendicular a AB, 
por constru cción , se rá  tam bién perpendicular a la  sup erficie  de carga. En el modelo de 
Phillips y S ierak o w sk i^ 5) e sta  dem ostración e s  válida sólo para la  sup erficie  de fluencia 
in ic ia l. P a ra  extender su validez a la s  su p erfic ies  de fluencia subsiguientes es n ecesario  
introducir una h ipótesis de linealidad. L a norm alidad m encionada no ha sido totalm ente 
corroborada por la  exp erien cia , habiéndose observado desviaciones a esta  ley(^3).

R elacion es tensión-deform ación p lástica

El hecho de se r  el vector increm ento de deform ación p lástica  perpendicular a la  su­
p erfic ie  de carga perm ite e x p resar dicho v ector en función del gradiente de la  función f , 
esto  es:

P d f

d  £  --------------  (4 - x)
ij ¡s Glj
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Dado que el postulado de D rucker estab lece  que d <r« d £ j j  0 , entonces:

d (T i ,  a £ p = A — —  * o  
1J 1J sC Tu

En p rocesos de carga resu lta :

0  f
-  d a . .  

1]á W  " <*• > 0

por lo que A  deberá s e r  una función no negativa.

Como en el proceso de carg a  se pasa por puntos que sucesivam ente satisfacen  la  
ecuación:

f ( (¡T. , 6.. , k) = ° 
y i j ij

(condición de consistencia) deberá ser:

d f  S  f B  f 
df ---------  d CTij + --------  + -------- dk = 0 (4 .2 )

3 GTj 3  £ i j  1 ^ k

Reemplazando en e sta  ecuación e l valor de (4 .1 ) se obtiene:

3 f  3 f
d  C T i j  + A . ~ ~  • --------------  +  _-------  f k  =  0  (4 .3 )

d f f í j  S f f - i j  3 11J

Suponiendo que k, facto r de endurecim iento sea una función del estado de tensiones y 
de la  deform ación p lástica  tal como:

d k = h j j  ( (Tmn . ^rnn )  ̂ ^ k l  

que podemos e s c r ib ir , utilizando la  (4 .1 ) , en la  m ism a form a:

A  91
d k ' h“ A ^  (4' 4>
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Reemplazando esta  expresión en (4. 3) se obtiene

■a f

s  <r.
i]

B  f

B ( y . 3 £ P  3  k
y i]

kl = 0

Despejando A se obtiene:

A  = -
8 f

9  (Ti
d (T .

ij
y

a  r r - ,  a  < 5 . p

ij

d f  a f 
■+ —

a  k

a  f

kl
kl

(4 .5)

donde se observa que A  depende del estado de tensiones, de deform aciones y de la  h isto ­
r ia  previa del m ateria l. Llevando e sta  expresión a (4. 1) da por resultado:

i]

S ^kl 'S ^ h j
kl

r B  f

B k  B ÍJk l
'kl

(4 .6 )

o de otra  form a

( 4 . 7 )

E sta  últim a expresión  indica la  linealidad existente entre lo s increm entos de defor­
m ación p lástica  y los increm entos de tensiones.

O tra form a frecuente de e s c r ib ir  la  expresión (4. 6 ) es:

= G
13

B  f B  f

3 ( Jk l
d (Tki (4 .8)
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donde G dependerá de la s  tensiones, deform aciones y la  h isto ria  de carg as, y deberá 
determ inarse experim ental mente.

Se han realizado intentos para obtener reg las de flujo n o -lin e a le s^ ^ ). Su objetivo 
es  la  ju stificació n  de algunas desviaciones observadas en la norm alidad entre e l vector 
d E y la  sup erficie  de fluencia, considerada como regula.

4
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CAPITULO V

REGLAS DE ENDURECIMIENTO

El te r c e r  componente de una teo ría  de la  plasticidad debe se r  una reg la  de endure­
cim iento, que indique de qué m anera se com portan la s  su p erficies de carga p o sterio res  
a la  p rim era. E ste  es  un tem a todavía muy abierto  a d iscu siones, especialm ente por fa l­
ta de suficiente inform ación experim ental sobre el com portam iento de lo s m ateria les  
re a le s .

A continuación se mencionan algunas de la s  re g la s  de endurecim iento m ás comunmen­
te usadas.

1. -  P lasticidad ideal: este  caso corresponde al de endurecim iento nulo, en que se supo­
ne que todas la s  su p erfic ies  de carga coinciden con la  in ic ia l, como se indica en la  

F igu ra  V - l - a .  Aunque pocos m ateria les  pueden co n sid erarse  como perfectam ente p lá sti­
cos el uso de esta  teo ría  ha hecho posible a tacar en form a m atem áticam ente rigu rosa  gran 
numero de problem as cuyas soluciones perm iten acotar el com portam iento re a l y sirven 
de base para o tras soluciones aproxim adas. El tratam iento de muchos problem as de 
equilibrio  y de fluencia en teo ría  de plasticidad ideal puede en con trarse  en re fe re n c ia s  
(18)(4)(5)(47)(87).

2 . -  Endurecim iento isotrópico: ésta  es  la  m ás antigua de la s  te o ría s  que introducen la  
consideración del endurecim iento, siguiendo en sim plicidad form al a la  te o ría  de la

plasticidad p erfecta . Su nombre indica que esta  te o ría  supone que la  deform ación p lástica  
no introduce anisotropía en el m ateria l. Consecuentem ente, la  sup erficie  de fluencia se 
expande conservando su form a, como se indica en F igura V - l - b .  Form alm ente la s  su­
p e rfic ie s  de carg a  subsiguientes se indican:

f = f*  (Sij) -  c (k) = 0 (5 .1 )

donde f*  depende solam ente de la s  tensiones y la  influencia de la  h isto ria  de la s  deform a­
ciones e s  recogida mediante la  variab le  e s c a la r  c(k), que da e l "tam año" de la  su p erfi­
cie  de fluencia , siem pre crecien te .

En general k e s  un funcional de la  h isto ria  de la s  deform aciones, e s  d ecir:
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Figura V - l -a Figura V -l -b

Frecuentem ente se exp resa  el endurecimiento en función del trabajo de deform ación  
p lástica , vale d ecir:

( 5 . 2 )

siendo

W / < r ¡ j

• P

¿  ij dt

E sta  expresión  da lugar a que se le atribuya el nombre de "endurecim iento por t r a ­
bajado" (work hardening).

Otra form a habitual e s  e x p re sa r  el endurecimiento en función de la deform ación equi­
valente o e fectiv a  £  e:

k  -  H  ( £ e ) H [ / (5 .3 )

donde la  in tegral debe tom arse sobre todo el program a de deform ación . E sta  última ex­
presión  es  conocida como endurecim iento por deform ación (stra in  hardening).

Fue dem ostrado por R .H ill(^ ) que para el c r ite r io  de von M ises y su reg la  de flujo 
asociad a la s  exp resion es (5. 2) y (5. 3) son equivalentes. P o steriorm en te , D .R . B la n d ^ )  
dem ostró que ello  e s  c ie rto  para  cualquier c r ite r io  de fluencia lin ea l o cuadrádita. E stos  
resu ltad os están ligados al uso de un c r ite r io  de endurecim iento isotrópiCo, pero no se ­
rán necesariam en te  válidos en el caso  de un m ateria l re a l, a consecuencia de la anisotro- 
pía in ic ia l y e l efecto  Bau sch inger.
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En ese  caso , por otro lado, la  deform ación p lástica  equivalente no e s  en general su­
fic ien te  para e sp e c ific a r  unívocam ente la s  su p erfic ies  de carga.

Los experim entos dan en general poco apoyo a la  teo ría  del endurecim iento iso tro p i- 
co (36)(37)(38)(39)^ £ n e fe c t0) concepto de endurecim iento isotróp ico  no solam ente no 
tiene en cuenta el efecto  Bau sch inger sino que predice un efecto  p recisam ente opuesto.
En Figura V -2  puede o b se rv a rse , para un c ic lo  c a rg a -d e sc a rg a -re c a rg a  la  com paración 
de lo s com portam ientos de un m ateria l re a l y un m aterial con endurecim iento iso tró p ico . 
La p e rsisten cia  en el uso de este  c r ite r io  debe a trib u irse  a la  sim p lificación  m atem atica 
que brinda y al hecho que, para p rocesos que introduzcan carg as siem p re c re c ie n te s , sin 
d escarg as como la s  indicadas en F igu ra  V -2 , el c r ite r io  da resu ltados suficientem ente 
ce rcan o s a lo s re a le s .

F ig u ra  V -2

3. -  Endurecim iento cinem ático: una teo ría  sim plificada que rep resen ta , al m enos cu a li­
tativam ente el efecto  Bauschinger y ha alcanzado considerable rep ercu sión  ha sido 

propuesta por Prager(23)(40)_

P ra g e r  propone una su p erficie  de carg a  que se mueve en el espacio  de tensiones sin 
cam biar de tamaño o form a y sin ro ta r .

P ara  lo s  ca so s uni o m ultidim ensional la  su p erficie  puede s e r  represen tad a por m e­
dio de un m arco  rígido que se mueve en el espacio  empujado por una c la v ija  que r e p re ­
senta e l punto de carga en F ig u ra  V -3 . P ara  carg as en el régim en e lá s tic o  la  c la v ija  se
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mueve dentro del m arco sin to carlo . Cuando la  c lav ija  toca el m arco se in icia  la deform a­
ción p lástica . A medida que se sigue cargando la  c lav ija  empuja el m arco (cuya rotación 
e s tá  impedida) obligándolo a tra s la d a rse  paralelam ente a s í  m ism o.

F igu ra  V-3

Se supone que la  sup erficie  in te rio r del m arco está  perfectam ente pulida de modo 
que sólo se producen m ovim ientos n orm ales a sus lados. Form alm ente, la  tran slación  
rígida de la  su p erficie  de carga se indica con:

f ( OTj -  <*ij) = 0 (5 .4 )

donde c< es un tensor cuyas nueve componentes representan  en el esp acio  vectoria l 
(J[ j la  tran slación  del centro de la  su p erfic ie . P rag er supone que:

« ¿ i  “ c  ^  (5 * 5)
lj ij

con C constante (endurecim iento lin eal).

En la  Figura V-2- puede v erse  que el modelo de P rag er introduce en c ierto  grado el 
efecto  Bauschinger.

Se debe o b serv ar tam bién o tra  im portante c a ra c te r ís tic a : e l estado final puede ser 
independiente de la  tray ecto ria  de carg a . P or e jem plo , en F igura V -4  el estado final de 
la  tra y e cto ria  de carga ABC y de la  tra y e c to ria  A 'B 'C ' son equivalentes, m ientras que el 
estado final correspondiente a A B " C "  no lo e s .



F ig u ra  V -4

E ste  com portam iento es debido a la  form a poligonal de la  su p erficie  de carga usada. 
E l modelo de P rag er rep resen ta  una relación  tensión-deform ación incrementaL en la  cual 
el estado de deform ación en cada instante depende no solam ente del estado de tensión en 
e se  instante (como en la s  te o ría s  de deform ación total, v er 0 6), sino tam bién de la  h is ­
to ria  de carga.

E sa  dependencia sobre la  h isto ria  e s  lo que hace dificultoso el uso de te o ría s  in c re ­
m én tales, pues e l p roceso  de carg a  debe s e r  seguido paso a paso. Por e so , e s  im portan­
te el com portam iento advertido m ás a rr ib a  en el modelo de P ra g e r , que perm ite ah o rrar 
tiem po de cálcu lo . La su p erficie  de carg a  re a l (usualmente curva) puede s e r  reem p laza­
da por un m arco poligonal (o p oliéd rico). La aproxim ación puede s e r  hecha tan buena co ­
mo sea  n e ce sa r io , aumentando el núm ero de lados (c a ra s ) . Un hexágono p a re c e r ía  s e r  
suficiente para la  m ayoría de lo s ca so s .

Por otro lado, el modelo cinem ático puede p resen tar c ie r to s  inconvenientes cuando 
es  usado en subespacios de G V
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En efecto , en (5 .4 )  s i consideram os que algunos de los G” j son nulos (e indicam os 
tensiones nulas y no nulas con (Tü y (m í respectivam ente) se tiene p ara  la  superfi­
cie  original

f < " o t j  » ^ i j>  7 =  = h < G Tj) = 0 <5 - 6)
'J i j

y luego de la  fluencia

f ( GTj - ,“ÓTij) ¿ h ( Gfj -  ) (5 .7) 
(T ij -  o

E c . (5 .7 ) indica que en c ie r to s  subespacios de la  sup erficie  de carga, ésta  no se man­
tiene ríg ida sino que se deform a.

E sta  observación fue hecha por B u d ia n sk y ^ ), Hodge(^^), S h i e l d - Z i e g L e r ( ^ 3 ) , e tc ,

Hodge divide la s  te o ría s  cin em áticas en consisten tes o com pletas que son la s  que con­
sideran todas la s  tensiones aun aquellas nulas, y la s  sim ples o d ire c ta s , que suprimen 
lo s  com ponentes nulos desde un principio y adoptan un m arco que se mueve rígidam ente 
en el correspondiente subespacio de (J^j. Las te o ría s  sim ples y la s  com pletas conducen 
en general a resu ltados d iferen tes. Suponiendo que el concepto b ásico -ecu ación  (5 .4 ) del 
endurecim iento cinem ático e s  c o rre c to  (y esto  debe aun s e r  comprobado experim ental-  
mente) el modelo com pleto e s  m ás exacto , P or otro lado e l modelo sim ple e s  m ás sen c i­
llo , y puede s e r  usado con venta jas en la  solución de problem as p ráctico s^ ® )(46)(42)(47)(48).

H, Z i e g l e r ^ ) ^ )  por su parte, ha propuesto una te o ría  m odificada que evita el incon­
veniente anotado m ás a rr ib a  pero introduce algunos o t r o s í .

O tra c r ít ic a  a la  teo ría  de P rag er ha sido hecha por W, S z ce p in sk i(^ ). P ara  enten­
der su idea la  F igura V -5 puede s e r  ú til. Szcepinski considera que ninguna parte de la l í ­
nea de d escarg a  BC e s  (probablem ente) una lín ea  re c ta , y por lo tanto la  determ inación 
de la  segunda sup erficie  de carg a  depende de la  exactitud de lo s ensayos.

Tanto B ' y B "  como B pueden indicar una sup erficie  de carga para d iferentes expe­
rim entadores con d iferentes té cn ica s .

Además, sostiene que consid erar a C como punto de fluencia y u sar una ley de en ­
durecim iento lineal empezando en C, es  tan errón eo  como u sar una ley de endurecim ien­
to lin eal para re ca rg a  empezando en D. De esta  consideración Szcepinski concluye que 
el endurecim iento isotróp ico  es  m ás cercano a la  realidad.

E sta  dificultad ha sido parcialm ente resu elta  por Philips con la  teo ría  indicada en
(25).
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Fig u ra V -5

4, -  G eneralización  de la  Regla de P rag er

Una generalización  que perm ite una m ejor rep resen tación  de los datos experim enta­
le s , ha sido hecha por Baltov y S a w z u k ( 5 0 ) .

P a ra  el caso de anisotropía in ic ia l podemos ex p re sa r  la  ecuación (2.1)  en la form a

Aijkl SiJ Ski -  2 k  = 0

Puede ad m itirse  que la s  su p erfic ies  su cesiv as siguen una ley s im ila r  ( 5 .8 ) a  ¡La señ a­
lada por el c r ite r io  cinem ático , es  d e c ir .

N.ijk l <Si j -  A j )  (Skl '  Pkl>

donde es

-  1 0 (5.9)

(5.10)

F PSi se supone que Nijki puede e x p re sa rse  como un polinomio en C  ^ y se introdu­
cen la s  lim itacio n es debidas a incom presibilidad, s im etría  de lo s ten so res G lj y e z
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y al uso de una te o ría  de pequeñas deform aciones, la  ecuación (5. 9) puede red u cirse  a la  
form a

s ij * ®ij 2 s i j  i j + A ij J^kl <s ij " / i j )  (s kl " /^kl) " 1  = 0

(5 .11 )

La ecuación (5 .1 1 ) tiene parám etros que perm iten rep resen tar rotación, tran slación  
y expansión o contracción de la  sup erficie  de fluencia. P ara  = 0 e s  d e c ir , al in ic ia r ­
se la deform ación p lástica , el c r ite r io  de fluencia coincide con el de von M ises. El caso 
A = 0 corresponde al caso de endurecim iento cinem ático.

Cabe notar la  sim ilitud de e s ta s  fórm ulas con algunas de la s  exp resion es de Edelm an 
y D rucker de 1951^ 1).

G eneralización al rango no lineal;

Probablem ente la  p rim era  generalización para el caso  de endurecim iento no lineal es 
debida a Kadashevitch y N ovozhilov^2), que prponen una expresión del tipo de P rag er

f ( G ij -  © S.j) = cte (5 - 12)

con

6 p  ̂
i j y perm iten la  represen tación  de en­

durecim iento no lin eal.

Los OCij son llam ados "m icro ten sio n es re s id u a le s" por K asashevitch y Novozhilov 
en base a consideraciones f ís ic a s . Un modelo dinámico con dos re s o r te s  y un bloque de 
fr icc ió n , F igu ra  V -6-a , perm ite re p re sen ta r elasticid ad , plasticidad y endurecim iento. 
Los autores no com entan dem asiado sobre el tem a del endurecim iento no lin ea l, pero la 
form a de g in d icaría  que para este  caso  e l re so r te  2 debe s e r  reem plazado por un r e ­
sorte  no lin eal. En la  F igu ra  V -6 -b  se indica el com portam iento del modelo en el caso 
de endurecim iento lin eal y endurecim iento no lin eal. Se ve que en el últim o caso se ob­
tiene un com portam iento no consistente con lo s resultados exp erim entales. Esto e s  debi­
do a que un re so rte  no lineal actúa como se indica en Figura V -6- c .  El e r r o r  de Kada­
shevitch y Novozhilov proviene de suponer que "e l endurecim iento e s  causado por fu er­
zas e lá s tic a s  in ternas que re s is te n  la  deform ación p lá s tica " .

Como lo indica el calentam iento de la s  probetas durante los ensayos, ex iste  tam bién 
un m ecanism o de disipación de energía, como se indica en F igu ra  V -6 -d . Un m ecanism o 
de esta  c lase  puede s e r  representado por medio de re s o r te s  y bloques con d iferentes co e­
fic ien tes  de fr icció n  (Figura V -7)
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M ro z(^ ) ha propuesto un modelo cinem ático equivalente a un agrupam iento de bloques 
y re so r te s  como el citado en últim o térm ino; lo s  modelos cinem áticos aparecen como más 
fá c ile s  de in terp retar m atem áticam ente y menos c r itic a b le s  que lo s modelos dinám icos^®)

O tra generalización al caso no lineal fue propuesta por E isen b erg  y Phillips )̂_

P or otro lado ni e l endurecim iento isotróp ico  ni el cinem ático dan una respuesta  s a ­
tis fa c to ria  a problem as como el del "shake down" (com portam iento de una estru ctu ra  
e lasto p lástica  bajo cargas a ltern ativ as). El modelo isotróp ico  predice com portam iento 
e lástico  luego del p rim er c ic lo  y e l modelo cinem ático predice una continua a lteración  de 
elasticidad y plasticidad. La evidencia experim ental, en cam bio, m uestra  una aproxim a­
ción gradual al com portam iento e lá s tic o . U lterio res  generalizaciones de los trab a jo s  de 
Mroz o Phillips o nuevas te o ría s  serán  n e c e sa r ia s  para solucionar este  tipo de problem as.
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CAPITULO VI

TEORIAS PARTICULARES DE LA PLASTICIDAD

La u tilización  de lo s d iferen tes c r ite r io s  de fluencia y la s  d iv ersas  form as de evaluar 
el endurecim iento conducen a re g la s  de flujo p articu lares  según sean la s  condiciones que 
se acepten como válid as. En el presente capítulo se analizarán  la s  ecuaciones corresp on ­
dientes a lo s  casos m ás frecuentem ente utilizados.

1. -  M ateria les p lástico s  id eales

A p a rtir  del concepto de m ateria l endurecible dado por D rucker podemos definir p la s­
ticidad ideal como deform ación p lástica  sin endurecim iento. A nalíticam ente e sta  condi­
ción se exp resa  por:

P

d C rij d £ ij  “ 0 i0 * 1*

P ara  lo s  m ateria les  p lástico s id eales se adm ite la  ex isten cia  de la  función de carga 
pero sólo como función del estado de tensiones: f ( CTy). Dadas la s  c a r a c te r ís t ic a s  de 
este  tipo de m ateria l, se producirá flujo p lástico  sin lim ite  cuando f ( C 'ij) = K *  cte . y 
se com portará e lásticam en te para v a lo res de f ( C  ij)  < K.

La curva tensión-deform ación unidim ensional para este  tipo de m ateria les  resu lta  
s e r , com o la  indicada en F ig u ra  V I-1 .

F ig u ra  V I-1
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P or condición de con sisten cia  deberá s e r

d i
d f  = ---------  d C «  = 0 (6 . 2 )

ftCjV 1J
i]

Comparando la s  exp resion es (6 .1 )  y (6 . 2) se concluye que

p 'Ó f
d C = d X • --------- (6 .3 )

13 » o «

siendo dX un e s c a la r . Dicha expresión  constituye la  reg la  de flujo para este  tipo de m a­
te r ia le s .

2. -  Endurecim iento isotrópico

Si e l endurecim iento del m ateria l se hace en form a iso tróp ica , la  función f = 0 d e­
penderá sólo del estado de tensiones y podrá e s c r ib ir s e  como

f ( <rM) -  o

donde C mide el endurecim iento del m ateria l, siendo función de la  h isto ria  de deform a­
cion es. En tal caso la  expresión (4 .1 1 ) puede e s c r ib ir s e  en la  form a

p ^  f 
d £ = G --------  df (6 .4 )

i]

que e s  la  form a general de la  re lac ió n  "tensión-deform ación  p lá stica " com petible con la s  
h ipótesis estab lecid as. En e sta  ecuación G deberá d eterm inarse experim entalm ente.

3 . -  Ecuación de P ran d tl-R eu ss y L ev y -M ises

Si se adopta como c r ite r io  de fluencia el de von M ises, vale d ecir es:
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y dado que
"3 f

<X r¡j

resu lta , reem plazando en (6 . 4)

s ü

i]

P
d £  .. = S j. d\ (6 .5 )

donde

d A = G d f

La expresión  (6 .5 ) , que suele p resen tarse  en la  form a:

d£  P
— -  = dX (6 . 6)

Sü

constituye la  ecuación de P rand tl-R ou ss. E s  de d estacar que dicha ecuación está  d ire c ta ­
mente ligada al uso de f = J 2 como función de carga.

P ara  el caso en que la s  deform aciones e lá s tic a s  sean d esp reciab les frente a la s  de­
form aciones p lá s tica s , y pueda co n sid erarse  la  deform ación p lástica  d £ ?  como defor­
mación total d <S ij , la  ecuación (6 . 6 ) puede e s c r ib ir s e  como

d ^ ij A
— ------ = d\ (6 .7)

Sü

que corresponde a la  expresión  de L evy-M ises.

4. -  Ecuación asociada al c r ite r io  de T re s c a

Conocidas la s  tensiones prin cipales (T^ , (7 .; y C'3 ta le s  que C*-̂  > C 2 > C 3 , 
resu lta  para el c r ite r io  de T re s c a  la  expresión:

(6 , 8)
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Entonces sera :

' d f  'd f 'df 
- ----  _ l --- —

? C i  2 3 (T2 0

Utilizando esto s  v alores en la  expresión  (6 .4 ) resu lta :

d i  ^ = i d

d £ 2P = o

d £  g = -  i  d\ (6 .9)

que es  la  reg la  de flujo asociada al c r ite r io  de T re s c a . E s  de h acer notar que dichas 
ecuaciones son d iferen tes de la s  asociadas con el c r ite r io  de von M ises. Cada c r ite r io  
tiene asociada su reg la  de fluencia o re lación  tensión-deform ación.

5. -  D eterm inación experim ental de la  función G

P a ra  que la  ecuación (6 . 4) tenga aplicación p rá ctica  d eberá re la c io n a rse  en alguna 
form a, con un ensayo de fácil rea lizació n  como e s  e l ensayo de tracción  sim ple.

Será  entonces n ecesario  encon trar una función de la s  tensiones, que se denom inará 
"tensión e fectiv a" y una función de la s  deform aciones, denominada "deform ación e fectiv a" 
ta le s  que perm itan co rre la c io n a r lo s  resultados que se obtienen de ensayar el m ateria l 
bajo cualquier sistem a de carga con la  curva "ten sión -d eform ación " de un ensayo de t r a c ­
ción uniaxial.

En consecuencia, la  tensión efectiva  C"e deberá red u cirse  a la  tensión sim ple en el 
ensayo de tracción  uniaxial. E llo  indica que para c ie rto  valor de C* el m ateria l debe­
rá  en tra r en fluencia p lástica ; por otra  parte deberá se r  una función positiva y crecien te  
durante el proceso de deform ación.

Como la  función de carga f  ( C^ij) reúne e s ta s  condiciones, puede suponerse que d i­
cha función es proporcional a una c ie r ta  potencia de la  tensión efectiv a , vale d ecir

f ( < r i l , -  o < T e" (6 . 10)



expresión en la  que c y n  son constantes a determ inar. Dicha proporcionalidad en tre  am ­
bas funciones hace que G'g pueda u tilizarse  como c r ite r io  de fluencia, como frecu en te­
mente se hace.

Como caso p articu lar, s i se adm ite f = resu lta

n
J 2 = c C e

T n

r-  2( 7  = ( —  )e ' ' 
c - { 7  K ' c

,)2 + ( C 2 - c 3 )2 + (C-3 -cTj) ) V

P ara d eterm inar la s  constantes se tiene presente que en el ensayo de tracció n  uni­
axial deberá s e r  C”e = G' 1 lo que im plica que sea n = 2 y c = 3. Con ello surge:

Ce =  \j 3  J 2  ( 6 - U )

P ara  la  definición de la  "deform ación e fe c tiv a " <5 e se admite que el traba jo  p lá s ti­
co por unidad de volumen se exp resa  como:

d w p .  G e d £ e

Habitualmente dicho trabajo  se expresaba en la  form a:

d w P = Sjj d £  *

Como am bas exp resion es deberán coincid ir resu lta :

1
d < £ =  —  S d £ P (6 . 1 2 )

e ^  ^ i]
^ e

Aceptando para <5 e la  expresión  dada en (6 .11 ) resu lta :
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que a trav és de la  reg la  de flujo correspondiente a f = perm ite e s c r ib ir

d £ e -  J  f  d e  l  (6 .13)

En térm inos de la s  deform aciones prin cip ales queda

) + ( d < S „ )  + ( d ¿  0 ) (6 .14 )
)

El segundo enfoque para la  definición de <£ e es  m ás general y no se basa en ningu­
na función de carga esp e cífica . Drucker(l®)(®^) ha dem ostrado que la  definición dada en 
(6 .13 ) e s  razonablem ente c o rre c ta  para, prácticam ente, cualquier función de la  form a: 
f  ( J 2 , J 3) = 0

Sustituyendo la  ecuación general

P
d 6  = G ------- d f

i] flc r i]

en la  (6 .13 ) se obtiene

'di 3  f
d <5 p = \ / ~  G \ J  —  • ------ - d f (6 .1 5 )

'a c ' i j  ^  o-i)

de donde puede d esp e ja rse

[T TG d f = dA  = j  -  / f l f (6 .16)

3(Tij 'dC ij

Con e llo , la  ecuación general toma la  form a:

'di

P 3 .  ____________
d 6  = V  2 r --------------------- d £  (6 .1 7 )

■ '  " 3 f  % ^  f

'9C~mm ^ “ m
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La pendiente de la c  urva tensión-deform ación en tracción  uniaxial es

(7 e = —
d e

d £
d cr,

Y reem plazando en (6 . 17) resu lta

P
d £  .. 

i j

3 f

3GTij

mm

d C
(6 .18)

Si se admite que f = , la expresión (6 . 18) se reduce a

P 3 
d £  = —

«  2

Sü d C e

d £
i]

S;
1J

d e (6 .19 )

Las exp resion es (6 .19 ) constituyen la reg la  de flu jo asociada al c r ite r io  de von M ises, 
Los v a lo res que en e lla s  figuran se extraen de la  curva experim ental tensión-deform ación 
del ensayo de tracción  uniaxial.

6 . -  R elaciones to tales tensión-deform ación

Ecuaciones como la  (6 ,19 ) son conocidas como "re lac io n es in crém en tales" debido a 
que relacionan increm entos de deform ación p lástica  con tensiones. P ara  obtener la s  com ­
ponentes fin itas de deform ación p lástica  se deberá in teg rar e s ta s  ecuaciones a lo largo 
de toda la  h isto ria  de carga.
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H encky(^) propuso e l uso de ecuaciones que relacionan directam ente las  componen­
tes fin itas de deform ación p lástica  con la s  tensiones instantáneas, denominadas "ecu acio ­
nes to ta le s" . En lugar de la s  exp resion es de la  form a dada en (6 .1 9 ), se tendrá:

3 S.._ F 11
r r 1  £  e (6 - 2°)

e

En esta  expresión los componentes del estado de deform ación p lástica  son funciones 
del estado instantáneo de tensiones y son independientes de la  h isto ria  de carga.

E sta  form a de ecuación sim p lifica  grandemente e l problem a; no obstante, como ya 
se señaló, la  deform ación p lástica  no e s , en todos lo s casos independiente del camino 
de carg as, de m anera que, en general, e s ta s  te o ría s  no pueden s e r  c o rre c ta s . Sin em ­
bargo, para e l caso de carg as rad ia les o proporcionales, am bas te o ría s  conducen al m is­
mo resultado. E s  d ec ir  si

<?„ -  k cr°
J ■)

i  O f f
donde o ij e s  un estado de re fe re n c ia  no nulo y K una función del tiempo monotona c r e ­
ciente , lo que im plica que

S íj = K S ?

y cr = Kcre°e e

entonces la ecuación (6 .19 ) se exp resa  como:

P 3 d ¿
d £  .. .  —  -------?  S.°

‘ J 2 (j e° 11

E sta  expresión  puede in tegrarse  fácilm ente obteniéndose

p 3 £6
i j

1J w o

cre°

p 3 n S..
o  o ii
£  .. S —  -------------- 1 (6 . 2 1 )

13 2 cr,e
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donde se observa que la  deform ación p lástica  e s  función solam ente del estado instantáneo 
de tensiones e independientes del program a de carga.

B u d ia n sk y ^ ) propuso que existen  c ie rto s  program as de carg as, adem ás de lo s pro­
p orcionales, con lo s que se satisfacen  los postulados b ásicos de la  plasticidad utilizando 
te o ría s  to ta les. Si bien no se han verificado hasta el presente d etalles im portantes en la 
form ulación de Budiansky, no puede, por el momento d e sca rta rse  la  posibilidad de que 
otros cam inos de carg as den resp u estas sa tis fa c to ria s , a través de la s  te o ría s  to ta les. 
Dicha form ulación se basa  en la  ex isten cia  de puntos singulares, lo s  cuales serán con si­
derados m ás adelante.

7. -  Endurecim iento cinem ático.

Se d eterm inará la  form a de la  regla  de flujo a que conduce una h ipótesis basada en 
una generalización  de la  reg la  de endurecim iento cinem ático de P rag er.

Expresam os la  función de carga en la form a

f ( CTij -  oí y , £  J  , k> = ° (6 . 2 2 )

siendo íj  un tensor representativo  del corrim iento  del centro de la  función in icial de 
fluencia, a medida que la  deform ación progresa . De acuerdo con la form ulación dada en 
e sta  h ipótesis, para m ateria les  endurecibles e s  posible acep tar que:

®C = C ¿  p (6 .23)
ij ij

Admitiendo un corrim iento proporcional a la  deform ación, C resu lta  s e r  una cons­
tante: caso de endurecim iento lin eal.

Por condición de con sisten cia , deberá ser:

'd f 'd f 3 f  3 f
df = — — d (T-- + ( -— --------- C) d 6 + -------- dk = 0

3<Ti] 1J ' d e p dCi)  ij -dk
xj (6 .24 )

La condición de normalidad entre el v ector increm ento de deform ación p lástica  y la 
sup erficie  de fluencia es:

. A J l
11 Si i
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, p P
Aceptando como medida del endurecim iento la  función d k = hj^ d C kl

d f
d k = h.. A

1J a o i j

re  sulta-,
a f

---------  d rp .
a  %

A  =  -

a f -  C --------  + --------- hi .)
d¿p  ^  a (¡Ti

Con esta  expresión , la  reg la  de flu jo resu lta

3  f 3  f
d £ P = G* -----------  d (J-r,

lJ aGTj »Cid M

siendo

G* = I ( -  C --------- + -------- h .. ) ---------

S é ii » * ,  B k  13 3  5 "

C>f
]

En la expresión (6 .2 5 ), G* es función de la s  tensiones, deform aciones, c 
r ia  de deform aciones y deberá d eterm in arse experim ental mente.

o sea:

(6 . 25)

- 1

la h isto -
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CAPITULO VII

SU PE R FIC IES DE CARGA CON PUNTOS SINGULARES

En 0 3 y 5 se consideró que la  sup erficie  de carga no presentaba puntos singu lares. 
Sin em bargo, puede ad m itirse en la  teo ría  general, la  ex isten cia  de su p erficies  de carga 
form adas por la  superposición de su p erfic ies , individualmente re g u la re s , que al c o r ta r ­
se den lugar a la  ex isten cia  de puntos singulares. E l m ás común de ta les  casos es la  su­
p erfic ie  correspondiente al c r ite r io  de T re s c a .

La función de carga de una superficie genérica fp e s , siguiendo a K o ite r^ 4^

Cuando para toda fp resu lta  fp 0 se está  en el rango e lá s tico ; la  fluencia ap are­
ce cuando una (o más) de las  fp se anula, En la  in tersección  (punto singular) de un núme­
ro q de su p erficies fp , tal que 2 ^  q n, el c r ite r io  de carg a  de la s  ecuaciones 
(2, 3), (2. 4) y (2, 5) se aplica a cada fp separadam ente. Por lo tanto, se tendrá d escarga 
para:

fp ( CTíj , , k) -  0 p = (1 , 2 , . . .n) (7 .1)

(7 .2)

Carga neutra si:

3  fc<

y

f
p

0 (para todo p, perteneciente a 
q, distinto de )

(7 .4)

Tendrá lugar un proceso de carg a  cuando al m enos, para un elem ento Jb del conjun­
to q se verifique
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ò  írb
--------  (jr > °
3  (Tfj ^

ffb = o (7 .5 )

Las reg las  de flujo pueden s e r  e s c r ita s  en la  form a 

n

i]
z
p =¡ 1

C h
P P

3 í p a f p

mm

(Trmm (7.6)

donde es

Cp » 0 para fp <  0 ,

C *  1 para f *  0 ,

S fp

8  G i j

d fn

0 1 j < °

y
( T  5= o

(7 .7 )

^ .p
En la  expresión an terio r, hp e s  una función positiva de QTj > i j  Y ocuPa lugar 

de G en la  ecuación (4. 8). Las funciones hp pueden se r  determ inadas en base al s is te ­
ma de ecuaciones fp = 0 de una m anera s im ila r  a aquélla en que se determ inó A  en
0 4.

En 0 3 y 5 se lim itó  la  discusión al caso de su p erfic ies  de carg a  re g u la re s , e s  d ecir, 
con tangente única en cada punto. En ese  caso  se dem ostró que la  sup erficie  de carg a  de­
be s e r  convexa y que e l vector increm ento de deform ación p lástica  e s  norm al a e sa  super­
f ic ie . P ara  su p erfic ies  con puntos sin g u lares, la prueba de convexidad sigue siendo v á li­
da. No sucede lo m ism o, como e s  natural, con resp ecto  a la  norm alidad del v ector d £  J?

Si P , F igu ra  V II-1, no es  un punto regu lar de la  sup erficie  de carga no puede dem os­
tra rs e  que la  d irección  de d £ ?  sea independiente de la  d irección  de d Q“T.. En r e a li­
dad, se v erá  que si P e s  un punto singular de la  sup erficie  de carga (convexii) form ada 
por la  in tersecció n  de su p erficies reg u lares f i  = 0 y f2 = 0 , la  d irección  de d e s ­
ta rá  comprendida entre la s  norm ales a f^ = 0 y f 2 = 0 en P.

A tal fin, sean P j  y P 2 , de coordenadas

cr*d) cr*(2)
y y ij

dos puntos sobre fj_ = 0 y f 2 = 0 respectivam ente. L as tangentes a la  sup erficie  de c a r -
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ga en P están  en e l se cto r APA' (o B P B 1). Si el ángulo 9 es medido a p artir de P P 2 
en la d irección  an tih oraria , para un p roceso  de carga descarga de P 2 a P, la d irección  
de d <Ü P , identificada con Q = 0, e s ta rá  dada, de acuerdo con D rucker por

m ientras que cargando desde P ¡  a P  se rá

t - f -  - p > ) *  * *  

A
donde J2> e s  e l ángulo P jP P g

p

F ig u ra  V il- I  F ig u ra  V It-2

Dado que las  tra y e c to ria s  de P 2 a P  y de P^ a P están dentro del dominio elástico , 
no pueden a fec ta r  a 0 y la s  dos desigualdades a n terio re s  deben s e r  co n sisten tes, es 
d ecir

Í í  1 *  331 - J 3
2 2

Además, s i se considera que P^ y P 2 pueden e s ta r  tan c e rc a  de P como se d esee, 
vem os que /5— 0 , donde 0 e s  el ángulo A P B ’ , form ado por la s  tangentes a 
fj_ = 0 y f£ 1 0 en P . De modo que, a medida que P]_ y P 2 se a ce rca n  a P  e l entorno 
para 0 e s tá  dado por

2L *  i  í  n r  a
-  2 2 <7' 8)
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E s d ecir, la  d irección  de d £  ij e stá  lim itada al se cto r comprendido entre la s  n o r­
m ales a la s  su p erfic ies  en P. Cabe ob serv ar que si la  superficie fuera regu lar en p > J$o 
se r ia  igual a 'Xi y de (7. 8) obtendríam os la (3, 4)

En la  rep resen tación  bidim ensional de un punto singular m ostrada en F igura V II-2, 
hay cuatro zonas form adas por la  in tersección  de la s  tangentes AB y A 'B ' en P , dentro 
de la s  cuales puede e s ta r  dirigido el vector increm ento de tensión d C  y .

Si d ij e stá  dirigido dentro del se cto r A P B ', hay d escarga  y el increm ento de de­
form ación p lástica  es  nulo. La región A 'P B  e s  llam ada de carga total, dado que am bas 
su p erficies  f i  = 0 y f2 = 0 contribuyen al increm ento de deform ación p lástica . L as zo­
nas APP* y B P B ? son llam adas regiones de carga p arcia l.

✓  ̂ PH asta el momento la  única re s tr ic c ió n  im puesta a d £  ij e s  que pertenezca al haz
de norm ales D P E ; el postulado de D rucker impone c ie r ta s  re s tr ic c io n e s  ad icionales. La 
d irección  0 = 0 debe form ar un ángulo agudo (0 ^ /2) con la  d irección  de d (T y . 
P ara  todo d C  ij en la  región de carg a  p arc ia l, como se indica en F igu ra  V II-2  está  r e s ­
tringido al abanico D P F. Vem os pues que la  desigualdad (7. 8) provee inform ación útil 
solam ente cuando d C  ij e stá  dirigida dentro de la  región de carga p arcia l.

Como se mencionó, la  m ás usual de la s  su p erficies de carga con puntos singulares 
e s  la  correspondiente al c r ite r io  de T re s c a , F igura V II-3 .

Sea el punto de tensión P, moviéndose desde el in terio r de la  sup erficie  de carga 
hasta a lcan zar e l lado AB, de form a tal que perm anezca sobre dicho lado durante la  de­
form ación subsiguiente. La expresión del v ector velocidad de deform ación surge de la  
F igura V II-3:

• •
C « S 3 = G”3 -  G” i  ; ¿ 2 = 0 ; £  i  + Ó 3 = 0

(7. 9)

Integrando (7 .9 )

C £  3 = (T3 -  (T 1 + Y  ; ¿ 2  = 0 > c ¿ 2 = ^ 3 "  C i  -  Y (7 .10 )

Análogamente, cuando e l punto de tensión llega a B  y perm anece en B durante el p ro­
ceso  subsiguiente se tiene:

¿ v  <r3 = c ( ¿  x + oc ¿ 2>

(7 .H )
0 V  (r3 = C ( ¿  2 + <x t l )
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donde oC depende de la  d irección  considerada dentro del se c to r  CBD. Por ejem plo , con­
siderando la  d irección  del e je  (j 3 se  tiene C¿ = 1. Integrando (7 .11 ) en e sa s  condi­
cion es es

CT1 -  cr3 + y  = c  (£1 + c*. ¿ 2 ) 

C 2 -  G' 3 + Y * C (¿1 + o í . ¿ 1 )

De lo an terio r se ve que, para c ie r ta s  tra y e c to r ia s  de ten sio n es, e s  posible obtener 
ley es de "deform ación  total. " E sta  c a ra c te r ís t ic a , que reduce la  labor n e c e sa r ia  para la  
reso lu ción  de problem as p rá c tico s , e s  una im portante venta ja  de la s  su p erfic ies  de carg a  
de este  tipo (Ver Capítulo V).

F ig u ra  V II-3

J .  L . S a n d e rs (^ ) , W. P rager^ ® ) y P . G. H odge^)^® ^**® ) han analizado en d iferentes 
tra b a jo s , es to s  c r ite r io s  de fluencia poligonales.
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CAPITULO VHI

INVESTIGACION EXPERIM EN TA L

1„ -  Los d e sa rro llo s  v istos anteriorm en te, si bien de naturaleza te ó rica , tienen su punto
de partida y su aplicación p ráctica  en la  rep resen tación  del com portam iento de m ate­

r ia le s  re a le s .

En últim a in stancia , la  corre lació n  entre resultados te ó rico s  y la  realidad f ís ic a  debe 
quedar establecid a por medio de experim entos, y a trav és de uno de lo s  siguientes cam i­
nos: re a liz a r  cuidadosos ensayos p ara  v e r if ic a r  la s  leyes propuestas o u tilizar e sa s  le ­
yes para re so lv e r  problem as de borde cuyos resultados serán  luego contrastados con lo s 
obtenidos experim entalm ente.

El p rim er camino e s  el m ás d irecto  pero exige una técn ica  muy depurada y una cui­
dadosa selección  del m ateria l. El segundo, por su p arte , exige el conocim iento de la 
solución exacta  del problem a y el tener presente que la s  h ipótesis establecid as en la  teo ­
r ía  deberán s e r  seguidas fielm ente en cuanto a condiciones de borde y proceso de carg a , 
durante la  v erificación  experim ental.

En el presente trab a jo  se  analizarán exp erien cias del tipo señalado en p rim er té rm i­
no y dirigidos específicam ente a la  v erificació n  de lo s puntos b ásico s  de la  teo ría  de la  
plasticidad: los c r ite r io s  de fluencia in ic ia l, la s  re lacio n es tensión-deform ación en ré g i­
men p lástico  y la  influencia del endurecim iento sobre la s  su p erficies  de fluencia. Además 
se destacarán  lo s esfu erzos realizad os para poner en evidencia la  ex isten cia  de puntos 
angulosos en la s  su p erfic ies  de fluencia.

En plasticidad e s  im portante la  consideración de experim entos bajo estados com ple­
jo s  de tensión, ya que los ensayos de tracción  o com presión pura presentan sólo una faz 
lim itada del fenómeno. P o r ejem plo, p rocesos de carg a  neutra son im posibles en el c a ­
so unidim ensional.

Experim ental m ente, la s  re lacio n es tensión-deform ación son exploradas con estados 
de tensión o deform ación homogéneos. E l medio m ás corrien te  es el uso de probetas con 
la form a de un cilindro c irc u la r  hueco, de pared delgada, sometido a torsión , tracción  y 
presión in te rio r, separadam ente o en c o n ju n to ^ ). E l uso de presión in terio r determ ina 
c ie r ta s  re s tr ic c io n e s  sobre el esp eso r de la  pared. En efecto , en este  caso la  tensión en 
la  d irección  del esp eso r v aría  desde la  presión  de ensayo, en el in te rio r , a cero  en el 
ex te r io r , de modo que el estado de tensiones no e s  realm ente homogéneo. Cuanto más 
delgada e s  la  pared m ás c e rc a  se llega de la  homogeneidad deseada y m enores son la s  du­
das en cuanto a la  distribución de tensiones ax ia les  y c ir c u n s fe re n c ia le s ^ ^ .

Un tipo de ensayo muy utilizado, análogo al de tracció n  sim ple y que contiene a éste  
como un caso  p articu lar, e s  el denominado proporcional o rad ia l. Todas la s  tensiones son
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increm entadas proporcional m ente, en la  form a G ¡j 3  K G"  ̂ donde () e s  un estado 
dado de tensiones. El térm ino rad ial proviene del hecho que la  correspondiente tray ecto ­
r ia  o camino de carga en el espacio vectoria l V e s  una re c ta  que pasa por el origen de 
coordenadas. Los ensayos proporcionales mantienen f i ja s  la s  d ireccio n es principales y 
la relación  entre lo s  v alores principales de la s  tensiones. Otros ensayos m ás generales 
perm iten m antener f i ja s  la s  d ireccion es prin cipales cambiando la s  re lac io n es entre los 
valores principales de la s  tensiones o v a ria r  conjuntam ente d irecc io n es y tensiones prin - 
c ip laes. Hill(^O) ha propuesto nuevas técn icas  en re lación  a este  problem a.

Un hecho que debe d estacarse  en re lación  con la  com paración de resultados e x p e ri­
m entales e s  la  dificultad que se encuentra generalm ente en definir con p recisión  qué se 
entiende por fluencia en m ateria les  re a le s  en los cuales no ex iste  un punto anguloso bien 
definido en la  re lación  tensión-deform ación.

Un c r ite r io  e s  consid erar como lím ite  de fluencia el lím ite  de proporcionalidad, es 
d ecir el punto en el cual la  curva tensión-deform ación se separa de su tangente en el o r i­
gen. En este  punto cabe consignar la  observación de S z c e p in s k i^ )  que ninguna porción 
de la  curva tensión-deform ación e s  probablem ente una re c ta , y por lo tanto el p e rfecc io ­
nam iento de lo s  instrum entos de medida llev ará  a una progresiva desaparición de la  su­
p erfic ie  de fluencia in ic ia l.

Otro c r ite r io  e s  determ inar su p erfic ies  correspondientes a una deform ación p revia­
mente fijad a . E sto , por un lado, deja a rb itra r ia  (muchas veces sin indicar en los tra b a ­
jo s) la  deform ación elegida. P or otra  parte dado que im plica una técn ica  experim ental de 
su cesivas cargas y d escarg as alrededor de la  zona de fluencia, puede producir pertu rba­
ciones im portantes.

En Figura V III-1 puede v erse  para un m ism o ensayo, la s  su p erficies de fluencia co ­
rrespondientes a d iversas d e f in ic io n e s ^ ).

Si a lo anteriorm ente mencionado se agregan lo s  e fecto s de creep  y velocidad de de­
form ación, no es d ifícil com prender la  ex isten cia  de resultados exp erim entales de d iver­
sos autores que son sólo aparentem ente con trad ictorios. A tal efecto  cabe o b serv ar que, 
con una dispersión standard promedio de 1 0 %, la  m enor d iferen cia  sign ificativa (es d e­
c ir  la  d iferen cia  m ínim a que debe e x is t ir  entre el resultado de dos ensayos para que pue­
da estim a rse  con un 95% de certeza  que son d iferentes) se eleva al 27,7%. Es d ecir, d i­
fe re n cia s  m enores no son s ig n if ic a t iv a s ^ ) .

2. -  Superficie de fluencia in icia l: Num erosos ensayos han sido realizad os con el fin de 
d eterm inar la  form a de la  sup erficie  in icial de fluencia, A tal resp ecto  son c lá s ico s  

los experim entos de Lode y de Taylor y Quinney que estaban especialm ente dirigidos a 
com parar lo s c r ite r io s  de fluencia de T re s c a  y von M ises.

Los ensayos de Lode^^) se centraron  especialm ente sobre la  influencia de la  tensión
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principal in term edia sobre la  condición de fluencia. Como se ha visto anteriorm en te, 
ésta  es  la  tensión (¡"2 para ensayos con CTl >  ^ 2  0~3 e sta  tensión interm edia 
es  considerada en el c r ite r io  de von M ises pero no en el de T re s c a .

P a ra  m edir el valor relativo de la  tensión in term edia Lode usa el parám etro

-  [ (  (Tí + G ¡) / 2 ]

/ -
( d i  -  tr3 ) / 2

que varía  en tre  - 1  p ara  tracció n  sim ple a +1  en com presión sim ple, siendo igual a cero
en corte  puro.

En la  Figura V III-2  puede v e rse  que la  tensión G2 tiene un efecto  m arcado sobre el 
c r ite r io  de fluencia . Los puntos exp erim entales aparecen agrupados alrededor de la  curva 
obtenida para J 2 = K, e s  d ec ir  para la  condición de fluencia de von M ises. E sta  curva a l­
canza un máximo para

<r0

1 ,155

O tra com paración entre lo s c r ite r io s  de von M ises y T re s c a  fue hecha por T aylor y 
Quinny(°2) mediante ensayos en tra cc ió n -to rsió n  de tubos de pared delgada y puede v erse  
en F ig u ra  V III-3 .
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Figu ra V III-2

Figu ra  VTII-3
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La m ayoría de los ensayos p o sterio res  confirm an los resultados de Taylor y Quinney 
en cuanto a la  m ayor exactitud del c r ite r io  de von M ises. Además, esto  puede observarse 
destacando que la  re lación  entre fluencia por tracció n  y fluencia por co rte  es  mucho m ás 
cercan a  a 0 ,5 7 7  que a 0 ,5 .

Como se ha mencionado anteriorm en te, una m ejor aproxim ación de la s  curvas expe­
rim en tales puede obtenerse usando com binaciones de J 2 y J 3 .

3. -  R elaciones tensión-deform ación: Uno de lo s puntos en que se ha centrado la  atención 
de los experim entadores ha sido la  v erificación  de las  re lacio n es de P ran d tl-R eu ss. 

La ecuación (6 . 7) puede s e r  e s c r ita  en la  form a:

( T i _ ( 7 2  G  2 - (j 3 < J 3 - C T l  

--------—  = ---- —  = -----------  = d ^

ó análogamente

de-L -  de2 de2 -  deg deg -  de^

^2 -  ^ 1  -  G* 3 2 de2 -  de^ -  de3

1 -  3 de 3 - de ̂

Llamando, como e s  tradición

2& 0 -  C  , -  CT „ 2 de„ -  de, -  de„
/  = — L .--------í— — 3 . vj .  ---------i ---------?

° 1  -  ° 3  de9 -  dei

se tieneJ*. -  Y , Figura V III-4 . Los resultados de lo s  p rim eros ensayos de este tipo 
m ostraban una desviación sistem ática  con resp ecto  a este  resultado(^l).

E sta  d iferencia  puede s e r  debida a la  falta de coincidencia entre lo s  ten sores de ten­
sión y de deform ación, que a su vez puede atrib u irse  a la  anisotropia del m ateria l. Dado 
que ensayos bajo tensiones combinadas son usualmente llevados a cabo sobre tubos de pa­
red delgada, la  anisotropia inherente a eso s  tubos, debido al proceso de fabricación , 
puede muy bien a fectar los resultados. E sta  anisotropia no puede s e r  totalm ente e lim in a­
da ni aún con el tratam iento térm ico  m ás elaborado. P or lo tanto no debe e sp era rse  que 
estos resultados estén  en completo acuerdo con lo s  resultados de una teoría  que postula 
la  isotropia del m ateria l.

La desviación observada puede también deberse a que la  sup erficie  de fluencia real 
no coincide con la  superficie de von M ises. Por ejem plo, Prager^®3) ha obtenido una buena
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coincidencia con lo s  resu ltad os exp erim en tales (curva OBA de F ig u ra  V III-4) usando una 
condición de fluencia  de la  form a

f = J 2 -  0 ,6 5  ( Í 1  )2
2

A

Fig u ra  VHI-4

O tros experim entos recientes(®^H®5)(66) parecen indicar una muy buena coinciden­
c ia  con la  co n d ició n y k  » . Los lím ite s  de validez de la  h ipótesis de endurecim iento 
iso tró p ico , debidos a la  p resen c ia  del efecto  Bausch inger, indican que no puede e s p e ra r ­
se , en gen era l, una buena coincidencia m ás a llá  de la s  deform aciones in ic ia le s .

4 . -  Endurecim iento: el conocim iento del efecto  de la  h is to r ia  de deform ación sobre la
condición de fluencia  e s  de gran im portancia en el caso de sólidos en d u recib les. Los 

p rim e ro s  estudios exp erim en ta les sobre este  tem a, por ejem plo el de Cunningham, 
Thom sen y D o rn ^ l) , estaban restrin g id o s a ensayos prop orcionales y m ostraron  una bue­
na coincidencia  con el concepto de endurecim iento iso tró p ico . Sin em bargo, en 1950, Shaw 
y Wyoherley^92) llevaron  a cabo un experim ento con re la c io n es  de tensiones v ariab les , 
encontrando contrad iccion es con la  te o ría  del endurecim iento iso tróp ico .

P o sterio rm en te , v a ria s  in vestigaciones han sido llevadas a cabo para estu d iar e l com ­
portam iento de la  su p erficie  de carg a . Cabe d e sta ca r  lo s  cuidadosos experim entos de 
Naghdi, E ssen b u rg  y Koff en torsió n , tracció n  y torsión  inversa^93), F igura V M -5 .
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Figura V m -5

Dichos experim entos concluyen que: a) tanto la  sup erficie  de fluencia in ic ia l como 
las  subsiguientes son convexas, b) La su p erficie  de fluencia in ic ia l e s  s im é tr ica  alred e­
dor del e je  . c) La tensión de fluencia en tracción  no es  a lterad a (ausencia de efecto  
cruzado); sin  em bargo, el efecto  B au sch inger, es  especialm en te pronunciado c e rc a  del 
e je  'tQz . d) El efecto  del endurecim iento se reduce c e rc a  del e je  . C erca  del 
e je  ^ q z ap arece una región con elevada curvatura.

M iastk ow sk i(^ ) ha investigado el efecto  de "m e m o ria " del m ateria l sometido a una 
h isto ria  de deform ación en el rango p lástico . Sus p rin cip ales conclusiones son las siguien­
tes : a) L as su p erfic ies  de fluencia se mueven en d irecció n  de la  deform ación previam en­
te aplicad a, cambiando su form a, b) B a jo  la  influencia de una segunda deform ación, de 
valor adecuadam ente alto , el m ateria l "o lv id a" su h isto ria  previa y se com porta como si 
hubiera sido cargado únicam ente en la  últim a form a, c) P a ra  lo s tipos de carg a  d e sc r ip - 
tos, la  teo ría  del endurecim iento cinem ático  exp lica  co ríe c ta m e n te  el efecto  de "m em o­
r ia "  observado.

5. -  E x isten c ia  de puntos angulosos: V ario s tra b a jo s  han sido llevados a cabo con el fin 
de v e r if ic a r  la  e x isten c ia  de puntos angulosos en la s  su p erfic ies  de fluencia y carg a . 

Los resu ltad os no son com pletam ente coincidentes al resp ecto . Los tra b a jo s  de Stockton 
(67), Naghdi(®^)(6®)(93)( P h illip sC ^ ), y P h illip s y Gray(^7) y Zhukov y R abotnov(^) han 
indicado la  p resen cia  de v é r tic e s  agudos en la  su p erficie  de carg a . P o r otro lado, Budins- 
ky(72) y D rucker y S to ck to n ^ 3) no observaron la  p resen cia  de v értice^ .



E s p reciso  d estacar que no parece factib le  distinguir, mediante experim entos, puntos 
angulosos y zonas de la  superficie con gran curvatura. P ara  efectu ar esa  distinción se ría  
n ecesario  poder ap licar experim ental mente increm entos de tensión infinitam ente pequeños.

En el caso de puntos angulosos, los increm entos de deform ación p lástica  corresp on ­
dientes a lo s increm entos de tensión de d iferentes d ireccio n es, tienen d istintas d ire c c io ­
n es. En cam bio, en el caso de un punto con gran curvatura, los increm entos de deform a­
ción p lástica  tienen una d irección  f i ja , norm al a la  sup erficie  de carga, cualquiera sea la  
d irección  de lo s  increm entos de tensión correspondientes.

Dado que el experim entador puede solam ente ap licar increm entos fin itos de tensión y 
debido a la  influencia del cam ino de deform ación, la  d iferencia  mencionada no puede ob­
s e rv a rse . Además, cuando se aplican increm entos fin itos de tensión no puede asum irse 
que dos increm entos fin itos están actuando sobre la  m ism a sup erficie  de carga.

P h i l l ip s ^ )  porpone un procedim iento para d eterm inar la  ex isten cia  de v é rtic e s  en 
la s  su p erfic ies  de fluencia (puntos angulosos o de gran curvatura) comparando el ángulo 

, F igu ra  V III-6 -a , con el ángulo comprendido entre la s  norm ales a una sup erficie  no 
singular (llam ada sup erficie  de com paración), luego de la  aplicación de increm entos 
d s i  y d S2 . Como sup erficie  de com paración se usa la  superficie de von M ises que pasa 
por el punto de carg a . Los experim entos con sistieron  en ensayos de tracc ió n -to rsió n  de 
tubos de pared delgada. Considerem os el punto angulosos de F igu ra  V III-6 -b .

La línea Mv e s  la  proyección, sobre el plano C  de la  norm al a la  superficie 
de com paración (superficie de von M ises) que pasa por el punto O, L a proyección del 
increm ento de tensión aplicado es  ds y la  del increm ento de deform ación e s  de. Duran­
te un proceso de deform ación p lástica , lo s  ángulos , m y j2> , varían. P ara  que e x is ­
ta un v é rtice , es n ecesario  que el cambio del ángulo «x, sea considerablem ente m ayor 
que el cam bio en el ángulo m durante un cam bio en ta l, que el vector tensión se 
mueva de una región del v értice  a la  opuesta. Además, el cam bio en debería tener
el m ism o signo del cam bio en Jb\, cualquiera sea el cam bio en m. El an á lis is  de los 
resu ltados, algunos de lo s cuales se indican en Figura VIII-7 indica la ex isten cia  de v é r ­
tic e s  (angulosos o de gran curvatura). No obstante e ste  tem a sigue abierto  a la  discusión.
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CAPITULO IX

TERMODINAMICA

Se han realizado num erosos intentos para configurar un enfoque term odinám ico de
lo s  p rocesos e la s to -p lá s tico s . Dicha tarea  ha conducido a generalizaciones de los p rin ci-

✓ Í75H76W77)pios de la  term odinám ica ir re v e rs ib le  lin eal, ya que el postulado de O nsager' n  ' v '
no se ap lica  dada la  no-linealidad de la  fluencia p lástica .

P or o tra  parte fue n ecesario  introducir parám etros de estado adicionales que contem ­
plaran p ro ceso s netam ente ir re v e rs ib le s  como endurecim iento por trabajado, efecto B au s- 
chinger, e tc . E sta  posibilidad ya había sido tam bién propuesta en trab a jo s  previos por 
Bridgm an(^°).

En el m arco señalado existen  investigaciones tendientes a obtener ecuaciones con sti­
tutivas in e lásticas  de naturaleza general, basándose en una generalización del dominio 
de validez del principio de O nsager a p rocesos ir re v e rs ib le s  n o -lin ea les . Se pueden c ita r  
en este  sentido lo s  trab a jo s  de H. Ziegler(^^) y Vakulenko^OÍSl)^

En los traban jos de F re u d e n th a l^ ^ , E r i n g e r ( ^ )  y T ru e sd e ll^ 4) se han desarrollado 
gran parte de lo s conceptos fundamentales de la  aplicación de term odinám ica irre v e rs ib le  
a la  m ecánica del continuo.

Sean la s  funciones U (energía interna) y S (entropía), re ferid as a la  unidad de volu­
men. M ientras e l sistem a en estudio evolucione en el rango e lá s tico  de deform aciones, 
se rá  suficiente e le g ir  ¿  y T como v ariab les  de estado, siendo T la  tem peratura ab ­
soluta. P ero  si se producen deform aciones e la s to -p lá s tica s  la s  funciones term odinám icas 
dependerán de algunos parám etros adicionales que se  indicarán con \  ( ) , ta les  que

dA <"> = g!n> d £ J ?
1J J

(n = 1 , 2 , . . . r)

siendo gjj1) función de la s  tensiones, la s  deform aciones y la  h isto ria  de deform aciones. 

A sí se tendrá:

e * (n)
S = S ( t  . > X  , T) 

i]

(9 .1)
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El p rim er principio de la  Term odinám ica puede exp resarse  en la  forma.:

d U = (T y d £  j j  + dQ (9 .2 )

donde dQ es  e l ca lo r absorbido por el s istem a.

Del segundo principio de la  Term odinám ica se desprende que dQ = T dS para p ro­
ceso s re v e rs ib le s  y T dS ^  dQ para  p rocesos ir re v e rs ib le s , Si se indica con ^  a 
la  parte de la  tensión que produce trab a jo  no recu p erab le  se podrá e scr ib ir :

T d S - d Q  = V , d £  P  = 0 (9 .3 )
ik ik

De la  m ism a form a que la  entropía y la  energ ía  interna, la  energía  lib re  puede exp re­
s a rs e  en la  form a *

F - F ( é 6. , X (n) , T)  = Ü - T S  (9 .4 )
iJ

cuyo d iferen cia l se e scr ib e , recurriendo a (9. 2) y (9. 3)

3 F  * F  (n) P—  dé  + —  g{.' de  + —  dT = G\. d £  .. +
3 ^  1J 3 \ < n) 1J 13 3 t  1] 1J

+ (C T ij -  V i j)  d e  y  -  S d T  (9 .5 )

P
Si sólo se contemplan evoluciones en e l campo e lá s tico  resu lta  d £  ^ = 0 y entonces

F « F ( £ 6. : T )11

con la  cual, de \9„5) se desprende:

'd F ' B f
CT . -  — -  y -  S = —

3  6  y  B T  (9 .6)

Si se admite que e s ta s  exp resion es conservan su validez aun en p rocesos e la s to -p lá s -
tic o s , se  obtiene entonces:

^  F
g(n) —  = cr. - v  (9.7)

y  b  m  ?íj y
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Vakulenko analiza el efecto de endurecim iento del m ateria l como función del trabajo  
de deform ación p lástica . A sí-resu lta  que haciendo

(!)  r - ' (n)g = u , g; /  = o
1j ^ para n = 2

e s  “ f  CT d<5 P^ J  iJ i]

con lo  cual la  expresión (9. 7) se escrib e :

3 f

CT.. —  = G - V ..
1J 3  v 1) y  y

y"o
8  F

-  C j ,  ( 1  -  ■ Q V n  ) <9 - 8>
1]

Si se considera la  expresión  (9 .3 ) como condición de irrev ersib ilid ad , puede e s c r i ­
b irse  ahora como

p  .  ( i)  ' 3 f  

Y . .  d £  -  d X  ( 1 -  — —  ) S í  0 (9 .9 )
y i]

Puede v e r if ic a rse  que todas la s  te o ría s  de plasticidad consideradas hasta el presente 
satisfacen  la  condición de irrev ersib ilid ad .

A lo s  efectos de obtener la  ecuación de estado deberán h a ce rse  algunas con sid eracio ­
nes al m argen de lo s princip ios de la  term odinám ica. Si bien es c ie rto  que el principio 
de Onsager es de aplicación en los p rocesos ir re v e rs ib le s  lin e a le s , se acep tará  como fo r ­
m almente válida su utilización en plasticidad, a p esar de tra ta rse  de un proceso e s e n c ia l­
mente no lin ea l.

La producción de entropía del sistem a que deform a plásticam ente es:

V e P■ j la "fu erza  generalizada” y C el "flu jo  generalizado". Puede ad-
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m itirse  que se verifique una re lación  lineal como

xj ;  p
ij -  A ¿  £  H ,9 .11)

Según el principio de O nsager, la  m atriz a J ,  e s  s im étrica , e s  d ec ir  se v e rifica

Akl = Alk

* pEn base a e llo  puede suponerse la  ex isten cia  de una función "d isip ación " 0 ( £  .j , T), 
tal que

De la  expresión (9. 8) se obtiene:
yT  ij

i  -

o de o tra  m anera

siendo:

'a  f
i  -

La expresión (9. 14):
3 0  ( ¿ £  . T)

c r i r f !  3. - P-

ij

(9 .12 )

3 0

s  -  f l • V  ij -  fl  — p <9 ' 14>
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' p
re lacion a  tensiones con velocidades de deform ación. P ara  obtener la  función <5 ^ ( (Tij) 
se an alizará  la  función f  ̂ 0 a trav és de una de sus transform adas de Legendre 0:

P ^  (f • 0)
0 -  f x 0 - t  ii -------- 1 ------ (9 .15)

* p  • p ^t i  i  -  £ i j  f  ----------------------  .  f i *  -  £  P  f f i j

♦ -p J

3 £ i ¡

De esta  últim a expresión se obtiene

3  0 ( cr.. , X , t)
£ = —— ------- ----- — ----------------- (9 .16)
c  ^ 3  CTíj

que re lacion a  velocidades de deform ación con tensiones.

De esta  form a, sobre la  base de la  extensión de la  validez del principio de O nsager, 
se encuentra una ley  form alm ente s im ila r  a

P
d f i »  = G ---------  df (9 .17 )

1 's o '«

donde f es  el potencial p lástico  y G una función e s c a la r . En efecto  si 9 ( Gf -  . X  ^  
T) rep resen ta  el potencial p lástico , e l v ecto r ¿ P re su lta rá  norm al a la  sup erficie
6 = cte . ^

No obstante, no se hacen consid eracion es sobre la  vinculación entre la  "re g la  de ñ u - 
jo "  y la  función de carg a  a s í  como tampoco se analiza el com portam iento de la  expresión 
(9 .1 6 ) durante lo s  p ro ceso s de d escarga  o carg a  neutra.

Admitiendo una vinculación entre la  función 6 y la  función de carg a  de un m aterial 
isótropo como:

0 = 6 ( CT ij , X .(1) , T) = f  ( C> ^) + F  ( X  > T) (9 .18 )
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donde f (0" ij)  e s  la  función de carg a , se obtiene una reg la  de flujo s im ila r  a (9 .1 7 ). Sin 
em bargo, no resu lta  como consecuencia del principio de O nsager la  convexidad de la  su­
p erfic ie  de fluencia.

El trab a jo  de Z i e g le r ^ ) ,  tam bién basado en un intento por gen era lizar el principio 
de O nsager, se fundamenta en argum entos se m i-e sta d ístico s  obteniendo una función de 
la  form a

r
«  =

kl

Á P C kl

- 1

D
'è D

' ò l i

(9 .19 )

siendo

D -  D ( ¿ í j >  -  f f y  ¿ l  =■ TS

P
Restringiendo e l an á lis is  al caso en que la  d irección  de lo s  v ecto res  (j y  y <£ y 

en el espacio  de tensiones y deform aciones resu ltan  independientes de sus magnitudes, 
la  ecuación (p. 19) se  exp resa  como:

<r . .  -  
ij

(9. 20 )

siendo
D

B ¿ P c  kl

£  kl d D (9 .21 )

luego puede obtenerse

£ IJ 'd c r ij

siendo

< £  y )  + n  < 0- „ )  -  o* „  é  i j -  D

donde ^  = c te . y O  = cte resu ltan  s e r  su p erficies convexas.
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Tanto el trab a jo  de Vakulenko como el de Z ieg ler deben se r  considerados como tenta­
tivos ya que am bos generalizan los postulados de la  term odinám ica irre v e rs ib le  y la  va­
lidez de sus suposiciones no ha sido aún estab lecid a . E ste  últim o punto y sus im plicancias 
te ó rica s  deberá analizarse  profundamente.

P or o tra  parte se rá  n e ce sa rio  p re s ta r  atención a la  se lección  de la s  v ariab les  ad icio­
n a les, que juegan un papel fundamental.

O tros trab a jo s intentaron un enfoque general de la  teo ría  e la s to -p lá s tica  desde el
punto de v ista  te rm o d in á m ic o ^ ) _
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