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RESUMEN

En el presente trabajo se formula una teoría para la 

transición isomorfica a-y en Ce metálico . Asimismo , la teoría es 

aplicable a aleaciones diluidas de lantánidos y actínidos disueltos 

en una matriz de ese material ,

El modelo propuesto , como teorías anteriores , se sus­

tenta en la coexistencia de estados itinerantes de una banda de c o n ­

ducción y estados localizados cuyas energías son comparables a las 

de la banda . Los estados itinerantes se suponen derivados de o r b i ­

tales 6s y 5d ; los estados localizados son 4f tipo atomico .

Se consideran como interacciones preponderantes en o r ­

den de importancia las siguientes : a) interacción coulombiana f-f 

intraatómica , b) repulsión electrostática intraatómica entre e l e c ­

trones localizados y electrones de conducción , c) hibridización e n ­

tre ambos conjuntos de estados . Las interacciones interatómicas que 

contribuyen a la energía de cohesion del sistema han sido c o n s i d e r a ­

das de forma s e m i f e n o m e n o 1ogica . Con la forma propuesta para la e- 

nergía elástica según la valencia de la matriz , se puede describir 

ad ecuadamente las propiedades mecánicas del solido cuando los e s t a ­

dos f están completamente ocupados o co mp le tamente desocupados .

El análisis del modelo se ha realizado según el s i g ui e n­

te esquema :

El capítulo 1 constituye una introducción necesaria a 

la problemática del trabajo ; en el mismo se demuestra c u a l i t a t i v a ­

mente para la serie de los lantánidos metálicos , la coexistencia 

de estados f tipo atomico , fuertemente correl acionados , y estados 

itinerantes , ambos en el orden de energías de la banda de valencfa 

del sistema . Se concluye este análisis con una revisión de la in­

formación experimental y teórica referente a la transición de fases 

isomorfica en Ce met álico y las propiedades características de ambas 

fases . El modelo de Ramírez y Falicov (1971) , uno de los dos m o ­

delos microscópicos propuestos hasta el mo mento , es el único que 

considera como preponderante la correlación intraatómica f-f . Es­

ta teoría ha sido considerada más de ta lla damente en el segundo c a ­

pítulo .

En el capítulo 3 » se propone un hamiltoniano modelo p a ­



ra explicar la transición de fases . Si inicialmente se desprecia 

la hibridización , es posible rederivar la teoría de Ramírez y Fal i­

cov apr oximando simplemente la interacción coulombiana entre e s t a ­

dos f y estados de Wannier por una interacción de campo medio m o l e ­

cular de Hartree . Considerando en forma f e n o m e n o 1ógica la energía 

elástica en el cristal en función del volumen atómico y la ocupación 

de los niveles kf se calcula la ecuación de estado para el sistema . 

Eliminando el volumen atómico de la energía libre total medi an te la 

relación anterior se obtiene esta magnitud expresada en función de 

la presión exterior , temperatura y variables electrónicas del só­

lido , Desarrollando los términos elásticos en serie de potencias 

de la ocupación n , se aproxima la energía libre hasta segundo o r ­

den en esa variable . Esto implica una renormalización de los pa rá ­

metros característicos para la energía electrónica , En primera a- 

piroximación se obtiene una dependencia lineal de tales parámetros 

con la presión , de acuerdo con la hipótesis de Ramírez y Falicov 

(1971) . Para calcular ana líticamente el diagrama de equilibrio de 

fases se desprecia la contribución de los electrones de conducc ión 

a la entropía del sistema . Esta aproximación es fácilmente j u s t i ­

ficable . La existencia de transiciones de fase de primer orden es 

una consecuencia del juego competitivo entre la distancia efectiva 

de los estados localizados al nivel de Fermi , la interacción e l e c ­

trostática efectiva entre estos estados y los de la banda y de la 

entropía de espín debida a la degeneración de momento angular total 

en la configuración **f̂  para los iones de Ce . De esta forma surge 

nat uralmente la existencia de un punto crítico en el diagrama de fa ­

ses . Los parámetros elásticos que intervienen en el cálculo de la 

energía libre pueden ser ajustados en base a las propiedades m e c á ­

nicas de elementos isovalentes a las fases del si s tema . De esta m a ­

nera es posible obtener una descripción cualitativa y cuantitativa 

satisfactoria de la línea pres i ó n -  temperatura para la transición 

a-y. Sin introducir parámetros adicionales en el modelo , se c a l c u ­

lan directamente la valencia , el radio metálico , el módulo de c o m ­

presibilidad , el calor específico electrónico y la susceptibilidad 

magnética de ambas fases , en función de presión y temperatura . Con 

estos datos se puede correlacionar adecuadamente la fase trivalente



modelo con Ce y ; con la fase que el modelo determina estable a b a ­

jas temperaturas no es posible explicar las propiedades de la fase 

a .

El cap ítulo k contiene una generalización de la teoría 

en la misma aprox imación que excluye el efecto de hibridización . 

Con esta ampliación del modelo se explica satisfact or ia mente el m e ­

canismo de transiciones de fases en aleaciones diluidas en Ce , se ­

mejantes a las del sistema puro . Los solutos en estos sistemas son 

elementos de la serie de los lantánidos o actínidos . Se puede c o n ­

cluir que a una determinada concentración , la valencia y el tamaño 

relativo de las impurezas son los dos factores primordiales que con 

dicionan la presión y temperatura de transición de la aleación . En 

base al acuerdo obtenido con la información experimental , se anal i 

za la posibilidad de ordenami en to  magnético a bajas temperaturas en 

la fase paramagnetica de las aleaciones . Por no existir ninguna me 

dición , este aspecto constituye una forma de verificación exper i- 

mental del modelo .

La hibridización entre los estados f y los estados de 

la banda es el mecanismo plausible para explicar la valencia no e n ­

tera de la fase a . En el capítulo quinto se ha analizado mediante 

teoría termodinámica de perturbaciones el efecto que ocasiona esta 

interacción sobre las propiedades físicas de la f»se cuadrivalente. 

Para ello es necesario suponer que el metal se constituye como un 

agregad o de átomos independientes , cuyos niveles f corresponden a 

estados electrónicos de impurezas en el sentido de Anderson (1961) 

De esta forma , se obtienen por ejemplo correcciones satisfactorias 

para la valencia , calor específico electrónico y susceptibilidad 

mangne tica de la fase a modelo , en segundo orden de perturbaciones

Para completar la teoría de manera consistente , en el 

capítul o seis se ha estudiado el efecto de la hibridización sobre 

la transformación de fases . Las relaciones básicas para calcular 

et diagrama de equilibrio para la transición , han sido obtenidas 

por medio de funciones de Green termodinámicas . Tales funciones 

han sido calculadas mediante un esquema de de sa coplamiento de las 

ecuaciones , que conserva inalterada la correlación f-f incluida i - 

ni cialmente en el hamiltoniano . Dicho método de aproximación p er ­



mite calcular correctamente la corrección a la energía ljbre del sis­

tema , en segundo orden en el parámetro de hibridización . Para d e ­

terminar la transición de fases se ha empleado el método de Maxwell 

usando la ocupación n y la presión p como variables termodinámicas 

conjugadas . Finalmente se calculan valores satisfactorios para las 

propiedades físicas de la fase a . Asimismo se ha derivado una ley 

de Curie para la susceptibilidad magnética de la fase y .

En síntesis , se ha estructurado y completado en forma 

clara y coherente la teoría de la transición a ~ Y en Ce metálico en 

el esquema de estados localizados fuertemente correlacionados .
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Ca.pX.tu.to 1

1.1 Introducción .

Dentro del sistema periódico de los elementos naturales , 

se pueden distinguir cinco grupos cuyos componentes en cuanto a 

sus propiedades físicas , son sensiblemente dependientes de la o- 

cupación de los estados electrónicos con m o m ento orbital t=2 ( e s ­

tados d ) o ¿=3 ( estados f ) ( Landau y Lifshitz ,1967 ) « Es p o ­

sible observar que tal característica se verifica tanto esos e l e ­

m e ntos estén en estado atómico libre o bien formando parte de a l ­

g ú n  sistema condensado . Si la capa electrónica en proceso de l l e ­

nado a m e dida que aumentamos el número atómico al pasar de un e l e ­

m e n t o  al siguiente dentro de un determinado grupo es la d ( n * 4, 

5 , 5 )  , el grupo c orrespondiente es uno de los específicamente 

d enominados de transición , nombre con el cual se los identifica 

en la literatura . Explícitamente estas series de elementos son c o ­

nocidas como : el grupo del Fe (3d) , el grupo del Pd (4d) y el 

grupo del Pt (5d) .

Lantano ( La ) es el primer elemento de la serie que h e ­

m o s  mencionado en último lugar en el párrafo anterior . Dicho e l e ­

m e n t o  , asimismo da o rigen a un subgrupo caracterizado por el lle­

u d o  progresivo de la capa 4f cuando pasamos de un elemento del 

subconjunto al siguiente , antes que sean ocupados los nueve n i v e ­

les d restantes . A  esta serie particular de elementos se la d e n o ­

m i n a  de los lantánidos aunque el La no pertenezca a la m isma • A  

m enudo se la suele identificar impropiamente como el grupo de las 

tierras raras ( Tal conjunto de elementos incluye p ropiamente a d e ­

m á s  de los lantánidos , al Ytrio ( Y ) y al Escandio ( Se ) ; ver 

ej. Gschneidner ,1965 ) .

Finalmente , existe un quinto grupo de elementos de t r a n ­

sición que es conocido como la serie de los actínidos ( los lantá­

nidos deben ser considerados como' el cuarto grupo ) . Este subgrupo 

está compuesto por elementos cuyas propiedades físicas son híbridas



Con esto queremos significar que algunos componentes del c o n j u n ­

to tienen un comportamiento físico semejante en ciertos aspectos 

a los elementos de transición , mientras que en otros , sus p r o ­

piedades físicas presentan características similares a las que se 

observan en los lantánidos . Este hecho , puede relacionarse en 

forma directa con la competencia energética que existe entre la 

ocupación de los estados 6d por un lado y los 5f por el otro .

El primer elemento de este grupo es el Actinio ; los componentes 

del mismo son en general radioactivos , y por ser elementos de m a ­

sa grande , los efectos relativistas resultan considerables .

Si consideramos particularmente la serie de los l antá­

nidos , observamos que los iones trivalentes de estos elementos 

tienen una configuración electrónica igual al Xe en lo referente 

a las capas completas , más uno o más electrones en la capa 4f .

En el caso del Ce , que es el primer elemento del conjunto hay 

solamente un electrón en los estados f , mientras que en el Yb 

son trece los estados f ocupados . Como lo indica Landau (Landau 

y Lifshitz, 1967 ) , creemos conveniente excluir de este grupo al 

Lu , pues al tener la capa f completa (catorce electrones) , este 

elemento debe ser considerado como perteneciente al grupo del Pt, 

Una característica importante para hacer notar de estos iones , 

es que los electrones 4f por la fuerte correlación entre estados 

de mismo espín , determinan un m o m ento magnético , el cual de a- 

cuerdo con la regla de Hund corresponde a un momento angular t o ­

tal J bien definido . Las mediciones de susceptibilidad m a g n é t i ­

ca en estos sistemas , confirman lo indicado anteriormente , con
3+ 3+

la excepción del Sm y el Eu (ver por e j . Kittel , 1971) .

En estado sólido , los lantánidos en general presentan 

carácter metálico , con una valencia igual a 3 , salvo el Ce que 

puede ser también cuadrivalente , o el Eu e Yb divalentes , en 

ciertas condiciones de presión y temperatura . Entendemos por v a ­

lencia , el número de electrones de conducción por átomo . Debido 

a que en los iones trivalentes de todos estos elementos , las fun­
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ciones de onda 4f (parte radial) tienen una extensión bastante r e ­

ducida respecto del núcleo , los electrones que ocupen estos e s t a ­

dos se m ueven prácticamente confinados dentro del núcleo iónico

(ion core) (Freeman y W atson , 1962 , Gschneidner y Valleta , 1968)
2 fí

cuyo límite está determinado por las capas completas 5s y 5p .

Por esta razón , es razonable suponer que los estados 4f m a n t e n d r á n  

m a y o r m e n t e  estas características que presentan en los iones libres, 

cuando estos sean aproximados a distancias interatómicas adecuadas 

para formar un sistema cristalino . Para corroborar esta hipótesis , 

en la Tabla 1.1 hemos indicado los valores del radio 4f , el radio 

m e t álico y la relación existente entre ambos , para todos los lan­

tánidos . El radio 4f se define por r . f= \ r 2 ) , donde } in-
2

dica el valor medio de r calculado con las funciones de onda c o ­

rrespondientes a estos estados ; el radio metálico se define c o ­

nté la semidistancia entre los núcleos de dos átomos en "contacto 

superficial" en un determinado sistema cristalino . Los valores in­

dicados fueron obtenidos de la tabulación realizada por Gschneidner

y Valleta (1968) . Asimismo en la Figura 1.1 , se puede observar la
2 +

extensión radial de las funciones de onda en el Gd y compararla 

con la de las 5s , 5p , 5d , y 6s . Esta figura ha sido extraída 

de un trabajo realizado por Freeman y Watson (1962) sobre los iones 

de lantánidos .

Existe otra evidencia teórica del carácter particularmente 

localizado de las funciones de onda 4f en un sistema cristalino .

Al realizar un cálculo de estructura de bandas para los lantánidos 

en estado sólido (Keeton y Loucks , 1968 , Andersen y Loucks, 1968 , 

Gupta y Loucks , 1969 ) se advierte con cierta sorpresa que a fin 

de poder lograr un m u y  buen acuerdo , tanto cualitativo como c u a n t i ­

tativo , con los resultados experimentales sobre determinación de 

la superficie de Fermi en estos sistemas , es necesario excluir del 

cálculo la contribución de los estados con número cuántico órbital 

1=3 . En el caso del Ce particularmente (Waber y Switendick , 1965 , 

Mukhop a d y a y  y Majumdar, 1969 , Mukhop a d y ^ y  ,1972 ) es realmente su-



TABLA I .1

Radio 4f , radio m e t á l i c o  y relación
para los lantánidos metálicos (Después d e 1"'
Gshneidner y Valetta ,1968) *___________________

Lantánido Radio 4f
O
1,

rw^—t -*• r.-----------

Radio metálico

A
V r 4f !

k

Ce y 0,580 1,83 3,18 |

!

Pr 0,551 1,82
!

3,32 J

Nd 0,529 1,82 3,44

Sm 0,497

.

1,80 3,63

Eu 0,483 1,79 3,72

Gd 0,469 1,79 3,84

Tb
1

0,460 1,77 3,88

Dy 0,451 1,77

i

3,94

Ho

r

i 0,442
i

1,76 3,99

Er
1

! 0,432 

j

1,75 4,07

Tm

i

j 0,423 

j

1,74 4,13

Yb J 0,414
i
i  ..................

[

1,74

i

4,20

-

* En todos los casos ha sido usado el radio metálico 
trivalente
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aestivo que los niveles de energía de los estados 4f , resulten e x ­

tremadamente dependientes de la parametrización del potencial inicial 

de cálculo ( M u k h o p a d y a y  , 197 2 ) y de la configuración electrónica 

inicial supuesta para el sistema ( Waber y Switendick , 1965) .

Referente a la exclusión en el cálculo de bandas de los 

estados 4f , es evidente que este es un procedimiento arbitrario .

Las soluciones de la ecuación de Schrfiedinger con 1=3 para el átomo 

libre existen , y sus autovalores de energía resultan similares a 

los de los estados 6s , 6p y 5d que son los que originan la banda 

de conducción en los cristales de estos elementos . Resulta claro 

entonces , que la única justificación plausible para ignorar tales 

soluciones en el cálculo de la estructura de bandas , es suponer que 

los estados f , por su gran localización en las proximidades del nú 

cleo atómico en el ión libre ,se solapan despreciablemente con los 

estados equivalentes de otro ión similar , cuando ambos están situa­

dos entre sí a una distancia típica de una red cristalina real .

De esta m anera , una descripción itinerante de estos e s ­

tados , en un sistema condensado que tenga como elementos componen-- 

tes del fondo (background) positivo los iones de lantánidos resulta 

ciertamente inapropiada . En tal situación , los estados 4f p ueden 

ma n tener en el sólido , el carácter fuertemente correlacionado que 

ma n i f i e s t a n  en el ión libre .

Este punto de vista , ha quedado prácticamente c o n f i r m a ­

do por los cálculos recientes de Herbst et al. (1972) , m e d iante el 

m é t o d o  del átomo renormalizado aplicado a los lantánidos m e t á licos , 

y las mediciones de densidad de estados en la banda de conducción f 

realizadas en estos elementos por Baer y Busch (1973,1974) , m e d i a n ­

te el m étodo de fotoemisión de rayos X (XPS). El cálculo teórico d e ­

sarrollado con el m étodo del átomo renormalizado ha permitido r e a l i ­

zar estimaciones cuantitativas del ancho de la banda de conducción 

s-d , la posición relativa de ambas subbandas respecto del nivel de 

Fermi del sistema , la ubicación de los estados 4f , que c o n s i d e r a ­

dos como itinerantes no originan un ancho de banda mayor que 0,2 ev.
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Un aspecto significativo e interesante de notar , es que:los r e s u l t a ­

dos obtenidos son en g e n e r a l’ cuantitativamente similares.para todos 

los lantánidos . Por otra parte , la estimación de la energía de c o ­

rrelación entre dos estados 4f ocupados , realizada m e d i a n t e  un t r a ­

tamiento de c o n f iguración m u l t i e lectrónica , da un valor del orden 

de los 7 eV , que si bien es m e n o r  que la tercera parte del valor u- 

sado en base a las integrales de Slater , es aún considerablemente 

m a y o r  que la disper s i ó n  en energía (ancho de línea) que se produce en 

la densidad espectral de los estados 4f de carácter atómico , por e- 

fecto de hibridización con la banda de conducción (Rocher , 1962, 

A n d e r s o n  , 1968 , Coqblin y Blandin , 1968 ).

En  cuanto a los experimentos de fotoemisión de rayos X, 

las densidades de estados que se deducen de las m ediciones , parecen 

confirmar m u y  bien los valores teóricos calculados por Herbst et ale 

(1972) resaltan particularmente el carácter atómico de los estados 

4f en los lantánidos m e t á licos , y consecuentemente la gran c o r r e l a ­

ción para la ocupación simultánea de dos o m á s  estados en un m ismo si 

tio de la red cristalina. La estructura que aparece en la densidad 

e spectral para cada elemento puede ser claramente relacionada con la 

d i s tribución espectral del ión libre trivalente correspondiente .

Sin embargo , en el caso particular del Ce y , aún no es posible d e ­

terminar con cierta confiabilidad , la posición del centro de g r a v e ­

dad de los niveles f respecto del nivel de Fermi como tampoco el a n ­

cho de línea correspondiente (Bauer y B u s c h  , 1974 ) . Sin embargo , 

el análisis cualitativo de los resultados , p e r mite inferir la e x i s ­

tencia de estos estados bastante próximos al nivel de Fermi . Esta 

conclu s i ó n  es perfectamente coherente con los resultados que se han 

o b t e n i d o  , en las medici o n e s  de otras propiedades físicas de este 

m e t a l  . E n  las figuras 1.2 a 1.4 se m u e s t r a n  las densidades de e s t a ­

dos experimentales para Ce y , Sm e Y b  a fin de corroborar lo dicho 

anteriormente .

Después de todo lo discutido , es evidente entonces que 

cualquier m o d e l o  teórico para los lantánidos en general , y para a l ­

guno de ellos en particular , a fin de explicar su comportamiento en 

estado sólido , debe considerar como elementos básicos un conjunto
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de estados de conducción de carácter s-d con débil correlación , y 

un conjunto de estados localizados de carácter atómico . Estos e s t a ­

dos , de simetría f , por su propiedad de ser altamente localizados 

alrededor de cada sitio de la red , determinan una gran energía de 

correlación para que dos o más electrones ocupen simultáneamente e s ­

tados de la simetría mencionada en algún sitio en particular .

Siendo Ce el primer elemento en la serie de los l a n t á n i ­

dos , y por tener solamente un electrón 4f en su estado iónico t r i v a ­

lente , resulta a priori el elemento más importante del grupo , t a n ­

to para un estudio experimental como teórico sobre la influencia que 

los estados f , pueden tener en su comportamiento físico en estado 

sólido . Este punto de vista se sustenta en la existencia de una t r a n ­

sición de fases isomórficas en el diagrama presión-temperatura (Jaya- 

ram ,1965) que ha sido relacionada hace ya tiempo (Pauling,1 9 4 6 , Zacha- 

riasen ,1949) con la promoción de un electrón de un orbital 4f a la 

banda de conducción .

Este interés que genera el Ce como objeto de estudio , 

resulta enfatizado si consideramos que un m o d e l o  que permita e x p l i ­

car las anomalías existentes en sus propiedades físicas , por lo m e ­

nos cualitativamente bien , a distintas presiones y temperaturas , 

puede servir para establecer bases adecuadas para un estudio de los 

lantánidos que conduzca a una comprensión más clara de su c o m p o r t a ­

mi e n t o  como componentes de un sistema condensado . Tal posibilidad se 

refiere tanto al análisis de sistemas puros , como compuestos inter­

me t á licos y aleaciones dado el carácter localizado de los estados f .

De esta forma , hemos sintetizado la razón que nos i n d u ­

ce a realizar esta investigación . En las dos secciones siguientes 

hemos de realizar una breve revisión de la situación experimental y 

teórica en el conocimiento de este elemento como metal . Tal revisión 

se realiza a efectos de suministrar la mayor cantidad de información 

posible , para que el lector pueda juzgar con m a y o r  claridad , la 

riqueza física que ofrece el análisis del Ce metálico , y p a r t i c u l a r ­

me n t e  la transición ct$y .

Por otra parte , esta revisión constituye la introducción 

necesaria , para un adecuado entendimiento del m odelo que d e s a r r o l l a ­

remos a partir del Capítulo III .
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I02 Situación experimental

Cerio en estado sólido , es el primer ejemplo de un e l e m e n ­

to , y hasta el m o m e n t o  el único , que presenta en su diagrama de f a ­

ses p r e s i ón-temperatura , un punto crítico similar al que se observa 

en la transformación líquido-vapor (p.ej. en agua). Este punto c r í t i ­

co , está d i r e c t a m e n t e  relacionado con la transición de fases isomór- 

ficas a-y ,

Bridgman (1927) , fue el primero que detectó la existencia 

de anomalías en el comportamiento del Ce en estado sólido. Al medir 

la compresibilidad de este elemento a temperatura ambiente en función 

de la p r esión , observó un aumento de aquella magni t u d  al incrementar 

la p r esión desde las condiciones ordinarias , hasta encontrar una d i s ­

m i n u c i ó n  abrupta a un cierto valor ; mayores presiones ocasio n a r o n  u- 

na d i s m i n u c i ó n  gradual de la compresibilidad , en concordancia con el 

efecto observado en todos los otros mater i a l e s  con los que había e x ­

perimentado anteriormente . Posteriores investigaciones (Trombe y 

F o e x  , 1944 , Schuch y Sturdivant , 1950 , Lawson y Tang , 1949 )c o n ­
firmaron por otros m é todos experimentales , la existencia de una t r a n ­

sición de fases isomórficas f.c.c. , no sólo a temperatura ambiente 

o casio n a d a  por efecto de la p r esión , sino también al disminuir la 

temperatura del sistema por debajo de un cierto valor ( 'tlOO K)a la 

p r e s i ó n  ambiente

En las últimas dos décadas aproximadamente , diversos tra­

bajos experimentales y algunos cálculos teóricos en relación con e s ­

ta transformación y las propiedades físicas de las fases a y y invo­

lucradas ( Likhter et al .,1957, Lock ,1957, Ponyat o v s k i y  ,1958, H e r ­

m á n  y S w enson ,1958, Bates y N e w m a n  ,1958, Beecroft y Swenson ,1960, 

V o r o n o v  et al. , 1960, McHargue y Yakel ,1961, W i l k i n s o n  et a l . , 1961, 

C olvin et a l . , 1962, Gschneidner et al.,1962,Wilkins et a l . , 1962, L i k h ­

ter y Ventzel ,1962, Adams y Davis , 1962 , Gschneidner y Smoluchowski 

,1963, J a y a raman ,1965, Phillips et a l . , 1968, Franceschi y Olcese , 

1969, Panousis y G s chneidner ,1970, M c P h e r s o n  et a l . , 1971, Grimberg 

et a l . , 1972, Brodsky y Friddle ,1973, Nicoll a s - F r a n c i l l o n  y Jerome, 

1973,) han permitido acumular una considerable cantidad de información
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que posibilita establecer las siguientes características que indi­

caremos a continuación o En la Figura 1.5 se muestra el diagrama de 

fases obtenido por Jayaraman (1965); en lo concerniente a las fases 

a , 3 y y fue determinado por primera vez por Gschneidner et a l . (1962) 

La fase y , cúbica de caras centradas , es estable a presión ambiente 

entre 700 K y 250 K aproximadamente . Por debajo de esta temperatura 

, se transforma parcialmente en Ce 3 que cristaliza en el sistema d o ­

ble hexagonal compacto ( a.h.c.p.) „ Al reducir aún más la t e m p e r a t u ­

ra , el remanente de la fase y coexistente con la 3 , se transforma 

en Ce a ; esta fase también cristaliza en el sistema f.c.c..Tanto Ce 

a como Ce 3 son estables a bajas temperaturas y pueden coexistir h a s ­

ta los menores valores alcanzados hasta el momento . La transición 

a j  yse puede producir asimismo a diferentes temperaturas , según sea 

la presión que actué sobre el sistema . A  temperatura ambiente , la 

transición ocurre alrededor de p-7,5 kbar. Cuando la temperatura y la 

presión son aumentadas , los efectos calóricos y de cambio de v o l u ­

m e n  que están relacionados con la transformación , disminuyen hasta 

anularse completamente alrededor de 'i’=600 K y p=19,5 kbar (550<Tc r > < 

630 K y 18<pc r .<20,5 kbar). En estas condiciones , la transición es 

crítica o.de segundo.^crden. La línea de equilibrio de fases , es d e ­

cir el lugar geométrico de los puntos (p^,T^.) es una recta dentro del 

error experimental con una pendiente aproximada dT^/dp^ = 22,5 K/kbar 

Los efectos de histérosis son grandes a bajas presiones y disminuyen 

a m edida que el sistema se aproxima a las condiciones críticas , por 

lo cual los valores indicados deben ser considerados con cierta p r e ­

caución .

En lo referente a las propiedades de las fasesci' y y, las

m edici o n e s  estructurales , m agnéticas , de calor específico , efecto

Hall y resistividad , han permitido deducir lo siguiente :

a) La fase y es paramagnética , con un momento magné t i c o  por átomo
3+

de 2,5 uB aproximadamente , valor m u y  próximo al del ión Ce ; su 

valencia , definida como el número de electrones de conducción 

por átomo , ha sido estimada en v-3,06 . El parámetro de red a
O

temperatura y presión ambiente es 5,16 A  , lo que permite deducir
O

un radio metál i c o  rm =l,8 3 A  , similar al de sus vecinos en la ta-



T (K)L

P ( kbar)

F IGURA 1.5 Diagrama de fases para el 

Ce metálico (la fase a' 

ha sido e x c l u i d a ) .

( Jayaraman , 196 5 ) .
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b) La fase a no es m a g n ética ; sin embargo presenta una s u s c e p t i b i l i ­

dad de Pauli considerablemente elevada como para ser debida exclu-

sivamente a los electrones de conducción : G r i m b e r g (1973) ha esti-
^ -4

m a d o  a bajas temperaturas y presión ambiente x =6,2x10 emu/mole
-4 a

que debe ser comparado con 0,9 x 10 emu/mole que es a p r o x i m a d a ­

m e n t e  el valor de la susceptibilidad magnética de Th y Hf .La e s ­

timación de la valencia en esta fase , realizada sobre la base de 

mediciones de efecto Hall , da un valor fraccionario del o rden de 

v-3,7 „ Este resultado , es coherente con el valor de constante 

de red obtenido por mediciones estructurales .Siendo el valor me-
o o

dido 4,85 A  , se deduce un radio metálico r -1,71 A  , mient r a s  queÍU Q
para Ce cuadrivalente hipotético se ha estimado rm =l,672 A  , por 

extrapolación de la relación entre la valencia y el radio m e t á l i ­

co para Cs , Ba y La ( Gschneidner y Smoluchowski ,1963) .

Por último , se puede decir que la constante de calor espe- 

cífico electrónico es 7,23 mJ/mole K para la fase y (Gschneidner,
O

1968) y aproximadamente 10 m J /mole para la fase a (Phillips et al. 

1968, Pancusis y Gschneidner ,1970). Con respecto a este último dato 

, c onviene notar que la m e d i c i ó n  a presión ambiente (Panousis y G s c h ­

neidner ,1970) determina un resultado menor que el correspondiente a 

la m e d i c i ó n  realizada a 11 kbar (Phillips et a l . , 1968). Si bien a m ­

bas determinaciones pueden considerarse confiables , de acuerdo con 

los detalles experimentales indicados por sendos autores , no r e s u l ­

ta clara la variación positiva que ocurre en la constante del calor 

específico electrónico por efecto de la presión . Es evidente e n t o n ­

ces la necesidad de nuevos experimentos a presiones intermedias e n ­

tre ambos valores de presión ( 0 kbar , 11 kbar) como también a p r e ­

siones mayores aún.

En síntesis , toda la información experimental existente 

conduce a aceptar 1̂ . presencia de los niveles 4f ubicados en las pro- 

xim idades de la energía de Fermi del sistema . En la fase y , estos 

estados deben tener .una energír. ligeramente inferior a dich._ nivel. . 

Al respecto , se puede mencionar que las mediciones de absorción de 

radiación a temperatura ambiente en dicha fase (Wilkins et a l . ,1962),
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mu e s t r a n  un pico en el espectro alrededor de 15y , que corresponde 

a una energía por debajo del nivel de Fermi de 0,076 eV . E n  la 

fase a , al ser su valencia próxima a 4 , el centro de gravedad de 

la densidad espectral para los estados f , debe estar situado por 

encima de la energía de Fermi ; de esta m anera es posible explicar 

el hecho que esta fase no sea m a g n é t i c a  .

1.3 Situación teórica .

Luego de las experiencias de Schuch y Sturdivant 

(1950) y Lawson y Tang (1949) , se propusieron varios m o d e l o s  t e ó ­

ricos que explican parcialmente la información experimental que se 

ha indicado en la sección precedente .

En particular , la transición a-y ha sido atribuida 

al comportamiento de los niveles 4f en el Ce m e t álico . Pauling ( 

1946, citado por Schuch y Sturdivant) y Zachariasen (1949 , citado 

por Lawson y Tang ) formularon independientemente la proposición 

que tal alteración del sistema cristalino se debe a la t r a n s f e r e n ­

cia de un electrón de un estado 4f localizado , en la fase y , a 

un orbital 5d en la fase a . Tal proposición implica la d e l o c a l i z a ­

ción del electrón transferido pues los orbitales 5d se hibridizan 

con los 6s para formar la banda de conducción del sistema c r i s t a l i ­

no . Este fenómeno , al reducir además el apantallamiento de las 

cargas nucleares , ocasiona una disminución de la presión debida al 

gas de Fermi , con la consiguiente contracción del volumen de cada 

celda atómica . Este m odelo cualitativo fue usado por varios inves­

tigadores para explicar las diferencias observadas en las p r o p i e d a ­

des fínicas de las fases a y y ; pero , no se propuso ninguna t e o ­

ría referente al mecanismo de la transición de fases en sí .

Posteriormente , Lock (1957) y Murao y Matsubara 

(1957) sugirieron que la transferencia es sólo parcial , se­

gún puede deducirse del cambio observado en la susceptibilidad m a g ­

nética del Ce al producirse la transición a -y • A ú n  más , los ú l t i ­

mo s  investigadores indicados , explicaron razonablemente las
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me dic i o n e s  de calor específico a bajas .temperaturas usando una v a l e n ­

cia aproximadamente igual a 3,5 para la fase a . Más recientemente, 

Gschneidner y Smoluchowski (1963) demostraron m e d iante un análisis 

fenomenológico de los datos de radio metálico para los lántánidos y 

de la susceptibilidad magnética del Ce , cue el cambio de valencia 

en la transición debe ser efectivamente, fraccionario .

Para poder explicar la susceptibilidad paramagnética de la 

fase y / Rocher (1962) propuso que los estados 4f atómicos del Ce se 

sitúan en las proximidades del nivel de Fermi (ligeramente por d e b a ­

jo de Ep) separándose en 14 estados electrónicos simples ; por e f e c ­

to de hibridización ccn los estados de la banda presentan un ancho 

de línea finito , aunque conservan el carácter atómico pues no se so­

lapan con los estados semejantes de los átomos primeros vecinos . De 

esta manera , tales estados tienen el carácter de estados ligados 

virtuales , análogos a los descriptos por Blandin y Friedel (1958) 

para impurezas de elementos de transición env metales nobles..

Sin embargo , en un análisis posterior , Gschneidner se­

ñalo que el modelo de estados ligados virtuales es preferiblemente 

aplicable a la fase a an lugar de la y • Para explicar las e x p e r i e n ­

cias de absorción óptica (Wilkins et a l . , 1962) propuso la existencia 

de una banda f sumamente angosta ( ancho de banda = 0,02 eV) con c e n ­

tro de gravedad en 0,076 eV por debajo del nivel Fermi . En el caso 

del Ce a , esta banda debía estar ligeramente por encima del nivel 

indicado de tal forma que resultase semillena . Esta última c o n c l u ­

sión fue obtenida en base a las mediciones de calor específico d i s ­

ponibles a esa fecha , las que recientemente han quedado c o m p l e t a m e n ­

te corregidas ( Panousis y Gschneidner ,1970) .

Hasta el presente , solamente dos modelos microscópicos 

han sido propuestos a fin de explicar la transición a ~ y  *• C o qblin y 

B l a n d i n  (1968) formularon una teoría basada en la aplicación del m o ­

delo de Anderson-Friedel (1961) para los estados 4f , incluyendo un 

fuerte acoplamiento espín-órbita . Suponiendo que la ubicación del 

nivel localizado , relativa a la energía de Fermi , varía aumentando 

la energía cuando se incrementa la presión sobre el sistema , p u d i e ­



- 12 -

ron explicar la existencia de un punto crítico en el diagrama p-T 

de equilibrio de fases y la valencia intermedia de la fase a . A- 

demás Coqblin (1971) , media n t e  el ajuste del parámetro U que c a ­
racteriza la interacción coulombiana intraatómica , pudo c o r r e l a ­

cionar los datos de calor específico y susceptibilidad m a g n é t i c a  

en dicha fase .

Sin embargo , este m odelo es pasible de las siguientes 

críticas :

a) Está sustentado en la aproximación Hartree-Fock en el d e s a c o ­

plamiento de las ecuaciones de movimiento para las funciones de 

G reen del problema . Es sabido que esta es una buena aproximación  

si la relación entre el parámetro de repulsión coulombiana U y el 

ancho de línea r de los estados ligados virtuales (4f en este c a ­

so ) es mucho menor que 1 ( U/r<< 1) . Ciertamente , esta c o n d i ­

ción no se cumple en los lantánidos, en particular Ce , para los 

cuales resulta U/r 'V/lOO (Coqblin y Blandin ,1968 , Herbst. et al., 

1972) .

b) La existencia de transiciones de primer orden , y c o n s e c u e n t e ­

m e n t e  del punto crítico , depende crucialmente de la degeneración  

orbital del modelo .

c) La aproximación Hartree-Fock empleada para la interacción c o u ­

lombiana intraatómica entre estados f , por ser un tratamiento del 

problema que destruye la simetría de espín del sistema , no permi 

te describir correctamente la entropía m a g n é t i c a  de la fase y .

Este es un inconveniente bastante serio , pues de tal forma el m o ­

delo falla decididamente en obtener una susceptibilidad de tipo 

Curie en la fase y .

Recientemente , Ramírez y Falicov (1971) reexaminaron el 

mecan i s m o  de la transición de fases . Estos investigadores han f o r ­

m u l a d o  una teoría , que si bien como la anterior , supone la e x i s ­

tencia de estados itinerantes y localizados simultáneamente , a e s ­

tos últimos los considera fuertemente correlacionados . De esta m a ­

nera , la entropía de m o m e n t o  angular total asociada con los n i v e ­

les f (localizados) , resulta ser un factor crucial para el i ncre­
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m e n t ó  de la p o b l ación de los estados localizados a altas t e m p eratu­

ras . La repulsión coulombiana entre los electrones de c onducción y 

los electrones f conforma u n  mecanismo para r e a l i mentación del p r o ­

ceso , mecanismo que en ciertas condiciones determina la existencia 

de una transición de primer o rden . Suponiendo luego una relación li­

neal entre la distancia de los niveles localizados al nivel de F e r ­

mi y la presión , Ramírez y Falicov (1971) pudieron reproducir las 

características principales del diagrama presión-temperatura de e q u i ­

librio de fases , inclusive la existencia de un punto crítico . Sin 

embargo , esta teoría en razón de su simplicidad en su forma original 

, es incapaz de explicar la valencia fraccionaria , la susceptibili- 

dad de Pauli elevada y el considerable calor específico electrónico 

que se m i d e n  en la fase a .

Poco antes que Coqblin y Blandin (1968) y Ramírez y F a l i ­

cov (1971) f Aptekar' y P o nyatovskiy (1968) formularon una teoría f-g- 

nomenológica para esta transición isomórfica en Ce $ usando como m o ­

delo una seudoaleación binaria compuesta por una mezcla desordenada 
3+ 4+

de iones Ce y Ce pudieron explicar de manera sencilla el d i a g r a ­

m a  de equilibrio de fases . Mediante los datos experimentales d i s p o ­

nibles sobre temperatura crítica , pendiente de la línea p-T de e • 

quilibrio y el cambio de volumen involucrado en la transición a p r e ­

sión ambiente , estos autores pueden determinar rápidamente la e n e r ­

gía de m ezcla en la seudoaleación y el cambio de entropía i n v o lucra­

do en la transformación „ Dicho cambio de entropía al pasar de una 

fase a otra , resulta en valor bastante aproximado al que se puede 

calcular sobre la base de argumentos cuánticos ( Aptekar' y P o n y a ­

tovskiy ,1968 ) al suponer que cuando el sistema se transforma de la 

fase y a la a , los iones que ocupan los sitios cristalinos pasan de 

una configuración trivalente a una cuadrivalente „ En este sentido ( 

la teoría de Ramírez y Falicov representa la interpretación m i c r o s ­

cópica más simple de este m o d e l o  fenomenológico . Además , p u e d ^  

plicar el comportamiento de las propiedades m e c á nicas de Ce en fun- 

ción de presión y temperatura con sólo suponer que la relación entre 

el v o l u m e n  de la seudoaleación y la concentración de iones C e ^ + ( que 

c orresponde a la ocupación de los estados f en la teoría RF ) satis­

face la ley de Vegard .
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Por último , restan por mencionar los recientes trabajos 

de Alascio et al. (1972,1973) y de Olmedo et a l . (1973) . En ellos 

se ha extendido el m odelo de Ramírez y Falicov en dos sentidos :

a) Para explicar el efecto sobre la transición a-y producido por 

la dilución de impurezas de lantánidos en una matriz de Ce .

b) Para demostrar que las propiedades anómalas de la fase a , p u e ­

de n  comprenderse razonablemente bien dentro del esquema de Ramírez 

y Falicov (1971), al considerar la hibridización entre estados l o ­

calizados y de conducción según el modelo de A n derson-Friedel (19 

6 1 ) .ya mencionado anteriormente .

Cabe agregar entonces , que el estudio teórico de la 

transición a-y que presentamos en este trabajo es una ampliación 

y profundización de las investigaciones mencio n a d a s  en el párrafo 

precedente . Al ser el m o delo de Ramírez y Falicov (1971) la estruc 

tura básica sobre la cual la presente teoría ha sido desarrolada , 

consideramos necesario realizar una revisión más detallada de d i ­

cho modelo a fin de brindar los elementos básicos necesarios para 

una mejor comprensión del análisis posterior. Tal es el tema del 

próximo capítulo .



Capítulo 2

II.1 Kl modelo de Ramírez y Falicov para la transición g-y en Ce .

hn base a lo discutido en el capítulo anterior , se d e d u ­

ce que el modelo de Ramírez y Falicov ( 1971)(RF de ahora en adelante)

, es el único de los dos m o delos microscópicos propuestos para la 

transición a-y en Ce metálico , que considera como característica p r i ­

mordial de los estados 4f , la gran energía de repulsión coulombiana 

que excluye la ocupación simultánea de dos o más de esos niveles en 

un mismo sitio de la red cristalina . Hemos ya notado anteriormente , 

que este es un aspecto importante de la teoría ; con tal hipótesis es 

posible considerar adecuadamente la entropía de m o mento angular t o ­

tal . Esta entropía es un elemento preponderante para el mecanismo 

que produce la transición de fases ( Ramírez y Falicov ,1971 , A l a s ­

cio et a l . ,1973 ) .

Por otro lado , según propusieron Falicov y Kimball (1969)

, la interacción coulombiana entre los electrones f y las cuasipartí- 

culas de conducción , es el otro factor que constituyendo un canal 

de realimentación para el incremento de la ocupación de los estados 

localizados debida a la entropía , hace posible la ocurrencia de una 

t ransición electrónica , es decir la transferencia del electrón d e s ­

de los estados f a la banda o viceversa .

Para efectuar posteriormente el análisis teórico del e f e c ­

to de impurezas de lántánidos ( Alascio et a l . , 1973 ) y del efecto 

de la hibridización entre las funciones de onda 4f y las funciones 

de Wannier asociadas con la banda de conducción ( Alascio et a l . , 19 

73 ) sobre la transición a-y y las propiedades de ambas fases , es 

conveniente realizar una breve aunque suficientemente explícita re 

v i s i ó n  del m odelo RF.

Según Ramírez y Falicov (1971) , podemos caracterizar al 

Ce m e t á l i c o  por el siguiente m odelo :
4+

a) La fase a está conformada por un conjunto de N iones Ce d i s p u e s ­

tos en una red cristalina cúbica de caras centradas .

- 15 -
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Siendo estos iones isoelectrónicos con el átomo neutro de Xenón (Xe) , 

cuya capa externa está completa, el momento angular total J por á t o ­

m o  del sistema es nulo ; de tal forma esta fase no es m a g n ética de a- 

cuerdo con los experimentos (MacPherson et a l . , 1971). Los cuatro e l e c ­

trones restantes que en el átomo libre se distribuyen según una con- 
2 2 2 1 1

figuración 6s 4f o 6s 5dJ"4f (aún no claramente establecido) , en e s ­

tado sólido pasan a ocupar estados de la banda de conducción,

b) La fase y , isomórfica a la a , está compuesta por un conjunto de 

N iones C e ^ + . En este caso , los cuatro electrones sobrantes de la 

configuración cerrada de Xe , se distribuyen tres en la banda de c o n ­

d u cción y uno ocupando un estado 4f localizado . Al ser el estado fun-
3+

damental del ión Ce un sextuplete con J = 5/2 según la regla de Hund 

, esta fase es paramagnética , con un momento m a g n é t i c o  por átomo de 

aproximadamente 2,5 ( Kittel ,1971).

La fase a es la forma estable del sistema a T=Q ,con- 

v i e n e  entonces adoptarla como fase de referencia para realizar el 

balance termodinámico del m odelo . Los estados disponibles para los 

electrones de valencia son ;

a) Estados itinerantes ; constituyen la banda de conducción derivada 

de orbitales atómicos 6s y 5d hibridizados entre sí .

b) Estados localizados de simetría f , de vida m edia infinita (ancho 

de línea n u l o ) , de energía comparable a la de los estados de banda. 

Es t o s  estados al mante n e r  en el sólido el carácter atómico , son fuer­

temente correlacionados , es decir es necesaria una energía c o n s i d e r a ­

b l e m e n t e  grande para colocar m á s  de un electrón en los mismos p e r t e n e ­

ci e n t e s  a un determinado sitio de la red .

Las interacciones consideradas importantes son las si­

guientes :

a) Interacción coulombiana f-f en un mismo átomo , que se caracteriza 

con un párametro U . Esta interacción es la que determina primor d i a l ­

m e n t e  el carácter correlacionado de los estados f ; al estar el e s t a ­

d o  de una partícula a una distancia E del nivel de Fermi , el de dos 

partículas estará a una energía E + U aproximadamente . Por tal razón 

r siendo 0 > > E  se considera el límite U — « .

b) Interacción coulombiana entre electrones localizados y electrones

o huecos en la banda de conducción . Esta interacción que puede ser un
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orden de magnitud menor que la anterior se la considera en la a p r o ­

ximación de campo medio molecular o de Hartree . A demás , se supone 

constante e independiente de la energía , por lo cual se la carac­

teriza m e d i a n t e  un parámetro G . La interacción es positiva entre 

electrones y negativa entre electrones y huecos .

c) Las interacciones son de corto alcance , es decir son no nulas 

solamente entre cuasipartículas que estén en una m i s m a  celda del 

cristal .

A  efectos de poder realizar el tratamiento analítico 

dentro de la m a y o r  simplicidad posible , se aproxima la densidad de 

estados de la banda de conducción m e d iante una constante , sin d i s ­

torsionar por ello la naturaleza física del fenómeno en estudio , 

(ver fig. II.1) . Efectivamente , esta simplificación queda justifi­

cada por el hecho que el análisis termodinámico del modelo es b a s ­

t ante inseosíJ&ie, en cuanto al mecanismo que determina la e x i s t e n ­

cia de transformaciones de fases en el sistema , en particular de 

primer orden , a la distribución espectral elegida para la banda de 

conducción (Ramírez y Falicov ,1971, Alascio et al.J.1923) . El valor 

elegido es aproximadamente 1,45 estados/eV átomo que es el valor t í ­

pico de la densidad de estados al nivel de Fermi para los lantáni* 

dos livianos (La ,Pr ,Nd ) según se deduce de las m ediciones de c a ­

lor específico en estos elementos (Johnson y Finnemore ,1967) y de 

los cálculos de estructura de bandas (Keeton y Loucks ,1968 ,Ander- 

sen y Loucks ,1968). Tal elección realizada en base a los elementos 

vecinos al Ce en la tabla periódica es justificable si se considera 

que los mismos pueden cristalizar también en estructura f.c.c. y 

además los niveles 4f están bien alejados del nivel de Fermi . Por 

otra parte , el cálculo de la estructura de bandas para Ce (Mukho- 

p adyay ,1972 ) da resultados bastante semejante a los de sus v e c i ­

nos en lo referente a la banda de conducción s-d .

Habiendo descripto cualitativamente los aspectos e s e n ­

ciales del m o delo , estamos ahora en condiciones de analizar la 

termodinámica del mismo .



F I G U R A  II.1 Densidad de estados m o d e l o  para la banda de c o n ­

d u c ción y estados 4f en Ce metálico utilizada por Ramírez y 

Falicov (1971) . El diagrama corresponde a la fase c u a d r i v a ­

lente de referencia a T=0 K ; la distancia de los niveles 4f 

al nivel de Fermi del sistema está indicada por E .
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I I . 2 Análisis termodinámico del modelo .

Al estar cada una de las fases caracterizadas por un v a ­

lor bien distinto en cuanto a la ocupación de los niveles 4f , la 

forma físicamente más simple para determinar la transición es a n a ­

lizar el comportamiento de la energía libre del sistema en función 

de la probabilidad termodinámica de ocupación de esos estados a d i ­

ferentes temperaturas .

La energía libre de Helmholtz del sistema es t :

F * E - TS ( 2.1 )

donde E es la energía interna , T la temperatura , y S la entropía.

Teniendo en cuenta lo discutido en la sección anterior, 

resultan las siguientes expresiones para la energía interna y la 

entropía :

/  w / " W h 
E = / e e D ( e ) n e (e) de + / e P(e)n^(e) de + N E n c +

0

“e „ ............/ V
+ G n ( / P(e)n (e) de-/ V (e ) n, (e ) de ) ( 2 . 2 )  

c / e n

-W e / W h

S = ”kB / P(e) K e (e ) de “ kBJ  ^  de

- N k^í n ¿nn + (1 - n ) £n(i - n ) - n l n(2J + 1) }( 2.3 
B c c c c e

t P ropiamente , se debe considerar la energía libre de Gibss G 

para el sistema , pero como la dependencia de los parámetros con 

p r esión es introducida de m anera semifenomenológisa , tal d i s t i n ­

ción es indiferente .
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En las expresiones precedentes , e es la energía de las cuasipartí-

culas de c onducción m edida respecto del nivel de Fermi ( e = 0) ;

V (e) la densidad de estados en la banda de conducción , n ( e )  ,
e

n h ( e ) Y n c -̂as p r o b abilidades de ocupación para electrones y h u e ­

cos en la banda y electrones localizados respectivamente ; E es la 

energía de estos estados respecto de la energía de Fermi y G el 

parámetro de interacción coulombiana entre electrones en los e s t a ­

dos 4f (localizados) y las cuasipartículas de conducción . Los lí­

mites de integración W g= 5,44 eV y W h= 2,72 eV son los extremos de 

la banda s-d . Ellos resultan al haber fijado la densidad de e s t a ­

dos y exigir que quepan 12 electrones en la banda(en la fase ex ,4).

Veamos ahora brevemente el significado de los d i s t i n ­

tos términos de (2.2) y (2.3). En (2.2) , los tres primeros t é r m i ­

nos expresan la energía interna de los electrones de conducción e x ­

citados a estados con e > e F ,la de los huecos creados por debajo de 

ese nivel y la de los electrones excitados a los estados f . El ú l ­

timo término expresa en la aproximación de Hartree (MF) , la i nter­

a cción coulombiana entre los electrones f y las cuasipartículas i- 

tinerantes +. En (2.3) , el primer término expresa la entropía de 

los electrones de conducción con e > e p f el segundo la de los huecos 

con e< e fr, mientras que el tercero da cuenta de la entropía debida 

a los estados localizados , incluyendo la entropía de espín de los 

iones correspondientes al ocuparse o desocuparse estos estados; en 

el caso del C e ^ + , J-0 ; para el Ce^+ , J=5/2 .

Las probabilidades de ocupación ng (e) , n h (e) Y n c 

están sujetas a la siguiente condición de vínculo s

t Conviene menci o n a r  aquí la otra forma de visualizar esta inter­

acción , según Ramírez y Falicov (1971). Si e indica la energía de 

un electrón en movimi e n t o  en una red cuyo potencial es generado por 

un conjunto de iones C e 4+ y su correspondiente carga de n e u t r a l i z a ­

ción , esa partícula con los mismos nos. cuánticos tendrá una e n e r ­

gía e + G al m o v e r s e  en la misma estructura cristalina , pero cuyo 

potencial es generado por un conjunto de iones C e ^ + y su c o r r e s p o n ­

diente carga de neutralización .
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n
c

W e
V ( e)n (e) dg

e

V
h

V(e)n (e ) d e ( 2.4 ) 
h

Esta relación:establece que el total de huecos e x c i ­

tados por debajo del nivel de Fermi , debe igualar al número total 

de electrones excitados que pueden estar tanto en la banda de c o n ­

ducción por encima de dicho nivel o bien en los estados l o c a l i z a ­

dos . En la figura I I . 2 se puede observar gráficamente la c o n d i ­

ción establecida en ( 2.4 ) .

Al plantear la condición de extremo para F , respecto 

de ng (e) , n^(e) y n c , se obtiene un sistema de tres ecuaciones 

trascendentes . De esta forma ne (e) y n h (e) quedan determinadas en 

función de e y n c ; la ecuación restante es una ecuación implícita 

para nc en función de la temperatura y su solución depende de los 

valores de los parámetros W g , , E , G . Para cada temperatura , 

según el conjunto de parámetros elegidos , pueden existir una ,dos

o tres soluciones ? en este último caso , una de ellas corresponde 

a un máximo mientras que las otras dos son mínimos . Para d e t e r m i ­

nar cual de ellos corresponde al m ínimo absoluto es necesario c a l ­

cular numéricamente F para ambos valores y comparar . Es posible 

así , variando los parámetros obtener transiciones de fase de p r i ­

m er orden , segundo orden o continuas . Aparentemente el modelo 

depende de cuatro parámetros , pero no es así realmente , pues 

y resultan automáticamente determinados al elegir la densidad de 

estados modelo . Solamente E y G son parámetros libres m e d i a n t e  los 

cuales se introduce luego la influencia de la presión .

579 K , establece una relación biunívoca entre E y G . Con la m i s ­

ma se determina G = 0,44 eV y Ecr = 0,1894 eV . Para poder r e p r o d u ­

cir el diagrama de equilibrio de fases de la transición a-y , es 

necesario introducir de alguna forma físicamente plausible el e f e c ­

to de la presión sobre las magnit u d e s  características del modelo . 

La hipótesis formulada por Ramírez y Falicov al respecto es la si­

guiente : de la información experimental disponible sobre los pa-

La condición de criticidad , p„ = 19,5 kbar y T
' - c r  ' - ' c r
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rámetros físicos característicos , se deduce que los m ismos en g e ­

neral varían poco con la presión ; tanto el volumen y constante 

de red , como los niveles do energía , densidades de carga y c o n s ­

tantes de interacción en cada fase cambian en pequeña proporción 

al aplicarse presión sobre el sistema * sin embargo hay que tener 

cierta precaución al considerar el parámetro E , que es el que d e ­

fine la distancia de los niveles 4f al nivel de Fermi . Es m u y  

factible que tanto la energía de Fermi como la de aquellos estados 

respecto del vacío m a n i f i e s t e n  cambios pequeños con la presión , 

pero es razonable admitir que la diferencia entre esas dos e n e r ­

gías ( E ) puede tener variaciones que sean de su mismo orden de 

ma g n i t u d  o afán m a yores en el m ismo intervalo de presiones c o n s i d e ­

rado . En consecuencia , es físicamente plausible como primera a- 

proximación al problema ,suponer una relación lineal entre E y p 

mi e n t r a s  que W g , W h , y G no sufren m o d i f icaciones apreciables por 

lo cual ae consideran constantes. Habiendo fijado G m e d iante la 

condición de criticidad , es posible ajustar linealmente E para 

que el modelo reproduzca satisfactoriamente bien la relación se- 

m i e m p í r i c a  entre temperaturas y presiones de transición :

T = 116 + 23,73 p ( 2.5 )

donde está expresada en K y p ten kbar .

Determinados los parámetros E(p) y G se puede calcular 

la constante de red , suponiendo una relación lineal entre ésta y 

n , y la susceptibilidad m a g n ética del sistema en función de p r e ­

sión y temperatura .

I I . 3 Discusión y comentarlo .

El análisis crítico de la teoría propuesta por Ramírez 

y Falicov (1971) para la transición a-y en Ce metálico , nos p e r ­

m i t e  señalar las siguientes características sobresalientes del m o ­

delo :
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a) La correlación entre estados 4f en un mismo átomo es c o n s i d e ­

rada como interacción electrónica preponderante .

b) La correlación entre electrones f y electrones (huecos) itine­

rantes , juntamente con la entropía de espín asociada a los e s t a ­

dos localizados con m o m e n t o  angular J bien definido , determinan 

el mecanismo para la existencia de transiciones de fase de primer 

o r d e n  .

c) Se pueden explicar satisfactoriamente las propiedades m a g n é t i ­

cas de la fase y .

d) La teoría se reduce sencillamente a la teoría fenomenológica

de A p t e k a r ^ y  P o nyatovskiy (1967) , al despreciar la entropía d e b i ­

da a las cuasipartículas de conducción . ( Alascio et a l . ,1972 , 

1973 ) .

Sin embargo , podemos también indicar las siguientes 

deficiencias relativamente importantes :

a) No es posible explicar , ni siquiera cualitativamente , las 

propiedades anómalas de la fase a , Este aspecto , podría ser sub­

sanado considerando la hibridización entre estados localizados e 

itinerantes ( Ramírez y Falicov ,1971 ).

b) Desde el punto de vista micro s c ó p i c o  , es necesario considerar 

los parámetros como funciones del volumen atómico y obtener la d e ­

pendencia con la presión m e d i a n t e  la ecuación de estado del sis­

tema ( Alascio y López , 1974 ) .

En conclusión , el m odelo descripto en líneas g e n e r a ­

les en este capítulo , constituye una buena aproximación al p r o ­

blema de la explicación m i c roscópica de la transformación de fases 

ya m e n c i o n a d a  . A  pesar de los defectos señalados , esta teoría 

brinda un enfoque físico considerablemente opuesto al formulado 

por C o qblin y B l andin (1968) , enfoque fuertemente sustentado t a n ­

to teórica como experimentalmente luego de la discu s i ó n  general 

desarrollada en la introducción del primer capítulo . Es esta la 

razón , por la cual creemos conveniente reconsiderar el m odelo  

introduciendo ciertas modifi c a c i o n e s  a fin de explorar las p o s i ­

bilidades de formular una teoría más amplia y firae para la trans-
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formación de fases, que permita describir razonablemente bien las 

propiedades físicas de las m ismas . Tal es el propósito de los 

próximos capítulos .



Capítulo 3

I I I . 1 Hamiltoniano m odelo para la teoría d& la transición a - y 

en Ce m e t álico .

Las correlaciones electrónicas intraatómicas , tienen 

un carácter preponderante en la definición de las propiedades fí­

sicas de los metales de transición ( Hubbard , 1963 , 1964) .Sin 

embargo , la hibridización entre las funciones de onda de los e s ­

tados de conducción y los orbitales d atómicos es bastante c o n s i ­

derable como para que el efecto ocasionado sea competitivo con el 

debido a la interacción coulombiana entre electrones d en un m i s ­

mo átomo . Por otra parte , es ya bien sabido que una gran parte 

de la dispersión en energía que aparece en los estados d atómicos, 

cuando se considera el elemento correspondiente en un sistema c o n ­

d e n a d o  , se debe al solapamiento de estas funciones de onda de un 

átomo con la de sus vecinos . Este efecto es más pronunciado c u a n ­

do el número cuántico principal n es mayor ( es decir,el efecto de 

solapamiento es mayor en los estados 5d que en los 3d ) . Por e s ­

ta razón , en estos casos es posible utilizar la teoría de bandas 

( aproximación de ligadura fuerte , tiglit binding approximation ) 

para calcular la distribución de estos estados en función de la 

energía , para un sistema cristalino .

En los lántánidos , los estados 5d hibridizados con 

los 6s , forman la banda de conducción que presenta c a r a c t e r í s t i ­

cas generales semejantes a la de los m e t ales de transición de la 

serie 5d . Los estados 4f con energías comparables a los a n t e r i o ­

res , m a n t ienen sin embargo el carácter localizado y en c o n s e c u e n ­

cia la correlación intraatómica f-f resulta significativamente i m ­

portante para toda teoría de estos elementos en estado sólido ( R a ­

mírez y Falicov ,1971 , Falicov y Gon<?alves da Silva ,1971 , Herbst 

et a l . ,1972 ) .

Consideremos entonces , un sistema cristalino cuyos

- 24 -
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niveles electrónicos de interés están representados por ;

a) Una banda de conducción , determinada por un conjunto de e s t a ­

dos de Bloch de carácter s y d hibridizados entre sí . Indicamos 

con e k la energía de estos estados medida respecto del fondo de 

la banda , siendo k el número de onda correspondiente al estado 

con vector de onda j< . Tales estados son de un electrón en m o v i ­

miento en un potencial autoconsistente debido a las restantes c a r ­

gas del sistema . Este potencial , en el caso de no haber campos 

m agnéticos externos actuantes , es independiente del espín y en 

tal caso las energías y las funciones de onda (componente espacial) 

no dependen de esta variable .

el operador de creación (aniquilación) de un electrón en el e s t a ­

do de Bloch con números cuánticos ( k,a ) , siendo o = ± 1 el ín-
'Xj

dice de espín . Los operadores de Wannier asociados , están d e f i ­

nidos por :

y la expresión para c. resulta al tomar la compleja conjugada 

de ( 3.1 ) . Estos operadores satisfacen las reglas de a n t i c o n m u ­

tación para fermiones .

El hamiltoniano para este conjunto de estados , está 

representado simplemente por :

b) U n  conjunto de estados localizados de carácter f atómico ;con -

T, ^indicamos la energía necesaria para colocár un electrón en u-
i md

no de estos estados , con componente m del m o mento orbital 1 = 3  

y espín * , energía m e dida desde el fondo de la banda . El subín­

dice i caracteriza el sitio de la red en el cual están l o c aliza­

dos estos estados . Si no hay campo magnético aplicado , todos los

0n segunda cuantificación , indicamos con c

N 2 l e 'O o. i c, 

k *fe*
( 3.1 )
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T son iguales y por invariancia traslacional deben ser inde-
i mo

pendientes de i . E s  conveniente notar que esta energía no inclu­

ye ninguna interacción entre los estados f y los de conducción .

Los iones de tierras raras , por efecto de un fuerte a c o p l a m i e n ­

to espín-órbita presentan configuraciones de momento angular t o ­

tal J bien definido . Ello implica que esta interacción desdobla 

los niveles 4f de tal forma que J resulte un buen número cuántico.
3+

En el caso del Ce , los catorce niveles atómicos resultan sepa­

rados en un sextuplete con J = 5/2 (fundamental) y un octuplete 

con J = 7/2 (primer excitado).

Las funciones de onda de los estados f , al ser p r o ­

porcionales a los armónicos esféricos Y°m pueden ser expresadas 

fácilmente en función de los Yj^ , mediante el empleo de los c o e ­

ficientes de Clebsch-Gordan ( ver p.ej. M e ssiah , 1966 ) . Defi-
-f*

niendo entonces los operadores b . j M (k¡jM ) que crean (destruyen) 

un electrón en un estado f de carácter atómico , en el sitio i de 

la red , con momento angular total J y componente M en la d i r e c ­

ción de cuantificación z (M = +J / +J - 1 , .... , ~J + 1 / -J ),
4* *|*

podemos transformar los b . , „ (b., ) en los b . . ( b . IM) utilizan- 
c  i 1 m cr i l m o  ^  i J  M i J M
do la misma transformación . Los operadores b . . (b.. ) crean

i l m a  i l m o
(destruyen) electrones en el sitio i , en el estado con m o m ento 

orbital 1 , componente m y espín a  . Ambos conjuntos de o p e r a ­

dores satisfacen las reglas de anticonmutación usuales y además 

operan en un subespacio ortonormal al de los estados de conducción.

De esta m a nera , el hamiltoniano para los estados 4f 

localizados considerando el acoplamiento espín-órbita , resulta 

simplemente expresado por :

H* = ¿ I b¡+JM b¡JM + ( A + 5 ) I  ( 3*3 *
l M i n

donde A es la energía del sextuplete ( J = 5/2 ) y A + £ es la 

del octuplete ( J'= 7/? ) . Ambos valores son m e didos respecto 

del fondo de la banda de conducción .

Para describir la dinámica de los electrones en el
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cristal , es necesario tener en cuenta , al menos aproximadamente 

, las interacciones más importantes que ocurren entre los m i s m o s  . 

Es conveniente aquí destacar la hipótesis sobre el carácter a t ó m i ­

co (iónico) de los estados 4f en el sistema condensado ; ello im­

plica que las funciones de onda asociadas están casi completamente 

contenidas dentro de cada celda atómica del cristal . En c o n s e c u e n ­

cia , la densidad de carga debida a los electrones f es además 

prácticamente nula en el exterior de las capas completas 5s y 5p 

que están más extendidas con respecto del núcleo atómico ; de e s ­

ta forma la repulsión coulombiana intraatómica f-f resulta ser la 

interacción de mayor m a g n i t u d  . Asimismo , a causa del efecto de 

apantallamiento producido por las capas completas y por el c a r á c ­

ter localizado de los estados f ya menci o n a d o  , podemos despreciar 

sin cometer error apreciable , las interacciones entre electrones 

f situados en distintos sitios de la red .

La segunda interacción en importancia es la repulsión 

coulombiana entre los estados f y los estados de Wannier asociados 

a la banda (Falicov y K i m b a l l ,1969) . Por las mismas razones invo­

cadas en el caso precedente suponemos que esta interacción es no 

nula solamente cuando el estado de Wannier está situado en el m i s ­

mo lugar que el 4f . Esta no es una suposición drástica sobre tal 

interacción ; si bien la repulsión coulombiana entre los estados f 

y los de Wannier localizados en las celdas de los primeros vecinos 

puede ser de consideración (término de largo alcance)solamente in 

troduce una renormalización dependiente de la estructura c r i s t a l i ­

na que en la aproximación en que luego hemos de considerar esta in­

teracción se reduce a una redefinición del parámetro que la c a r a c ­

teriza .

Por último , debemos considerar las interacciones e n ­

tre los electrones de conducción , la interacción de intercambio 

entre los electrones localizados en estados 4f en un mismo sitio 

y la hibridización entre estos estados y los de la banda .

La estimación de las interacciones entre los e l ectro­

nes itinerantes en un metal , es un tema íntimamente relacionado
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con el cálculo de la energía de cohesión del sistema. Es bien c o n o c i ­

do que este es uno de los campos de estudio cruciales en la Física 

del Sólido por su considerable complejidad . Un cálculo completo p a r ­

tiendo de primeros principios y en la aproximación de H a r tree-Fock es 

aún hoy bastante díficil de manejar . Obviamente , este tema exige un 

estudio del problema mucho r.á.z amplio de. lo qu = que podemos pretender 

aquí por lo cual sólo lo consideraremos de una manera m u y  simple.

La forma más sencilla de incluir estas interacciones 

en el m o delo , es considerando el término de Hartree-Fock para los 

e lectrones itinerantes (ver p. e j . Kittel ,1063) , con el cual a p a r ­

te de la interacción de intercambio , resultan incluidos ciertos e f e c ­

tos de correlación entre los estados itinerantes . Desde el punto de 

v ista del tratamiento analítico del m odelo , este término m e rece ser 

c onsiderado sólo en el caso que utilicemos para la banda una densidad 

espectral con caracteres de realidad . Por un lado , un refinamiento 

de esta clase respecto del m odelo RF , aparte de complicar c o n s i d e r a ­

blemente el cálculo númerico involucrado en el análisis termodinámico 

, no m o d i f i c a  sustancialmente en la aproximación de campo m edio m o l e ­

cular , la naturaleza física del m e c a nismo que ocasiona la transición 

de fases ( Ramírez y Falicov ,1971) . Por otro lado , si usamos n u e v a ­

m e n t e  como es nuestro propósito , una banda rectangular para d e s c r i ­

bir la densidad de estados de conducción , el término de H.F. ya m e n ­

cionado , sólo conduce a renormalizar el parámetro de interacción c o u ­

lombiana entre electrones localizados e itinerantes , lo cual no a g r e ­

ga nada nuevo al m o d e l o  original . Finalmente , podemos notar que los 

cálculos de bandas en Ce ( Mukoh p a d y a y  y Majumdar ,1969, M ukohpadyay 

,1972) , si bien sus resultados deben ser usados con bastante p r e c a u ­

ción , m u e s t r a n  que la banda de conducción tiene características se­

m e j a n t e s  a la de los metales de transición . Siendo m e n o s  localizados 

los orbitales 5d que los 4d , y bastante menos que los 3d , es r a z o ­

nable pensar que los efectos de interacción entre electrones de c o n ­

d u c c i ó n  no son tan importantes en nuestro caso , como en el caso del 

g rupo del Fe (3d) o del Pd (4d) en los cuales estas interacciones , 

p ueden determinar propiedades m agnéticas bien diferenciadas (ferro- 

m a g n e t i s m o  , paramagnetismo aumentado por intercambio ).
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En conclusión , luego de este ánalisis simplificado , podemos s u p o ­

ner que las energías de los estados de conducción son energías en 

un campo autoconsistente de Hartree-Fock en cuanto a los electrones 

itinerantes .

La interacción de intercambio entre electrones f situa­

dos en un mismo átomo puede resultar en magnitud , alrededor de la 

m i t a d  de la interacción coulombiana directa (Coqblin y Blandin ,

1968 ) , resultado importante por el desdoblamiento que se produce 

en los estados de m ú l tiple ocupación de la capa f en un mismo sitio. 

En nuestro caso , es conveniente recordar que la transición involu 

era la transferencia de un solo electrón de la banda de conducción

a la capa 4f localizada que está desocupada , es decir que solamente
4+ 3 +

están involucrados los estados fundamentales de los iones Ce" y Ce 

sobre los cuales la interacción de intercambio no produce ningún e- 

fecto . Por lo tanto , podemos simplemente omitir este término en 

nuestro hamiltoniano de interacción .

En cuanto al efecto de hibridización entre los estados 

localizados y de conducción , que se manifi e s t a  mediante una d i s p e r ­

sión en energía para los estados 4f , es considerablemente menor que 

la energía de correlación que hemos considerado en primer término . 

E f e c tivamente , el ancho de línea característico para tal dispersión 

, a lo sumo del orden de una décima de e V , ( Rocher ,1962, Gschneid 

ner ,1965, Coqblin y Blandin ,1968, Mukohp a d y a y  ,1972, Herbst et al. 

197 2 ) es casi dos órdenes de m a g nitud menor que la energía de c o r r e ­

lación intraatómica f-f estimada teniendo en cuenta efectos de r e l a ­

jación y apantallamiento alrededor de los 8 eV ( Herbst et a l . , 1972). 

Hemos entonces de considerarlo formalmente en nuestro hamiltoniano 

de interacción , pero lo trataremos como una p e rturbación por las 

razones que surgirán naturalmente luego en el desarrollo analítico 

del m odelo .

En base a lo que se ha discutido referente a las inter­

acciones , el hamiltoniano de interacción resulta :

H : = 1 Y un. Iu n. ,,ul + y G. u n. n . IU + H, , ( 3.4 )int - y — . ,M M , iJJ1 iJM iJ'M1 ioM ia iJM hyb
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donde el primer término describe la interacción coulombiana intraató­

m i c a  f-f , el segundo expresa la interacción coulombiana entre los 

estados localizados y los estados de Wannier asociados a la banda y 

el tercero la m e z c l a  o hibridización entre estados de conducción y

estados f . Los operadores n. = ct c. y n. ... = b ? lub. ... son los o-
r  I cr l a  j a -1 I. J M i J M i J M

peradores de número de partículas para tales estados , r e s p e c t i v a m e n ­

te . Los dos primeros términos de ( 3.4 ) los indicaremos f o r m a l m e n ­

te con H!
i n  t

Antes de empezar con la resolución formal del p r o b l e ­

ma , es conveniente realizar algunas modificaciones adicionales en 

nuestro hamiltoniano de interacción , a fin de obtener una expresión 

un poco más simple . Suponiendo que el elemento de matriz G ¡cjM es 

independiente de la variable espín , debe también ser independiente 

del sitio de la red por invariancia traslacional . Por tal razón y 

teniendo en cuenta la transformación ( 3.1 ) ( y su compleja c o n j u ­

gada ) de representación de Wannier a la de Bloch para los o p e r a d o ­

res de la banda de conducción , obtenemos :

7 G¡ ’M n. n. IM = G T c * ̂  & ^ ' c .  _o. , n. ( 3.5 ) L iaM ia iJM '■■■■■ - L ka k a iJM
i a J M  rT j ^ ' í a J H  ^  *

*?n cuanto al término de interacción entre los estajos

localizados , la invariancia traslacional del sistema nos permite e-

liminar el índico, cristalino en el elemento de m a triz c o r r e s p o n d i e n ­
te 1

te . Por otra parte U ¡ j j i = 0 si J = J 1 y M=M' y como para Jj/J' y 1 

está representado en primera aproximación por la integral P° de Sla- 

ter (Coqblin y  ülandin ,1968) , podemos considerar un valor c o n s t a n ­

te tt . En consecuencia este término lo podemos explicitar un poco 

m ás de la siguiente forma :

J j y j *  J '

U _  I  n i J H n i J M 1 +  n i J 1Mn i J 1 M 1 +  J i _  l  n ¡ J ' M 1 n ¡ J ' M ' ( 3 , 6  ^
2 ¡H^H* i MM1 2 i M/M1

donde J = 5/2 y J 1 = 7/2 .

Nos conviene en este momento recordar ciertas c a racte­

rísticas de las propiedades m agnéticas de la fase Y del Ce , la cual
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es la fase estable a temperaturas m a yores que las de transición .

La m e d ición de la susceptibilidad m a g n ética en esta fase a presión

ambiente en función de la temperatura , realizada por Colvin et al.

(1962) , permite estimar un momento magnético por átomo de 2,5 y
3+

, valor bastante próximo al del ión libre Ce (p = 2,54 , Ki- 

ttel ,1971) . Asimismo , la variación de la susceptibilidad con la 

temperatura m u estra que la existencia del multiplete J = 7/2 e m p i e ­

za a ser sensible alrededor de los 800 K , temperatura próxima al 

punto de fusión . De esta forma , es posible situar este m ú l tiple 

te unos 3000 K (^ 0,3 eV) por encima de la energía del estado fun­

damental J = 5/2 . Al ser la temperatura de transición de fases 

a presión ambiente un orden de magni t u d  menor que este valor ( T 

=s 120 K a p = 0 ) es evidente que los estados del octuplete esta-
§

rán prácticamente despoblados al ocurrir la transformación . En 

consecuencia , en nuestro hamiltoniano modelo podemos prescindir 

de la existencia de estos estados , sin temor a cometer un error 

apreciable .

Luego de estas consideraciones generales que hemos 

discutido , el hamiltoniano modelo queda expresado de la siguiente 

forma :

H - l £kCkoCko + s í "¡H + - 7 - . L , n ¡Mn ¡M' +
ktf <\» ^ m  2 iMrM1o, 1'1

( 3.7 )

+ G Y o c, , n . M + H ., f ,. ka k 1ct iM hyb
k k 1 i 'v -v
'V.'V
aM

donde hemos omitido el índice J = 5/2 a efectos de simplificar la

¡ A  pesar que las temperaturas de transición aumentan al i n c remen­

tar la presión sobre el sistema , este ánalisis sigue siendo v á l i ­

do pues la distancia del octuplete al nivel de Fermi también a u m e n ­

ta con presión , m a n t e n i é n d o s e  la relación en el mismo orden de 

ma g n i t u d  .
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III. 2 Solución m e d i a n t e  el método de las funciones de Green .

El comportamiento en función de la temperatura , de 

todo sistema físico caracterizado por un cierto hamiltoniano , se 

puede analizar con relativa facilidad si se conoce la función de 

partición del sistema . Con esta función se calcula directamente la 

energía libre de Helmholtz , la cual es una m a g nitud termódinámica 

importante ( F ) . S i n  embargo , si deseamos calcular directamente 

F podemos emplear alternativamente el método de las ecuaciones de 

m o v i m i e n t o  para las funciones de Green ( Zubarev ,1960, Kadanoff y 

JBaym ,1962) . Este procedimiento de cálculo tiene la ventaja sobre 

el m étodo basado en la función de partición , que en el caso de t e ­

ner que resolver en forma aproximada el problema los desarrollos en 

términos de perturbaciones suelen ser formalmente más simples de o b ­

tener . Además , en el cálculo de soluciones aproximadas , en g e n e ­

ral es posible emplear ciertos esquemas de dasacoplamiento de las 

ecuaciones de movimi e n t o  para las funciones características , de 

tal m anera que se pueden obtener soluciones que permiten una d e s ­

cripción de los fenómenos para los cuales la teoría de p e r t u r b a c i o ­

nes normal da resultados divergentes .

La función de Green retardada (Zubarev ,1960) de dos 

o peradores A(t) y B(t') en la representación de Heisenberg , la que 

indicaremos simbólicamente < < A ( t ) | B ( t 1)>> / está definida f o r m a l m e n ­

te por la siguiente expresión :

<< A (t ) | B ( t’)>> * - i G ( t - t’) <[ A ( t ) , B ( t T) ]> ( 3.8 )

donde G ( t - t’) es la función escalón de Heaviside definida por :

r,, | \ 1 SÍ t > t '
0 ( t - t ?) = -

0 si t < t'

- 32 -
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el corchete representa un anticonmutador (+) o un conmutador (-) , 

y < > el valor medio termodinámico del operador contenido en su 

interior calculado con el ensemble gran canónico .

mediante estas funciones , las denominadas funciones de c o r r e l a ­

ción que son de interés tanto teórico como experimental . Ellas 

están definidas m e d iante la siguiente relación :

donde f (cu) es la función de distribución de Fermi y << b |a >> la

mal a fin de evitar los polos sobre el eje real en la integración.

Si t / 0 , este promedio termodinámico nos permite 

obtener la correlación temporal entre los operadores A y B a t e m ­

peraturas no nulas . E n  particular , si A y B son operadores de 

creación y destrucción respectivamente de un mismo tipo de partí 

culas , <A(t)B(0)> describe la propagación de la p e rturbación que 

se ocasiona en el medio al sacar del mismo una partícula a t= 0 y 

reponerla al tiempo t , haciendo retornar el sistema a su c o n d i ­

ción de equilibrio . Si t = 0 , obtenemos por ejemplo 3a densidad 

m e d i a  de esa clase de partículas en el medio .

M e d iante la relación ( 3.8 ) con la cual hemos d e f i ­

nido formalmente las funciones de Green , podemos obtener las e- 

cuaciones de m ovimiento para las funciones características de n u e s ­

tro problema . Si el hamiltoniano es independiente del tiempo (tal 

es en nuestro modelo) , las ecuaciones de movimiento en la r e p r e ­

sentación o) están explícitamente determinadas m e d iante la siguien­

te expresión :

Desde el punto de vista físico , podemos calcular

<A(t)B(Q)>

componente de Fourier de <<B|A>>t ; s es una cantidad infinitesi-

ü) <<A B>>
0)

< [a (0) ,B (0) ] +> ± << [a ,H]_| B>>ü) ( 3.10 )

siendo H el hamiltoniano del sistema .

Generalmente , en el caso de un sistema de partícu-
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interactuantes , la ecuación ( 3.10) conduce a una secuencia de e- 

cuaciones de m o v i m i e n t o  para funciones de Green de órdenes s u perio­

res . Si uno desea resolver exactamente el sistema de ecuaciones 

de m ovimiento , en principio , tiene que poder escribir el c o n j u n ­

to completo de ecuaciones . Sin embargo , salvo ciertos casos , 

la secuencia de funciones de Green se torna infinita por lo cual 

una solución exacta resulta imposible . En esta instancia , se d e ­

be recurrir a algún esquema de desacoplamiento , realizado en base 

a las prescripciones indicadas por Zubarev (1960) o bien en base 

a consideraciones físicas particulares de cada problema , para c o r ­

tar la cadena de ecuaciones y de tal forma obtener un sistema c e ­

rrado , en principio formalmente resoluble . E n  general , un e s ­

quema de desacoplamiento consiste en expresar funciones de Green 

de un cierto orden como productos de valores m e d i o s  de pares de 

operadores significativos contenidos en la m i s m a  por funciones de 

G reen de orden inferior correspondientes a los operadores r e s t a n ­

tes .

Para nuestro m o d e l o  , nuestro m áximo interés es u t i ­

lizar un esquema de desacoplamiento de ecuaciones , m e d i a n t e  el 

cual la correlación entre estados f pueda ser considerada e x a c t a ­

m e n t e  . Por esta razón , en la sección siguiente analizaremos un 

hamiltoniano más simple , pero físicamente análogo en cuanto a la 

energía de c orrelación entre «atados localizados , a fin de in­

vestigar las posibilidades de la existencia de tal tipo de solu­

ción .

II I . 3 Un ejemplo simple para el problema de la correlación f-f .

Sea H* el hamiltoniano para una banda de conducción 

y un conjunto de estados localizados sin degeneración orbital (es­

tados s ) , fuertemente correlacionados y que no se hibridizan con 

los estados itinerantes . Asimismo , suponemos que el potencial d e ­

bido a los electrones de conducción está fuertemente apantallado , 

de tal forma que suponemos nula la interacción coulombiana entre



los electrones localizados y de conducción . El hair.iltoniano del 

sisterua es simple y explícitamente resulta :

e
) n. n. 
b i o t 
i a

i o t ,-kj
( 3.11 )

La comparación de ( 3.11 ) con ( 3.7 ) nos permite 

observar la analogía de los tres primeros términos de esta última

neración de los estados localizados que ahora es 2 y anteri o r m e n ­

te era 2J + 1 . Esta variación no afecta en nada el efecto de co- 

n e l a c i ó n  que deseamos estudiar .

Todo nuestro esfuerzo en este m o m ento , está o r i e n t a ­

do en calcular exactamente

ya que una vez conocida esta función de Green de los estados loca­

lizados , podemos obtener en forma relativamente rápida y sencilla 

el espectro de energías , la densidad de estados y magni t u d e s  ter 

m odinámicas intrínsecamente relacionadas con los m i smos ( Zubarev 

,1960) . Por ejemplo , si deseamos conocer el valor m e d i o  e s t a d í s ­

tico de ocupación de los estados localizados con espín a por átomo 

definido por :

expresión con H* ; la única diferencia formal reside en la dege-

( 3,12 )

n'cr
-i— £ <bt b. > 
N k i a i a

( 3.13 )

basta con sustituir G ? . en ( 3.9 ) , tomar t = 0 y sumar sobre

i con lo cual obtenemos :

n a
dio f (tu) G? . (w+is ) - G? . (ü)—is )j( 3.14 )

donde (w±i0) indica que hemos tomado el límite s —*■ 0 .

Si recordamos que el valor m e d i o  n estadístico tam-
o
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bien está definido por

n do) f (cü) (uj) ( 3.15 )

donde p (u) es la densidad de estados localizados con espín a t
O

al comparar ( 3.15 ) con la expresión precedente se deduce que ;

G? . (üj+ í O) - G? . (<¿j-i0) ( 3.16 )

Analicemos ahora la ecuación de m ovimiento para

G ? . ( ü>). Usando la ecuación formal ( 3.10 ) y H° obtenemos ;
i j e

G ? . (oj) = - i -  6.. + A G?.(co) + U r ? . (oj) 
' J o _ 1J ' J i J

( 3.17 )

donde 5.. es la delta de Kroenecker y r?. (<u) es una función de

Green de orden superior definida por ; r . .  = <<n-, b. Ib. >>
£ *■ i j  1 , - a i c j ' j a

y cuya ecuación de m o v i m i e n t o  es:

ríj <“> —  6..<n. >+ A r?.(w) + U<<n? b. Ib? >>{ 3.10 ) 
i j  i , - a i j  1 , - a i a ' j a

2 TT

El sistema de ecuaciones formado por ( 3.17 ) y 

( 3.18 ) se puede cerrar teniendo en cuenta que operacionaimente 

n ía = n ia  ̂ H ub b a r d  ,1963, Hewson ,1966) „ Esta posibilidad es la 

que nos permite calcular exactamente G^. (oj) en el problema de las 

correlaciones y obtener un resultado correcto para los estados lo­

calizados en el sistema condensado , pues los m ismos conservan el 

carácter atómico .

Resolviendo a continuación ( 3.18 ) para r?j (<d ) y 

remplazando el resultado en ( 3.17 ) obtenemos la siguiente solu­

ción :

G°. . (tu) = ^-<5. . 
i j ' 2 n i j

1 - <n.
■ >-q

E - A

< n. >
________ ' , - o

E - A - U
( 3.19 )
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Teniendo en cuenta la definición de valor medio termodinámico y 

la simetría del problema (a y-a son equivalentes ) , se d educe que

< n. > es independiente de i y de a , por lo cual debe cumplirse
1 o _ i

< n- >= -V n estando n definido por : n = N Y < n >
,a a ,0 í0 

remplazando este resultado en la solución para G..(w) con lo cual

la densidad espectral para los estados localizados es :

p ( (ü ) = ( 1 — -£-n ) 6 ( to — A ) + Jj-n ó ( w — A — U ) ( 3 . 2 0 )

Obviamente la expresión anterior corresponde también a la densidad 

espectral local para estos estados . La misma nos dice que el sis­

tema en cuanto a los estados localizados , se comporta como si t u ­

viese dos niveles de energía por átomo a energías A y A + U con

1 - y estados respectivamente . ¡Este es el resultado c a r a c ­

terístico del efecto de correlación y es exacto I .

Es necesario tener presente ahora , que nuestro i n ­

terés es obtener la solución para el sistema combinado cuyo hamil-

toniano es H° . Debemos consecuentemente hallar la solución para 
e ,

G , (üO  = <<c |c . >> a efectos de poder calcular el valor medio 
kk 1 v kcr1 k ! o

estadístico de ocupación de los estados en la banda de conducción 

Esta necesidad surge del hecho que para fijar el nivel de Fermi (

o su expresión más general , el potencial químico ) del sistema 

hay que establecer la condición de conservación del número de e l e c ­

trones por átomo expresada por :

v = n + n ( 3 . 2 1 )
c

siendo v la valencia del sistema definida como el número total

de electrones por átomo que no ocupen capas cerradas .

La ecuación de movimiento para G a (oj) calculada de
kk

acuerdo con ( 3.10 ) nos permite hallar la siguiente solución :

G° (u>) = ------ ^ ------- ( 3 . 2 2 )
kk 2"( « - €. )

k
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con lo cual la densidad de estados en la banda de conducción es :

P ° ( u )  Y 6( u -  e ) ( 3.23 )
b *■ k

k

donde la suma sobre k debe realizarse sobre la primera zona de Bri- 

llouin . De esta manera nc queda determinado integrando esta d e n s i ­

dad espectral en forma análoga a ( 3.15 ) .

A hora , para ver claramente las implicancias del e- 

jemplo que hemos desarrollado , analicemos una situación particular 

pero m u y  conveniente para nuestro caso . Supongamos entonces que 

n uestros niveles localizados están situados a una energía m ayor que 

la correspondiente al fondo de la banda de conducción . Obviamente 

si disponemos de v electrones por átomo para poner en el sistema 

llenaremos primeramente los estados de menor energía , ®n este caso 

los de conducción , teniendo en cuenta que como n = 0 los estados 

localizados los veremos todos juntos a una energía a ~ E b , donde 

Ejj es la energía del fondo de la bar>da ; a m edida que vamos a g r e g a n ­

do electrones al sistema , nc va aumentado por lo cual debemos c o n ­

trolar la condición ( 3.21 ) . S i  e l ‘valor de a es tal que se c u m ­

ple la condición u = n , nada ha sucedido con los niveles l o c a l i ­

zados y los mismos continuarán desocupados a la energía indicada . 

Pero , si ocurre que para nc < y la energía de los últimos estados de 

banda ocupados es igual a a r entonces los próximos electrones que 

agreguemos al sistema ocuparán los estados localizados y el nivel 

de Fermi permanecerá constante en ese valor . A  partir de este m o ­

m e n t o  empezaremos a notar la presencia de otros estados localizados 

a una energía a + U - E , que no son nuevos estados ; al haber u b i ­

cado en algunos átomos electrones en estos estados con cualquiera 

de las dos direcciones de espín , no nos conviene poner otros e l e c ­

trones en los mismos estados con espín contrario : ello nos c o s t a ­

ría una energía adicional U . Por esta causa completaremos todos los 

átomos que no tienen electrones localizados hasta que se cumpla la 

condición £ n  = 1 - -¿-n , es decir n = 1 . A  partir de entonces , si 

la condición de conservación del número total de electrones aún no
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se ha satisfecho , el nivel de Fermi irá aumentando p a u l a t i n a m e n ­

te hasta que se cumpla ( 3.21 ) . E n  conclusión si la energía de 

correlación es suficientemente grande tal que se cumpla U>> A - E 

, a lo sumo podemos ubicar un solo electrón en promedio en los e s ­

tados localizados por átomo del cristal , y no dos como pudiéramos 

haber pensado al principio . Esta conclusión es exacta en el lími­

te U -*■ « , y en tal caso la ocupación de los estados localizados 

está simplemente determinada por :

que no es una distribución de Fermi ; el efecto de correlación se 

manif i e s t a  en el factor 1/2 que multiplica a la exponencial , y 

se debe a la entropía de espín de los estados localizados . Esta 

característica queda completamente destruida en el caso de la so­

lución Hartree-Fock para la energía de correlación ( C o qblin y 

B l andin ,1968 ) .

extender este resultado al caso de un conjunto de estados l o cali­

zados sextuplemente degenerados . El interés sobre este aspecto 

en nuestro caso , surge naturalmente al comparar los tres p r i m e ­

ros términos del hamiltoniano m odelo explicitado en ( 3.7 ) con

H° . El procedimiento puede resumirse en lo siguiente ; escribien- 
e

do el sistema de ecuaciones de movimi e n t o  para :

- 1e

n
1 ) 
y -  exp ( A - u )/ T + 1 ( 3.24 )

Finalmente , no es difícil aunque un poco engorroso

y las funciones de orden superior involucradas , luego de un t r a ­

tamiento algebraico prolongado y engorroso , se obtiene la siguien­

te solución :
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^«3 _
v." • . —
U

ó.. 5 . 
i i «8

2 ir

1-y <n > +T <n n > - Y <n n n, > + 7 <n n n,n > 
L Y .i.. Y P M * Y>Í¡>X>^ y CY>U

y  p Y>y>X Y M
<rY W í V

Y>y>X>C>£

Y <n > - 7 <n n >+^y <n n n.>— <n n n,n >+-^7 <n n n . n n  > 
‘ v X  I V  Y U » Y U x í y M XH*i v * ? £

------------------------------------ +

ü

y <n n n, n n >
y>u>X>?>£ Y VI X C e

+

5 U

( 3. 25 )

donde hemos omitido expresar los términos que corresponden a los 

polos A + 2 U , A + 3 U y A + 4 U .  Los supraíndices ' y " en las ' 

sumatorias indican que los índices de sumación no pueden tomar v a ­

lores iguales a a y que no pueden considerarse dos índices iguales 

, respectivamente .

La solución para la función de Green de los estados 

localizados sextuplemente degenerados ( recordemos que esta e x ­

presión es solamente válida en el caso de interacción de i n t ercam­

bio nula ) se simplifica notablemente en el límite U —► 00 ; en 

efecto , en ese límite , estamos proyectando hacia infinito los 

estados con m ú l tiple ocupación ( Blandin et al., 1967 , Toulouse, 

197 0 ) . E s  interesante notar que la expresión que se obtiene en 

tal caso es la misma que resulta si se considera el límite indi-
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cado , durante el proceso de resolución del sistema de ecuaciones

de movimiento . E n  efecto , las funciones de Green de o r d e n  supe­
ras

rior a r . . son proporcionales a los valores medios <n n >, 
a-U Y y _ 6Ü

<n n n,>, .... etc. , que cuando U —► 00 . tienden a cero como e
Y y A ^

( B= 1/kgT ) según se deduce al utilizar para el cálculo de los

m ismos , la función de partición para el sistema .

Al ser lim U < n n > = 0 ,  
MM' u~° Y*y Y y

Gjj queda expresada simplemente por :

* * í 1 - l <n
„MM' ¡j M M 1
O . . —
' J

lim U <n n n,>
u-h» Y^y^X Y y a

= 0 etc,

Mr
M 1

( 3.26 )

Si no hay campos magnéticos externos actuantes sobre el sistema , 

todos los <n ¡ M> son iguales y por invariancia traslacional , n = 

n. = £ obtenemos para la ocupación media de los estados
M

localizados a una cierta temperatura

1
n

2J + 1
exp 3( A-y )J +

-1

( 3.27 )

ecuación para n formalmente equivalente ( sin considerar que en 

este caso aún no hemos incluido la interacción coulombiana estados 

itinerantes-localizados ) a la ecuación implícita para la misma 

variable obtenida por Ramírez y Falicov (1571) ( Alascio et al. , 

1973 ) .

En sintesís , con el ejemplo que hemos discutido en 

esta sección , hemos m o s trado como se puede tratar exactamente el 

efecto de correlación en un sistema formado por un conjunto de e s ­

tados itinerantes y otro de estados localizados , sin interacción 

entre ambos , perc sujetos a la condición de conservación del n ú ­

m e r o  total de electrones por átomo para fijar el nivel de Fermi 

del sistema . Este es un resultado m u y  importante para nuestro m o ­

delo ; efectivamente , en la introducción , capítulo 1 y en la p r i ­

mera sección del presente hemos discutido la preponderancia de la 

correlación intraatómica f-f sobre todas las otras interacciones
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en los lantánidos metálicos . En consecuencia , podemos c o n s i d e ­

rar como perturbaciones , el cuarto y el último términos de ( 3.7 ) 

. . Al analizar en primera instancia la interacción c oulombiana 

entre estados localizados y de conducción , la a p roximación más 

simple sobre la m i s m a  , nos permitirá rederivar naturalmente la 

teoría de Ramírez y Falicov (1971) para la transición a-y . L u e ­

go , considerando en segundo lugar el efecto de hibridización ya 

m encionado , podremos en el esquema de estados localizados f u e r ­

temente correlacionados , explicar cualitativamente bien , las 

propiedades anómalas de la fase a ( Olmedo et a l . ,1973 , A l ascio 

et a l . ,1973 ) .

I I I . 4 A p roximación Hartree-Fock para la interacción coulombiana 

entre electrones localizados e itinerantes .

Hemos visto en la sección anterior , que los tres 

primeros términos del hamiltoniano m odelo expresado en ( 3.7 ) , 

podemos considerarlos como la parte no perturbada del m i s m o  . I n ­

cluir la interacción coulombiana banda-electrones f como p e r t u r b a ­

ción , nos permite emplear un esquema de desacoplamiento simple
M M ̂

p ara las ecuaciones de movim i e n t o  de las funciones de G reen G (w) 

y G,^,( üj) , el cual según mostr a r e m o s  posteriormente es equivalen-
K K

te a la aproximación de Hartr&e-Fock o campo medio m o l e c u l a r  para 

esta interacción . De esta forma el problema de m uchos cuerpos en­

tre los dos conjuntos de estados , generado por la interacción 

m encionada , lo linealizam&s m a nteniendo la independencia de a m ­

bos conjuntos , suponiendo que los electrones de conduc c i ó n  se 

m u e v e n  en un potencial autoconsistente en el cual está incluido el 

efecto de la existencia de electrones localizados en la capa e l e c ­

trónica no completa de simetría f , y viceversa .

El sistema de ecuaciones de movimi e n t o  resulta ahora:

ai G1?. = — + A G?. + u l' + -í§- l e " l ( ' ^ " ' ^ ^ í « c *  cy b.M |btM»
2 77 "  M » "  N  kk'aM &  ,M ,M
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( 3 . 2 9  )

kk* Ñ " l  e « n

( a . 30  )

O bviamente , la interacción coulombiana entre los 

electrones f y los itinerantes ha introducido las funciones de 

Green de orden superior que aparecen en el último término de cada 

una de estas ecuaciones . Antes de efectuar el desacoplamiento , 

es conveniente analizar simplemente cual es el significado físico 

de las mismas . Por ejemplo en ( 3.30 ) , <<n.M c k,M 0 1 c |<a>> • 

describe la dispersión ( scattering) de una cuasipartícula en la 

banda de conducción con vector de onda k y espín a a un estado

con vector k 1 y mismo espín , por efecto de un electrón l o c aliza­

do en un estado f en el sitio i de la red . En las dos ecuaciones 

restantes , naturalmente las nuevas funciones describen el efecto 

sobre la energía de los estados localizados ocupados , con simple, 

doble , etc . ocupación al producirse a causa de ellos la d i s p e r ­

sión de cuasipartículas de conducción . En ( 3.3 0 ) , la función 

de orden superior introducida por esta interacción , es p r o p o r c i o ­

nal al valor medio de ocupación de los estados f en el sitio i ; 

en consecuencia , la forma más simple de cerrar el sistema es a- 

proximar estas nuevas funciones de la siguiente manera :

t  , i , t  
< < : C k  c .  . b .  m b .  M> >  

ka k a i M i M
( 3.31 )
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< < c + c n.^.b, Ifc>T >> - < c + c > rMM ( 3.32 )
k a  k' ' c iM* ? M ¡M k a  k ' a  i ¡

M"H'M
Además , como r .. = < n ...n. ̂ . b. t I b+ > es proporcional a <n. n. , >

u  iM" i M 1 i H 1 iM iM" i M 1
que tiende a cero cuando U —► « , podemos desde ya despreciar el 

tercer término de ( 3„29 ) . Introduciendo las aproximaciones in­

dicadas , en ( 3.28 ) a ( 3.31 ) según corresponda , y r e s o l v i e n ­

do para . (oj) y Gf. . (w) obtenemos { en el lim U —*- °° ) % 
m  k k 1

11 - y <n . >
_ 1 H' ( 3 . 3 3 )

& ¡ ¡  “  r r  ----------------------------------
ai - A - G n

c

G L ' =  T í  ------------------  < 3 '34 >
o» - e, ~ G n 

k

El simple análisis de estas expresiones , nos indica 

que el resultado que obtenernos en esta aproximación , es semejante 

al derivado para el hamiltoniano no perturbado (sin interacción) . 

Las partículas del sistema aún se comportan como partículas i n depen­

dientes aunque sus niveles de energía han sido renormalizados por 

efecto de la repulsión coulombiana , en G n para los estados l o c a ­

lizados y en G n para los de la banda de conducción .

Obviamente , nos hemos de preguntar cual es el sentido 

físico del desacoplamiento que hemos realizado en el sistema de e- 

cuaciones de movimiento . La respuesta corresponde a decir que h e ­

m os considerado que la repulsión coulombiana entre los electrones 

localizados y los itinerantes se manifiesta sobre cada uno de ellos 

como un campo eléctrico medio generado por todos los otros e l e c t r o ­

nes en esos estados . E n  efecto , el desacoplamiento realizado m e ­

di ante las aproximaciones ( 3.31) y ( 3.3 2 ) consiste en haber rem 

plazado el término que explícita la interacción coulombiana a la 

que nos estamos refiriendo , m e d iante el siguiente potencial para 

una partícula s
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G y n. n. — > ---- Y
‘a » M ? N

ia M ko i H

<n >n + <n > n 
kcr i M i M ko

( 3.35 )

que es precisamente el potencial autoconsistente de Hartree-Fock 

en cuanto a la interacción coulombiana banda-estados localizados . 

El límite ü — > * surge naturalícente al comparar la energía de i n ­

teracción coulombiana entre electrones localizados en un mismo á t o ­

mo y la distancia al nivel de Fermi del conjunto de estados 4f con 

simple ocupación . El parámetro ü que caracteriza la interacción 

coulombiana intraatómica f-f está determinado en primera a p r o x i m a ­

ción por la integral F* de Slater definida por s

F*(i,j) = F ^ ( r 1 ) — Pj U " 2 > r i r 2 d r 2  ̂ 3,36  ̂

r >

donde p.(r ) es la parte radial de las funciones de onda de un elec- 
í n r

trón correspondiente a los estados de la capa i . Coqblin y Blan- 

din (1968) calcularon que en C e ^ + F * ( 4 f í4f) es del orden de 27 eV . 

E s t e  valor se reduce alrededor de cuatro veces ( a 7 eV ) al c o n s i ­

derar los efectos de relajación que ocurren en la capa cuando se 

pasa de una configuración 4fn a una 4fn + ^ o 4fn ^ y por apantalla- 

mi e n t o  ( Herbst et a l . ,1972). Por otro lado , la distancia de los 

estados 4f al nivel de Fermi es una m a g nitud importante para el a- 

nálisis teórico que estamos desarrollando ; creemos que existe su­

ficiente evidencia experimental para considerar que esa distancia 

tanto en la fase a como en la y , es de algunas décimas de eV a lo 

sumo . La comparación de ambos valores , determina que la energía 

necesaria para una doble ocupación de los estados localizados en 

un m i s m o  sitio es dos órdenes de m a g nitud mayor que la energía n e ­

cesaria para excitar el sistema a la simple ocupación de esos esta 

dos . Obviamente , la doble ocupación resulta por lo tanto a l t a m e n ­

te improbable en el intervalo de temperaturas de nuestro interés 

característica del problema que está claramente representada por 

el límite indicado . A d i c ionalmente ¡ la consideración de tal lí­
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m i t e  desde el m o m e n t o  de tener que escribir las ecuaciones de m o ­

vimiento para las funciones de Green de orden superior i n t r o d u c i ­

das en ( 3.28 )-( 3.30 ) , simplifica considerablemente la r e s o l u ­

ción formal del sistema de ecuaciones , por el hecho de eliminar 

desde el comienzo términos que no contribuyen en el límite m e n c i o ­

nado .

Como consecuencia de esta solución aproximada del p r o ­

blema en lo referente a la interacción coulombiana entre e l e c t r o ­

nes localizados e itinerantes , estamos ahora en condiciones de o b ­

tener las relaciones básicas necesarias para poder analizar el e- 

fecto de esta interacción en el comportamiento termodinámico del 

m o d e l o  .

I I I . 5 Relaciones básicas para el análisis termodinámico

La p r o babilidad de ocupación de los estados l o c a l i z a ­

dos y de la banda de c onducción en esta aproximación se calcula 

rápidamente según el procedimiento indicado en el ejemplo d e s a r r o ­

llado en I I I . 3 . De acuerdo con ello , en este caso resultan :

-1
< n > = S 

íH íH

< n ka > =

exp 3 ( A + G n - y ) + 1 
c

exp e ( e k + G n - y  ) + 1
-1

( 3.37 )

( 3.38 )

donde S - M = 1 - £ < n . M ,>. E n  particular , si no hay campos m a g ­

néticos externos tocios los < n . u > son iguales de tal forma que la
I M

o c u p ación promedio sobre todo el cristal de los estados localiza­

dos es :
✓ v

-1

n = n. = 
i

2J + 1

exp g ( A + G n c - u ) + l ( 3.39 )

pues la interacción coulombiana en la a p roximación que la estamos 

considerando , no ha destruido la invariancia traslacional del sis-



- A l ­

terna . Este resultado implica que en cuanto al comportamiento de

los estados localizados el sistema puede ser considerado como un

conjuntos de átomos independientes entre sí que interactuan con un

gas de Fermi . Sin embargo , existe ahora una diferencia esencial

entre las ecuaciones que determinan la probabilidad de ocupación

de los estados f ; en efecto , en la presente situación n no está

únicamente determinado por A y y , sino también por la ocupación

total de los estados de la banda n directamente a través de la re-
c

pulsión coulombiana además de la condición de vínculo ( 3.21 ) .

El esquema de poder considerar al sistema como un c o n ­

junto de átomos aislados estaba en realidad implícito en el hecho 

de haber considerado inapropiada la d escripción de los estados 4f 

m e d i a n t e  teoría de bandas . Es importante notar ya en este m o m e n t o  

que este esquema resultara una hipótesis crucial para poder e x t e n ­

der el m odelo al problema del efecto de impurezas de lantánidos d i ­

luidas en la matriz de Ce ( Alascio et a l . , 1973) como también para

la consideración de H, , ( Alascio et a l , , 1973) . Sin embargo , es-
hyb

te aspecto del m o delo que desarrollaremos posteriormente no puede 

ser considerado débil , pues su base física es coincidente con el 

esquema iónico propuesto por Schrieffer (1967) para una teoría de 

impurezas m agnéticas en m e t a l e s  y desarrollado posteriormente en 

m a y o r  detalle por Hirst (197 0).

Para poder eliminar el potencial químico de ( 3.37 )

(o su equivalente ( 3.39 )) y ( 3.38 ) es necesario plantear la 

c ondición de conservación de la carga total electrónica por átomo 

que según indicáramos , está explicitada por ( 3.21 ) . D e  esta 

m a n e r a  , estamos obligados a evaluar n y por consiguiente n e c e s i ­

tamos la densidad espectral de la banda de conducción pues :

n c = N ’,L < n M > =kcr
P(e) n (e) de ( 3.40 )

- 1  v

donde la última igualdad resulta al remplazar N ¿ 2

----> P (e) de , siendo P(e) la densidad de estcíSos de

conducción (ambos espines) por átomo ( ver p.ej. Kittel , 1963)

d 3 k 

(2 u ) 3
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Para la aplicación específica del m odelo al Ce metálico , sería 

conveniente emplear una densidad de estados analítica que a p r o x i ­

m e  lo mejor posible la densidad espectral de la banda de c o n d u c ­

ción obtenida m e d i a n t e  teoría de bandas o bien la deducida m e d i a n ­

te experimentos de fotoemisión o fotoabsorción . Los únicos datos 

teóricos disponibles son los resultados de los cálculos de Mukho- 

pa dhyay y M a j umdar (1969) y Mukhop a d h y a y  (1972) ? los histogramas 

correspondientes para las fases a y y se muest r a n  en las figuras 

III»la y 2a y III.Ib y 2b respectivamente . Los casos indicados 

corresponden a diferentes parametrizaciones del potencial de inter­

cambio y permiten comprobar la extremada dificultad que existe p a ­

ra ubicar la posición de los estados f si no se consideran adecúa- 

m e n t e  los efectos de correlación en un cálculo de primeros p r i n c i ­

pios . En este sentido , el m é todo del átomo renormalizado (Watson 

et a l . , 197 0) ha permitido obtener los primeros resultados teóricos 

en base a primeros principios que pueden ser relacionados cuanti 

tativamente en acuerdo con los datos experimentales sobre los m e ­

tales de lántánidos ( Baer y Busch ,1974) . En cuanto a la infor­

m a c i ó n  experimental sobre los estados de conducción y los estados
A

4f en Ce ( Baer y Bu®ch ,1974) no es posible adoptar una d e n sidad 

espectral m o delo pará la banda de conducción sin temor a cometer 

un error de apreciación . En vista de estas dificultades y t e n i e n ­

do en cuenta que el m e c a nismo que se admite como responsable de la 

transición de fases es cualitativamente independiente de la forma 

específica de la densidad de estados en la banda de conducción 

(Ramírez y Falicov ,1971) creemos conveniente emplear nuevamente 

una banda rectangular (RF) para describir la banda de conducción 

en Ce m e t álico . De esta forma , la densidad de estados está defi 

nida por :

a si 0 < e < W
V(e) =

s í e < 0 o e > W

donde 0 es la energía del fondo de la banda , W  la energía del t o ­

pe y a una constante .
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El valor de a se define teniendo en cuenta que la b a n ­

da s-d es bastante semejante en todos los lantánidos livianos ( 

La,Pr,Nd) que no tienen carácter f en las proximidades del nivel 

de Fermi . De la información experimental disponible y sobre la 

base de los resultados obtenidos con cálculo de estructura de b a n ­

das en esos elementos ( ver al respecto C a p . 2) se puede estimar 

a “ 1,45 est/eV at. . Este valor por otro lado es m u y  semejante 

al que se obtiene promediando los valores calculados por M u k h o p a d h ­

yay en distintas situaciones ( cref. Figs. I I I . 1 y 2 ) .

En consecuencia , con ( 3.4 0 ) teniendo en cuenta la 

densidad de estados de conducción definida , obtenemos :

nc = V (e ) n (e ) de = a
e

00 3n
(- r— de = a ( e c - G n ) ( 3.41 )

a £ r

pues la derivada parcial de n g (e) con respecto a \.e a bajas t e m ­

peraturas ( T << Tp) es bastante aproximada a - 6  (e - Ep + G n )

según se deduce de ( 3,38 ) ( <n. >= n ) .Además en ese m i s m o  or- 
J ko e

den de temperaturas £p “ y .

Si eliminamos n c con ( 3.41 ) y ( 3.21 ) obtenemos la 

siguiente relación entre la energía de Fermi del sistema y la o c u ­

p ación de los estados localizados :

e_ = 4 + G n ( 3.42 )
F a

con lo cual al remplazar esta expresión en ( 3.39 ) la o c u p ación 

de los estados 4f queda determinada por s

1
n = --------------------- ( 3.43 )

2J + 1

donde

1 exp 3(Eao- 2 B 0On) + 1

A + 4  ( G - — / ( 3 . 4 4 )
a

1
2 a

( 3.45 )
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Esta expresión es equivalente a la ecuación implícita ( 2.17 ) d e ­

terminada por Ramírez y Falicov (1971) para calcular los valores 

de equilibrio de n en función de la temperatura . La equivalencia 

entre ambas ecuaciones ha sido demostrada en el Apéndice I , al 

cual nos referimos para su consulta . Por último , la condición de 

conservación de la carga total electrónica por átomo ( ecuación 

( 3.21 )) para el caso del Ce es explícitamente :

4 = n + n ( 3 . 4 6 )
c

I I I . 6 Comportamiento termodinámico del m odelo .■

El estado termodinámico del sistema , está determinado 

por los valores de equilibrio n (e) , n y v a cada temperatura ,
6 3 1

siendo v el v o l umen de cada celda atómica en el cristal . Estos
3 t

valores deben ser los que m i n i m i z a n  la energía libre del sistema.

Para todo sistema físico en general , esta m a g n i t u d  t e r ­

m odiná m i c a  está expresada m e d iante la función de Gibbs :

G - E + p v - T S  ( 3.47 )

donde E es la energía interna , p la presión externa , v el v o l u ­

m e n  del sistema , T la temperatura y S la entropía del mismo . 

Obviamente

G = F + p v ( 3.48 )

siendo F la función energía libre de Helmholtz .

En un sistema condensado en general , la variación de 

v o lumen que puede ocurrir en procesos isobáricos o isotérmicos es 

relativamente pequeña ( p.ej. , un sólido cristalino al fundir p u e ­

de cambiar su v o l umen en aproximadamente 2 a 3% ) * Por esta razón 

, es m u y  usual caracterizar la energía libre del sistema mediante 

la función F de Helmholtz , cuya evaluación es sencilla si se c o ­

noce la función de partición para el sistema .
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Sin embargo , en los sólidos cristalinos que tienen t r a n s f o r m a c i o ­

nes de fase inducidas por cambios de valencia , las v ariaciones de 

volumen asociadas con las mismas pueden ser considerables ; es e- 

vidente que en tal caso resulta inapropiado utilizar la función F 

para describir la energía libre del sistema . Como ejemplo del o r ­

den de magnitud de los cambios de volumen que ocurren en este tipo 

de transformaciones podemos m e n c ionar que los m o nocalcogenuros de

S m  ( SmS , SmSe , SmTe ) varían su volumen en 13% aproximadamente
2+ 3+

cuando los iones de 3m en el sistema se transforman de Sm a Sm 

por efecto de la presión ( Chatterjee et a l . , 1972) . En el caso 

del Ce , el efecto volumétrico asociado a la transición a-y está 

comprendido entre un 12 a un 17% , según las condiciones de presión 

y temperatura ( Gschneidner et a l . , 1962) .

Desde el punto de vista microscópico , es conveniente 

para el ánálisis termodinámico emplear el v o lumen como variable 

fundamental pues los parámetros que caracterizan las interacciones 

electrónicas , iónicas y entre ambas distribuciones de carga se 

calculan como funciones de la separación interatómica . Desde el 

punto de vista experimental sin embargo , es más adecuado utilizar 

la presión como variable independiente . En consecuencia , para 

ma n tener una comunicación rápida y fácil entre ambas posiciones 

en la descripción del comportamiento termodinámico del sistema , 

es necesario considerar la relación {¡ (p,v,T) = 0 o ecuación de e s ­

tado del sólido . De tal m anera , es posible expresar la energía 

libre G como función de la presión , temperatura y las variables 

electrónicas significativas del problema ^

En general , expresar la ecuación de estado para un 

sistema cristalino , requiere determinar la energía de cohesión del 

sólido . En el caso que el mismo sea un metal , eso es realmente 

un problema formidable que hasta el presente sólo ha sido resuelto 

aproximadamente de forma bastante satisfactoria para el caso de los 

me tales simples , que tienen solamente un electrón de conducción 

por átomo ( ver p.ej. Seitz ,1936 , Heine , 1970 ) . Creemos que 

está suficientemente aclarado que este es un problema m u c h o  más am-
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plio y complejo que el que el m o delo pretende explicar . Sin e m ­

bargo , es importante tener en cuenta que las ecuaciones que hemos 

obtenido en la sección anterior para determinar los valores de e- 

quilibrio para la ocupación de los estados localizados e i t i n e r a n ­

tes y en consecuencia la energía interna asociada con los m i s m o s  , 

han sido derivadas bajo la suposición de una red cristalina rígida . 

Por ser nuestro interés relacionar la teoría con la t ransición de 

fases a-y en Ce , para la cual la temperatura de transferencia 

electrónica (T^) es función de la presión actuante sobre el siste­

m a  , es necesario describir , aunque sea de la manera más simple 

paro plausible , los efectos que ocasionan tales cambios de v o l u ­

m e n  sobre la energía interna electrónica , y por ende obtener la 

d ependencia de los parámetros característicos con la presión .

Recientemente , A l ascio y López (1974) han analizado 

el problema de los cambios de valencia inducidos por presión en 

los calcogenuros de lantánidos ; este es un tema interesante para 

tratar analíticamente pues por ser compuestos iónicos es posible 

e xpresar razonablemente la energía de cohesión del sistema ( K i ­

ttel ,1971) . Empleando el m odelo de Falicov-Kimball (1969) para 

la transición m e t a l - a i s l a n t e  (en el cual está basado el m o d e l o  RF) 

para determinar la energía electrónica por átomo y considerando en 

forma semifenomenológica la dependencia de la energía elástica con 

la o c u p a c i ó n  de los estados localizados,justifican en primera a p r o ­

x i m a c i ó n  la parametrización lineal de la distancia de los niveles 

4f al nivel de Fermi con presión,usada por Ramírez y Falicov (1971). 

Este resultado , nos suministra el marco de referencia para el a n á ­

lisis que desarrollaremos a continuación .

La primera hipótesis en este sentido consiste en supo­

ner que la energía libre total del sistema puede expresarse de la 

siguiente forma :

F(v,n) = Fe l (n) + Fe ia s (v 'n ) * 3 '49 }

donde j es la energía libre suma de las contribuciones debidas
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a los electrones de conducción , a los electrones localizados y a 

las interacciones entre ambos , calculadas en una red cristalina 

rígida , según indicáramos anteriormente ( cref. III.1 ) ?^e ]ases 

la energía libre debida a la interacción elástica ( de contacto ) 

entre las distintas celdas que forman el cristal ; este término 

debe depender de la ocupación de los estados localizados , pues al 

producirse cambios en la población media de los mismos las celdas 

m o d i f i c a n  su v o l u m e n  , ocurriendo en consecuencia variaciones en 

las energías de interacción entre ellas . Este término tiene que 

permitir una d escripción adecuada de las características mecánicas 

del sistema cuando los estados localizados estén completamente o- 

cupados ( n = 1 ) o desocupados ( n = 0 ) .

En nuestro contexto , un estado termodinámico c u a l q u i e ­

ra del sistema se obtiene de la siguiente manera : partiendo con 

el sistema a T=0 en la fase a , se calienta el mismo hasta la t e m ­

peratura deseada dejando que los cuatro electrones de valencia se 

d istri b u y a n  por efecto de las interacciones y por efecto de la e n ­

tropía de los estados localizados , en la configuración que m i n i m i ­

ce la energía manten i e n d o  el volumen correspondiente a la fase c u a ­

d rivalente hipotética ; a continuación se relaja el volumen de la 

celda para que el sistema quede en equilibrio con la presión e x t e ­

rior , ajustándose durante este proceso de manera autoconsistente , 

la o c u p ación de los estados f . De acuerdo con esto , la fase c u a ­

drivalente es también la fase de referencia para calcular la e n e r ­

gía elástica del sistema . Referente a este aspecto del m o d e l o  , 

conviene aclarar que al no existir información experimental a d e c u a ­

da correspondiente a Ce m e t álico cuadrivalente ( fase a ' ) , e l e ­

giremos al Th m e t á l i c o  para ajustar la expresión analítica r e p r e ­

sentativa de la energía elástica correspondiente a tal c o n f i g u r a ­

ción del sistema ; Th m e t álico es cuadrivalente en toda condición 

de presión y temperatura .

Sobre la base de lo discutido hasta el m o m ento en e s ­

ta sección y trabajando dentro del espíritu del m étodo semiempírico



- 54 -

de Grüneisen (ver p.ej. Seitz , 1936) expresamos la energía e l á s t i ­

ca del sistema , de la siguiente forma :

Fetas ° Eelas = ~ “-------‘----  ,+ X e x p < - ~ 1 < 3 ’50 >
P

donde h. es el radio metálico asociado a cada átomo del cristal , 

a Q es u n  parámetro que caracteriza una interacción electrostática 

atractiva , que suponemos debida a la atracción entre el gas de 

Fermi y la d i s tribución de carga positiva debida a los iones ; a 

define la variación que ocurre en la intensidad de esta interacción 

al variar la carga efectiva de la distribución electrónica e iónica 

por efecto de la ocupación de los estados f . El segundo término 

de ( 3*50 ) representa la suma de las interacciones repulsivas que 

evitan el colapso de la red a causa de la interacción e l e c t r o s t á ­

tica , siendo X el parámetro que determina la intensidad del e f e c ­

to repulsivo , mientras que p define el "alcance efectivo" de tal 

efecto . Para expresar F . hemos decidido despreciar la entropía
6  I 3 S

vibrac i o n a l  , pues según estimaremos posteriormente , la corrección 

que introducen estos términos es relativamente pequeña comparada 

con la entropía m a g n ética de los estados 4f , que es el término sig­

nificativo para la existencia de transiciones de primer o r d e n  con 

temperatura en la aproximación de campo medio molecular ( Stress- 

ler y Kittel ,1965,Ramírez y Falicov ,1971, Alascio et a l . , 1973 )

Es conveniente realizar algunos comentarios sobre la 

validez y limitaciones de las hipótesis y aproximaciones r e a l i z a ­

das aquí , antes de continuar con el análisis termodinámico .

Haber supuesto que la energía libre total del sistema 

se puede desglosar en una suma de términos en la forma que hemos 

indicado , implica realizar una estimación m u y  grosera de las in­

teracciones electrónicas , iónicas y entre ambas distribuci' . ¿s de 

carga , Sin embargo , desde el punto de vista fenomenológi , -ta 

es la manera no trivial m á s  simple que nos permite considerar los 

efeetos de v o l umen dentro del esquema del m odelo RF , en el cual
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la transición de fases es explicada esencialmente como un f e n ó m e ­

no electrónico „

La elección del Th m e t á l i c o  como material de r e f e r e n ­

cia para caracterizar desde el punto de vista mecánico la fase 

cuadrivalente m o d e l o  en Ce , surge en forma natural al comparar las 

propiedades de los metales isovalentes 4+ s Zirconio (Zr) , Hafnio 

(Hf) y Torio (Th) . En la tabla III. 1 , confeccionada en base a u- 

na recopilación de datos realizada por Gschneidner (1965) , p o d e ­

m o s  observar claramente que el último elemento indicado es el que 

tiene propiedades m á s  semejantes a los lantánidos en general , t e ­

niendo en cuenta que estos son sólidos trivalentes _ Por otra p a r ­

te , tanto Zr como Hf son propiamente dos m e t a l e s  de transición .

El primero de ellos pertenece al grupo del Pd , grupo en el cual 

los niveles f no intervienen en la definición de las propiedades 

físicas . E n  Hf , que pertenece al grupo del Pt , los catorce e s ­

tados 4f que están bien confinados dentro del núcleo iónico (ion 

core) , se hallan todos ocupados , por lo cual solamente los e s t a ­

dos 5d son los que c ondicionan sus propiedades físicas . La i n f l u e n ­

cia de los estados f en Ce y Th puede ser considerada de c a r a c t e ­

rísticas semejantes . Por un lado , se puede observar que ambos e- 

lementos en estado sólido cristalizan en el sistema cúbico de c a ­

ras centradas . Por otra parte , en estado atómico si bien la con-
2 2

figuración electrónica normal de Th es 6d 7s , los estados 5f al

estar bastante próximos en energía tienen cierta influencia en las

propiedades físicas de este elemento ( ver p.ej. Landau y Lifshitz

, 1967) . Algo similar referente a la posición de los estados 5f

en el sistema metál i c o  ha sido verificado en recientes medici o n e s  .

( Veal et al., 1973 ) . En Ce , tanto en estado atómico libre como
1 1 2  2 2

en estado sólido , las configuraciones 4f 5d 6s y 5d 6s son e n e r ­

géticamente competitivas , según evidencias experimentales y e s t i ­

m a c i o n e s  teóricas ( Gschneidner ,1965 ) , es decir , los estados f 

son fuertes condicionadores del comportamiento de este elemento .

En síntesis , tales analogías concurren a la justificación de la 

e lección realizada .
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El término repulsivo de tipo Born-Mayer que hemos e m ­

pleado en ( 3.50 ) , es el m á s  adecuado cualitativamente e n  este 

caso para describir esta interacción . E n  efecto , según podemos 

observar en la columna c orrespondiente al m ó d u l o  de c o m p r e s i b i l i ­

dad en la tabla I I I . 1 , los lántánidos y T h  ( del grupo de los ac- 

tínidos) tienen un valor intermedio entre los metales simples ( Na 

, Li , K , Cs , etc.) que son m u y  compresibles y los nobles ( Cu , 

Ag, Au ) c o n siderablemente duros . En el primero de los g rupos n o m ­

brados , la estabilización de la red cristalina se logra p r i n c i p a l ­

m e n t e  m e d i a n t e  la presión ejercida por el gas de Fermi ; es bien 

sabido que la teoría d e  electrones cuasilibres permite explicar 

bastante bien el comportamiento de estos m e t a l e s  . Para los m e t a ­

les nobles sin embargo , se puede admitir perfectamente que la in­

teracción repulsiva está originada esencialmente en la i n teracción 

directa entre las capas d completas de átomos primeros vecinos 

(Fuchs , citado por Seitz , 1936) .

En  nuestro caso , hemos intentado usar términos r e p u l ­

sivos del tipo potencial b r m  , pero verificamos que es n e c e s a ­

rio emplear m  > 20 para poder describir en forma razonable la c o m ­

presibilidad de T h  o Este valor resulta considerablemente superior 

al exponente 2 característico de los electrones cuasilibres por lo 

cual la validez de la aproximación puede ser objetada . Sin e m b a r ­

go , el empleo de un término repulsivo característico de los e l e ­

m e n t o s  con capas completas en interacción directa puede también ser 

criticado en el mismo pie de igualdad . E n  efecto , en el caso de 

los m e t a l e s  nobles , aproximadamente entre un 3 y un 4% de la d i s ­

t r i b ución de carga debida a los electrones 3d yace fuera de la e s ­

fera de Wigner-Seitz , conclusión obtenida al investigar las funcio 

nes de onda en aproximación de Hartree para Cu atómico ( Fuchs ,

citado por Seitz ,1936 ) . E n  los lántánidos , no m á s  del 1-1,5%
2 2

de la distribución de carga de las capas completas 5s y 5p r e s u l ­

ta transferido al interior de la esfera de WS al r e n ormalizar las 

funciones de onda con condiciones de contorno apropiadas para el 

sistema cristalino (Herbst et al., 1972.) . E n  consecuencia , resul-
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taría conveniente una d e scripción intermedia , incluyendo términos 

repulsivos de ambas especies , pero en tal caso el número de p a r á ­

m e t r o s  libres a determinar , resultaría considerablemente grande 

y la simplicidad de la descr i p c i ó n  física del problema seriamente 

afectada .

Como comentario final , es conveniente hacer una breve 

referencia a la forma empleada por Coqblin y Blandin para c o n s i d e ­

rar la energía elástica en el m odelo propuesto por ellos (1968) . 

Consid e r a n  como fase de base para el análisis al La m e t á l i c o  al 

que hacen corresponder con Ce m e t álico trivalente . E n  nuestro c r i ­

terio , tal punto de vista no es muy conveniente ; se ha sugerido 

( Ratto , 1972) que en La en condiciones normales existe c ierto c a ­

rácter 4f en los electrones que están en el entorno del nivel de 

Fermi , pues la compresibilidad de este elemento es bastante m a y o r  

que la compresibilidad de las tierras raras trivalentes normales 

( cref. Tabla I I I . 1 ) .

I I I . 6.1 Energía libre electrónica .

Para minimizar G , de acuerdo con ( 3.47 ),( 3.49 ) y 

( 3.50 ) necesitamos expresar la energía libre electrónica como fun­

ción de la ocupación n de los estados localizados . Estando d e f i n i ­

do el hamiltoniano electrónico en la aproximación de Hartree-Fock 

para la repulsión coulombiana entre los electrones f y los de c o n ­

du cción , e ignorando la interacción electrón-fonón (cuyos efectos 

pu e d e n  no ser despreciables) , la función de partición para los e- 

lectrones se puede obtener de la siguiente expresión :

ze, - Tr
- e ( H o + H c ) }

e ( 3.51 )

donde H q es el hamiltoniano no perturbado según hemos definido al 

principio de la sección I I I . 4 , y H es el término de perturbación 

coulombiano aproximado en campo medio m o l e cular según hemos i n dica­

do en la expresión ( 3.35 ) . E n  esta aproximación tanto H q como
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H son operadores de una partícula ( salvo el término ü n. n . ulque 
c i n i M

no representa m a y o r  inconveniente ) y en consecuencia el conjunto 

de estados localizados y el de la banda de conducción , son estados 

estacionarios del sistema por lo cual podemos escribir :

Z . = Z .. Z. ( 3. 52 )
el cond loe

siendo Z o n d la función de partición para el conjunto de estados 

itinerantes y la correspondiente a los estados 4f . Es bien

conocido , que la energía libre la podemos calcular según :

F = - í T 1 ¿n Z ( 3.53 )

por lo cual en nuestro caso

-1
e 1

F , +  F , =  - 8  ( ¿ n  Z . +  £n Z , ) ( 3 . 5 4 )  
cond loe ' cond loe

P or otra parte , la gran función de partición está definida por :

- 0 ( H - yN )
Z Tr ( 3.55 )

siendo H el hamiltoniano del sistema , y el potencial químico y N 

el operador de número total de partículas . Esta función está r e ­

lacionada con Z por :

- In Z = 3yN - ¿n z ( 3.56 )

donde

N Tr
- 6 ( H - yN )

N e

es el valor m e d i o  del número total de partículas en el gran ensem- 

ble canónico . Si el hamiltoniano total del sistema lo podemos se 

parar en suma de hamiltonianos de una partícula , entonces la o c u ­

pación m edia de los estados con energía e . está determinada por :
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<n.> = n. (e .) = - e”1 — in Zj
3 £ •

I

( 3.57 )
8,V

La expresión precedente nos permite calcular Fjoc y ^contj» E n  e " 

fecto,integrando respecto de e. ( l a  energía del nivel) ambos m i e m ­

bros de ( 3.57 ) obtenemos :

fB -i Z .(B )
n (e1) d e ’ = - 3 ¿n — ------  ( 3.58 )

JA Z . (A)
i

En el caso de los estados localizados , nos interesa determinar 

la g r a n  función de partición cuando el nivel está en la e n e rgía A 

j es decir el límite inferior debe ser A = A . E s  conveniente 

elegir +» como el otro límite de integración : en tal caso sólo 

el estado vacío contribuye a la función de partición y por lo t a n ­

to Z (B) = 1 . E n  consecuencia , con ( 3.58 ) , ( 3.56 ) y ( 3.

53 ) obtenemos ;

F loc = £ f n + I n (e») d e • ( 3.59 )

A

y teniendo en cuenta que n (e') está definido por ( 3.39 ) r e m p l a ­

zando a por e' resulta :

F Joc = e F n - T ln {1 + (2J+1) exp 6(ep - A - Gn )} ( 3.60 )

de donde eliminando e F también m e d i a n t e  ( 3.39 ) se deduce :

F, = A n + T {n Z n n  + (l-n)£n(l-n) - n £ n ( 2 J + 1 ) } ( 3.61 )
1 oc

Procediendo en forma análoga podemos calcular F y d e  tal for-
cond' J

ma  obtenemos :

rGn fW+Gr»
e VU)  n e (e) de + T I K j e )  V (e) de ( 3.62 )

Gn Gn
d o n d e  K (e ) = n (e ) ¿nn (e ) + {1 - n (e ) > l n {1 - n (e )} 

e e e e e
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Al sumar F , y F, para determinar F , , es necesario tener pre- 
cond J loe el

sente que de esta forma se ha considerado doblemente la energía de 

interacción coulombiana entre los estados localizados y los de c o n ­

d u c c i ó n  al haber usado las energías renormalizadas en ambos casos. 

C o nsecuentemente para obtener la contribución correcta de tal in­

teracción debemos restar G n n ; además , si expresamos la proba-
c

bilidad de ocupa c i ó n  de los estados de la banda según ( 3.38 ) p o d e ­

m o s  escribir la siguiente expresión :

Fe1

,w rW
-K (E )P<e)de

0  e

e n  (e)P(e)de + A n + G n n  +
0

+ T { n ¿ n n  + (1-n) £n(l-n) - n ¿n(2J+l) } ( 3.63 )

Esta expresión para la energía libre del sistema , en nuestro for­

m a l i s m o  es equivalente a la energía libre calculada por Ramírez y 

Falicov (1971) para su m odelo en la aproximación de campo m e d i o  m o ­

lecular . Tal equivalencia ha sido demostrada en el A p é n d i c e  I al 

cual hay que referirse si se desea conocer los detalles de cálculo.

La expresión ( 3.63 ) puede ser aproximada por una for­

m a  funcional bastante más simple y que depende exclusivamente de 

la ocupación de los estados localizados . Esta posibilidad para s i m ­

plificar la expresión que define F j , implicará más adelante r e a l i ­

zar una interpretación clara y sencilla del m e c a nismo de transición 

de fases en cuanto a los estados electrónicos se refiere . Si e m ­

pleamos nuevamente la aproximación de c onsiderar la probabilidad 

de ocupación para los estados de c onducción como una función e s c a ­

lón ( Alascio et a l . ,1973) , podemos d espreciar la entropía debida 

a los electrones de la banda sin cometer error apreciable ( para 

el caso de la densidad de estados rectangular es nulo ) . La jus­

t ificación detallada de esta aproximación y las implicaciones a las 

que da lugar se pueden consultar en el A p é n d i c e  II . Dentro de e s ­

te esquema de trabajo entonces resulta :

F E  ̂cond cond

Cp-Gn

e V (e )de = -i-» ( 4 - n )2 ( 3 . 6 4 )
0 2a

y remplazando en ( 3.63 ) , F queda expresada simplemente por :
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n ln n + (1-n) Zn (1-n)

n ln ( 2J + 1 ) + Cte. ( 3.65 )

donde E y B ya han sido definidos en ( 3.44 ) ,(45) . Es inte-
oo oo

resante realizar un breve comentario sobre esta expresión y las a- 

p roximaciones involucradas en su derivación . Obviamente , la e n e r ­

gía libre debida a los electrones del sistema está determinada ú n i ­

camente según ( 3.65 ) por la población m e d i a  de los niveles l o cali­

zados ( Conviene aclarar que esta es la energía libre por átomo ). 

Recordemos que esta forma funcional ha sido obtenida aproximando 

la probabilidad de ocupación de los estados de la banda , m e d i a n t e  

una función unitaria de Heaviside (escalón) . Se podría argumentar 

q ue esta es una aproximación bastante drástica para el fenómeno que 

pretendemos analizar , y de tal forma eliminamos la contri b u c i ó n  a 

la energía de interacción debida a los electrones excitados termi 

camente por encima del nivel de Fermi , contribución que es impor­

tante para la transición . Esto es incorrecto . Si bien es cierto 

que estamos despreciando el aporte debido a tales electrones , el 

m i s m o  es insignificante comparado con el resto de la energía de in­

teracción . Esta objeción tiene sentido solamente si realizaramos 

la aproximación al tratar el problema en el formalismo electrón- 

hueco usado por Ramírez y F a licov (1971) . En nuestro caso , el e- 

rror que cometemos consiste en despreciar la dependencia con t e m ­

p eratura de la energía libre debida a los electrones de conducción 

Según hemos mostrado en el Apéndice II , los términos que c o r r e s ­

ponden a esta contribución son independientes de la ocupación n de 

los estados localizados , y por lo tanto en ( 3.65 ) podemos a b s o r ­

berlo dentro de la constante .

I I I . 6.2 . Ecuac i ó n  de estado . R enormalización de los parámetros 

electrónicos característicos .
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Habiendo determinado la c o ntribución electrónica a la 

energía libre del sistema dentro de la aproxi m a c i ó n  de campo medio 

para la r e p u lsión coulombiana banda-estados f , podemos expresar 

en forma completa la función de Gibbs a fin de realizar el a n á l i ­

sis termodinámico necesario para determinar la transición de fases. 

E n  base a lo calculado en la sección precedente y teniendo en c u e n ­

ta la expresión ( 3*50 ) para la energía elástica , la energía l i ­

bre de Gibbs es :

K

G = - fLÍIÜ. + xe P + E  n - B n 2 + p n.3
I  oo oo 3

+ T {n £ n n  + (1-n) £n(l-n) - n£w(2J+l)} ( 3.66 )

Esta expresión puede ser puesta en función de la p r e sión , t e m p e r a ­

tura y  la ocupación de los estados localizados , si eliminamos m e ­

diante la ecuación de estado la dependencia con el v o l u m e n  ( o bien 

el radio m e t á l i c o  ) . Esta ecuación está determinada por :

3 F 3 G
p = - —  o bien equivalentemente = 0  ( 3.67 )

Antes de obtener explícitamente la ecuación p recedente 

es necesario realizar ciertas consideraciones sobre el término r e ­

pulsivo como función de la ocupación de los estados f . Es un h e ­

cho plausible admitir una v a r i a c i ó n  del alcance efectivo de la in­

t e r a cción , es decir del parámetro p cuando cambie la ocupación de 

esos estados ; es una evidencia experimental que el radio iónico 

, c o n  el cual podemos admitir que p está vinculado , en los lantá- 

n idos sufre modifi c a c i o n e s  apreciables cuando se producen cambios 

de valen c i a  . La aproximación m á s  simple que podemos realizar y que 

por otra parte es la m á s  coherente con la que hemos realizado h a s ­

ta el m o m e n t o  en el análisis de otros aspectos , es suponer una r e ­

lación lineal entre p y n , es decir ;

p = p ( 1 + v n ) 
a

( 3.68 )
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donde v es el cambio porcentual en p cuando el sistema cambia su 

valencia de cuatro a tres . E n  primera instancia , podríamos pensar 

que p es directamente el radio iónico del Ce en estado sólido , p e ­

ro según veremos posteriormente , de esta forma obtendríamos una 

discrepancia bastante grande en el cambio de volumen con la p r e sión 

comparado con los datos experimentales , si empleamos para p los 

valores de radio iónico estimados para Co . Por tal razón , es m e  

jor suponer que p representa el alcance efectivo de la repulsión 

entre átomos vecinos , y que su v a r i ación cuando cambia la valencia 

, es del mismo orden de magnitud que para el radio m e t álico o i ó ­

nico de los átomos componentes . Al final , habremos de ajustar v 

para poder reproducir adecuadamente la línea p-T de transición de 

fases .

Para un valor cualquiera de n , la ( 3 «,67 ) nos p e r m i ­

te obtener la siguiente ecuación de estado %

fi

permite en principio obtener una solución n. = /z.(n,p) de tal forma 

que con la misma podemos eliminar el volumen v de la expresión p a ­

ra la energía libre ( 3»66 ) „ Debido a la simplicidad del m odelo 

que estamos desarrollando , no se justifica realizar el extenso 

cálculo numérico que exigiría trabajar con la solución exacta de 

( 3.69 ) * Sin embargo , veremos que la resolución numérica de e s ­

ta ecuación f nos permitirá obtener una solución aproximada c o n s i ­

derablemente simple , con la cual podremos describir en forma c u a n ­

titativa razonable las propiedades mecánicas del Ce en función de 

pr esión y temperatura .

característicos de la ecuación «, Como primer paso , notemos que 

la misma se reduce a :

+
p

e p« ( U v n ) + 4irpfi1 = 0 .( 3.69 )

Conocidos los parámetros , la ecuación anterior nos

Para resolver ( 3.69 ) debemos conocer los parámetros

X
e pa + 6irp'i2 = 0 ( n=0 ) ( 3,70 )
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a o + pa< 1+v  ̂ + 4npA.2 = 0 ( n=l ) ( 3.71 )
Pa (1+v)

Con estas dos ecuaciones , ajustaremos todos los parámetros signi­

ficativos en la energía elástica , pues no todos ellos son i n d e p e n ­

dientes . En efecto , a p = O d e  ( 3.70 ) obtenemos :

a0
2 _

e

"a 0

( 3.72 )

y si derivamos nuevamente respecto de n esa ecuación , teniendo en 

cuenta la definición de m ódulo de compresibilidad s

8 = V ^  
a0 dV

= V
tl=ti~

dfü
dV

2

ti=/i0
( 3.73 )

se deduce la siguiente relación para calcular a , conocidos 8 , 
^ 0 a0

ti „ y la razón ti /p :
a  0  aQ a

0
aQ

1 2 TT H.
a0

'aQ
-  2 ( 3.74 )

donde 8a0 es el módulo de compresibilidad para la fase a m o d e l o  a 

presión ambiento y es el radio metálico de equilibrio en la m i s ­

ma condición .

De la misma forma , de ( 3.71 ) obtenemos :

8
YO

ao + ai 
12"*.

JÍSL -  2 ( 3.75 )

Notemos ahora que si definimos tt/n = H. , usando ( 3.74 ) para
ao

eliminar a de la ecuación de estado ( 3.70 ) para la fase cuadri- 
0

valente , la solución H. = n (p) de dicha ecuación depende únicamente

del m ó dulo de compresibilidad y de la relación K. / p
“0 a

. Si elegi

mos 8 en base a la información experimental , podemos ajustar
a ° A vti /p a efectos de reproducir la curva experimental - — —  = & (p) 

a0 a V 0
Hemos indicado anteriormente que la fase cuadrivalente modelo está
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representada por Th en cuanto a la compresibilidad . En c o n s e c u e n ­

cia , empleando E¡ao = 0,542 x 1 0 12d i n a s / c m 2que es el m ódulo de 

c ompresibilidad de dicho metal 5 ( Gschneidner ,1965) el valor que 

m ejor ajusta la variación de volumen en función de presión dentro 

del intervalo de presiones en el cual se ha m edido ( consultar G s c h ­

neidner ,1965) es ^ ao/P = 12 . En la figura I I I . 3 , la línea lle­

na a corresponde a - A V / V e = ¿(p,0) obtenido con la solución de 

( 3.70 ) ? la línea punteada próxima corresponde a la variación p o r ­

centual del volumen an función de presión para Th ; se puede a p r e ­

ciar claramente que el acuerdo logrado es considerablemente bueno 

hasta el orden de los 3 0 kbar, presión a partir de la cual la d i s ­

crepancia entre teoría y valores experimentales se manifiesta n o t o ­

riamente . Sin embargo , tal discrepancia no representa ningún in­

conveniente , pues el intervalo de presiones dentro del cual o c u ­

rre la transición de fases que estamos estudiando es bastante m e ­

nor ( 0< o í 20 kbar ) . Para resolver ahora ( 3.69 ) para cualquier 

v alor de n , es necesario realizar una hipótesis adicional : la in­

t ensidad de la repulsión entre celdas (X ) es independiente de la o- 

cu p ación de los estados f . Tal suposición , si bien no m u y  a c e p t a ­

ble inclusive desde el punto de vista semifenomenológico en que h e ­

mos considerado este término , la realizamos al sólo efecto de r e ­

ducir al mínimo posible el total de parámetros relacionados con la 

energía elástica que sea necesario ajustar. De esta forma v queda 

d eterminado por la siguiente ecuación obtenida m e d iante ( 3.7 2 ) y 

una relación semejante para el caso n = 1 :

ao
fl 2 

0 = 1 -  ( ^ )  •- 1 + v) oxp
ao

Yo ao

A . . .
ao

P (1+v)a

ao

ao yo

<1 + v )ao

( 3.76 )

§ Este valor puedo parecer algo elevado para Ce m e t álico . Sin e m ­

b argo , las mediciones de constante de red (Franceschi y Oleóse, ) 

1969) m u e stran que la fase cuadrivalente propiamente dicha en Ce , 

es bastante menos compresible que los lantánidos normales .
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Usando a continuación

12 2
8 = 0 , 2 4 2 x 1 0  d i n a s / c m  (mod.comp.La,Gschneidner,1965)

Y o  o
* ao = 1,674 A  (radio m e t álico para Ce cuadrivalente h i p o ­

tético, Gschneidner y Smoluc h o w s k i , 1963 )
o

K = 1,843 A  (radio metálico para Ce trivalente h i p o t é ­

tico , m isma referencia)

obtenemos con ( 3.76 ) v = 0,0502 . Los valores hipotéticos para 

los radios metálicos de las fases tri y cuadrivalente fueron esti 

mados por Gschneidner y Smoluchowski (1963) m e d i a n t e  un m étodo g r á ­

fico de extrapolación e interpolación . Las figuras I I I . 4 y 5 , r e ­

producidas del trabajo mencio n a d o  permiten observar claramente el 

mé t o d o  empleado . Por otra parte , de esta forma es también p o s i ­

ble estimar la valencia real de las fases a y  y , valores que n e ­

cesitaremos posteriormente para el análisis del efecto de h i b r i d i ­

zación .

Al conocer todos los parámetros elásticos , hemos r e ­

suelto ( 3.69 ) para diferentes valores de la ocupación m e d i a  de 

los estados localizados . Los resultados más significativos han si­

do graficados en la forma de cambio porcentual de volumen con p r e ­

sión en la figura I I I . 1.Como ya indicáramos anteriormente , la c u r ­

va a corresponde a la solución con los estados f desocupados ; las 

líneas b y c han sido obtenidas con n = 0,5 y 1 respectivamente .

La línea punteada superpuesta con la curva c es la correspondiente 

a los valores experimentales determinados para La , el cual tiene 

características m e c á nicas m u y  semejantes a Ce y , Y puede s u poner­

se comparable a Ce trivalente propiamente dicho , pues en La los 

estados 4f están completamente desocupados . Es conveniente aclarar 

que este elemento es considerado una tierra rara normal , categoría 

en la cual se incluye también al Ce y ( trivalente ) y para los que 

los electrones 4f sólo tienen importancia desde el punto de vista 

de m agnetismo localizado . En síntesis , la ecuación de estado que 

hemos derivado p e r mite de m anera cualitativa correcta y c u a n t i t a t i ­

v a m e n t e  aceptable F describir las propiedades m e c á nicas de un sóli­

do m e t á l i c o  en las dos configuraciones puras 4f^ y 4f^" , las cua-



V A L E N C I A  ----o-

F I GURA I I I . 4 Radio metálico en función de la valencia 

de los metales de los grupos I A  a V A  pertenecientes 

al cuarto , quinto y sexto período de la Tabla Periódica. 

( Gschneidner y Smoluchowski , 1963 )
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les están vinculadas con las fases a y y en Ce metál i c o  ( Aptekar 

y P o nyatovskiy , 1969 ) • Los resultados para valores intermedios 

de n , entre los extremos n = 0 , n = l ,  deben ser considerados  

como valores d e  interpolación que luego habremos de utilizar para 

el cálculo efectivo de las propiedades físicas de las fases e s t a ­

bles a diferentes temperaturas y  presiones .

Al estar interesados en el m á x i m o  tratamiento a n a l í t i ­

co del m odelo , la solución numérica de ( 3.69 ) n. * *(n,p) p u e ­

de ser aproximada m e d i a n t e  una relación funcional m u y  simple que 

es :

* - + ( «0 “ 6lP } n ( 3 *77 >

d o n d e  \ es la solución para n*0 y que contiene la dependencia en 

p  completa ; 5Q y 6  ̂ h a n sido c a l c u lados m e d i a n t e  interpolación Ü-* 

neal de las soluciones a una cierta p r e sión en función del valor 

m e d i o  n * . Los v a lores que se pueden calcular gráficamente son :

í_ « 0,103 n. , , ,
° ao { 3.78 )

6. * 0,0006 ti /kbar
i oo

Es interesante acotar que la solución ( 3.77 ) para el radio m e t á ­

lico del sistema en función d e  la presión y de la o c u p ación de los 

estados localizados es b a s tante semejante a la solución fenomanoló 

gica
4. « * ( 1 - n ) + A  n<t y

d o n d e  * a y A ^ s o n  los radios m e t á licos en función d e  presión , para 

dos fases puras tri y  cuadrivalentes en Ce , adoptada por Aptekar" 

y  P o n yatovskiy (1969) , para explicar las anomalías que se pueden 

obser v a r  en ciertas propiedades mecánicas del sistema en función 

d e  p r esión y  temperatura . Esta es una de las analogías entre el 

m o d e l o  RF y la teoría fenomenológica de los autores rusos .

§ H e m o s  p r e f e r i d o  o m i t i r  l o s  d i a g r a m a s  d e  l a s  s o l u c i o n e s  K =

*  >i (n, c t e  ) y  K — K ( c t e ,  p) p u e s  s o n  l í n e a s  q u e  e n  p r i m e r a  a -  

p r o x i m a c i ó n  s o n  i n t e r p o l a b l e s  d e  l a  m a n e r a  s i m p l e  q u e  h e m o s  i n d i c a ­

d o  .
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Habiendo determinado la relación que e x presa el radio m e ­

tálico del sistema e n  función de la p r e s i ó n  y  de la o c u p ación de 

los estados localizados , podemos e l i m i n a r  n. de la ( 3.66 ) m e d i a n ­

te el uso de tal relación 4 obteniendo la e n ergía libre del s i s t e ­

m a  expresada e x c l u sivamente como función de la presión # t e mpera­

t u r a  y el v a l o r  m e d i o  de ocupación n  . Para determinar el v a l o r  de 

e quilibrio p a r a  esta variable e n  ciertas condiciones de p r e s i ó n  y 

temperatura t es n e c e s a r i o  que recordemos que la contribución e l e c ­

trónica a la e n e r g í a  la hemos estim a d o  en la aproximación de c a m ­

p o  m e d i o  m o l e c u l a r  h a s t a  segundo o r d e n  en n  . E l l o  implica que la 

p arte e l á stica que dependa de e s t a  variable , debe ser e v a l u a d a  

h a s t a  e l  mismo orden . Al respecto , podemos p r o c e d e r  de dos for­

m as alternativas esencialmente equivalentes . La p r i m e r a  m a n e r a  

consiste en d esarrollar los dos primeros términos de ( 3.66 ) , 
donde h. debe ser remplazado p o r  la solución ( 3.77 ) , en serie de 

potencias de n  reteniendo del desarrollo sólo los términos h a s t a  

orden n 2 ; de e s t a  forma es p o s i b l e  r e d e f i n i r  G d e terminada tínica­

m ente p o r  la e n e r g í a  e l e c t r ó n i c a  cuyos parámetros E y  B son p a r á ­

m etros electrónicos efectivos q u e  han sido renormalizados p o r  las 

variaciones de v o lumen e n  función de la p r e s i ó n  . Luego los v a l o ­

res de equili b r i o  p a r a  n  están determinados p o r  las soluciones de 

la e c u a c i ó n  autoconsistente

| |  -  0 { 3.79 )

donde £) es la e n e r g í a  libre de Gibbs aproximada a segundo o r d e n  en. 

n según hemos indicado . L a  o t r a  forma a lternativa consiste e n  

p l a n t e a r  la e c u ación ( 3.79 ) p e r o  con G e x p r e s a d o  según o b t e n e ­

mos al remplazar x p o r  s u  solución calculada con la ecuación de 
e stado ; a continuación se desarrollan a p r i m e r  orden en los t é r ­

minos provenientes de la e n e r g í a  e l á s t i c a  t reteniendo los t é r m i ­

nos que contengan el p r o ducto p . n  $ pues según la solución de la 

e c u a c i ó n  de e stado e x p r e s a d a  p o r  ( 3.77 ) los mismos p ueden c o n t r i ­

b u i r  en forma no despreciable .
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De e s t a  forma t en ambos casos se deduce la s i guien­

te ecuación que debe ser resuelta autoconsistentemente :

Je f 2 B . n 
ef T ín w -n rrrr-n) = 0 ( 3*80 )

donde

E
ef oo

e f

Los términos E y 
oo ■*

B
oo

+

+

oo

oo

+

+

E p 
op

"U
B p 
op

( 3.81 ) 

( 3.82 )

B q o  en las expresiones precedentes y a  han s i ­

do definidos en ( 3.44 ) y  (45) t mientras que los restantes es- 

determinados por :

'V
E l 1 va.

oo

op

ao

ao

oo

33
ao

va.

aO

B
oo

1

2
fa14o

ao

B
op

l Ó V
+  V 3 1o o

fl1 A.
ao ao

lo 6 1
v a

ao

v 2 a.

ao

( 3.83 ) 

( 3.84 ) 

( 3.85 )

ao

— 12irv<5
o ao

ao i r r
ao ao

4 ir v^/t.3 
ao

v 2 a
o

J a  E
ao ao

( 3.86 )

La ecuac i ó n  ( 3.80 ) r epresenta el resultado p r i n c i ­

p a l  de e s t a  sección . La m i s m a  , es formalmente análoga a la e c u a ­

ción ( 3.43 ) que determina la ocupación de los estados localiza­

dos ( en realidad determina los valores que e x tremalizan G t uno 

de ellos al corresponder a un m í n i m o  absoluto es el valor de e q u i ­

librio) en el caso de la red rígida . E n  este caso , los valores 

de e quilibrio de n n o  dependen exclusivamente de las energías de 

interacción electrónicas , sino también de los cambios de volumen 

qus ocurren en el sistema por efecto de la transferencia de e l e c ­

trones de estados localizados a estados de la b a n d a  de conducción
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y viceversa . Estas variaciones de volumen contribuyen con t é r m i ­

nos que son del m i s m o  orden de magni t u d  que los originados en las 

¿s-tcrse^iones electrónicas . Sin embargo , hemos justificado p l e n a ­

m e n t e  la aproximación lineal de la dependencia de los parámetros 

con la presión usada por Ramírez y Falicov (1971) .

Finalmente , es necesario justificar la no inclusión de 

la entropía debida a las v i braciones de la red . A  tal e fecto , e s ­

timaremos de una m a nera m u y  simple la c o n tribución o r i g inada e n  e s ­

ta fuente y compararemos en o r d e n  de m a g n i t u d  con la entropía de 

m o m e n t o  angular total , que es uno de los elementos preponderantes 

en el mecanismo de transición de fases ( Ramírez y Falicov ,1971, 

A l ascio et a l . , 1973) . E n  el capítulo primero hemos señalado que 

el intervalo de temperaturas para el análisis de la transición de 

fases , está comprendido entre 100 y 650 K aproximadamente , Por 

otra parte , en la tabla I I I . 1 , se puede apreciar que no hay d i f e ­

rencias significativas entre las temperaturas de Debye para Ce a , 

Ce y , La y Th y además que tales diferencias son un orden de m a g ­

nitud que esoa v a l o r e s  , que a su vez son del mismo orden 

qufc; el límite inferior del intervalo de temperaturas indicado .

El m o d e l o  más simple que podemos usar para estimar la 

energía libre vibracional de un sistema cristalino es el m o d e l o  de 

Einst e i n  (’a'er p.ej. Kittel , 1971) . Es bien sabido que con el m i s ­

m o  subestimamos el efecto de las vibraciones a bajas temperaturas, 

que no es el caso en nuestro problema pues a la m í nima temperatura 

c. que puede ocurrir la transición ( 100 K ) la mayor parte de 

les m o d o s  normales de v i b r ación estarán ya excitados « Entonces , 

la energía libre v ibracional en esta aproximación resulta :

Fvlb - 3 T ln 2 senh ( e E (*'..n-i. )
2 T

( 3.37 )

donde 0 £ (A.,n) es la temperatura de E i n stein que suponemos función 

del radio metálico (volumen) y de la ocupación de los estados l o c a ­

lizados . Al estar - interesados en realizar una estimación del o r ­

den ae magnitud de esta parte de la energía libre del sólido pode-
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mo s  suponer sin mayor inconveniente 0,. = 0^
E Dexp.

na relación lineal entre 0.

, y admitiendo u- 

D y n de tal forma que la temperatura 

de Debye del sistema en gral. resulte expresada por # :

0 D (A.,n) n ( 3.88 )

relacionando la expresión anterior ^ o n  la temperatura de Debye de

la fase y , se infiere que x = 25 K . Remplazando 0D (^.,n) según

( 3.88 ) en ( 3.87 ) obtenemos F ., explícitamente en función de
v i b c

n ; tal expresión puede ser desarrollada en serie y conservando 

solamente hasta el primer orden en n resulta :

v ¡ b
3 T tn

0 T h
2 senh(— > + 3 T ¿n 1“ i - c o t h ( - i ^ )

2 T 2 T
( 3.89 )

El primer término por ser independiante de n no nos interesa en 

el análisis posterior ; una estimación numérica de la función 

(t / 2T) c o t h(0jh /2T) permite determinar que la misma es m o n ó t o n a  

decreciente con T y a 103 K vale alrededor de 0,2 . En c o n s e c u e n ­

cia el logaritmo del segundo término de ( 34. 89 ) puede ser d e s a r r o ­

llado a primer orden en n con lo cual :

v i b
3 , , Th.—  Tn coth ( 3.90 )

que comparada con - n T Z n 6 da 3 T = 100 K

Fvib F2J + 1 ~ 0,12

Este cálculo que hemos desarrollado , basado primordialmente en a s ­

pectos cualitativos del problema , puede ser considerado bastante 

burdo y calificado de ineficiente para la estimación del orden de 

magni t u d  de la contribución a la energía libre debida a las e x c i t a ­

ciones elásticas de la red cristalina por las aproximaciones e m p l e ­

adas . Sin embargo , este resultado está perfectamente de acuerdo

# Un análisis más riguroso del tema consideraría términos en n c u a ­

drado como asimismo una d ependencia de t con la temperatura .
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con el que se obtiene al relacionar la variación de entropía invo­

lucrada en la transición , calculada en base a un análisis de Clau- 

sius-Clapeyron , y la que se estima en base a argumentos c u á n ticos 

( Aptekar' y P o n y a t o v s k i y  ,1969) «, Por otra parte , la estimación 

del error cometido al despreciar la entropía vibracioral puede c o n ­

siderarse como una cota m á x i m a  del mismo . E n  efecto , a bajas tem 

peraturas ( T < < © D ) ninguna de las dos fases "siente" prácticamente 

las vibraciones de la red ; a altas temperaturas ( T > > 0 Q ) la e n ­

tropía vibracional debe ser la misma en cualquiera de los dos c a ­

sos según la ley de Dulong y Petit .

I I I . 6.3 Diagrama presión-temperatura de equilibrio de fases.

Para d eterminar la ecuación autoconsistente ( 3.8 0 ) 

con la cual se pueden calcular los valores de equilibrio para n , 

hemos aproximado la energía libre del sistema m e d iante el d e s a r r o ­

llo en serie en potencias d e  n de los dos primeros términos de 

( 3.66 ) luego de sustituir n. según la solución explicitada en 

( 3.77 ) . Esto implica que la función de Gibbs en esta a p r o x i m a ­

c ión tiene la siguiente forma :

2» = E fn - B fn 2+ T{ n£«n + (l-n)£a!I-n) - n¿n í2J-s-l) } i 3.31 ¿
6  T  6  i

E s t e  es u n  aspecto m u y  interesante del desarrollo que estamos r e a ­

lizando , pues esta expresión para la energía libre del sistema es 

f ormalmente análoga a la del m o delo de dos niveles en campo m e d i o  

m o l e c u l a r  de Strassler y Kittel (1965) si identificamos la o c u p a ­

c i ó n  de los estados localizados n con la varia b l e  que estos a u t o ­

r e s  definen como parámetro de o r d e n  . Por otra parte , esta es la 

d emost r a c i ó n  m á s  evidente que el m odelo RY se reduce a la teoría 

fenomenológica d e  A p t e k a r " y  P o n yatovskiy (1968) pues estos autores

han usado como m o d e l o  fenomenológico para analizar esta transición
3+ 4+

isomórfica en Ce , una seudoaleación binaria de iones Ce y Ce 

cuya energía libre puede ser expresada según el m odelo de dos nive*»
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les , svsdia&ta ana fórmula similar a ( 3.91 ) . E n  nuestro caso 

en consecuencia es posible obtener toda la variedad de transicio­

nes de fases discutidas por Str'ássler^y Kittel (1965) según el v a ­

lor de los parámetros contenidos en G .

Es conveniente entonces realizar una discusií:-. cualita- 

tiva previa del fenómeno m e d iante el análisis de la función q  • La 

representación gráfica de la misma como función de n , puede r e ­

sultar m u y  diversa a una m i s m a  temperatura , seg$n sean los v a l o ­

res de los parámetros Eg ^ Y Be f • E n  general , G puede presentar 

dos m í n i m o s  y un m áximo relativo , siendo esta situación necesaria 

para la existencia de ^ n a  transición de fases de primer o r d e n  . En 

efecto , la forma de G para un par de valores de Egf y B ^  que sa­

tisfagan ( Str&ssler y Kittel ,1965)

E ef < B ef ( 1 + 6 ) ( 3 *92 >

sexS Q una cierta temperatura Tj la correspondiente a la curva 1 

de la figura I I I . 6.a . Como el m í n i m o  relativo próximo a n=0 , es 

ta mbién mínimo absoluto , la o c u p ación de equilibrio será la c o r r e s ­

p o n d iente a este valor ; estamos en tal caso en la fase o ( p.ej. 

punto 1 en la figura 1.5 correspondiente^al diagrama de fases ) .

Al aumentar la temperatura la forma de G cambia paulatinamente se- 

g£:a podemos observar en las curvas siguientes ( 2 a 4 ) . A  una 

cierta temperatura (Tfc) los dos m í nimos se igualan y en consecuen- 

los estados a los cuales corresponden son igualmente probables .

Si incrementamos más aún la temperatura , el m ínimo absoluto c o r r e s ­

ponderá al valor de n que está próximo a 1 ; en consecuencia el sis­

tema experimentará una transición de fases que podemos relacionar 

ccr> la a-y pues el cambio en la ocupación de los estados localiza’’ 

dos a T t se realiza en forma abrupta . Además , al "localizarse" 

casi un electrón por átomo en promedio , de acuerdo con ( 3.77 ) 

se producirá un aumento repentino del v o l u m e n  del sistema , hecho 

consistente con las observaciones experimentales (Gschneidner et al.

1962) .

Al cambiar la presión exterior , E , y B , sufrirán en
ef ef



B ef <1+ I  tn6)  E ef = B e f ( l t | i » 6 )

r
m |

n

E r > B (1+ ~  In 6) 
ef et 2

FIGURA I I I . 6 . Energía libre del sistema en función de la o c u ­

pación de los estados localizados . Los diagramas (a), (b) y (c) 

c orresponden a distintos valores de los parámetros . (a) T r a n ­

sición de primer orden.(b) Transición crítica o de segundo o r ­

den . (c) Condiciones supercríticas .
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la aproximación considerada , una v a r i ación lineal con p como t a m ­

bién su diferencia E e ^ - . Si el cambio es tal que esta d i f e ­

rencia aumenta junto con p , se podrá alcanzar entonces una s i t u a ­

c i ó n  com$ la indicada en la figura I I I .6 .b . Cuando T sea menor 

qujg T fc/ G tendrá una forma semejante a la curva 1 y al aumentar T 

, G variará de la m a n e r a  indicada por las lineas 2 a 4 . E n  este 

caso también o c u r r i r á  una transición de fases en el sistema , pero 

si comparamos con el caso indicado en a , se advierte que el c a m ­

bio en la o c u p ación de los estados localizados ocurre ahora en f o r ­

ma gradual ; la curva 3 que corresponde a la temperatura de t r a n s i ­

ción presenta en este caso un único m í nimo considerablemente e x t e n ­

so . Tal situación c orresponde a u n  cambio en el orden de la t r a n ­

sición de fases ( ver p.ej. Landau y Lifshitz , 1969) . En el caso 

que la presión sea aún m ayor , la forma de £ como función de n r e ­

sulta como se ha graficado en la figura I I I .6 .c . ; la v a r i a c i ó n  

de n será m u y  gradual y existirá siempre u n  único m í n i m o  para .

El sistema está en tal caso en condiciones supercrlticas .

Estamos ahora preparados para determinar a n a l í t i c a m e n ­

te la línea de equilibrio de fases . La ecuación autoconsistente  

(3.80) en cuanto al análisis gráfico es conveniente escribirla de 

la siguiente m a n e r a  alternativa semejante a (3.43) :

-1

n + 1 ( 3.93 )

Esta ecuación puede tener hasta tres soluciones , y en tal caso 

dos corresponden a los dos m í n i m o s  que se han indicado en la figu­

ra I I I .6 .a y la restante al m á x i m o  de la m i s m a  figura . La e c u a ­

ción precedente puede ser resuelta en forma gráfica (Alascio e t  al. 

,1972) , y para determinar que solución c orresponde al m í n i m o  ab- 

soluto es necesario calcular,aparentemente,el valor numérico de G 

en cada caso . Sin embargo , existe una m anera m u c h o  más sencilla 

para determinar el carácter de la transición según el caso . 2>a 

transformación de fases a una cierta temperatura será de primer o r ­

d e n  (variación discontinua de propiedades físicas) si para un cier-
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to par de valores ( E , ,B , ) existen n y n tales que se cumple:
e f e f 1 2

G (nt ) = G (n2 ) ; G ' ( ^  ) = G ' (n£ )

^ ( 3.94 )
G" (n ) , G" (n ) > o

1 2

Como G puede escribirse como la suma de dos términos , uno de e- 

líos lineal en n , y el otro invariante respecto del cambio n — ► 

1-n , las condiciones ( 3.94 ) se pueden satisfacer solamente en 

el caso que existan dos soluciones simétricas respecto de n = 1/2 . 

C onsecuentemente , a la temperatura de transición G ' (1/2) = 0 , lo 

cual implica que dicha temperatura está determinada por :

E , - B c
T = ——----- ( 3.95 )

¿n (2J+1)

Además para que la transición sea de primer orden a dicha tempera-
'V/

tura , la función G debe tener u n  m áximo en n = 1/2 , ( c r e f . f i g u ­

ra I I I . 6.a ) . A n a l í t i c a m e n t e  esta condición se expresa por :

S" (n) - 2 Bef + n (iln) < 0 para n = -±-

Para que la transformación sea crítica es necesario que
3n 
8 T

es decir quea la temperatura de transición se cumpla 

haya una solución triple en n = 1/2 (cref. figura I I I . 6.b  cuiva 3 ) 

Para calcular la derivada parcial de n con respecto a T a presión 

constante / se puede emplear la ecuación ( 3.93 ) teniendo en c u e n ­

ta que

9n 
3T P

9JL
3T

L £
3n

l a  
3T p

donde f(n) es el m i e m b r o  derecho de la ecuación indicada . De la 

r e l ación anterior se puede despejar fácilmente ^  resultand.o :
O
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La condición

9n
3T

= » implica

i í  
3T

3f
3n

( 3.97 )

n 2 _ n +
2 B

= 0
ef c r

( 3.100 )

y para que n = ^  sea solución doble de esta ecuación es necesario 

y suficiente que

2 T. 2 T B ( 3.101 )t “ ‘cr efcr 

relación que determina la cota superior de la desigualdad ( 3.96 ). 

Utilizando la r e l ación precedente juntamente con { 3.95 ) que es 

la expresión que determina la temperatura de transición en general , 

o btenemos la siguiente relación entre los parámetros en c o ndiciones  

c riticas :

Eefcr = B . ( 1 + 
efcr

_1_
2 ¿ n 6 ) ( 3.102 )

Se puede comprobar fácilmente que la forma en que hemos d e t e r m i n a ­

do la relación precedente válida para el sistema únicamente en las 

c o ndiciones indicadas , es equivalente a haber buscado la relac i ó n  

entre los parámetros en tales condiciones partiendo de las r e l a c i o ­

nes siguientes ( cref. Strassler y Kittel , Ec. (16),1965) :

r\¿ f\j %

)G* (n ) = 0 
cr G"<ncr> *

; G " 1 (n ) = 
cr G IV(n

c r

para determinar las coordenadas del punto crítico .

C onociendo la dependencia de Egf y B ^  con la presión , 

d e terminamos inmediatamente la línea de equilibrio de fases , pues 

al remplazar ( 3.81)-.82) en ( 3.95 ) y derivando luego respecto 

d e  la presión obtenemos :

d T t

3 p “ "

E
_2JL

*\»
- B

QP

¿n 6
( 3.103 )
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es decir que la línea de separación de fases a-y es una recta en 

la aproximación considerada , cuya pendiente está determinada por 

( 3.103 ) . Es interesante notar que tal característica se v e r i f i ­

ca experimentalmente dentro del error de m e d i c i ó n  admitido ( L i k ­

hter et a l . , 1957, P o n yatovskiy , 1958, Gschneidner et a l ,,1962, 

Jayaraman ,1965) . Asimismo , Aptekar' y Ponyatovskiy han derivado 

u n  resultado semejante dentro del contexto de su teoría fenomeno- 

lógica para el isomorfismo en Ce (1968)

Para calcular explícitamente necesitamos el valor
K, dp

numérico de los parámetros E Qp y BQp . E n  general todos los p a r á ­

m e t r o s  que hemos definido en ( 3.83) a .86) son calculados al c o ­

nocer los valores de a , a, , n , 6  , 6, , 8 y v  según hemos
o 1 ao o 1 ao 3

discutido en la sección precedente . Sin embargo , es necesario ser 

m u y  cautelosos para tomar seriamente los valores que se obtienen 

c on tales expresiones pues tales parámetros dependen crucialmente 

d e  v , el cual se determina por medio de una hipótesis cuya v a l i ­

dez es m u y  difícil de v e r i ficar . A  pesar de este inconveniente , 

si consideramos el valor calculado para v , según está indicado 

en la página 66 , r e s ultan :

E 
« 00

1,9462 eV

B
A 00

0,146 eV

E =
^°P

35,09 K/kbar

B
op

- 9,12 K/kbav

c on lo cual para el m o d e l o  en esta aproximación 

dT
-r-É- = 24,67 K/ kbar ( 3.104 )
dp

dT
que se compara m u y  bien con el valor experimental = 23,73 K/

kbar , empleado por Ramírez y Falicov (1971) para ajustar la d e p e n ­

dencia de los parámetros característicos de su m o d e l o  con la p r e ­

sión .( cref. Ec. 3.6 de ese trabajo ) .

Fijando a continuación T (p=0) = 116 K ( Gschneidner et
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<íl i#1962) y considerando como presión crítica p = 19,5 kbar( Ra-
0 I*

mírez y F a licov ,,1971) obtenemos T  = 597 K , valor p e r f e c t a m e n ­

te comprendido dentro de los límites experimentales estimados para

la temperatura crítica ( 550 K < T < 630 K ) .
c r

Usando a c o ntinuación el valor calculado para esa t e m ­

peratura , la temperatura de transición a p r esión ambiente y la 

densidad de estados para la banda de conducción que hemos indicado 

en la sección 111,5 se pueden calcular los valores de los p a r á m e ­

tros S qo i  A y G ,  aunque en el contexto teórico que hemos d e s a ­

rrollado los m ismos pierden bastante su sentido original ; sin e m ­

b argo j  a título de comparación se puede mencionar que en este c a ­

so *7 “ 0/2C eV m i e n t r a s  que en la teoría original RF (1971) G =

0,44 eV » Este es un resultado c ualitativamente importante en el 

3& ,_5-ido que m u e s t r a  que la transición d e  fases no es m o t i v a d a  e- 

sencialmente por la interacción coulombiana entre los electrones 

f y los de la banda de c onducción , sino que el efecto del cambio 

de v o l umen de la celda atómica contribuye al m e c a n i s m o  de t r a n s f o r ­

m a c i ó n  en el m i s m o  orden de m a g n i t u d  que la causa anterior .

finalmente , para completar el cálculo del diagrama de 

fases podríamos determinar las líneas de pérdida d e  estabilidad , 

pues puede pensarse que las m i s m a s  tengan relación con el efecto 

¿3 histéresis que resulta considerable según se aprecia en la fi­

gura l o 5 a Sin embargo , p referimos o mitir este aspecto pues los 

resultados a obtener son exactamente análogos a los valores d e t e r ­

m i n a d o s  en el análisis f enomenológico del problema realizado por 

A p t e k a r 1 y P c nyatovskiy (1960) . E f e c tivamente , el potencial ter- 

m o d i n á m i c o  en ambos casos es formalmente igual como función de n j 

la única diferencia esencial surge en la ecuación

i í i  . - 2 B ef + _________0
3n2 n(l-n)

que es la que determina las soluciones correspondientes a las lí­

neas de pérdida de estabilidad , pues Be ^ que caracteriza la e n e r ­

gía de mezcla en la seudoaleación , depende en nuestro caso de la

p r esión =
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Como corolario , describiremos a contin u a c i ó n  esquemáticamente el 

comportamiento del sistema según es posible deducir del m o d e l o  •

E n  la fase a , el m e t a l  tiene cuatro electrones por átomo e n  la 

banda de conducción , m i e ntras que los estados 4f al estar u b i c a ­

dos ligeramente por arriba de la energía de Fermi , están d e s o c u p a ­

dos . Al ser calentado el sólido , los electrones que están en las 

proximidades del nivel de Fermi son excitados térmicamente y la 

probabilidad de ocupar los estados localizados es ahora no nula ; 

cuando algunos electrones o c u p a n  tales estados la interacción c o u ­

lombiana entre los m i s m o s  y los que están en la banda contribuye a 

aumentar las energías de estos últimos . Debido a la importante

contri b u c i ó n  en entropía por la d e g eneración de m o mento angular to-
3+

tal , de los iones Ce formados por los electrones que se l o c a l i ­

zan en los estados 4f , es posible reducir aún m á s  la energía libre 

del sistema al aumentar la temperatura ocupando completamente esos 

estados . Cuando este fenómeno se produce a una cierta temperatura 

(Tfc) , ocurre una renorm a l i z a c i ó n  abrupta de las energías de los 

estados itinerantes ( 0 -*• G  ) , y la banda pasa a contener s o l a ­

m e n t e  tres electrones por átomo . Simultáneamente se produce una 

expansión de la red , según lo establecido por la ecuación de e s ­

tado del sistema ( cref. Ec. ( 3.69 )) / l o  que es c o ncomitante con 

las m e d i c i o n e s  experimentales . Este proceso ha sido esbozado g r á ­

ficamente desde el punto de vista de las energías electrónicas , 

en la figura I I I . 7 en donde se m u estra el fenómeno de r e n o r m a l i z a ­

c i ó n  de las energías de los niveles debida a la repulsión c o u l o m b i a ­

na . Por otro lado , si el sistema es e s table a una cierta t e m p e r a ­

tura con tres electrones por átomo en la banda de c onducción y  uno 

en los estados 4f , al aplicar presión la d i sminución del v o l u m e n  

de cada celda del cristal , tiende a ocasionar vina d i s m i n u c i ó n  de 

la energía de Fermi del sistema , produciendo d e  esta forma un a u ­

m e n t o  de la p o s i c i ó n  relativa de los estados localizados respecto 

de ese nivel y una consiguiente d i s m i n u c i ó n  en su población m e d i a  . 

Si la presión exterior continúa en aumento , a un cierto v a l o r  el 

sistema puede reducir c o nsiderablemente su energía libre si deso-



L +  4 G

i ¡ i S l l

Figura I I I . 7 Diagrama esquemático que describe el comportamiento 

ce la banda de conducción y de los estados localizados por efecto 

de temperatura o presión . En la figura de la izquierda que c o r r e s ­

ponde a la fase a modelo a bajas temperaturas , al haber cuatro e- 

lectrones por átomo en la banda de conducción los estados l o c a l i ­

zados están situados a una energía A + 4G ; la t e m p e r a t u r a ' c r e ­

ciente contribuye a-incrementar la población de los estados l o c a ­

lizados y a causa de la entropía de momento angular total la o c u ­

pación de los mismos resulta considerablemente aumentada . A p a r ­

tir de una cierta temperatura la configuración de la derecha es 

e nergéticamente más favorable por lo cual ocurre la transición .

El efecto de la p r e sión es de sentido contrario pues tiende a a u ­

mentar ia energía de los estados 4f respecto del nivel de Fermi 

(s,.) ¿el sistema .
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cupa casi por completo los estados 4f , pues de tal forma se c o n ­

sigue una reducción sustancial de la energía elástica al p r o d u c i r ­

se una contracción d e  v o lumen y de las energías electrónicas al 

disminuir p r á cticamente a cero la repulsión coulombiana banda-esta-  

d os localizados , a pesar de que la banda contenga ahora casi c u a ­

tro electrones por átomo .

111,7 Propiedades físicas del sistema .

Las expresiones obtenidas en el punto anterior para 

la energía elástica , energía libre , temperatura crítica y  t e m p e ­

raturas de transición , nos han permitido ajustar los parámetros 

característicos del m o d e l o  , de tal m a nera de poder aplicar el m i s ­

m o  al Ce m e t á l i c o  y  explicar en forma adecuada el diagrama d e  e q u i ­

librio de fases a-y

Pero esto no es suficiente aún para concluir que el 

m o d e l o  es c o m pletamente adecuado para el fenómeno que se pretende 

c omprender . C o n o cidos los parámetros , podemos calcular difere n t e s  

p ropie d a d e s  físicas intrínsecas de las fases intervinientes en la 

transi c i ó n  a fin de poder comparar las características teóricas de 

las m i s m a s  con los datos experimentales existentes . Es evidente 

que los resultados de la compar a c i ó n  nos permitirá verificar la 

validez y  limitaciones , tanto de las hipótesis básicas sobre las 

cuales se ha construido el m o d e l o  como también las aproximaciones  

q u e  hemos realizado en el tratamiento analítico del m i s m o  . A s i m i s ­

m o  , de aquí surgirá naturalmente la necesidad de introducir c o r r e c ­

c iones a efectos d e  m i n i m i z a r  las d i s c repancias que existiesen con  

el sistema real .

Podemos enfatizar que la suposición de una densidad 

d e  estados rectangular para la banda de conduc c i ó n  representa una 

g r a n  simplificación de la d i s t r i b u c i ó n  espectral d e  estos estados 

en el sistema real , que sin embargo suministra una economía de es­

fuerzos notable para el tratamiento analítico del problema sin d e s ­

m e d r o  d e  la naturaleza física del fenómeno en c u e stión *
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Otra a p roximación coadyuvante en tal sentido es la de 

la probabilidad de ocupación de los estados de la banda m e d i a n t e  

una función escalón , lo que nos permitió conjuntamente con la a n ­

terior derivar un sistema de relaciones básicas simples y de tal 

forma reproducir en forma rápida y sencilla el diagrama de e q u i l i ­

brio de fases . A mbas aproximaciones conducen a concluir que el 

m e c a nismo que origina la transformación del sistema de una fase a 

otra t desde el punto de vista electrónico está basado f u n d a m e n t a l ­

m e n t e  en la competencia termodinámica del efecto de entropía de 

m o m e n t o  angular total de los estados 4f y  la repulsión coulombiana 

entre los electrones que o c upen tales estados y los de la banda de 

conducción .

A  c o n tinuación entonces , discutiremos previamente el 

cálculo de ciertas propiedades físicas características del sistema 

y luego usaremos los resultados obtenidos para aplicarlos e s p e c í f i ­

camente a las fases a y y en Ce «

I I I . 7.1 Valencia .

Definiendo la valencia v como el número de electrones 

de conduc c i ó n  por átomo del sistema ( Gschneidner y Smoluchowski ,

1963) , los valores númericos de esta m a g n i t u d  en función de p r e ­

sión y temperatura están determinados por la condición de c o n s e r v a ­

ción del número total de electrones por átomo ( cref.Ec.í 3.46)) , 

es decir s

y(P/T) = 4 - n(p,T) ( 3.105 )

Esta relación exige conocer el valor de equilibrio a 

cada p r esión y  temperatura de la ocupación de los estados l o c a l i z a ­

dos . Esto no es tan grave como a simple vista pudiera parecer ; 

hemos ya discutido que n(p,T) es solución de la ecuación autoconsis 

tente ( 3.80 ) ( o  bien ( 3.93 )) y como de acuerdo al criterio que 

a la temperatura de transición n = —̂— también debe ser solución 

pues se cumple G'( 1/2) = 0 , solamente tenemos que calcular las so-
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luciones n < 1/2 si T  < ^  y m a y o r e s  que dicho valor en el caso 

opuesto . A  la temperatura de transición , las soluciones superior 

e inferior son simétricas respecto de 1/2 ( Strassler y Kittel ,

1965); llamando n y n a dichos valores se verifica n = 1 - n
1 2  1 2  

r e l ación que fija los valores de equilibrio en la transición c o n o ­

cido uno de ellos .

En base a este análisis , podríamos calcular y grafi- 

car las isotermas e isóbaras correspondientes a n , pero los r e s u l ­

tados a obtener resultarían prácticamente los mismos que los d e t e r ­

m i n a d o s  por Aptekar' y Ponya t o v s k i y  (1968) con su m o delo fenomeno- 

lógico , por lo cual hemos preferido omitirlos y remitimos al lec­

tor al artículo de los autores citados . Sin embargo , es c o n v e n i e n ­

te notar que la valencia calculada para la fase a en esta a p r o x i m a ­

ción ( es decir excluyendo el efecto de ) está en franca d i s ­

c repancia con los valores estimados por Gschneidner y Smoluchowski 

(1963) ; mientras que el m o d e l o  determina un cambio casi entero en 

la pobla c i ó n  de los estados 4f al ocurrir la transformación de f a ­

ses c o n  temperatura a presión ambiente , de las m ediciones de s u s ­

ceptibilidad m a g n ética y efecto Hall se deduce que aproximadamente 

sólo "0,6 de electrón" es transferido a la banda de conducción al 

pasar de la fase y a la a a presión ambiente ( Gschneidner y S m o ­

luchowski ,1963) . Esta es la primera falla notable del m o d e l o  y 

podemos adelantar que las discrepancias que se observan en la d e s ­

c r i pción de las otras propiedades físicas de la fase a , están e- 

s encialmente causadas por esta incapacidad del m o d e l o ,hasta el m o ­

m e n t o  ,de describir un cambio de valencia fraccionario al ocurrir 

la transición de fases ( Olmedo et a l . , 1973 , Alascio et a l . , 1973)

E n  cuanto al radio m e t á l i c o  , la solución ( 3 . 7 1 ) a  

la ecuación de estado nos permite determinar el comportamiento de 

esta m a g nitud en función de la p r esión y temperatura , conocidas 

las soluciones n(p,T) . Obviamente , no tiene sentido graficar 

* (p,T) luego d e  lo discutido en el párrafo anterior .
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I I I . 7.3 Compresibilidad

La compresibilidad de un sistema físico cualqu i e r a  e s ­

tá definida por :

K - -JL.. &
V  9p

( 3.106 )

Como

siendo Av = V  - V

3 V [

8p ¡t

3 AV 
3p

( VQ v o lumen de referencia ) , si representamos

g r á f i c a m e n t e  AV/V q = ¿(p) z podemos determinar numéricamente la 

compresibilidad del sistema . En nuestro caso , teniendo en cuenta 

la solución ( 3.77 ) y desarrollando el v o l u m e n  a primer orden en 

n y 1 - n ( A p t ekar y Ponyat o v s k i y  ,1968 )

K * ( 1-n )K
Th

- 3
( 6 - ^ p ) 3n

3P
( 3.107 )

d onde K^a y KT h son las compresibilidades en función de la presión de 

las fases hipotéticas tri y cuadrivalente respectivamente . Para 

calcular K con ( 3.107 ) es necesario determinar la derivada parcial 

de n respecto de p a temperatura constante ; esta derivada se calcu-
fv y.

la en forma análoga a —  según la forma indicada al derivar la re-
o T

lación básica para el punto crítico
3f

3 n  3 p

3 P

En consecuencia

1 - 3f
3n

( 3.108 )

P o d r í a m o s  de la relación anterior y m e d i a n t e  la ecuación a u t o c o n s i s ­

tente obtener una expresión analítica para calcular esta derivada 

( de manera análoga a Aptekar' y P o nyatovskiy (1968)) y luego d e t e r ­

m i n a r  la compresibilidad del sistema en función de la presión y la 

temperatura ; pero , resulta evidente que como el m o d e l o  se compor 

ta demasiado "rígido" en cuanto al cambio de valencia los r e s u l t a ­

dos a obtener en nuestro caso resultarán bastante dispares con "los 

v a lores experimentales m e d i d o s  para esta propiedad ( Voronov et al. 

1960) . Preferimos entonces obtener valores numéricos a efectos de
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comparación con la información experimental , luego que c o n s i d e r e ­

m o s  el efecto perturbativo ocasionado por ^ .

I I I . 7,4 Calor específico electrónico .

Esta propiedad junto con la susceptibilidad m a g n é t i c a  

del sistema , pueden ser consideradas las más importantes de c a l ­

cular desde el punto de vista electrónico por la simplicidad c o n ­

ceptual involucradas en las m ismas .

El calor específico de un sistema a volumen constante 

está definido por s

9E
9T

3 <H>
3T

( 3.108 )
V

d o n d e  <H> indica el valor medio termodinámico del hamiltoniano del 

sistema y E la energía interna del misrr.o .

Conocida la densidad espectral total por átomo en fun­

c i ó n  d e  la energía , es posible calcular rápidamente la energía in* 

terna m e d iante s

p + oo
E = dw w f (ta) p (tu) ( 3.109 )

La densidad de estados total por átomo está definida

por :

p ( u )  =  -
1 .
N

I m Tr G (to' ) ( 3.110 )

d o n d e  G(«ü ) es la función de Green para el hamiltoniano completo

evaluada en el semiplano superior del plano complejo . Al haber
MM o

determinado los elementos de matriz G. , (u) y G k k (w) en la a p r o x i ­

m a c i ó n  H.F. y en el límite U-*- °°, podemos escribir en nuestro caso:

p (o>)
1
N

I m f I
M M  "

(ü)) + l  Gk k (U ) 
ka

P * (w) P b (ü>) ( 3.111 )

d o n d e
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Pr(w) = ( 6 - 5n ) <5 (ai - A - G n ) 
t c

( 3.112 )

es la densidad de estados de los niveles 4f y

P k ( üi ) l
ka

6 (a> ” e , - G n )  
ka

( 3,113 )

la de la banda de conducción . Para calcular la energía del sistema 

u s ando las densidades espectrales indicadas anteriormente y la e x ­

presión ( 3.109 ) es necesario considerar que la interacción c o u ­

lombiana en la aproximación H.F. ha sido considerada dos veces al 

renormalizar ambas densidades de estados , por lo cual se debe sus­

traer una vez el término G n n

na es

E = (6-5n)
+ 00

dÜJ (i) f (U ) Pr ((ü) +

De esta forma la energía inter-

+ 00
do) (i) f(tü) p^(u) “

- G n n ( 3.114 )

E s t e  último término es particularmente importante para el cálculo 

del calor específico , pues los valores m e dios de ocupación de los 

estados de banda y localizados son dependientes de la temperatura 

según ya hemos visto en el punto anterior . Por otra parte , el lí­

m i t e  de fuerte correlación entre estados f se manifiesta c l a r a m e n ­

te en la expresión precedente m e d i a n t e  el factor (6-5n) del primer 

término ; este factor es extremadamente simple pues hemos excluido 

del cálculo los términos <nM nM ,> que se anulan cuando U -*■ <*>. V e r e ­

m o s  m á s  adelante que la expresión ( 3.114 ) para la energía interna 

podremos utilizarla también cuando analicemos el efecto de h i b r i d i ­

zación , salvo que en tal caso la densidad espectral a emplear se­

rá la densidad renormalizada por dicho efecto .

Para calcular c es conveniente utilizar inicialmente 
v

E - 4 ep ( Kittel ,1971, Alascio et a l . ,1973) desarrollada hasta se­

gundo orden en T ? teniendo entonces en cuenta la aproximación u-
a f (ai) .. 

sual para —- resulta

E -

3 03

4 Ep = (6-5n) P f (w)
1r 2 o

+  £ T P f < e F>
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( 3.115 )

p o n  lo que

( 3.116 )

3 í I M K
+ ^1(6-511)1 dw (m -ef) pf (u) + ddutw-e,.) p. (u) - G n n

r D c

El c á l c u l o  explícito de la derivada parcial con respecto a T indi­

c a d a  e n  la expresión anterior ha sido detallado en el A p é ndice III 

e n  d o n d e  puede ser consultado ; en el m odelo sin h i b r idización ,

80lamente el primer término de ( 3.116 ) contribuye al calor espe­

c i f i c o  y como además Pf(ep) = O , obtenemos simplemente :

siendo y la cte. del calor específico electrónico . De la expresión 

a n t e r i o r  se deduce que sólo los electrones de conducción con e n e r ­

g í a  del orden del nivel de Fermi c ontribuyen a la capacidad calorl 

fica del sólido ( resultado normal para los electrones de c o n d u c c i ó n  

en u n  m e t a l  ) , y teniendo en cuenta el valor numérico de a o b t e ­

nemos

q u e  es del orden de un tercio de la constante de calor específico 

m e d i d a  experimentalmente en la fase a a presión ambiente ( Panou- 

sis y Gschneidner ,1970) . Este resultado que está de acuerdo con 

la discrepancia observada en la estimación de la v a l encia de la fa­

se m e n c i o n a d a  a bajas temperaturas , sugiere con bastante claridad 

la existencia de una densidad de estados al nivel de Fermi b a s t a n ­

te m a y o r  que la d ebida exclusivamente a los electrones de conducción 

( Grimberg et al. 1972) .

cv ( 3.117 )

y 3,52 m J / m o l e  K 2 ( 3.118 )
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III,7.5 Susceptibilidad m a g n é t i c a  .

Si colocamos el sistema en interacción con un campo

m a g n ético externo , es evidente que el efecto correspondiente se

m anifestara como una m o d i f i c a c i ó n  en ay H en las energías de los
c z

estados itinerantes y -y,MW en la de los estados localizados , En
T Z

los términos que hemos m encionado , y indican los momentos 

m a g n é t i c o s  de los estados respectivos mientras que H es la c o m p o ­

n ente del campo m a g n é t i c o  en la dirección . La susceptibilidad 

m a g n é t i c a  en nuestro caso , no está únicamente determinada por los 

electrones de conduc c i ó n  / sino primordialmente por los electrones 

localizados en los estados 4f , Podemos calcular en forma r e l a t i v a ­

m e n t e  sencilla la contribución de estos últimos considerando que 

la ecuación autoconsistente en presencia de campos magnéticos e x t e r ­

nos es :

> +  00

n |M í;L
|M

dio f (üj) p , (w-A+y,MW-Gn ) ( 3.119 ) 
f f e

d o n d e  consideramos que la densidad de estados es una función g e n e ­

r alizada en el sentido d e  Sobolev-Schwartz ( Gelfand y Shilov ,

1964) , y  la susceptibilidad magnética está definida por :

Mf v f •». |Mn,M 
*f -----  ( 3 '120)

Para obtener la m a g n e t i z a c i ó n  debemos resolver el sistema de e c u a ­

ciones ( 3.119 ) a primer o r d e n  en H z . Debido al carácter a n a l í t i ­

co de la densidad espectral según la forma en que la hemos d e f i n i ­

do , podemos desarrollarla en serie de Taylor del parámetro yfMtf2 

( Gelfand y Shilov , 1964) . De esta m a n e r a  , resulta la siguiente 

solución formal para los n JM a primer orden en el parámetro i ndica­

do :

n fM « (1 - l'n.M l )í d«f <(ú)[Pf (u) - áF-'M-MH] ( 3.121 }
¡tyl J - 00 )
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C onsiderando que el efecto del campo m a g n ético sobre la ocupación 

de los estados localizados se puede expresar mediante una p e r t u r b a ­

ción de la forma :

n -u = r  n + M 5 ( 3.122 )I M O

siendo 6 proporcional a , al remplazar en ( 3.121 ) obtenemos 

luego de unos simples pasos algebraicos :

S 2 y Btí7 a n

6 ' - - 6 7 T ^ r  < 3 -123 >

5
d onde S = 1 - ——  n

6
De esta m anera , la susceptibilidad está expresada

por :

-  -  .T Í.T4.1 \ c 2  ( Ü n
( 3.124 )

2 O J(J+1) S z
Xf “ 9 “b— 3--------- r^ r

siendo g el factor de Landé para el multiplete J = 5/2 y el mag- 

netón de Bohr .
£

Para obtener en este caso la resolvemos la ecua-
T E

ción autoconsistente considerando que la densidad de estados es u- 

na función generalizada tipo delta de Dirac , de tal forma que

n = 6 S f(A+Gnc )

con lo que obtenemos :

-  f í H H  = H b  1 3-125 ’

y la susceptibilidad queda expresada simplemente por :

Xf - J < r 1> ^  ( 3 . 1 2 6 )

que coincide con la fórmula ( 3.10 ) de Ramírez y Falicov (1971) .

M e d iante un simple análisis de la ecuación a u t o c o n s i s ­

tente con la cual se determinan los valores de equilibrio n(T) se 

deduce que n(T) -*■ 0 exponencialmente con la temperatura si se cum-
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pie que 4 + G n c - Ep > O , es decir cuando la fase estable es la 

fase cuadrivalente , la susceptibilidad debida a los estados f es 

nula a bajas temperaturas . A  temperatura ambiente 4 + G n^ - ef <

0 y consecuentemente n(T) * 1 , la susceptibilidad resulta :

Xf(298K) - 26,85 xlO ^ emu/mole ( 3.127 )

que es casi un 20 % mayor que el valor medido para la fase y a d i ­

cha temperatura y a presión ambiente ( MacPherson et a l . , 1971) . 

Para correlacionar estos resultados con los datos experimentales , 

es necesario tener en cuenta que la susceptibilidad total del sis­

tema es aproximadamente una suma de contribuciones de la s u s c e p t i ­

bilidad de los electrones f y de la susceptibilidad de Pauli de los 

electrones de conducción , que si bien es bastante menor , t altas 

temperaturas ( T ^0(500 K ) ) puede no ser despreciable ( C olvin et 

a l . ,1961). Respecto a esta última contribución , MacPherson et al. 

(1971) estiman para Ce cuadrivalente , por extrapolación de los 

va l o r e s  m e d idos a p = 50 kbar. , una susceptibilidad de Pauli a- 

proximadamente igual a la de los metales cuadrivalentes Hf y T h  

(xc“0,88x10"‘♦emu/mole) . Sin embargo , se ha argumentado a n t e r i o r ­

m e n t e  ( Gschneidner y Smoluchowski ,1963) que la susceptibilidad 

m a g n é t i c a  de Pauli de los electrones de conducción en Ce m e t á l i c o  

debe ser del mismo orden que la de La y sur otros vecinos en el 

subgrupo de los lántánidos , valor que es un 40 % mayor que el in­

dicado anteriormente (xc ~ l,2xlo_lt emu/mole) este valor es c o n ­

sistente con el ajuste teórico realizado por Colvin et a l . (1961) 

para describir la susceptibilidad magnética de la fase y en función 

de la temperatura , como también está sustentado por los recientes 

experimentos de fotoemisión de rayos X que permiten deducir una 

fuerte contribución de carácter d a 3.a densidad de estados en el 

nivel de Fermi en La , Ce y , Pr y Nd (Baer y Busch ,1973,1974). 

O bviamente cualquiera de las dos estimaciones que consideremos p a ­

ra tener en cuenta la contribución de los electrones itinerantes a 

la susceptibilidad magnética del sistema , no alcanza a represen- 

t/-.r ni la cuarta parte del valor determinado experimentalmente pa-
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ra la fase a a presión ambiente y bajas temperaturas (v = 6 , 2 x l 0 -lt
a

emu/mole , Grimberg ,1973) y por otra parte empeora el acuerdo 

cuantitativo para la fase y .

II I . 8 . Discusión de resultados .

El hamiltoniano m o d e l o  propuesto en la primera sección 

de este capitulo contiene los elementos básicos , según henos 

fundamentado en el capítulo primero como imprescindibles , para u- 

na teoría de la transición a-y en Ce metálico .

El análisis del hamiltoniano no perturbado del s i s t e ­

ma  junto con el término que describe la interacción coulombiana e n ­

tre los estados de banda y los localizados incluido como p e r t u r b a ­

ción , realizado según el m étodo de las funciones de Green permite 

rederivar de una forma clara y relativamente sencilla la teoría de 

Ramírez y F a licov (1971) . Sin embargo , hemos mostrado p o s t e r i o r ­

m e n t e  que a efectos de considerar la acción de la presión sobre el 

sistema , es necesario tener en cuenta al menos cualitativamente 

la energía elástica del sistema , que según hemos analizado puede 

contribuir al m e c a nismo de transición en un mismo orden de m a g n i ­

tud que la parte electrónica „

Dentro de esta aproximación al problema de la t r a n s ­

formación isomórfica a-y en Ce , es posible describir a d e c u a d a m e n ­

te el diagrama de equilibrio de fases m e d i a n t e  un simple ajuste de 

los parámetros elásticos del m odelo , sobre la base de los datos 

experimentales disponibles . Sin embargo , al realizar un cálculo 

de ciertas propiedades físicas de las fases m o delo a fin de r e l a ­

cionarlas con las fases del sistema real , se encuentra un acuerdo 

cualitativamente satisfactorio en cuanto a la fase estable a altas 

temperaturas ( y ) , m i e ntras que resultan notables discrepancias 

para la fase estable a bajas temperaturas o altas presiones . En 

consecuencia , no es aún posible afirmar que el modelo propuesto 

sea aplicable al Ce metálico . A  pesar de esto , en el próximo ca-
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pítulo m ostraremos m e d i a n t e  una extensión m u y  simple del m o d e l o  en 

su forma actual , que es posible explicar con el esquema de e s t a ­

dos 4f de carácter atómico y fuertemente correlacionados , al m e ­

nos cualitativamente de forma m u y  satisfactoria , el efecto que 

ciertos elementos disueltos como impurezas en una matriz de Ce o- 

casionan sobre la transición a-y según ha sido observado e x p e r i m e n ­

talmente . U n  análisis teórico de este problema pero sin haber c o n ­

siderado los efectos debidos a la energía elástica ha sido r e a l i ­

zado previamente por Alascio et al, (1973) . Nuestro tratamiento 

no ha de m o d i ficar formalmente los resultados obtenidos por estos 

autores ; sin embargo una m ejora conceptual significativa del m o d e ~  

¿ o  anterior surgirá naturalmente al comprobar que los efectos de. 

las impurezas sobre la transición de fases no son solamente 0 0 0 3 1 0“ 

nados por su v a l e n c i a  relativa respecto de la matriz , sino por 

la» tensiones internas que se o r i ginan por la diferencia de tamaño 

entre esos átomos y los del m e t a l  puro .

111,9 Comentarios sobre la aproximación de campo medio molecular  

en el m o d e l o  de Ramírez y Falicov .

El m o delo RF para la transición o -y en Ce m e t á l i c o  , 

es una adaptación para este problema del m odelo que Falicov y  Kim- 

ball (1969) propusieron para la transición metal- a i s l a n t e  en óxidos 

m i x t o s  d e  metales de transición y compuestos iónicos de tie­

rras raras . Tanto uno como otro han sido originalmente d e s a r r o l l a ­

dos en la aproximación de banda rígida al considerar el efecto de 

la interacción coulombiana entre los electrones de conducción y los 

localizados . Es bien sabido (ver p.ej. E h r e n r e i c h  ,1972) que tal 

aproximación es la forma m á s  simple de la teoría de campo medio 

m o l e c u l a r  (MFT) para los fenómenos de disper s i ó n  (scattering) p u n ­

tual en medios cristalinos .

Recientemente , Plischke (1972) ha criticado la va.li“ 

dez de esta a p roximación para el m odelo FK en base a conclusiones 

obtenidas m e d i a n t e  un análisis del problema en la aproximación de
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potencial coherente (CPA. „ Tal tratamiento se puede realizar sin 

m a yores inconvenientes pues el hamiltoniano propuesto por F a l icov 

y Kimball (1969) es análogo al de una aleación binaria d e s o r d e n a ­

da con sólo considerar que un electrón que se mueve en la red lo 

hace en un potencial aleatorio en cada sitio de la m i s m a  , cuyo 

v a l o r  puede ser G o 0 según los estados localizados estén ocupados 

o no o

Se ha demostrado que la C P A  es la mejor de todas las 

aproximaciones en la teoría de campo medio molecular para la d i s ­

p e rsión puntual , para todo el intervalo de definición de los p a r á ­

m e t r o s  (ver p.ej. E h r e n r e i c h  ,1972, Zuckerman ,1973) . E n  c o n s e c u e n ­

cia , reoultan importantes las conclusiones que se puedan obtener 

m e d i a n t e  un cálculo en C P A  para juzgar la validez de la teoría de 

campo molecular para el modelo a Plischke (1972) , en su trabajo 

concluye que el m o d e l o  ^  puede dar lugar a transiciones termo- 

uipámicas de primer orden m i e ntras la interacción coulombiana ban- 

da-estados localizados sea aproximada por un potencial de corto a l ­

cance . Sin embargo , los resultados de este autor , y quizás t a m ­

bién sus conclusiones k, p a r ecen ser cuestionables pues para u n  c i e r ­

to valor de los parámetros no obtiene el límite m e t á l i c o  ( n = 1 ) 

que tiene que resultar cualquiera sea la aproximación u t i l izada .

Poco después , Congalves da Silva y Falicov (1972) e- 

fectuaron un nuevo tratamiento del m o d e l o  FK dentro del esquema de 

la CPA . Sin embargo , en este trabajo no se calculó explícitamente 

la densidad espectral de la banda de c onducción corregida por e f e c ­

to de la interacción coulombiana , para cada valor de la o c u p a c i ó n  

de los estados localizados ; solamente se d e terminaron los límites 

^ t r e m o s  de la banda . A  fin de realizar el análisis termodinámico 

del m odelo , la densidad de estados fue aproximada de tal forma 

q u e  finalmente el tratamiento analítico del m odelo resulta d e s a r r o ­

llado en la aproximación de banda rígida con aspectos inherentes a 

la C P A  . Congalves da Silva y Falicov (1972) c o n c luyen que las t r a n ­

siciones de fase de primer o rden son posibles , inclusive en el ré 

gimen de desdoblan»iente de bandas por efecto de la interacción .
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Tal resultado está en franca o p o s ición con las conclusiones o b t e ­

nidas por Plischke (1972) , de tal m anera que la situación teórica 

en este aspecto no ha quedado suficientemente clara .

Por tal razón , Olmedo y Wio (1974) r e c o nsideraron el 

p r o blema dentro del esquema de la matriz T de dispersión promedia 

da (ATA) . Este análisis alternativo al de la CPA tiene la ventaja 

q u e  al no efectuarse una a p roximación autoconsistente , es posible 

calcular analíticamente la densidad de estados corregida por efecto 

de interacción en función de la ocupación de los estados l o c a l i z a ­

dos . Por otra parte , está establecido ( Ehrenreich ,1972) que la 

A T A  es el primer paso de iteración hacia la solución a u t o c o n s i s t e n ­

te (CPA) y que en m uchos casos no existen diferencias s i g n i f i c a t i ­

v a s  entre las densidades espectrales calculadas mediante ambos p r o ­

cedimientos . Creemos entonces conveniente mostrar y comentar los 

resultados significativos obtenidos por Olmedo y  Wio (1974) sin 

considerar en detalle el formalismo que el cálculo desar r o l l a d o  in­

v o l u c r a  .

Para la existencia de una transición de primer orden 

co n  temperatura e n  cuanto a la ocupación de los estados localizados 

, es necesario que exista una fase metae s t a b l e  en el sistema a T =

0 . Esto implica que la energía E(n) en función de la o c u p a c i ó n  n 

tenga curvatura positiva es decir concavidad en el sentido de E p o ­

sitivo . Dentro de la teoría de campo m e d i o  m o l e cular , en la a p r o ­

x i m a c i ó n  de banda rígida la energía del sistema está expresada sim­

pleme n t e  por una función cuadrática de n , despreciando términos de 

o r d e n  superior ( Alascio et al., 1972 ) , y m e d i a n t e  un ajuste a d e ­

cuado de los parámetros del término lineal y cuadrático para n es 

posible lograr la característica de curvatura indicada (Strassler 

y  Kittel ,1965) .

A  efectos de analizar el problema en el esquema de la 

A T A  , se utilizó una densidad de estados de forma trapezoidal , 

q u e  es la interpolación lineal m á s  simple para la d i s tribución e m ­

pleada usualmente para describir la densidad de estados de una b a n ­

da en la aproxi m a c i ó n  de ligadura fuerte para el sistema cúbico sim-
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pie. En las figuras III.8.a-b-c se han graficado las d ensidades de 

estados calculadas para diferentes valores de n ; para n = 0 en 

los tres casos se observa la densidad de estados m odelo . Las c u r ­

v a s  obtenidas corres p o n d e n  claramente a u n  cálculo en A T A  (ver p. 

ej. Ehrenreich , 1972) . En la figura I I I . 9 se han indicado las 

distintas curvas de la energía en función de n para diferentes v a ­

lores del parámetro G , tanto en la aproximación de banda rígida 

(RBA) como en A T A  . Los resultados que se m u e s t r a n  en esta figura 

son evidentes ; a T = 0 , según la aproximación de matriz T p r o m e ­

d iada no existe para ningún valor de G la fase m e t a e s t a b l e  para la 

ocurrencia de una transición de primer orden y por lo tanto la trans 

formación del sistema con la temperatura se realizara en forma c o n ­

tinua!. Notemos que los resultados obtenidos son confiables pues 

para G > ^0,82 , la fase m e t á l i c a  ( n = 1 ) es la forma estable del 

sistema a temperatura nula . Este valor es consistente con el d e ­

terminado por Gon<?alves da Silva y Falicov en su trabajo (1972) .

Sin embargo , estas conclusiones no pueden ser c o n s i ­

d e radas como d efinitivas pues la A T A  sobreestima los efectos de d i s ­

p e r s i ó n  m ú l tiple en cada sitio de la red al no determinar una solu­

c i ó n  autoconsistente . En consecuencia , uno puede esperar obtener 

una función E(n) con una cierta curvatura positiva ( evidentemente 

bastante menor que la que se obtiene en RBA ) para un análisis se­

m e j a n t e  del m odelo pero en C P A  . Pero... , tal suposición no es su­

ficiente para concluir que las transiciones de primer orden serán 

posib l e s  al considerar el problema en el esquema de la C P A  . Una 

conclu s i ó n  es evidente s los efectos de disper s i ó n  m ú l tiple d e b i ­

dos a la interacción coulombiana entre estados localizados e i t i n e ­

rantes producen un a p a n t a llamiento d i n ámico de tal interacción de 

tal forma que la tiende a destruir como causante de transiciones 

de primer o rden .

Por otra parte , es necesario recordar que el análisis 

termodinámico realizado por todos los investigadores que hemos m e n ­

cionado en esta sección , fue hecho considerando la energía libre 

de Helmholtz como función termodinámica característica ; hemos ya



FIGURA I I I . 8 . Densidades de estados en la banda de conducción 

en función del número medio de huecos por átomo en los estados 

l o c a l i z a d o s ,para el m odelo de Falicov y Kimball (1969) de la 

transición metal - a i s l a n t e  . a) G = 0,25 b) G = 0,5 ; el p a r á m e ­

tro G que caracteriza la atracción coulombiana entre los e l e c ­

trones de conducción y los huecos localizados está medido en u- 

nidades del ancho total de la banda ( W  = 1 ) .
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FIGURA I I I . 9 . Energía interna del sistema en función 

del número medio de huecos por átomo en los estados lo­

calizados en la aproximación de banda rígida (RBA) y en 

la aproximación de matriz T de dispersión promediada 

(ATA) para distintos valores del parámetro G de inter­

acción coulombiana entre huecos localizados y electrones 

de conducción .



- 95 -

señalado que de esta forma toda la contribución a la transición de 

fases debida a la energía elástica queda completamente excluida 

del problema . En el desarrollo del presente capítulo hemos m o s t r a ­

do que los efectos de cambio de volumen al variar la valencia m e ­

dia del sistema conducen a una renormalización importante de los 

parámetros electrónicos , en el sentido de favorecer una transición 

de primer orden . Tales efectos elásticos , intrínsecamente de n a ­

turaleza electrónica , son originados por interacciones de largo 

alcance para las cuales el tratamiento m e d iante RBA resulta mejor 

aproximación que la C P A  puntual empleada por Plischke , o la A T A  

que hemos menci o n a d o  en esta sección .

En conclusión , creemos con firmeza que se debe inter 

pretar al parámetro G del m o d e l o  de Ramírez y Falicov (1971) como 

incluyendo implícitamente estos efectos volumétricos que hemos d i s ­

cutido , de tal m a n e r a  que la aproximación de campo medio m o l e c u l a r  

con la cual se analiza el m o d e l o  , permite obtener una compre n s i ó n  

simple , clara , consistente y cualitativamente buena del m e c a n i s ­

m o  responsable de la transición de fases en los óxidos m i x t o s  de 

m e t a l e s  de transición y compuestos intermetálicos para los cuales 

el m i s m o  fue propuesto , y p articularmente para Ce m e t álico , o b ­

jeto de este trabajo .



CapttxjJLo 4

IV. Teoría del efecto de impurezas en la transición a - y en Ce . 

I V . 1 Introducción .

En el capítulo precedente hemos analizado en una p r i ­

m e r a  etapa un m o d e l o  m u y  simple con el cual hemos rederivado la t e ­

oría de la transición a-y en Ce formulada por Ramírez y Falicov

(1971) . En esta primera etapa en la cual la fase a se visualiza
4+

como un conjunto de iones Ce en estructura f.c.c. sumergido en 

u n  m a r  de Fermi cuadrivalente y la y como un conjunto isomórfico 

de iones Ce^+ en un mar de Fermi trivalente , ha sido posible d e s ­

cribir m u y  satisfactoriamente las características sobresalientes 

del diagrama p-T de equilibrio de fases .

Una breve reflexión sobre el mecanismo que da lugar 

a la transición de fases según el m o d e l o  , permite deducir que 

el m i s m o  es fuertemente dependiente del número total promedio de 

estados 4f ocupados que haya en el cristal a una dada presión ( 

transición inducida por temperatura) o bien a una dada temperatura 

(transición inducida por presión) . Este aspecto permite sugerir 

una posibilidad para juzgar la validez del m o d e l o  , al p r e g u n t a r ­

nos que efecto se m a n i f e s t a r a  en la transición de fases ( T y p 

son sus magnit u d e s  características ) si en algunos sitios de la 

red los niveles f están situados en energías bastante diferentes 

que las que les corresponde en el sistema puro . Otra posibilidad 

que se plantea , es poder modif i c a r  m a nteniendo la presión c o n s t a n ­

te / la posición relativa del nivel de Fermi respecto de los e s t a ­

dos localizados .

La manera más simple y directa que uno puede imaginar 

para ocasionar en el sistema tales modifi c a c i o n e s  , consiste en d i ­

luir en el m etal puro una concentración pequeña pero finita - de 

ciertas impurezas , de m a nera de formar con las m ismas una aleación 

diluida en Ce . En estas condiciones , al seguir siendo la matriz



- 97 -

del sólido constituida por átomos de Ce , es esperable obtener fa­

ses del sistema semejantes a las fases del sistema puro , pero que 

la transformación de una a otra ocurra a diferentes temperaturas 

o presiones que en el metal puro .

La elección de los elementos para formar tales a l e a ­

ciones es algo que no puede realizarse al azar . Como primera m e ­

dida al respecto , es conveniente desechar todos aquellos que no 

p resenten un grado de solubilidad en Ce relativamente grande (

20 %) de tal forma que no se produzcan segregaciones de fases a b a ­

jas concentraciones pues en tal caso se destruye el sistema que q u e ­

remos estudiar . Con este punto de vista presente , los posibles 

solutos para esta experiencia son primordialmente los lántánidos 

y  los actlnidos ( al menos T h  y Pu ) que forman soluciones sólidas 

c o n  Ce en un intervalo de concentraciones grande ( P e a rson ,1958).

En concomitancia con esto , es importante que estos elementos c o n s ­

tituyen dos conjuntos de elementos para los cuales las propiedades 

físicas y químicas generales de sus componentes no cambian mucho 

de u n  elemento a otro , y están fuertemente condicionadas por la o- 

cupac i ó n  paulatina de los estados 4 o 5f .

Se ha establecido claramente ( P.earson ,19 58) que los 

tres factores principales que determinan la estructura de las a l e a ­

ciones son :

a) tamaño

b) valencia relativa

c) factor electroquímico

Este último factor es una función de la electronegatividad relativa 

de los elementos componentes de la aleación . Para el caso de los 

lantánidos y los actínidos este aspecto puede ser despreciado pues 

la electronegatividad de los mismos es bastante uniforme en todo 

el conjunto (ver p.ej. Methfessel y Mattis ,1968). En consecuencia 

se puede aceptar sin m ayor problema que en nuestro caso solamente 

el factor tamaño y la valencia relativa de los solutos respecto de 

la matriz de Ce condicionaran las propiedades de las aleaciones 

respecto del metal puro .

Una rápida inspección de la literatura existente so-
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bre el tema nos permite observar que hay una cantidad de i n forma­

ción considerable como para definir cualitativa y semicuantitativa- 

m e n t e  , las pautas generales de los efectos que la dilución de lan­

tánidos o actínidos (Th,Pu) en Ce m e t álico ocasionan sobre la t r a n ­

sición a-y . Este hecho reviste singular importancia para nosotros 

pues nos permitirá cotejar las predicciones teóricas que podamos 

formular con la información experimental existente .

Las mediciones realizadas a presión ambiente ( G s c h ­

neidner et a l , , 1962, Miner et a l . , 1966 ) indican como tendencia g e ­

neral que los lantánidos al ser disueltos como impurezas en Ce d i s ­

m i n u y e n  la temperatura de transición proporcionalmente a la c o n c e n ­

tración de impurezas diluidas . El trabajo de Gschneidner y c o l a b o ­

radores muestra un - efecto algo variable según el soluto c o n s i d e r a ­

do , pero la tendencia general es semejante para todos . Las m e d i ­

ciones efectuadas a temperatura ambiente variando la p r e sión i n d i ­

can un aumento de la presión de transición también en p roporción a 

la concentración del soluto . Considerando ambos efectos en forma 

conjunta se concluye que la línea de equilibrio de fases en el d i a ­

grama p-T se desplaza hacia la zona de m a y ores presiones , siendo 

el desplazamiento mayor a m e d i c a  que aumenta la concentración de im­

purezas . Este efecto parece ser más pronunciado en el caso que los 

solutos sean Eu o Yb los que aparentemente pueden adoptar una c o n ­

figuración divalente en la matriz de Ce . Tal conclusión ha sido 

corroborada posteriormente por los resultados obtenidos por Miner 

et al. (1966) a presión ambiente . Las figuras IV.l.a-b m u e s t r a n  

los resultados de las mediciones de Gschneidner et a l . (1962) y han 

sido reproducidas del trabajo indicado .

El efecto ocasionado por la dilución de Th o Pu es de 

sentido opuesto al que se observa para el caso de los lantánidos .

Si el soluto es Th , el aumento de la temperatura de transición a 

p r esión ambiente no es m u y  pronunciado . Realmente , esta no es una 

c onclusión sino una estimación que uno puede realizar luego del a- 

nálisis de las medici o n e s  de Gschneidner et a l . (1962) cuyos r e s u l ­

tados han sido graficados en la figura I V . 2.a obtenida de estos au-
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tores „ Al introducir Pu como impureza se obtienen v a riaciones más 

significativas que en el caso anterior . En la figura I V . 2.b se 

m u estra el efecto ocasionado sobre las presiones de t ransición a 

temperatura ambiente .

Sobre la base de los resultados obtenidos , los a u t o ­

res citados en primer término , establecieron una c o rrelación entre 

la valencia relativa de los solutos y Ce , y la variación en la 

temperatura de transición . Las conclusiones a las que arribaron 

son que el efecto de v a r i ación de la temperatura de t ransición de 

fases es principalmente ocasionado por la valencia diferente entre 

soluto y matriz m i e ntras que el tamaño de la impureza solamente c o n ­

diciona las diferencias relativas que se observan de un soluto a' 

otro . Es posible afirmar que esta era una conclusión esperable 

en razón de las pequeñas diferencias existentes entre los radios 

m e t á l i c o s  de los lántánidos trivalentes ( cref. Tabla I I I . 1 ).

Recientemente Alascio y colaboradores , (1973) , f o r ­

m u l a r o n  una teoría para explicar este efecto que la d i l ución de 

tierras raras y algunos actínidos en Ce , produce en la t r a n s f o r ­

m a c i ó n  isomórfica a - y  . El modele propuesto por estos autores está 

desarrollado en base a una extensión del m odelo RF para el Ce m e ­

tálico . En dicho m odelo solamente ha sido considerado el factor 

v a l encia de las impurezas , y se muestra que el mismo es m u y  impor­

tante para producir una variación significativa en las presiones 

o temperaturas de transición respecto del sistema puro . M e d iante 

argumentos simples y sin introducir nuevos parámetros respecto del 

m o d e l o  RF , Alascio et a l . (1973) pudieron explicar cualitativamente 

bien las pautas generales de las experiencias y estimaron valores 

numéricos para las variaciones en las temperaturas o presiones de 

transición en función de la concentración de impurezas en buen a- 

cuerdo con los resultados experimentales de Gschneidner et a l . (1962) 

y Miner et a l . (1966).

Sin embargo , en el capítulo precedente hemos m o s t r a ­

do la necesidad de incluir en el modelo RF los efectos de cambio 

de v o lumen al ocurrir la transformación de fases . Es evidente que
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u n  m o d e l o  teórico para las aleaciones debe c onsiderar t a mbién los 

efectos d e  interacción elástica , m á s  aún por el hecho de la c r e a ­

c i ó n  de tensiones internas en el sistema al introducir en el m i s ­

m o  elementos de tamaño d i f e rente . E n  el presente capitulo m o s t r a ­

remos que incluyendo en el m o d e l o  las interacciones interatómicas 

de  tipo elástico en la forma semicuantitativa que hemos ya usado 

en el capítulo anterior para el m e t a l  puro , es posible m e j o r a r  el 

acuerdo cuantitativo entre resultados teóricos y datos e x p e r i m e n ­

tales obtenido por Alascio et a l . (1973) y  en el caso del T h  e x p l i ­

car cualitativamente las discrepancias existentes entre valores 

teóricos y experimentales . Es decir , la teoría que formulamos a 

c ontin u a c i ó n  representa u n  mejora m i e n t o  del m odelo p r o p uesto p r e ­

v i a m e n t e  ( Alascio et a l . ,1973).

I V , 2 Hamilt o n i a n o  m o d e l o  para las aleaciones diluidas de l a n t á n i ­

dos y actínidos e n  base Ce .

Los lantánidos como impurezas en una matriz d e  Ce , se 

d i s u e l v e n  como iones trivalentes adoptando una c o n figuración 4fn 5s^ 
g

p  , salvo Eu e Y b  que a p a rentemente pueden hacerlo como iones di- 

v a l e n t e s  ( Miner et ál.,1966 ) . E n  todos estos elementos , los n i ­

v eles 4f que están ocupados determ i n a n  una configuración para la 

cual el momento angular total J es un buen número cuántico , c a r a c ­

terística que según ya hemos mencio n a d o  , se verif i c a  también en el 

caso del Ce y que es una de las fases trivalentes de este elemento 

en estado sólido . E n  primera aproximación entonces , podemos supo­

ne r  que los lantánidos trivalentes disueltos en Ce m e t álico son e-

quivalentes en cuanto a su contribución al potencial cristalino ,
3+

a los iones Ce que componen la fase y . Con esta hipótesis e s t a ­

mos admitiendo que cada carga positiva adicional que se agrega al 

núcleo al aumentar el número atómico de la impureza , resulta a d e ­

cuadamente apantallada por la distri b u c i ó n  de carga negativa debida 

a un electrón agregado a un estado 4f vacante a fin de m a n t e n e r  la 

trivalencia del ión respectivo . Adicionalmente , esta suposición 

significa despre c i a r  la v a r i ación en el potencial nuclear , por d i ­
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ferencia d e  carga respecto de los átomos de la m a triz , que "sienten* 

los electrones de condu c c i ó n  al transitar por los sitios de las i m ­

purezas ; este error es poco significativo si se tiene en cuenta que 

d icha diferencia de potencial es considerable solamente d entro del 

al cance de la capa 4f , que como ya hemos señalado es una d i s t ancia  

ba s tante menor que el radio iónico de cualquiera de los lantánidos • 

En el caso particular del La , que como bien sabemos no tiene e l e c ­

trones f , la ausencia de una carga positiva en el núcleo respecto  

del átomo de Ce , en nuestro m o d e l o  es "sentida" por los electrones 

de conducción como una carga negativa virtual que esté ocupa n d o  u n  

estado 4f localizado en el sitio respectivo de la impureza . En el 

caso que las impurezas se d i s u elvan en una configuración d i v a l e n t e  

, es plausible suponer que se ha localizado en los estados f un e- 

lectrón adicional y cuyo campo eléctrico no es compensado por la c a r ­

ga nuclear • Si el ión de la impureza adopta una c o n f iguracj&n c u a ­

dr i v a l e n t e  , consideramos que el m i s m o  desde el punto de vista elec-
4+

t rostático es equivalente a Ce

A  fin de expresar analíticamente el cambio d e  u n  ión 

del sistema puro por una impureza cuadri o trivalente emplearemos  

u n  potencial perturbativo localizado en los sitios de las impurezas 

y que está determinado por :

0 si v = 4
v  (v ■- v f) « «

G si v. - 3 
i

d o n d e  v es la valen c i a  d e  la fase d e  referencia del sistema puro
O

(cuadrivalente) y v f es la valencia d e  la impureza •

Estas hipótesis que hemos formulado para desarrollar 

una teoría del efecto de impurezas sobre la t ransición de fases , 

c o nsideramos que están justificadas por ciertos resultados que se 

ob t i e n e n  en el cálculo de estructura de bandas para los lantánidos 

( Keeton y Loucks ,1968, A n d e r s e n  y Loucks ,1968, Gupta y Loucks , 

1969, M u k h o p a d h y a y  ,1972 ) . E n  efecto , los resultados de los t r a ­

bajos realizados indican que las características generales de la 

banda s-d no cambian a preciablemente al pasar de un elemento a otjro 

, e inclusive tales características se m a n t i e n e n  b a s t a n t e  i n a l t e r a ­

das para u n  m i s m o  elemento c o nsiderado en dos configuraciones con
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cambio de v a l encia en una u n idad . Por otro lado , nuestras h i p ó ­

tesis en este caso son también consistentes con los resultados o b ­

tenidos por H erbst et al. (1972) m e d i a n t e  el método del átomo renor- 

m a l i z a d o  ( W a t s o n  et a l . , 1970 ) ; ellos indican una relativa c o n s ­

tancia en la p o s ición de los extremos de las bandas s y d como t a m ­

b i é n  del ancho d e  las mismas a lo largo de toda la serie d e  los 

lántánidos en estado m e t álico . De este trabajo , uno puede i n f e ­

rir con cierta precaución , que la u b i c a c i ó n  del nivel de energía 

c orrespondiente a la config u r a c i ó n  m u l t i e lectrónica 4f para una 

impureza , en las proximidades del nivel de Fermi de una a l e ación 

diluida del elemento correspondiente en Ce puede ser posible en el 

caso que dicho elemento sea Eu o Yb . De esta forma se plantea p a ­

ra el análisis , la posibilidad que tales impurezas puedan m o d i f i ­

car su valencia en conexión con la transición a ~y de la m a t r i z  , fe­

n ómeno que fue d i s c utido sobre la base d e  sus resultados e x p e r i m e n ­

tales por Miner et al. (1966) .

Como en el caso de las aleaciones debemos analizar un 

sistema que aparte de los conjuntos d e  estados itinerantes y loca­

lizados tipo atómico en la m atriz , contiene estados c o r r e s p o n d i e n ­

tes a configuraciones m u l t i e l ectrónicas en la capa 4f de las impu­

rezas , es necesario ser m u y  cautelosos en la definición del h a m i l ­

toniano correspondiente considerando que el mismo en el límite del 

sistema puro se debe reducir al H expresado en ( 3.1 ) . E n  p r i n c i ­

pio el hamiltoniano de la aleación consiste formalmente de los si­

gu i e n t e s  términos :

H = H. + H. + H. + V  ( 4,1 )
al b 1 i nt

A

En la ecuación precedente H, es el hamiltoniano de los electrones
b

d e  conducción en el sistema aleado , término que fue definido de m a ­

nera general en el capítulo anterior ( cref. Ec.(3.2) ) . El h a m i l ­

toniano correspondiente a los estados localizados tipo atómico en 

los átomos de Ce y los estados m u ltielectrónicos localizados en las
A

impurezas es , el cual requiere ser considerado con cierto d e t e ­

n i m iento ; el m ismo consta de tres términos :
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H, = H , _ + H , . + E . ( 4.2 )
1 1 Ce I i g i

El primero de ellos es explícitamente s

N1
H. . = A £ b? 1Mb. 1M ( 4.3 )
1 C e . i J M i J M

que corresponde a los electrones localizados en los iones de Ce , 

siendo la cantidad de dichos iones en la aleación ; A ha sido 

ya definido con el sistema puro y claramente como + N si no hay 

impurezas , este término se corresponde con el primero de ( 3.3 } 

en dicho límite . En cuanto al segundo término de ( 4.2 ) correswor^ 

de m e n c ionar que da contribución no nula solamente en el caso que 

en las impurezas hayan electrones localizados en los estados 4 t a -
XI

dicionalmente a los necesarios para definir la configuraciÓii 4Í 1 
(trivalente) en los iones correspondientes . Explícitamente resulta:

N-N,

f = A 1 l bj j , M , bj j , M , ( 4 . 4 ;

A j, A

Los operadores b. ..u . (b. .. u , ) en la expresión anterior , crean (des-
j j  n  J J  n

truyen) un electrón en un estado 4f vacante en el ión j de la red 

, de tal forma que el mismo pasa de la configuración 4fn a la 4fn + ^

, a la que suponemos en forma genérica que le corresponde un m o m e n ­

to angular total J' ; A' es la energía de tal estado multie l e c t r ó n i -  

co en la impureza m e d i d a  respecto del fondo de la banda de c o n d u c ­

ción en la aleación . Es evidente que en ( 4.4 ) hemos despreciado 

los desdoblamientos que pueden ocurrir en este multiplete por e f e c ­

tos de intercambio entre los electrones 4f del ión . En nuestro 

blema esta simplificación es a los efectos de no complicar i n d e b i ­

d a m ente el análisis cualitativo de este aspecto , pues finalmente 

no calcularemos explícitamente el comportamiento del sistema c u a n ­

do los cambios de valencia en las impurezas sean energéticamente fa­

vorables . El último término Eg . es una constante correspondiente 

al estado fundamental en las impurezas a T = 0 ; suponemos quo el 

m i s m o  está formado por un conjunto de iones trivalentes con m o m ento 

angular total por átomo igual a Jj que resulta de un determinado
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término de la configuración 4fn .

El hamiltoniano de interacción H. está a su vez compues-
i n t

to d e  cuatro términos , a saber :

N j N - N 1
H. = H + H . +  G T n , n. + Y G.n. n ( 4.5 )
int cCe ci .*■ u lff i J M . u i J J a J J Mi aM j o M 1 J J J

A. A

El significado de cada uno de ellos es el siguiente : H , H .
C 1 6  C I

son los términos de correlación intraatómica en los iones de Ce y 

en los de las impurezas respectivamente que dan una gran c o n t r i b u ­

ción a la energía , de acuerdo con lo visto para el sistema puro , 

cada vez que hay más de un electrón 4f localizado en un m i s m o  ión

de Ce , o bien un electrón 4f adicional en las impurezas al necesa-
ri“t“ 1

rio para determinar la configuración 4f en los iones c o r r e s p o n ­

di entes . En el caso del metal puro menci o n a m o s  la conveniencia de 

considerar el límite de gran correlación ? al tener las aleaciones 

tal sistema como límite en el caso que la concentración de i m p u r e ­

zas -> 0 es c onveniente realizar el análisis que sigue en la m i s m a  

condición ( U , U.+ °° ) ; ello implica proyectar a infinito todas 

las configuraciones 4f para Ce si n > 1 y las que no c o r respondan 

a las 4fn y 4fn + ^ para las impurezas siendo n en tal caso el número 

total de electrones en la capa 4f cuando los iones respectivos son 

trivalentes .

El último término de ( 4.1 ) describe el potencial e l e c t r o s ­

tático perturbativo creado al sustituir iones del sistema puro por 

impurezas . Luego de la definición dada en la página 101 podemos 

expresarlo por ; N _N

V  = y * G . c . + c . e ( 4 - z )  ( 4 . 6 )
j J Ja Ja

d onde 0 (4-z) es la función escalón que suponemos nula en el punto 

0 ? z = v. es la valencia de la impureza . Como en ( 4.6 ) G^ r e p r e ­

senta el elemento de matriz de la interacción coulombiana entre un 

estado de Wannier y un 4f ambos localizados en la impureza ubicada 

en el sitio j de la red , podemos suponer G. » G en base a la e q u i ­

valen c i a  entre los iones de lantánidos que hemos admitido , con lo 

cual podemos simplificar notablemente el cálculo posterior y e v i t a ­

mo s  introducir nuevos parámetros en el modelo .
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I V . 3 Energía libre electrónica en la aleación .

Para calcular la energía libre electrónica en la aleación 

es conveniente recordar que en el análisis que realizamos para el 

sistema puro , el efecto de la interacción coulombiana entre los e- 

lectrones de la banda y los 4f fue determinado en base a la a p r o x i ­

m a c i ó n  autoconsistente de campo medio (Hartree) . Desde el punto de 

vista de la teoría de d ispersión puntual , tal aproximación es e q u i ­

v a l e n t e  a calcular las correcciones a la energía debidas a esta d i s ­

p e rsión potencial , en la aproximación de banda rígida . Por tal r a ­

zón , para ser consistentes con el desarrollo realizado en el c a p í ­

tulo precedente , debemos calcular en la misma aproximación el e f e c ­

to producido por el potencial de perturbación indicado en ( 4.6 ) .

La energía interna del sistema en la aproximación de campo

m o l e cular está determinada por el valor medio de H calculado en base

a las prescripciones para determinar los valores medios estadísticos

de operadores de dos partícula en tal aproximación . Considerando

q ue la aleación es un sistema desordenado en el cual los átomos del

soluto están distribuidos al azar la energía interna para la m i s m a

en la aproximación mencionada resulta :
00

E = f eP(e)n (c) de + (l-x)ANn + xA'Nn' + n GÍ(l-x)n + x n 1 } + 
J e  c0

+ x G n c 0(4-z) ( 4,8 )

A.

donde £>(e) es la densidad de estados en la banda de conducción de la 

a l e ación , n (e) es la probabilidad de ocupación para esos estados , 

N el número de átomos en el cristal , (1-x) y x la concentración de 

átomos de Ce e impurezas respectivamente ? n es la ocupación m e d i a  

termodinámica de los estados 4f en los átomos de Ce mientras que n 1 
la del estado m u l t i e l ectrónico en la impureza correspondiente a la 

configuración 4fn + ^; n c es el número total de electrones de c o n d u c ­

ción definido oor :
00

►

de V (e) ne (e) ( 4 . 9 )

E n  la misma aproximación , la entropía del sistema está determina-

n c



- 106 -

da por

S = - de V (e) n ( e ) l n n  (e) + {1-n ( e ) } £w { l -n  ( e ) }
Q l e e e e

- (l-x){n¿in + (1-n) ín( 1-n) - n£n(2J+l)}

o T 1 +1
- x {n*£nn' + (1 - n ' ) £n(l-n') - n '¿n } ( 4.10 )

o

donde el primer término corresponde a la entropía de los electrones

de conducción , el segundo a la de los electrones localizados en los

estados f en átomos d e  Ce e incluye la entropía de espín correspon-
3+

diente a los iones Ce , m i e ntras que el último es el que expresa 

la entropía de los electrones localizados en los estados 4f de las 

impurezas , incluyéndose en este término la entropía de m o m e n t o  a n ­

gular total correspondiente a la configuración divalente (J1) y a  

la trivalente (CP) .

La condición de conservación del número total de p a r ­

tículas , que es la que nos permite determinar el potencial q u í m i ­

co del sistema , en la aproximación que estamos analizando el p r o ­

blema está expresada simplemente por ;

n c + (1-x) N  n + x N n' = 4(l-x) N + z x N  ( 4.11 )

donde z 3Stá determinado por
z = 4 - n' - 0(4-z) ( 4.12 )

A  efectos de ser consistentes con el m odelo propuesto 

para el metal puro , es conveniente utilizar la m i s m a  aproximación 

para la densidad de estados de la aleación que en aquel caso . A- 

demás remplazando nuevamente la probabilidad de o c u p a c i ó n  de los 

estados de la banda por una función escalón de Heaviside según ya 

hemos justificado en el caso del sistema sin impurezas ( Alascio 

et a l . , 1973) , las integraciones en las expresiones preced e n t e s  r e ­

sultan elementales ? una vez realizadas podemos eliminar nc y epde 

la m i s m a  forma que anteriormente ( cref. Cap.III ) y o b t e n e m o s  la 

siguiente expresión para la energía libre electrónica en la a l e a ­

ción diluida por átomo del sistema :



F | = (1 -x) E Qe n “ B Cen2 + T ■̂rx¿n n  + d ”n ) -¿nd-n) - n£n(2J+l)} 

+ x E j n' - B j n 1 2 + T Í n ' ^ n '  + (1-n*) ín (1-n') -

- n ' £ n (§ y ^ ) }  - 2 (l-x)x BQO n n' ( 4.13 )

donde

E x (2G - £) 9(4 - z) ( 4.14 )

B ( 4.15 )

E. A' + 4( G - — ) ( 4.16 )
a

B. B x ( 4.17 )
oo

La energía interna del sistema , expresada en ( 4.13 ) por los t é r ­

m i n o s  independientes de la temperatura , es una función cuadrática 

de las variables n y n 1 ; inclusive en el caso que despreciáramos 

la contribución elástica a la energía , el problema a resolver p a ­

ra determinar el diagrama de equilibrio de fases si tanto los e s t a ­

dos localizados en Ce como en las impurezas pueden m o d i f i c a r  su p o ­

blación media sustancialmente en conexión con la transformación de 

la aleación de una fase a otra , es bastante más complicado que en 

el'caso del metal puro : estamos en presencia de una aleación de 

cuatro componentes . E s „obvio que la simplicidad de nuestro m odelo 

solamente nos permitirá a lo sumo un análisis cualitativo de tal si­

tuación . Pero , un cálculo del diagrama de fases en las aleaciones 

realizado únicamente desde el punto de vista electrónico ( Alascio 

et a l . , 1973 ) pierde una parte importante de su validez luego de 

que demostráramos que los efectos volumétricos son importantes p a ­

ra la evaluación de la energía total del sistema , inclusive en el 

caso del metal puro . En la sección siguiente veremos como se p u e ­

de considerar en forma razonable este aspecto y cuales son las im­

plicaciones que resultan para la determinación del diagrama de e q u i ­

librio de fases .
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I V . 4 Energía elástica en la aleación .

Para analizar el problema de la transición en el metal 

puro , consideramos que la contribución elástica a la energía de 

cohesión del sistema podía d e scribirse m e d i a n t e  la función semiem- 

pírica expresada en ( 3.50 ) . E n  tal circunstancia , aclaramos con 

v e n ientemente que con dicha expresión se pretende solamente r e p r e ­

sentar el valor m edio de esa contribución en un sistema que en si 

es una aleación binaria .

La manera más coherente entonces con el desarrollo que 

hemos realizado hasta el m o mento , para considerar la energía e l á s ­

tica en la aleación es suponer que el tamaño de las impurezas d i ­

luidas en la matriz , es el mismo que el de los iones de Ce en e s ­

tado sólido , con los cuales son isovalentes . De esta m a n e r a  , e s ­

tamos admitiendo que los lantánidos trivalentes al ser disueltos 

en Ce , tienen el mismo radio m e t á l i c o  que la fase y ; tal h i p ó t e ­

sis de trabajo es bastante aceptable luego de considerar que la v a ­

riación del radio metálico de estos elementos es menor que un 8 % 

cuando pasamos de La a Y b  ( cref. Tabla I I I . 1 ) . Para el caso del 

T h  , esta suposición implica usar un radio metál i c o  para las i m p u ­

rezas igual al de la fase Ce a; ello está en buena discrepancia con 

los datos experimentales al respecto ( Waber et a l . , 1964 ) . En e- 

fecto , T h  que cristaliza en estructura f.c.c. , tiene una constan-
O

te de red a = 5,077 A  de donde se deduce un radio m e t álico K =
O

1,7 95 A  , valor que es bastante más próximo al de la fase y m odelo
v O

( K = 1,848 A  ) que al de la a (A. = 1,674 A  ) . En consecuencia , 

la energía asociada con las tensiones internas será nula en n u e s ­

tro m odelo al disolver T h  en Ce a , y resultará m á xima cuando el 

solvente sea la fase y . Tal conclusión es justamente opuesta a 

las estimaciones realizadas por Waber et al, (1964) luego de e s t u ­

diar las constantes de red en las aleaciones Th-Ce en todo el in­

tervalo de solución ( 0-100%) . Sin embargo esta fuente de error, 

cuando analicemos particularmente estas aleaciones en la sección 

I V .8 , nos permitirá corregir cualitativamente las tendencias de 

v a r i a c i ó n  de las temperaturas y presiones de transición calculadas 

c on el m odelo , mejorando la comparación con la información expe-
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rimental existente ( Gschneidner et a l . , 1962 ) .

Es conveniente en este momento recordar la expresión 

( 3.50 ) para la energía elástica en el sistema puro que es s

a + a,n - —
E , =  -  — - ---------+  A e  p
elas K

y preguntarnos cual es el sentido del término que contiene e x p l í c i ­

tamente la ocupación media de los estados f . Es plausible pensar 

que con el mismo se pretende considerar cuantitativamente la d e p e n ­

dencia que existe entre la atracción que ejerce cada núcleo iónico 

sobre el gas de Fermi en el cual está "sumergido" y la valencia r e ­

lativa de cada uno de ellos respecto de la fase cuadrivalente , e s ­

tando dicha magnitud expresada por n ( 0 n £  1 ) . Asimismo , la 

relación simple admitida entre el parámetro p , que expresa en cierta 

forma el alcance efectivo de la repulsión interiónica de contacto , 

y n resulta al suponer que el mismo es el valor promedio que se p u e ­

de medir en el sistema cuando hay en el mismo " una concentración n" 

de iones Ce^+ en una determinada condición termodinámica .

Para una aleación la hipótesis más simple , consistente 

con los resultados experimentales y el análisis realizado hasta el 

momento , es suponer que solamente N(l-x) iones de Ce cuadrivalentes 

pueden transformarse al estado trivalente por efecto de la presión 

o temperatura , mientras que Nx iones del sistema pueden permanecer 

en una configuración cuadri , tri o divalente a toda presión o tem­

peratura de interés o bien transformarse de la configuración t r i v a ­

lente a la divalente en conexión con la transición de fases en la 

matriz . Hemos ya mencionado al expresar la energía electrónica de 

la aleación que tal cambio de valencia en la impureza está car a c t e ­

rizado por n 1 . Obviamente , x es la probabilidad de encontrar una 

impureza en un sitio cualquiera de la red de la solución sólida d e ­

sordenada . Además , el valor máximo que puede tener esta magnitud 

debe ser suficientemente chico comparado con la unidad a efectos de 

poder despreciar las interacciones entre impurezas situadas en d i s ­

tintos lugares del cristal .

Habiendo calculado la energía electrónica en una a p r o ­

ximación de campo medio molecular , es conveniente para la consisten-
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cia del modelo f considerar el campo de tensiones en la aleación 

causado por la m e z c l a  dinámica de iones de valencia d i f e rente de un 

m o d o  equivalente ya que las interacciones que originan dicho campo 

son interacciones de largo alcance . En base a estos argumentos p o ­

demos expresar la energía elástica para una aleación diluida en b a ­

se Ce mediante %

a + a,n(l-x) + a.n'x + a.x0(4~z) - —
-2----- -------------- 1--------- !---- :------  + * e  0 ( 4 . 2 0 )

fl

con
p = p { 1 + vn(l-x) + vn'x + vx0(4-z) } ( 4.21 )

a

donde 9(4-z) es la función de Heaviside ya empleada anteriormente

al evaluar la energía electrónica del sistema . Claramente , en la

expresión ( 4.21 ) los términos adicionales en a^ respecto de ( 3.

50 ) explicitan la presencia en el sistema de impurezas que tienen

un radio metálico en toda condición de presión y temperatura igual
3+

al de los iones Ce o bien que puedan pasar a una configuración di- 

v a l e n t e  ; las mismas consideraciones son aplicables al parámetro p .

Al emplear la expresión precedente para calcular el 

m ó d u l o  de compresibilidad de alguno de los metales divalentes ( Eu 

f Y b  ) , considerando para ello el límite x = 1 y usando el valor 

para a 1 que hemos calculado en el capítulo anterior resulta un v a ­

lor del orden de los 7 0 kbar , que es aproximadamente la m i t a d  del 

valor experimental del m ódulo de compresibilidad para dichos e l e ­

m e n t o s  ( Gschneidner , 1965 )( cref. Tabla III.1 ) . Utilizar e n ­

tonces ( 4.20 ) para caracterizar la energía elástica en las a l e a ­

ciones en base Ce con solutos divalentes , implica subestimar los 

efectos del campo de tensiones local producido por tales impurezas 

en la matriz cristalina . Las implicaciones de este error las d i s ­

cutiremos al analizar particularmente la transición de fases en e s ­

tos sistemas .

I V . 5 Ecuación de estado en las aleaciones . Renormalización de las 

ecuaciones autoconsistentes para n y n" .

’e 1 as



- 111 -

U n  análisis similar al que hemos desarrollado en la 

sección I I I .6.2 para el m odelo aplicable al metal puro , nos p e r m i ­

tirá a continuación obtener las relaciones básicas necesarias para 

determinar el comportamiento termodinámico del m odelo que p r o p o n e ­

mos para las aleaciones .

Partiendo nuevamente de la energía libre de Gibbs que 

formalmente está expresada por s

5 “ Éelas + K \  + ? V  < 4' 22 >

d onde el primer término está definido por la expresión ( 4.22 ) y 

el segundo por ( 4,13 ) podemos eliminar de la expresión p r e c e d e n ­

te la dependencia con el volumen m e d iante el empleo de la ecuación 

de estado del sistema . A  primera vista el problema que se nos p l a n ­

tea en este caso es bastante más complicado que el que tuvimos que 

resolver en situación semejante para el sistema sin impurezas ; el 

radio metálico de equilibrio en la aleación es ahora función t a m ­

bién de la o c u p ación m edia de los estados localizados en las i m p u ­

rezas . Sin embargo , dentro del contexto de aproximaciones que h e ­

m os introducido a efectos de lograr una máxima simplicidad en el 

tratamiento analítico , no resulta necesario una nueva c o n s i d e r a ­

ción de este aspecto . En efecto , teniendo en cuenta que estamos 

abalizando soluciones diluidas y en base al esquema de i n t e rpola­

c i ó n  que hemos empleado al describir las interacciones elásticas 

en el cristal ; se puede verificar rápidamente que la expresión 

( 4.21 ) para la energía elástica en las aleaciones se deriva d i ­

r ectamente de ( 3.50 ) media n t e  el simple cambio de variable

n ---► n(l-x) + n'x + x 0 (4-z) ( 4.23 )

que podemos considerar como válido para valores de x hasta el o r ­

den del 20 % , y con las limitaciones indicadas para el caso del 

Th y los solutos divalentes .

Al realizar el cambio de variable que hemos indicado 

en ( 4.23 ) , la solución para el radio m e t álico linealizada en 

( 3 077 ) es también aplicable en este caso . En consecuencia , el 

radio metálico de equilibrio en las aleaciones está expresado por :



- 112 -

n. + ( 6 - <5,p ) {n(l-x)+xn'+x0 (4-z) } 
a o í

( 4.24 )

que se puede poner de una m anera conocida simplemente como ley de 

Vegard ;

Las implicaciones de este resultado las discutiremos luego p a r t i c u ­

larmente en cada caso , aunque de esta forma queda claro cual ha si­

do el sentido de nuestra aproximaciones . Sin embargo , es i ntere­

sante observar que la expresión ( 4.24 ) permite describir de m a ­

nera razonable el radio medio del sic-tema en el límite x = 1 , es 

decir cuando no haya más Ce en el mismo ; si el metal es c u a d r i v a ­

lente el radio m edio es igual a fi ( q(4-z)=0 , n ' =0 ) ¡ v a l e  n.
ex y

si el elemento es trivalente ( 0(4-z)=l , n 1 = 0 ) y n. + ( a. -  h. )
Y y a

si es divalente { 0 (4-z)=1 t n'=l ) , valores que salvo en el caso 

del T h  se corresponden aproximadamente bien con los m e d i d o s  para 

los lántánidos tri y divalentes .

na el radio de equilibrio del sistema en función de la p r e s i ó n  e x ­

terna y de las ocupaciones n y n' de los estados localizados p o d e ­

mos eliminar el v o lumen de la energía libre de Gibbs y o b tener a 

continuación las ecuaciones autoconsistentes para esas v a r i a b l e s  

luego de haber obtenido la contri b u c i ó n  elástica a la energía a se-
A.

gundo orden las m ismas . La c o n d ición de extremo para G como f ú nción 

de n y n' es :

-9-  = 0 —  = 0 
9n 3n'

con lo cual resulta el siguiente sistema de ecuaciones :

n. - { n + (6 - ó , p) n} (1-x) + x{*. + (6 -6.p)0(4-z) + (ó -ó-pjn'} 
a o l  a o 1 o l

Al haber obtenido la expresión analítica que determi-

2 B Ce,fn = 0 ( 4.26 )

0 ( 4,25 )

donde
E o o + + E po o  o p r

( 4.27 )
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E 1ef = B ef Q (4“z )  ̂ 4 * 28 ^

Br r = E f (1-x) ( 4.29 )
C e r e r

E. r = E_ r + A ' - A ( 4 . 3 0 )
ief Cer

B. r = B , x ( 4.31 )
i ef ef

Los parámetros E , e , E y B f ya han sido definidos en el 
c oo oo op ef

capítulo tercero al analizar el diagrama de fases para el Ce puro . 

Es conveniente mencionar que para el cálculo de B y B. se han
L G T I 6 i"

despreciado términos de la forma xn y xn" que contribuyen al valor 

de esos parámetros en 0(v) ( v'vQ/OS ) . Por otro lado debemos notar 

que todos los parámetros indicados precedentemente se c a l culan d i ­

rectamente con los valores que han sido determinados p r eviamente 

con el metal puro . Asimismo si x +  0 la ecuación ( 4.25 ) se r e ­

duce a la ( 3.80 ) que es la que determina los valores de e q u i l i ­

brio para n en el sistema puro ; la otra ecuación carece de s enti­

do en dicho límite .

El sistema de ecuaciones para n y n" que hemos i ndica­

do puede reducirse a una única ecuación autoconsistente para la p r i ­

m e r a  de esas variables que es la que más sentido físico tiene en 

las aleaciones en base Ce . Efectivamente , restando m i e m b r o  a m i e m ­

bro ( 4.26 ) de ( 4.25 ) y definiendo E , “ E . , = = A "  A 1 = "A .
Cef ief i

obtenemos la siguiente relación entre los valoréis medios de o c u p a ­

ción de los estados f en los iones de Ce y los de las impurezas %

6"(í-n)— exP
A¡ (2J ' + 1 )o n*---  ( 4 < 3 2  )

(2JE+1) (1-n1)

Esta relación indica explícitamente que en nuestro modelo la ocupa-
n+l

ción del nivel correspondiente a la configuración 4f (divalente) 

en las impurezas está determinada por la fase estable de la matriz 

a la temperatura en la cual esté el sistema , por la diferencia de 

energías entre los niveles f de Ce y los niveles correspondientes 

a la configuración mencionada en las impurezas cuando están d i s u e l ­

tas en Ce y por la degeneración debida al momento angular total de
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los estados fundamentales de las configuraciones 4fn y 4fn+1 de d i ­
chos elementos . Obviamente , no creemos que la situación en el sis­

tema real sea tan simple . Mediante la expresión precedente podemos 

eliminar n' de ( 4.25 ) con lo cual obtenemos la ecuación básica p a ­

ra analizar el comportamiento termodinámico de las aleaciones se­

gún este m odelo respecto del metal puro ? ella es :

A .
_  _ i

0 “ E Cef “ 2 B Cef n + T 61 (1-V  ' 2 B U f ------ 2-2----- n ,  ( 4 ’33 >

3-Q-n) + n e T
q

donde 1 2 J’+1

q = ^ -----------2J '+1
o

son las relaciones de m ultiplicidades entre las c onfiguraciones 4f 

y 4f^ para los átomos de Ce , y 4fn y 4fn+1 para las impurezas .

La comparación directa entre esta ecuación y la ( 3.80 ) 

correspondiente para el sistema sin impurezas , nos m u estra que la 

solución general del problema de la transición de fases en a l e a c i o ­

nes diluidas de Ce , aún dentro del contexto de este m odelo tan sim­

ple , se debe obtener solamente media n t e  la resolución autoconsis- 

tente de la ecuación ( 4.33 ) y el cálculo numérico de la energía 

libre correspondiente a las soluciones halladas a fin de determinar 

como valor de equilibrio a la temperatura que corresponda , a a q u e ­

lla que defina el mínimo absoluto de la energía . Sin embargo en 

ciertos límites que luego indicaremos particularmente , la ecuación 

indicada se reduce a una forma equivalente a ( 3.30 ) , con lo cual 

en los casos correspondientes podremos aplicar el mismo criterio que 

en el sistema puro ( G '(1 / 2) = 0 ) para calcular analíticamente la 

temperatura de transición de fases . Luego de estas consideraciones 

generales , estamos ahora en condiciones de aplicar el m odelo p r o ­

puesto para explicar el comportamiento termodinámico de las a l e a c i o ­

nes diluidas de lantánidos y algunos actínidos en Ce m e t á l i c o  según 

los resultados de los experimentos realizados al respecto por G s c h ­

neidner et a l . (1962) y Miner et a l . (1966) .
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I V . 6 Aleaciones diluidas de lantánidos trivalentes en Ce .

En los preliminares de este capítulo hemos señalado que 

el estado trivalente de las impurezas está directamente vinculado 

con la configuración 4fn como estado fundamental de las m ismas c u a n ­

do son disueltas en la matriz de Ce . En general el nivel c o r r e s p o n ­

d iente puede estar bastante por debajo del nivel de Fermi de la a- 

leación según podemos suponer en base a los resultados de Herbst et 

a l . (1973) para los metales puros . En nuestro modelo , la probabili-
n  ̂  ̂

dad que estas impurezas se exciten a la configuración 4f está m e ­

dida por n' ; para que tal excitación pueda ocurrir dentro del i n ­

tervalo de temperaturas de interés (T<6 00K) el nivel correspondiente 

debe situarse m u y  próximo por encima del nivel de Fermi . Esta si­

tuación parece ser altamente improbable en todos los lantánidos e x ­

cepto Eu e Yb . A nuestros propósitos podemos suponer entonces que

A. -*oo, con lo cual la ecuación ( 4.33 ) se reduce: a s 
i

E - 2 B r n + T ¿n =: 0 ( 4.34 )
Cef Cef 6(l-n)

ecuación formalmente análoga a ( 3.80 ) , pero donde ahora los p a ­

rámetros E y B son funciones de la concentración de impurezas en la 

solución . El mismo análisis que desarrollamos para el m etal puro es 

a plicable también en este caso ; en consecuencia :

t

de donde deducimo

T l+ = — — -------( 4.35 )
¿n 6

T^+ (x) = T (x=0) - x — ----- —  + x --2-2- p ( 4.36 )
Zn 6 -In 6

expresión que define la relación básica para determinar la línea 

de equilibrio de fases para la solución sólida en el diagrama p-T . 

Dos conclusiones inmediatas se pueden obtener de la expresión p r e ­

cedente ;
o.

a) al ser B qo + B qo > 0 , a presión ambiente la temperatura de t r a n ­

sición en la aleación disminuye respecto del metal puro en forma 

proporcional a la concentración del soluto .

b) Como para el sistema puro B ^  < 0 , la pendiente de las líneas
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de equilibrio de fases aumenta paulatinamente con el aumento en la 

concentración de impurezas . Sin embargo , según estimaremos p o s ­

teriormente este aumento en la pendiente es bastante pequeño y c a ­

rece de importancia desde el punto de vista experimental d ebido a 

la gran histéresis a p r esión ambiente ( ±40 K ) y la incerteza 

en la d e t e r m i n a c i ó n  del punto crítico ( Gschneidner et a l . ,1962 ) .

Utilizando los v a l ores calculados para B , B y
oo oo

B en el capítulo precedente estimamos el valor de la v a r i a c i ó n  

de la temperatura ds transigió» en función de la conce n t r a c i ó n  de 

impurezas que resulta :

dT
— - * - 7,5 + 0,05 p (kbar) ( K/at.%) ( 4.37 ) 
dx

con lo cual a presión ambiente y x = 2 % a T̂ . = - 15 K

Mi n e r  et a l . (1966) m e d iante m e d i c i o n e s  de resistividad , d e t e r m i n a ­

ron las temperaturas de t ransición a p = 0 para toda la serie de 

lantánidos disueltos al 2 % at. en Ce . Estos autores d e t e r m i n a r o n  

para las impurezas trivalentes u n  valor promedio para la t e m p e r a t u ­

ra de t ransición y -*■ a i -n ® n £ r i p i e n t o  ) de a proximadamente 88 K 

En el caso del Ce puro , .1 valor m edido para la m i s m a  transición 

resultó ^108 K * De acuerdo con nuestro m o d e l o  , considerando que

la temperatura de transición para el sistema puro se ha fijado en
3 +

116 K , calculamos para las aleaciones al 2 % Tj; * 103 K , valor 

que podemos aceptar como bastante satisfactorio .. Pero un acuerdo 

m á s  significativo entre la información experimental y los r e s u l t a ­

dos teóricos es el que se o b tiene al comparar la variación de la 

temperatura de transición en función de la concentración ; M iner 

et al. (1966) estimaron u n  valor a p r o x imadamente constante para to­

dos los solutos trivalentes del orden de los 10 K/at.% que debe 

ser cotejado con el valor expresado en ( 4.37 ) . Por otra parte , 

podemos aún realizar una corrección cualitativa al resultado que 

hemos obtenido ; la dismin u c i ó n  paulatina aunque; pequeña , del r a ­

dio m e t á l i c o  de las impurezas a m e d i d a  que aumentamos el número 

atómico de las m i smas significa una estabilización a d i c ional de la
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fase a respecto de la y ; tal es la tendencia que se o b serva en 

los resultados experimentales de Gschneidner et a l . (1962) y Miner 

et a l . (1966) . Los valores que hemos calculado en esta sección son 

ligeramente m e j o r e s  que los resultados de Alascio et a l . (1973); 

claramente ello se debe a que el haber considerado explícitamente 

los efectos de cambio de volumen como hemos hecho aquí d e t e rmina en 

primera a p roximación no solamente una dependencia lineal c o n  la p r e ­

sión del parámfero E , sino también del parámetro B .

A  fin de completar la d efinición del diagrama de fases p a ­

ra estas aleaciones , es necesario calcular el corrimiento del p u n ­

to crítico teórico respecto del Ce puro . De acuerdo con el a n á l i ­

sis precedente , la temperatura crítica de estos sistemas está aún 

d eterminada por la relación :

B Cef
T = ■ ( 4.38 )

cr  2

de tal m anera que en base a la forma explícita de resulta la

siguiente ecuación entre T cr Y Pcr para una c i e r t a  concen t r a c i ó n  x 

d e  impurezas :

= —22----- 2°_(l - x) + — 2 2 -  p (i - X ) ( 4.39 )
cr  2 2

Teniendo en cuenta que a la presión crítica la temperatura 

de transición de fases es la temperatura crítica del sistema , o b t e ­

nemos otra ecuación para T „, p y  x de tal m a n e r a  que entre amba»
cr cr

podemos eliminar una de las tres variables m e ncionadas y resolver  

para las otras dos . Esta nueva ecuación es :

E - B (1+x)
T = T (x,p=0) + — ^ ( 4.40 ) 
cr * ¿n 6 cr

Si por ejemplo entre ambas eliminamos la temper a t u r a  c r í ­

tica obtenemos la siguiente expresión para pcr en función de la c o n ­

centración de impurezas :
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(B +B ) 
' oo oo

Per 00 =

i  + _1 _
2 tn6

%
E +E oo 0(3

£n6
+ x(B +B ) ' oo oo

Zn6

1
2

( 4.41 )

op
- B

op
i  + 1

¿n 6
- x B

op
1 1

¿n6 2

Por otro lado eliminando x entre ( 4.39 ) y ( 4.40 ) se deduce vi­

na relación lineal entre la presión y temperatura críticas :

T - 1 .
'V

(B +B ) 
oo oo

1 1 -1- T3 (0) cr

ÍE -B 
op op

\

Bop

cr 2 - 6 ¿n6 2 +  I
£n6 2

E - 2B

J

- 92...

¿n 6
op

Per ( X )

i

► ( 4.42 )

Al ser el coeficiente de p__(x) negativo , y según ( 4.41 ) la pre-
G »

sión critica en las aleaciones aumenta con la concentración de los 

solutos trivalentes , el m odelo predice una d i sminución de la t e m ­

p eratura crítica de estas soluciones respecto del metal puro ; la 

dependencia de esta temperatura con la concentración de impurezas 

no es lineal como se calculó en el m odelo propuesto anteriormente 

(Alascio et a l . ,1973) aunque a bajas concentraciones , condición 

en la cual es válido el análisis que hemos realizado , no existen 

d i ferencias apreciables entre ambos casos . Sin embargo , es e v i ­

d ente que una expresión más real para la energía elástica que la 

q ue hemos usado conducirá a calcular mayores correcciones que las 

o btenidas en este trabajo . En la figura I V . 3 se m u e s t r a n  los d i a ­

g ramas de fase genéricos para Ce puro y para una aleación con un 

soluto trivalente cualquiera (lantánido) . Las c aracterísticas g e ­

nerales que se o b s ervan en la figura , es decir aumento de las p r e ­

siones de transición a temperatura constante o bien dismin u c i ó n  de 

la temperatura de transición a presión constante cuando aumenta la 

c o n centración del soluto en la aleación están en m u y  buen acuerdo 

cualitativo y cuantitativo con la información experimental que he-



F IGURA I V . 3 Diagrama de fases para aleaciones diluidas de 

lántánidos en base Ce . La línea punteada de ti.azo largo 

corresponde a aleaciones con elementos trivalentes ; la l í ­

nea de punto y raya es la línea de equilibrio para una a l e a ­

ción con un elemento divalente ( Eu o Yb ) . La c o n c e n t r a ­

ción del soluto (R) está indicada en porciento atómico .
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mos m encionado al respecto (Gschneidner et a l . ,1962, Miner et al. 

,1966) .

Cabe finalmente realizar en esta sección la c omparación 

entre los valores teóricos de las presiones de transición a t e m ­

peratura ambiente y los que han sido m e didos por el primer grupo 

de los autores m encionados precedentemente . Para ello es c o n v e ­

niente obtener una expresión que permita calcular la p r esión de 

transición en la aleación a temperatura ambiente en función de la 

concentración de impurezas . La m i s m a  se d eriva de ( 4.36 ) t e n i e n ­

do en cuenta la dependencia explícita de T (x=0) con la presión y 

d espejando esta variable en función de la c o n centración ; luego 

de unos simples pasos algebraicos resulta :
B + fe 
oo oo(296 - T (x=0,p=0) )ln6 + x

________ t Olb
( 4.41 )

op
B ( 1 + x ) 
op

Si bien esta relación no es lineal , a bajas concentraciones ( x

'j 0,2 ) la misma se reduce con buena aproximación a

1
P t (x)

- B
op op 

de donde deducimos

( 296 - Tt (0,0) )¿n6 + x

'v»
B +B 
oo oo

B
op

£n6 E - B 
op op

dpt

dx T-296K
( 4.42 )

que puede compararse satisfactoriamente con los resultados de 

Gschneidner et a l . (1962) ( cref. Fig.IV.l.b ) .

IV . 7 Aleaciones diluidas de lántánidos divalentes en Ce .

E n  la sección anterior hemos mencio n a d o  la posibilidad de 

un cambio de v a l encia en las impurezas de m a n e r a  más o menos c o n ­

junta con la transición electrónica que ocurre en la matriz de Ce. 

Es t e  fenómeno puede ocurrir con relativa facilidad según hemos se-
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ñaladc al estudiar las aleaciones anteriores , si la energía del 

Otra ni' Gl 4f no compensado en las impurezas está ubicada en las 

proximidades de la energía de Fermi en la aleación . Pero , un a- 

nálisis cuidad so de este problema al estar involucradas las dos 

variables n y n' , determina una solución exclusivamente numérica 

que exige considerable trabajo de computación ; obviamente la sim­

plicidad del m o d e l o  y la naturaleza de las aproximaciones r e a l i z a ­

das para derivar las relaciones básicas no justifican de ninguna 

forma tal tipo de solución * Por esta razón hemos preferido s u p o ­

ner que en ciertas impurezas - ... ser disueltas en la matriz de Ce 

son dos los electrones 4f cuya carga no resulta compensada por la 

carga nuclear . Tal hipótesis implica admitir que siendo A . < 0 r 

|A. | »  £ y |ü.| >> T j en tal condición la ecuación ( 4.32 ) da 

como solución n ’ ^ 1 para todo n salvo para el punto singular n -

0 . Pero como la transformación ocurre a temperatura distinta do 

cero con lo cual n / 0 , a nuestros propósitos admitimos n 1 = 1  
para tedas las temperaturas y presiones de interés „ En c o n s e c u e n ­

cia la ecuación ( 4,25 ) para n ( o su equivalente (4.33) ) se r e ­

duce simplemente a ?

F,. . - 2 B. - - 2 B r ~n + 'T z.. —r-¡~-- r— = 0 ( 4.43 )
Lef ler Car 6(1-n)

que es formalmente análoga a la ecuaciín autoconsistente para las 

aleaciones con solutos trivalentes ¿ en efecto , basta con rede- 

finir el término independiente ( E Ceir*- E Cef. - 2 ) .

El análisis que hemos realizado en la sección anterior 

es también estrictamente válido en este caso ; la temperatura de 

transicif;.. está determinada entonces por :

E- , - 2 B .  . - B_ . 
t 2+ __ Cef________ 1 ef Cef ( 4.44 ;.

t ¿n 6
y sustituyendo los parámetros por sus expresiones correspondientes

obtenemos : ^
3 +B B

T'-+'ix,p) = T (C,p) - 3x — ——  - 3x -2£. p ( 4.45 )
1 t In 6 £n6
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La variación de la temperatura de transición en función de la c o n ­

centración de iupurezas a una presión determinada está dada por 

la suma de los coeficientes del segundo y tercer término de la e x ­

presión anterior , y a p - C resulta :

dT I B + B
T-i , = - 0,03 -22----- 22. - 22 K / !Sat. ( 4.40 ¡
dx In 6

Considerando como en el caso anterior T (0,0) - 116 K , la t e m p e ­

ratura de transición promedio para las aleaciones ccn un 2 %at„ 

de impurezas divslentes ( Eu , Yb ) es :

t J+ (0,C2;0) = 72 K

Las experiencias de Gschneidner et al.(lS62) en este caso resultan 

claras en cuanto a una determinación cuantitativa de los v a ­

lores correspondientes „ Por tal razón , es mejor emplear a los 8" 
fectos de la comparación los resultados de Miner et al„(1966) q u i e ­

nes estimaron una v a r i ación de la temperatura de transición en fun­

ción cíe la concentración del orden de 20 K/%at« para Eu e Yb ; se 

ve claramente cue el acuerdo obtenido es bastante satisfactorio 

también en este caso , Mis aún , el error en exceso que se comete 

c on estos sistemas puede explicarse teniendo en cuenta que hemos 

representado a las impurezas considerándolas ir'z blandas" de lo 

que son en realidad ; a pesar que en ambas fases de Ce crean f u e r ­

tes campos de tensiones locales el m odelo describe peor el d e s a ­

juste de tamaño entre la impureza divalente y la fase u que entre 

tal impureza y la fase y , con lo cual se considera una e s t a b i l i ­

zación adicional de esta fase respecto d- la primera en el siste­

ma aleado e

Miner et a l e (1966) propusieron la posibilidad que Eu c o ­

mo impureza en Ce adoptase una configuración divalente en la fase 

y j mientras que si la matriz fuese la faue a dicho elemento S 2 
disuelve cono impureza trivalente „ Queremos discutir a continua - 

ción dem:ro del .esquema del modelo que hemos propuesto u n  m e c a n i s ­
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m o  cualitativo para la ocurrencia de tal comportamiento . S u p o n ­

gamos que los estados localizados en los átomos de Eu están situa­

dos a una cierta energía por debajo del nivel de Fermi de la a l e a ­

ción cuando el sistema está a temperatura ambiente , de tal forma 

que al enfriar el sólido y transformar a la fase o queden ubicados 

a lo sumo una décima de eV por debajo de aquel nivel . Al crearse 

alrededor de la impureza un fuerte campo de tensiones por el d e s a ­

juste de tamaño relativo , la energía asociada al mismo puede ser 

suficientemente grande como para producir la transferencia del e- 

lectrón localizado en promedio en las impurezas ocasionando de tal 

forma una drástica reducción de la energía elástica debida a las 

tensiones internas mencio n a d a s  . Calentando nuevamente el sistema 

, las impurezas en estado trivalente deter m i n a r á n  una temperatura 

de transición propia de las aleaciones con solutos trivalentes c o ­

m o  hemos discutido en la sección anterior , transformándose luego 

las impurezas al estado divalente por efecto de la temperatura c r e ­

ciente . Sin embargo , no podemos intuir de manera simple como de 

be ser la interacción electrón-red cristalina para producir tal a- 

simetría en el m e c a nismo de transformación . Por otra parte , un 

tactor importante que no hemos considerado en este m o m e n t o  es las 

degeneraciones del estado fundamental y de los excitados en las 

impurezas que por su posición en energía y separación relativa p u e ­

d an estar involucrados en la transición de fases . O b v i a m e n t e  r e ­

sultaría m u y  interesante repetir las experiencias realizadas v a ­

r i ando el tiempo de m e d i c i ó n  en los ciclos de calent a m i e n t o  y e n ­

friamiento a efectos de detectar los procesos de relaja c i ó n  de la 

energía elástica , como asimismo intentar las mediciones de d e n s i ­

dades de estados en estas aleaciones tanto en la fase y c o m o  en la 

a a fin de determinar la p o s ición relativa de los e s tados f en las 

impurezas respecto de los estados localizados c o r r e s p o n d i e n t e s  a 

la m atriz de Ce .

F inalmente , aunque no debe ser considerado m u y  s e r i a ­

m e n t e  , analizaremos la v a r i ación del punto crítico en e s t a s  s o ­

luciones sólidas respecto del punto crítico del m e t a l  p u r o  . Me-
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diante el mismo procedimiento empleado con las aleaciones t r i v a ­

lentes , se obtiene una relación lineal entre la temperatura y p r e ­

sión críticas para una cierta concentración que es :

,2 + 
cr í ,

1
oo oo

3 1
Tñ 6 “ 2 \ ^

+ P (0) rcr

E - B op op
T ñ l-------

B 'í 
op I _ 

2 j

op
- 4B

op

tn 6 c r
1

(x) j ( 4.47 )

En la figura I V . 3 se ha indicado esquemáticamente el corrimiento 

que se produce en una aleación con soluto divalente al 5 %at. ; 

veir.os que para una misma dismin u c i ó n  en la temperatura crítica 

que en las aleaciones trivalentes , en este caso se n e c e sitan p r e ­

siones algo m a y ores .

IV. 8 Aleaciones diluidas de Th en Ce «.

El caso de un soluto cuadrivalente en una matriz de Ce 

como solvente sólido , puede estudiarse en líneas generales del 

m i s m o  modo que se ha empleado para analizar las aleaciones d i l u i ­

das de lantánidos en Ce . De Io j  pc;:iblfcs solutos cuadrivalentes 

( Zr , Hf / Th ) solamente torio presenta una buena solubilidad en 

aquel elemento , con el cual forma soluciones sólidas en todo el 

intervalo de concentraciones posible ( Pearson , 1953) . Este h e ­

cho es por una parte una buena evidencia para justificar la h i p ó ­

tesis empleada en el tercer capitulo para describir la energía e- 

lástica en Ce puro cuadrivalente „ Por otro lado contribuye a la 

justificación de admitir ciertas similaridades en las propiedades 

físicas de los lantánidos y actínidos que estén directamente v i n ­

culadas con los estados de m o mento orbital 1 = 3  (4f,5f) .

En T h  m e t á l i c o  , los estados 5f son esencialmente de c a ­

rácter itinerante según los resultados de recientes m ediciones de 

reflectividad óptica en este elemento ( Veal et a l 0/1973 ) , y la 

banda correspondiente está situada alrededor de 1 a 5 eV sobre la
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energía de Fermi del metal . Por otra parte , estos estados al so­

laparse bastante con los orbitales 7s y 6d de los primeros v e cinos 

, en el caso de impurezas p ueden hibridizarse bastante fácilmente 

con los estados de conducción de la matriz (6s,5d) contribuyendo 

a la estructura de bandas en la aleación , lo cual nos permite su­

poner que en este caso los estados f localizados de las impurezas 

están situados en energías c o nsiderablemente superiores a la e n e r ­

gía de Fermi del sistema y entonces considerar el límite A ' -*■ ® . 

Teniendo en cuenta además que en este caso z = 4 es la valencia 

del soluto , la ecuación autoconsistente para n se reduce a :

0 = E - - 2 B f (l-x) n + T ¿n— ------- ( 4.48 )
er er 6(1 - n)

de donde la temperatura de transición queda determinada de la e x ­

p r esión precedente con sólo fijar n = 1/2 , y por lo tanto :

t

de donde

£n 6 ¿ n6

dT B _ 
__ t. _ ef

dx o a¿n 6
> 0 ( 4.50 )

es decir que las temperaturas de transición en estas a l e a c i o n e s  

son superiores a la del metal puro ( p = cte ) aumentando en f o r ­

m a  lineal con la concentración de impurezas . Con el valor n u m é r i ­

co que se ha calculado para B obtenemos dT /dx » 7,5 K/%afc.

Los experimentos realizados por Gschneidner et a l . (1962) 

indican un fuerte efecto de histéresis en las mediciones ( crefi. 

Figuras IV.£.a-b ) por lo cual la comparación cuantitativa d i r e c ­

ta entre los valores teóricos que hemos calculado en esta sección 

y los resultados experimentales carece un poco de sentido . Sin 

embargo , si consideramos como temperatura de transición para e s ­

tas aleaciones el promedio T^ (y-»-ct) + T (a+y)

2
es posible decir que la tendencia general para estos sistemas es
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un ligero aumento de la m i s m a  en forma proporcional a la c o n c e n ­

tración de impurezas y la pendiente que se puede estimar está a l ­

rededor de 1 a 2 K/%at. que es bastante menor que el valor que h e ­

m o s  calculado . Esta d i s crepancia considerable que se observa en 

este caso , p uede también ser explicada al menos cualitativamente 

como en los casos anteriores . Efectivamente , debemos recordar 

que para incluir la energía elástica para estas aleaciones c o n s i ­

deramos una equivalencia completa entre T h  y Ce a , es decir t a n ­

to desde el punto de vista electrónico como en lo referente al 

factor tamaño relativo . En realidad la situación es bastante d i s ­

tinta de lo que hemos supuesto ? si bien la diferencia de valencia 

entre Ce oí y T h  es prácticamente despreciable , lo cual favorece 

e nergéticamente desde el punto de vista electrónico la e s t a b i l i z a ­

ción de esta fase respecto de la y , el tamaño del átomo de es 

tá bastante más próximo al de la fase y que &1 de la a , que d e s ­

de el punto de vista elástico favorece al diluir impurezas de Th 

en la matriz de Ce la estabilización de la primer fase sobre la 

otra . A p a r entemente , las medici o n e s  de constantes de red c r i s t a ­

lina en aleaciones "íe, Th para 0 <_ x £  1 realizadas por Waber
X —X X 1 1

et a l . (1964) parecen corroborar este análisis ( cref. FiguraIV.4 ) 

Según estos autores , las desviaciones observadas entre los v a l o ­

res experimentales y los teóricos correspondientes a una ley de 

Ve g a r d  , pueden explicarse bastante satisfactoriamente m e d i a n t e  

el m o d e l o  de esfera elástica de Friedel (1957) para las a l e a c i o ­

nes en fase a , mientras que en las aleaciones en fase y sin e m ­

bargo , los resultados de cálculos realizados exclusivamente en 

a teoría do elasticidad son insuficientes para una e x p l i c a ­

ción adecuada de los datos , sugiriendo la necesidad de tener en 

cuenta en tal caso los efectos de valencia relativa entre soluto 

y solvente .

En concomitancia con lo anterior es c onveniente prestar 

cierta atención a las medici o n e s  de parámetros de red q u e  N orman 

et al. (1967) realizaron en aleaciones Ce. T h  y Ce (Th Q(. Zr )
1 ~ X  X  1 "*X oü4 X

La comparación entre las temperaturas de transición de ambos sis­

temas para una m isma concentración de impurezas , p e r m i t e  d e t e r ­
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mi n a r  que la pendiente d T t/dx es mayor en el último de los dos 

sistemas mencio n a d o s  . Esta varia c i ó n  se puede explicar c u a l i t a t i ­

vamente bien con el m odelo que hemos propuesto ; en efecto , al 

ser Zr de m e n o r  tamaño que Th la dismin u c i ó n  que se ocasiona en 

el radio metálico medio de la aleación cuando se sustituye una 

cierta cantidad de átomos de Th por Zr , tiende a disminuir la e- 

nergía de tensiones internas en la fase a , y aumentandola en c a m ­

bio en la fase y con lo cual se contribuye a aumentar la i n e s t a ­

bi lidad de esta fase respecto de la anterior „

Debido a las discrepancias cuantitativas entre los r e ­

sultados teóricos y los valores experimentales para estas a l e a c i o ­

nes , creemos que no resulta conveniente calcular la relación de 

dependencia entre la temperatura y presión críticas como lo h i c i ­

mos en los casos anteriores . Sin embargo , conviene m e n c i o n a r  que 

la estimación realizada previamente con el modelo sin considerar 

la energía elástica ( Alascio et a l . , 1973 ) está en acuerdo c u a l i ­

tativo con los resultados experimentales ( Gschneidner et a l . , 1962) 

que si bien no dan valores m u y  precisos , permiten determinar la 

tendencia general , es decir las temperaturas y presiones críticas 

son menores a m e d i d a  que se aumenta la concentración de Th . A s i ­

mi s m o  , es posible estimar que concentraciones de Th m e n o r e s  que 

x ^ 38 %at. permiten la existencia de transiciones de fase de p r i ­

m e r  o rden con temperatura o presión en tales aleaciones . El valor 

que se ha indicado corresponde a la concentración m á x i m a  para que 

una aleación a presión ambiente tenga este tipo de transición de 

fases o Es interesante acotar que Gschneidn-r y colaboradores 

(1962) estimaron por extrapolación de medic i o n e s  realizadas con a- 

leaciones con diferentes concentraciones a tal presión , un valor 

del orden del 46 %at. de T h  a fin de que las transiciones de p r i ­

me r  orden desapa r e c i e s e n  de las aleaciones . Esta estima c i ó n  es c o ­

herente ccn las medic i o n e s  de constantes de red para todo el i n t e r ­

valo de solubilidad a tres temperaturas diferentes , realizadas 

por Waber et a l o (1964)( c r e f . Figura IV.4 ) .



C o n c e n t r a c i ó n  de Th en porcen 

taje a t ó m i c o  (x)

F IGURA I V . 4 Constante de red cristalina para aleaciones

Ce, Th en todo el intervalo de solubilidad en estado só- 
x x

iido ( 0 < x < 1 ) ( Waber et al. ,1964 ) .
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I V , 9 Aleaciones diluidas de Fu en Ce .

Debido al éxito obtenido , al menos c ualitativamente , 

en  la e x plicación de las características generales del efecto de 

impurezas de lantánidos y T h  sobre la transición a-y en Ce , s enti­

m o s  la tenta c i ó n  de utilizar el m o d e l o  para las aleaciones C e ^ _ x

P u x •
P l u tonio como soluto en Ce t presenta un grado de solu­

bilidad c o n siderable ( x ^ 2 0  %at„) . Gschneidner et a l , (1962)
max

m i d i e r o n  tanto la varia c i ó n  de la temperatura de transición a pre 

sión ambiente ( cref. F i g0IV„2.a ) , como la v a r i ación de la p r e ­

sión de transición a temperatura ambiente ( cref. F i g0I”o20b ). 

Estos experimentos permitieron determinar que el efecto o c a s i o n a ­

do sobre la transición a-y r es del m i s m o  sentido que el produci- 

do por T h  pero netamente m á s  definido , Asimismo , fue p o sible d e ­

ducir que el v o l u m e n  de transformación para estas aleaciones se 

comporta de acuerdo con el calculado m e d iante la hipótesis de sim­

ple dilución ( ley de V e gard ) .

Para poder emplear el esquema que hemos desarrollado en

este capítulo en el estudio de las aleaciones Ce, Pu es necesa-1 -x x
rio tener en cuenta tres detalles importantes t a saber :

a) la valencia de Pu cuando se disuelve en Ce es aproximadamente

5 ( Gschneidner et a l 0 ,1962 ) .

b) el radio metál i c o  de Pu es bastante semejante cil de la fase t*
O

mo d e l o  para Ce ; ^ 1,672 A

c) suponer que los niveles 5f de Pu , cuando disolvemos este e l e ­

m e n t o  en la matriz de Ce , están situados bastante por encima de 

la energía de Fermi del sistema .

Si consideramos que en este caso son válidas asimismo las a p r o x i ­

maciones que hemos realizado en los casos anteriores , resulta e- 

vidente que la única diferencia formal que hay ahora con respecto 

al modelo para las aleaciones con T h  está en la energía e l e c t r ó ­

nica pues en el caso presente la valencia relativa del soluto es 

+1 . De esta forma , considerando que la diferencia en energía
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e lectrónica de estas aleaciones para una determinada c o n centración 

de impurezas con respecto al metal puro es igual en m a g n i t u d  pero 

de signo contrario a la de las aleaciones con lántánidos t r i valen­

tes a la m i s m a  concentración , no es difícil verificar que la e c u a ­

ción autoconsistente para n es ahora :

E , + 2 x B - 2 B r ,n + T i n ----------  = 0 ( 4.51 )
ef oo Cef 6(1_n)

Utilizando el m i s m o  procedimiento que en las secciones precedentes 

obtenemos :
dT.

dx

& + 3B
oo o o _  K 3 ^6 K/%at> ( 4 s52 )

p=0 t n 6

que debe ser comparado con 6 K/%at. que es la v a r i a c i ó n  promedio 

que uno puede estimar de los resultados de los experimentos de 

Gschneidner et al„(1962) en calentamiento y enfriamiento ( cref. 

Fig.IV.2.a ) ; el acuerdo es bastante satisfactorio .

La v a r i a c i ó n  de la presión de transición a temperatura 

ambiente en función de la c o n centración de impurezas de Pu puede 

calcularse m e d i a n t e  la siguiente expresión :

d p t
asr

$ + 3B
——------ 2 ° - * -  0,14 k b a r / % a t . ( 4.53 )

T= 296 K E - B
op op

que tenemos que comparar con - 0,25 kbar/%at. , ^alor promedio e s ­

timado en base a los resultados de las medici o n e s  de los autores 

ya m encionados ( cref„ Fig.IV . 2 . b  )

En  síntesis , se concluye que el m o d e l o  también permite 

explicar satisfactoriamente el comportamiento de estas aleaciones 

en cuanto a la transición de fases respecto del sistema puro .

IV . 10 P osibilidad de la existencia de una transición m a g n é t i c a  en

aleaciones en base Ce .

En las secciones I V . 6 y 7 hemos mostrado que los lantS-
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nidos como impurezas en Ce producen una disminución de la t e m p e r a ­

tura de transi c i ó n  de fases a-y ; particularmente si el soluto es­

tá en una c o n figuración divalente el efecto ocasionado a u n a  m i s ­

m a  concen t r a c i ó n  resulta m á s  pronunciado .

E n  base a las comparaciones satisfactorias con la infor­

m a c i ó n  experimental existente al respecto , podemos concluir que 

el factor tamaño y valencia relativa de las impurezas r e s pecto de 

la m atriz son los principales causantes del efecto que se observa 

en la transición de fases ; estos factores son cooperativos en el 

caso de los lantánidos y competitivos para T h  y  Pu .

E n  el caso de los solutos divalentes , es interesante 

notar que al existir aparentemente una relación lineal entre la 

temperatura de transición en la aleación y la conce n t r a c i ó n  de im­

purezas , la extrapolación directa permite estimar que para x 'v/

6 %at. la temperatura de transición resulta a proximadamente nula . 

En tal situación , es razonable pensar que las interacciones m a g ­

néticas entre los m o m entos localizados pueden resultar importantes

, es decir por ejemplo que la energía de intercambio entre los m o -
3+

m e n t o s  localizados en los iones Ce sea comparable con la energía 

electrónica que contribuye a producir la transición a-y . Por o- 

tro lado , como la interacción m a g n é t i c a  tiende a orientar los m o ­

me n t o s  magnét i c o s  según cierta dirección se puede producir a esas 

temperaturas una dismin u c i ó n  de la entropía de la fase y , con lo 

cual el equilibrio de fases puede resultar c o n siderablemente m o d i ­

ficado y consecuentemente la línea p-T que determina la transición 

de una fase a otra

Es el interés de esta sección por lo tanto , discutir 

de la m a n e r a  m á s  sencilla posible y dentro del esquema en que h e ­

mos desarrollado la teoría ,el efecto de las interacciones m a g n é t i ­

cas entre-momentos localizados sobre el diagrama de equilibrio 

de fases a bajas temperaturas . Es interesante notar al respecto 

que Rice y M c W h a n  (1970) señalaron la posible equivalencia entre 

la transición a-y en Ce m e t á l i c o  y  la transición metal - a i s l a n t e  

que ocurre a altas temperaturas en el sequióxido de v a n adio ¿lepa­

do con cromo (V._ Cr ) -O , teniendo en cuenta que la única di-
X “ X  X  j
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ferencia esencial es que en este último sistema se p r o duce al o- 

currir la transición de fases una localización de todos los e l e c ­

trones de conducción ( metal -*■ aislante ) mientras que en el caso 

del Ce , solamente un electrón de los casi cuatro que hay en p r o ­

m e d i o  en la banda de c onducción por átomo se transfiere a u n  e s t a ­

do 4f localizado cuando el sistema se transforma de la fase a a 

la y • Es interesante notar que desde el punto de vista teórico 

dicha equivalencia está implícita en el esquema empleado por R a m í ­

rez y F a l icov (1971) si se acepta como v álido el m o d e l o  propuesto 

por Alascio et a l . (1972) para la transición m e t a l - a i s l a n t e  en el 

V 2®3 puro y ¿opado con Cr m e d i a n t e  una extensión del m o d e l o  de F a ­
licov y Kimball (1969) e

A  bajas temperaturas , el (V Cr ) 00- experimenta una
i. “ X  X  fc j

segunda transición de la fase m e t á l i c a  a una fase a ntiferromagné- 

tica aislante . Recientemente , a efectos de explicar este compor- 

tamiento notable , Alascio et a l . (1972) y F a l icov et a l . (1972) 

p ropusieron independientemente sendos m o delos con c aracterísticas 

semejantes m e d i a n t e  los cuales el ordenamiento magnético por d e ­

bajo de la temperatura de Néel resulta naturalmente como una c o n ­

secuencia del comportamiento termodinámico del sistema si la fase 

m e t álica tiene una entropía suficientemente grande .

Sin embargo , en Ce puro no es posible observar tal c o m ­

portamiento a bajas temperaturas pues la fase paramagnética (y) en 

la cual las interacciones entre m o m entos localizados p ueden c o n d u ­

cir a orden m a g n é t i c o  , es estable a presión ambiente solamente 

por encima de los 100 K según hemos ya indicado en capítulos a n t e ­

riores . Tal temperatura es la cota m ínima para la t ransición de 

fases y debe ser bastante m a y o r  que la temperatura a la cual el o r ­

denamiento pudiera ocurrir § .

Para poder considerar el efecto de las interacciones m a g ­

néticas en las aleaciones , solamente necesitamos extender el m o ­

delo propuesto en el presente capítulo incluyendo una energía li-

§ Es razonable pensar que la temperatura de ordenamiento m a g n é t i ­
co para la fase y debe ser del mismo orden que la temperatura de 
Néel de la fase 3 que es isovalente , o sea *v» 10-20 K .
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bre m a g n é t i c a  v ariacional en la aproximación de campo m e d i o  m o l e ­

cular (aproximación de Weiss) a fin de ser coherentes con las a- 

proximaciones que hemos empleado para calcular todas las otras in­

teracciones .

Consideremos entonces como paso inicial previo al a n á l i ­

sis de este aspecto del problema al sistema puro en la fase y ,

de tal forma que es lícito admitir que el cristal está constituí-
3+

do por u n  conjunto de iones Ce , teniendo cada uno de ellos un 

mo mento m a g n é t i c o  y = / con J = 5/2 . A d m i t i e n d o  que la in­

teracción entre estos m o m e n t o s  localizados es tal que puede p r o d u ­

cir u n  o r d e n  antiferromagnético ( Gongalves da S ilva y F a l icov , 

1972 ) la energía interna por ión de índole m a g n é t i c a  en la a p r o ­

xi m a c i ó n  de Weiss ( Smart ,1966, M attis ,1965 ) se expresa m e d i a n ­

te :

E = - -5---- y3.-"i' T® E2 ( 4.54 )
mag 2 J + 1 N

donde T® es la temperatura de Néel del sistema y z la m a g n e t i z a -
M

ción relativa de cada subred ( E = —----— ) .
N y „ g J

Al realizar la aproxi m a c i ó n  d£ campo efectivo , el h a m i l ­

toniano para un sistema de espines interactuantes se r e d u c e  al de 

u n  sistema de espines independientes entre sí y en i n t e r a c c i ó n  con 

un campo m a g n é t i c o  externo en el cual está incluida en v a l o r  m e d i o  

la m a g n e t i z a c i ó n  inducida en el sistema a causa de la i n t e r a c c i ó n  

e ntre espines . De esta forma la entropía del conjunto de espines 

es el resultado de la adición de las entropías m a g n é t i c a s  p ó r  á t o ­

m o  • A  los efectos de considerar c u antitativamente esta c o n t r i b u ­

ción a la energía libre , consideremos que la ecuación a u t o c o n s i s -  

tente que d e t e rmina la m a g n e t i z a c i ó n  para un J cualquiera en el 

caso bajo análisis ( Smart , 1966) es :

E = B
J

3 J E

J + 1 e
( 4.55 )

d onde 0 = t / tn es temP eratura reducida y ®j(x) es la función 

de B r i l l o u i n  de índice J d e terminada explícitamente por :
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8j( x) = 2J + 1

2J
coth

2J + 1 

2J
x 1  4- U  X----  coth -—

2J 2J
( 4.56 )

Conoci e n d o  la energía interna magnética por átomo del 

cristal podemos calcular fácilmente el calor específico adicional 

debido a la m a g n e t i z a c i ó n  del sistema que con campo externo nulo 

resulta :

9 E
c = 
v

P a 9 - _ 3 J

J + l
T E az
n aT

< 4.57 )

Al existir una correspondencia biunívoca entre la m a g n e t i z a c i ó n  

I y la temperatura T , el cambio de entropía que se ocasi o n a  por 

m a g n e t i z a c i ó n  está expresado por :

rT „

S(T) - S(T ) =N dT
T T 
N

3 J 

J + l

S(z) - S( 0) =

Z 1 dz ' ( 4.58 )

d onde en la integración sobre z 1 podemos eliminar la d ependencia 

con la temperatura invirtiendo la ( 4.55 ) y sustituyendo en el 

integrando del último m i e m b r o  con lo cual resulta § :

5 (Z) S ( 0 )  =  - 8" 1 (Z ' ) dz 1 ( 4.59 )

Siendo S(0) = Zn{ 2J+1 ) , pues hay 2J + 1 estados disponibles 

para cada espín cuando el sistema está d esordenado , la expresión 

anterior queda simplemente :

S (z ) = ln( 2J+1 ) - B" 1 (z ') dz ' ( 4.60 )

o

§ Es fácil verificar que esta expresión determina c o r r ectamente 
la entropía magné t i c a  de un sistema de espines en i nteracción .



En la expresión precedente , el primer término es el que ya hemos 

considerado en la energía libre electrónica cuando la o c u p a c i ó n  

de los estados localizados (n) es igual a 1 . Si consideramos que 

en general el sistema tiene una "probabilidad" n de estar en tal 

c o n f iguración cuando los estados 4f no están completamente o c u p a ­

dos , la energía interna según ( 4.34 ) debe ser m u l t i p l i c a d a  por 

n , pues evidentemente la m a g n e t i z a c i ó n  de cada subred c o n t r i b u ­

ye con u n  factor n . De la m i s m a  m a n e r a  , la entropía m a g n ética 

por ión de la red , resulta expresada por s

E

n S(E) - S (0) = - n S j 1 (E') dE' ( 4.61 )

o

Podemos suponer que al introducir impurezas en el cristal las in­

teracciones magné t i c a s  entre los iones de Ce no se m o d i f i c a n  apre- 

ciablemente , lo cual es plausible al m e n o s  si x << 1 . De tal for­

ma , despreciando las interacciones m agnéticas entre m o m e n t o s  l o ­

calizados en las impurezas y entre tales momentos y los de los io­

nes de la m a triz , podemos aproximar la energía interna m a g n é t i c a  

en la aleación m e d i a n t e  %

E = — 3_J—  t° ( n E  ) 2 ( 4.62 )
mag 2 J + 1 N

E n  la expresión anterior el factor (1-x) aparece porque la m a g n e ­

tización reducida de la subred con la cual está interactuando e- 

fectivamente un espín de la otra subred se reduce en un factor 

(1 -x) aproximadamente , cuando ponemos impurezas en el sistema ,

mientras que la probabilidad de encontrar un espín localizado de
3+

bido a un ión Ce en cualquiera de ambas subredes es (1-x) . Ob 

v i a mente la entropía m a g n é t i c a  en la aleación estará expresada 

simplemente por la expresión que resulta de m ultiplicar el m i e m ­

bro derecho de ( 4.61 ) por (1-x) . Teniendo en cuenta ambas e x ­

p resiones , la energía libre m a g n ética variacional en la aleación 

resulta ;
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que debe sumarse a ( 4.22 ) . S i  desarrollamos la parte elástica 

a segundo o r d e n  en n de la m i s m a  m a n e r a  como hemos p r o c e d i d o  para 

la o b t e n c i ó n  del diagrama de fases sin tener en cuenta las i n t e r ­

acciones m a g n é t i c a s  obtenemos la energía libre d,e Gibss para la 

aleación expresada en función de la presión , de la o c u p a c i ó n  de 

los estados localizados y de la m a g n e t i z a c i ó n  reducida debida a 

las interacciones magnét i c a s  entre espines , luego de haber e l i m i ­

nado el v o l u m e n  m e d i a n t e  la ecuación de estado . E n  este caso , la 

configuración estable del sistema estará determinada por los v a l o ­

res de equilibrio de n y i que m i n i m i z a n  la energía libre a cada 

presión y temperatura . Ello implica resolver las ecuaciones va- 

riacionales

|G(n,z) . o l ¿ ( n ,i) _ 0 ( 4í64 j
3n 3E

Usando ( 4.22 ) y ( 4.63 ) obtenemos :

l - B'J
n

J + 1
( 4.65 )

* - 2 B t , - 2 B'n + T ¡Ln.- 
Cef íer

= 0
6 (1-n)

( 4.66 )

donde

B i _
B r + Ce

2J + 1

3 J

J + 1 

exp

(1-x)

H
( 4.67 )

( 4.68 )

Clara m e n t e  se observa que q representa la degeneración efectiva 

de los niveles localizados a m edida que el sistema se va o r d e n a n ­

do magnét i c a m e n t e  con la consiguiente d isminución de la entropía , 

La presencia de la v a r iable n en el argumento de la función de 

B rillouin en el segundo m i e m b r o  de ( 4.65 ) representa la r e d u c ­

ción efectiva que ocurre en el campo m a g n ético molec u l a r  , por e- 

fecto d e  la desocu p a c i ó n  paulatina de los estados 4f en los iones
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de Ce . A s i m i s m o  , por simple inspección del coeficiente B' , el 

cual aumenta su valor efectivo a causa de las interacciones m a g ­

néticas y  teniendo en cuenta la considerable disminución en e n t r o ­

pía que se puede lograr al ordenar los m o m entos localizados en Xa 

fase Y , podemos anticipar una estabilización importante de dicha 

fase con la posibilidad de llegar a ser energéticamente m á s  f a v o ­

rable que la a a bajas temperaturas . Un análisis semejante de tal 

problema fue realizado por A l ascio et al. (1972,1973) , aunque sin 

embargo estos investigadores no consideraron la parte elástica de 

la energía , según ya señalamos anteriormente .

Para poder determinar los límites de estabilidad de a m ­

bas fases al incluir en el análisis del diagrama de fases la e n e r ­

gía de interacción m a g n ética , es conveniente comenzar con el t r a ­

tamiento analítico a T = 0 . E n  tal condición la energía libre se 

reduce a la energía interna que es :

E = ( E Cef - 2 B , e f )n - B C e f n 2 - T N (nE)2 ( 4 . 6 9 ) *

El estado fundamental del sistema está determinado por el mínimo 

de la energía interna respecto de n y z . Mediante simple o b s e r v a ­

ción de la expresión precedente , se deduce que el m i s m o  está d e ­

terminado por las siguientes condiciones ;

Z = 1

I" 0 si E 1 - B' > 0

n =1(.1 Si E' - B* < 0

donde E' * E_ _ - 2 B. ,
Cef ief

A  temperatura nula entonces se puede producir una t r a n s i ­

ción cuando E' = B* , condición que al emplear las expresiones e x ­

plícitas para estos parámetros nos permite deducir la siguiente 

r e l ación entre la presión de transición a T =: 0 y los parámetros 

d efinidos anteriormente :

* T n = TJ(l-x)
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(B + fe ) (l+3x) + ———  T.. - (E + t )
OO OO n/T^-ix N OO OO

p°(x) = . ---------- 2 J 2 Ü --------------------- ( 4.70 )

Eop - Bop < 1 + 331 >

Por otra parte , la ecuación ( 4.45 ) permite estimar que si no 

consideramos las interacciones magnéticas , una aleación con una 

concentración de impurezas divalentes x * 5,3 %at. tendrá una tem­

peratura de transición aproximadamente nula a presión ambiente , 

y por lo tanto la línea de transición de fases está determinada

. E - 1,16 B
T ? + (5,3;0) ar ----------------2E_ p ( 4.71 )
* ín 6 *

C onsiderando a continuación una temperatura de Néel hipotética p a ­

ra la fase y del orden de 10 K , de ( 4.7 0 ) y la expresión p r e c e ­

dente obtenemos que la presión de transición de la fase m a g n é t i c a ­

m e n t e  ordenada (y) a la fase a a T = 0 es p° = 0,34 kbar , m i e n -
m

tras que a la temperatura de Néel del sistema T = 9,4 K resulta
N

p a 0,37 kbar .N
Para determinar la línea de equilibrio entre la fase y M O  

y la a por debajo de la temperatura de Néel , es necesario r e s o l ­

ver numéricamente el sistema de ecuaciones ( 4.65 )-.66 ) autocon- 

sistentemente . Los resultados obtenidos han sido graficados en 

la Figura I V . 5 . Dicho diagrama nos m u estra la posibilidad de e- 

xistencia de una transición de la fase y M O  a la a mediante a p l i c a ­

ción de presión sobre el sólido , aunque sin embargo es necesario 

comentar posteriormente los resultados de este análisis y los d i ­

versos aspectos del problema que permit i e r o n  la obtención de los 

mismos . Por ejemplo , el hecho que con temperatura creciente c u a n ­

do p° < p < p„, se pueda transformar el sistema de la fase a a la 
m N

fase y M O  es una consecuencia directa de haber despreciado la e n ­

tropía que pueda tener la primera de las dos fases nombradas . Tal 

resultado quedaría sustancialmente m odificado si c o n s iderásemos en 

el m o d e l o  la entropía magnética de las impurezas que necesa r i a m e n t e  

debe ser mayor en la fase a que en la y , conclusión o b v i a  al te-
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F IGURA I V . 5 Sector de bajas temperaturas del diagrama de 

fases de una aleación diluida de un lantánido divalente 

(p.ej.Yb) en Ce metálico . y MO indica la fase m a g n é t i c a ­

mente ordenada ; las concentraciones del soluto están i n ­

dicadas en porcentaje atómico .
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ner en cuenta que las m ismas tendrán m a y o r  desorden m a g n é t i c o  en 

la primera de las fases nombradas .

Otro efecto que puede alterar el equilibrio relativo de 

las fases a bajas temperaturas es la hibridización entre las f u n ­

ciones de onda 4f y las funciones de Wannier de la banda de c o n ­

d u cción ( Coqblin y Blandin ,1968, Ramírez y Falicov ,1971, Alas- 

cio et a l . , 1973 ) ; al no tener valencia entera , la fase a tiene 

entropía no nula a bajas temperaturas y puede ocurrir que la m i s ­

m a  aumente más rápidamente que la de la fase yMO al aumentar T . 

A mbos efectos que hemos mencionado c ontribuyen a producir una p e n ­

diente negativa en la línea de separación de fases a T = 0 .

Puede ser también coadyuvante con lo anterior , el efecto 

del campo cristalino sobre los seis estados 4f que c o n f orman el 

sextuplete con m o m ento angular total J = 5/2 . Si el d e s d o b l a m i e n ­

to en un doblete y un cuadruplete que ocurre en este m u l t i p l e t e  

en un campo con simetría cúbica ( ver p.ej. referencias en Cornut 

y Coqblin ,1972 ) es a lo sumo del orden de algunas decenas de g r a ­

dos Kelvin , el sistema ordenado m a g n éticamente , a bajas t e m p e r a ­

turas tendrá un menor alimento de entropía al aumentar la t e m p e r a ­

tura comparado con el caso en que no se ha considerado el campo 

cristalino , tanto cea el doblete o el cuadruplete el estado fun­

damental del sistema .

El efecto del campo cristalino por otra parte , a t empe­

raturas comparables con el valor del desdoblamiento producido en 

los seis niveles degenerados , tiene que manife s t a r s e  por un a u m e n ­

to progresivo de la pendiente de la línea p-T de equilibrio de fa­

ses , pudiendo resultar una m o d i f i c a c i ó n  considerable del d i a g r a ­

m a  que hemos analizado en los párrafos p r ecedentes en el entorno 

de la temperatura de Néel del sistema . Sin embargo , al no existir 

ningún tipo de información experimental relacionada con este e f e c ­

to , creemos poco conveniente efectuar una evaluación cuantitativa 

del mismo en el esquema del m odelo propuesto , evaluación que por 

otra parte sería m u y  criticable debido a la índole de las a p r o x i ­

maciones que hemos realizado a lo largo de este trabajo . A d i c i o ­

n almente hay una razón física que consideramos bastante poderosa
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como para justificar el hecho de no considerar este aspecto del 

problema : al ser los efectos de histéresis , tanto en el metal 

puro como en las aleaciones diluidas , del mismo o rden de m a g n i ­

tud o aún m a y o r e s  que el posible desdoblamiento de niveles l o c a ­

lizados a causa del campo cristalino , es de esperar que todos 

los efectos ocasionados por dicho campo queden completamente e n ­

m ascarados .

Otra interacción que puede ser importante a bajas t e m p e ­

raturas y que nc ha sido considerada en el modelo , es el a c o p l a ­

m iento magnetoelástico en la fase paramagnética (y) . Tal inter­

acción podría conducir a obtener cambios estructurales de primer 

o rden al ocurrir la transición a la fase m a g n é ticamente ordenada 

según comentaran Falicov et al. (1972) , y por lo tanto p o drían 

surgir m o d i f icaciones importantes en la conformación del diagrama 

de fases .

Una densidad de estados para la banda de conducción más 

realista , aparte de la considerable complejidad que introduciría 

en el tratamiento analítico , podría también ocasionar m o d i f i c a c i o ­

nes en la zona de bajas temperaturas del diagrama de fases para 

las aleaciones . Efectivamente , los recientes cálculos de e struc­

tura d e  bandas ( M u k h o p a d h y a y  ,1972 ) ( cref. Figs. III. 1-2 ) y 

las m ediciones recientes de la densidad de estados m e d i a n t e  foto- 

emisión de rayos X ( Baer y B usch ,1974 ) indican un considerable 

carácter d de los electrones de conducción próximos al nivel de 

Fermi en la fase y , lo cual puede contribuir a inducir una p e n ­

diente positiva al comienzo a T = 0 en la línea p-T que limita 

a bajas temperaturas el equilibrio relativo de las fases yMO y a .

Finalmente , como último comentario de este capítulo c o n ­

v iene destacar que la coexistencia de la fase con la y no debe 

o casionar impedimentos significativos para la determinación e x p e ­

rimental del tipo de transición que hemos discutido en esta sec­

ción . Tal conclusión resulta al considerar que los solutos diva- 

lentes , según indicaran Gschneidner et a l . (1962) , p a recen ser 

estabilizadores de la fase y respecto de la $ , como también por 

la factibilidad experimental de obtener Ce a prácticamente puro
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según el m étodo propuesto por Panousis y Gschneidner (1970) con 

el cual o b t u v i e r o n  las m u e stras para determinar el calor e s p e c í f i ­

co electrónico de esta fase a bajas temperaturas . Los resultados 

y conclusiones que se obtengan de la m e d ición de;l diagrama de f a ­

ses en tal orden de temperaturas en estas aleaciones de Ce servi­

rán , no solamente para contribuir a tener una comprensión m á s  c l a ­

ra y profunda del comportamiento del Ce en estado sólido , sino 

también para ratificar o invalidar las ideas que sustentan este 

m o d e l o  y los propuestos para explicar el diagrama de fases del 

sesquióxido de Vanadio dopado con Cromo ( Alascio et a l . ,1971,1972, 

Falicov et a l . , 1972 ) .
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CapXXuío 5

V. Estima c i ó n  del efecto de hibridización entre estados l o c a l i z a ­

dos y de conducción m e d iante perturbaciones .

V.l Introducción .

Hemos visto hasta el m o mento que el modelo que se ha p r o ­

puesto en este trabajo permite describir las características p r i n ­

cipales del diagrama p-T de la transición a-y , tanto en Ce m e t á ­

lico puro como en aleaciones diluidas de lantánidos o actínidos en 

una matriz de este metal .

Sin embargo el m odelo no está suficientemente d e s a r r o l l a ­

do como para pretender relacionar las fases modelo con las fases 

involucradas en la transición . En efecto , si bien la fase que el 

m i s m o  predice como estable a altas temperaturas puede compararse 

cualitativamente bien y en forma cuantitativa razonable con la f a ­

se Y del Ce , no es posible correlacionar la fase m o delo estable 

a bajas temperaturas con la fase a de dicho metal , pues ya hemos 

indicado en el capítulo III que las propiedades físicas que se c a l ­

culan discrepan numéricamente en forma considerable con los v a l o ­

res experimentales determinados para tales propiedades cuando el 

sistema está en la fase a . Recordemos que , particularmente , el 

m o d e l o  predice la formación de iones de Ce cuadrivalentes a bajas 

temperaturas , m i e ntras que la información experimental ( G s c h n e i d ­

ner y Smoluchowski ,1963 ) indica que la valencia por átomo es a l ­

go menor que dicho valor . Podríamos afirmar sin temor a e q u i v o c a r ­

nos que el haber despreciado la hibridización entre los estados 

localizados y los estados de la banda es la causa principal que o- 

rigina las discrepancias observadas entre los valores calculados 

y los medidos según hemos comparado en el capítulo III .

Ramírez y Falicov (1971), en su trabajo original indican 

que la m a nera plausible para explicar la valencia no entera de la 

fase a , es incluir en el hamiltoniano modelo para el metal , un
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término de hibridización de una partícula entre los estados de 

la banda y los estados 4f , en forma semejante a la realizada por 

Coqblin y B l a ndin (1968) .

R ecientemente , Gon<?alves da Silva y Falicov (1972) p r o ­

pusieron una teoría para las propiedades magnéticas de los l a n t á ­

nidos metálicos y compuestos en general de estos elementos y c a l ­

c u laron a T = 0 en cuarto orden de perturbaciones en el término 

de hibridización,el acoplamiento magnético efectivo entre momentos 

localizados en el cristal debida a tal interacción . De esa forma 

, es posible ver que si bien el carácter de fuerte correlación que 

tienen los estados 4f tipo atómico es primordial para determinar 

la existencia de m o m entos localizados en cada ión correspondientes 

a configuraciones bien definidas del momento angular total J , se­

gún se observa experimentalmente , es el potencial de h i b r i d i z a ­

ción el que súministra el mecanismo necesario para un acoplamiento 

magnético de tales momentos a fin de obtener estructuras m a g n é t i ­

camente ordenadas .

Es evidente entonces a nuestros propósitos , la c o n v e n i e n ­

cia de considerar en el hamiltoniano m odelo que hemos propuesto 

en el capítulo 3 , un término de hibridización que m ezcle d é b i l ­

m e n t e  los estados de conducción con los localizados , término que 

hemos de tratarlo como una perturbación sobre el sistema que h e ­

mos analizado en los dos capítulos precedentes .

La m a n e r a  más adecuada para considerar los efectos o c a ­

sionados por este potencial de m e z clamiento , consistiría en i n ­

troducir la hibridización en el hamiltoniano modelo en la forma 

u sada por Gonyalves da Silva y Falicov (1972) . Con esto , q u e r e ­

m o s  indicar que el término correspondiente resulte invariante tras- 

lacional si pretendemos aplicarlo en el caso del metal puro . Sin 

embargo , como la fase paramgnética en nuestro sistema es estable 

a temperaturas bastante mayores que la posible temperatura de o r ­

denamiento ( >> ) , podemos admitir que el momento magné t i c o  

de cada ión en la red , en el caso que dicho momento no sea nulo , 

está expuesto en promedio a un campo m a g n ético nulo debido a que 

el valor medio termodinámico de los m o m entos magnéticos localiza-
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dos en sus vecinos es nulo al menos en orden cero ( Schrieffer , 

1969 ) . Como corolario de esta hipótesis , podemos remplazar el 

estudio de un sistema de N átomos dispuestos en una cierta red 

cristalina y con estados 4f tipo atómico asociados a cada uno .de 

ellos , por el de un único átomo del mismo elemento colocado c o ­

mo una impureza aislada en una matriz no magnética . El sentido 

del término impureza consiste en indicar que el átomo en cuestión 

aporta al sistema estados localizados de carácter esencialmente 

diferentes a los estados de conducción de la matriz . Obviamente 

para aplicar los resultados de este análisis al sistema real , d e ­

bemos considerar al mismo como un agregado de N impurezas en el 

sentido que hemos indicado „

Con respecto a los elementos de matriz debidos al p o t e n ­

cial de m e zclamiento , que específicamente habremos de c a r a c t e r i ­

zarlos fenomenológicamente m e d iante un parámetro como se hace u- 

sualmente ( A n d erson ,1961, Coqblin y Blandin ,1968, Gon<?alves da 

Silva y Falicov ,1972 ) se pueden considerar según diferentes es­

quemas . Gonyalvos da Silva y Falicov (1972) suponen que son d i s ­

tintos de cero entre las ondas parciales correspondientes a los 

electrones de conducción y los estados 4f que tienen m isma c o m p o ­

nente de espín . Al haber considerado un fuerte acoplamiento es- 

pín-órbita , en nuestro caso admitimos que los estados 4f descrip- 

tos en una cierta configuración de momento angular total J bien 

definido se hibridizan solamente con las ondas parciales de 1=3 

que tienen igual m o m ento angular total y misma componente en la 

dirección z . Este tipo de acoplamiento fue empleado originalmente 

por Coqblin y Schrieffer (1969) para analizar el efecto Kondo d e ­

bido a impurezas de Ce e Yb en matrices no magnéticas , y r e c i e n ­

temente por Fert (1973) para explicar el efecto Hall e x t r a o r d i n a ­

rio que se observa en aleaciones diluidas de Ce en La . Los r e s u l ­

tados de las m ediciones realizadas por Fert y Jaoul (1973) en t a ­

les aleaciones pueden ser explicados cualitativamente bien m e d i a n ­

te este m e c a nismo de hibridización que hemos considerado . Esto 

favorece nuestro punto de vista si consideramos como buena la a- 

p r oximación de describir el metal puro como un conjunto de N cen-
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tros con estados localizados en el sentido de Anderson (1961) y 

que no interactuan directamente entre ellos cuando están ubicados 

en centros diferentes .

Por otra parte , esta aproximación que hemos indicado en 

el párrafo anterior es perfectamente compatible en el límite de 

hibridización nula , con el tratamiento que hemos desarrollado en 

el capítulo tercero . En efecto , en el caso en que el solapa- 

m i e n t o  de las funciones de onda de estados localizados en átomos 

primeros vecinos sea suficientemente despreciable , es decir en 

el límite de ancho cero de la supuesta banda f , los resultados 

que se obtienen en el tratamiento exacto de la correlación intra­

atómica f-f son exactamente los mismos que se calculan con un c o n ­

junto de iones independientes "sumergidos" en el mar de Fermi de 

los electrones de conducción de la matriz , teniendo cada ión un 

conjunto de estados localizados ( Hubbard ,1963, y cref. Cap.III ). 

como hemos considerado en este m o delo .

Previamente a expresar el hamiltoniano modelo para un c e n ­

tro aislado , es conveniente recordar que la interacción c o u l o m b i a ­

na intraatómica estados de W annier-estados 4f conjuntamente con 

las interacciones interatómicas expresadas en la energía elástica 

del sólido,tienen un carácter preponderante en la determinación 

de una transición de primer orden . Cuando hubimos formulado el 

m o d e l o  sin considerar en primera aproximación el efecto de h i b r i ­

dización , mostramos que es posible obtener una buena descripción 

de la transición ct-y en Ce considerando las interacciones m e n c i o n a ­

das simplemente en la aproximación de campo m edio molecular . A s i ­

m i s m o  a efectos de simplificar el tratamiento analítico del p r o b l e ­

m a  vimos que los efectos de cambio de v o lumen asociados a la t r a n s ­

ferencia electrónica que ocurre en la transición , son c o n s i d e r a ­

dos en una buena primera aproximación m e d i a n t e  la renormalización 

efectiva de los parámetros que caracterizan la energía libre e l e c ­

trónica ; de esta forma todo el análisis de la transición de f a ­

ses se realiza media n t e  el estudio de las soluciones de la e c u a ­

ción autoconsistente renormalizada para la ocupación n de los e s ­

tados localizados



- 144 -

Una consecuencia directa de las aproximaciones que hemos

mencionado en el párrafo precedente , es que podemos estimar el e- 

fecto de hibridización considerado como perturbación de los e s t a ­

dos localizados fuertemente correlacionados , usando un h a m i l t o ­

niano m odelo que incluya la interacción coulombiana entre esos e s ­

tados y los de Wannier asociados a la banda aproximada d esde el 

principio como debida a un campo medio en el sentido de H a rtree , 

y que resulte equivalente al que hemos empleado para el metal p u ­

ro en el sentido indicado en los párrafos anteriores .

V . 2 Hamiltoniano modelo para una impureza .

una matriz m e t á l i c a  no m a g n ética , puede ser analizado en base a 

un hamiltoniano de Anderson (1951) formalmente análogo al e m p l e a ­

do por Coqblin y Schrieffer (1969) para una teoría del efecto Kon- 

do en aleaciones diluidas de Ce . El hamiltoniano m odelo puede e n ­

tonces expresarse por ;

H representa la energía cinética de un conjunto de electrones de 

conducción renormalizada por efecto de la repulsión ejercida sobre 

ellos por el campo coulombiano medio de los electrones localizados 

en los niveles , más la energía total debida a las partículas 

que ocupen tales estados . Este último término es la suma de las 

energías cinéticas de los electrones que ocupen esos niveles más 

la energía de correlación debida a la ocupación simultánea de más 

de un estado localizado en un mismo sitio del cristal y la e n e r ­

gía de interacción coulombiana con los electrones de conducción 

según hemos discutido en el capítulo 3 . En segunda c u a n tificación 

H está expresado por :

El problema de un átomo de Ce colocado como impureza en

H H + H0 ( 5.1 )1

o

( 5.2 )
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donde

A,. = A - y . H H  + G  i <n > = A - uf M H  
M t z r ko " 2

ko

siendo e, la enerqía cinética de los electrones de conducción pa- 
k

ra ambas direcciones de espín ; todos los otros factores están ya 

definidos en el tercer capítulo „ De la misma manera que hemos h e ­

cho en el caso del metal puro , se ha despreciado la contribución 

del m ultiplete J = 7/2 , como también el desdoblamiento que se 

produce por interacción de intercambio cuando dos o más electrones 

están localizados en el mismo átomo .

En ( 5.1 ) el término H 1 corresponde al potencial de hi- 

b ridización de una partícula de tal m anera que los estados f p i e r ­

den su carácter de estados ligados y pasan a tener una vida m edia 

finita . Debido a las aproximaciones que hemos realizado y por la 

simplicidad intrínseca del m odelo propuesto para explicar la t r a n ­

sición de fases , consideramos que esta interacción de m e z c l a m i e n -  

to p uede ser descripta adecuadamente m e d iante el término semifeno- 

m enológico de hibridización empleado inicialmente por Anderson 

(1961) y luego por muchos otros , para describir estados d v i r t u a l ­

m e n t e  ligados en metales de transición . Obviamente , no p r e t e n d e ­

mos en este trabajo discurrir sobre el m e z clamiento de funciones 

de onda de distinto carácter en los lantánidos , pero podemos a d ­

mitir que solamente se hibridizarán los estados 4f con una d e t e r ­

m i n a d a  componente M del momento angular total J con las ondas p a r ­

ciales en representación espín-órbita para los electrones de c o n ­

ducción que tengan el m ismo m o m ento angular total y misma c o m p o ­

nente en la dirección de cuantificación . Tales estados se pueden
•f*

caracterizar m e d i a n t e  los operadores , ckjM(;~) de t a l forma

que ) crea ( destruye ) un electrón en un estado

de conducción con número de onda k , momento angular total J y 

c omponente M en la d i r e cción z , derivado de las ondas parciales 

con momento orbital £ . Estos operadores satisfacen asimismo las 

reglas usuales de anticonmutación para fermiones , es decir s
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H 1 l ( V  c + (3) b + V* b +c(3) ) 
kM k kJM H k M kJM

( 5.3 )

donde V k (V*) es el elemento de matriz debido a la hibrid i z a c i ó n  

y  que posteriormente parametrizaremos .

Se puede notar fácilmente que los operadores de creación

y aniquilación de los electrones de conducción están expresados

en ( 5.2 ) y ( 5.3 ) en dos representaciones diferentes . P a r a  el

análisis p o s t e r i o r  es necesario adoptar como esquema de trabajo u-

na de las dos , las cuales son esencialmente equivalentes entre

sí . La p r imera de estas representaciones consisto en e x p r e s a r  los

estados de la b a n d a  de conducción mediante funciones de Bloch de

tal manera que el elemento de matriz debido a la hibridización se

e x p r e s a  mediante V° , es decir es dependiente del espín de los
k M

electrones de conducción y de la componente M del momento angular 

total J debido a los electrones localizados . En este esquema la 

corrección a la e n ergía libre a segundo orden en el p a r á metro de 

h i b ridización (ancho de línea) incluye los coeficientes de Clebsch 

-Gordan para £=3 , J=5/2 ( Olmedo et a l . , 1973 ) y en el caso de 

p r e t e n d e r  realizar un análisis mediante correcciones de orden s u ­

p erior al segundo , el tratamiento analítico se torna bastante e n ­

g o rroso . La otra forma que resulta mas apropiada p a r a  el cálculo 

de perturbaciones a órdenes superiores al segundo , consiste en 

d escribir los electrones de conducción mediante ondas parciales 

con momento angular total J y componente M según el eje z bien d e ­

finidos . Este esquema resulta particularmente importante en n u e s ­

tro caso , pues según y a  hemos discutido anteriormente los e s t a ­

dos localizados en Ce metálico determinan a bajas temperaturas fa­

ses con momento angular total J por átomo bien definido .
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La transformación do los operadores c"*" (c ) a los o
t fe0 k a 

peradores c (£) (c (£)) está definida por :
kJM kJM

00 +J

C J = I l l c (£) <ko|k£oJM> ( 5.4 )
k 0 M=-J kJM

o su inversa

c t (£) Y c* <k£aJM|ko> ( 5.5 )
kJM ¿k a

donde <ka|k£aJM> es el elemento de jna.triz entre la onda de Bloch 

|ka> y la onda parcial |k£aJrt> correspondiente al número de onda
Oí 1

k = | Jk | con m o m ento angular total J y componente m derivada de las 

ondas parciales con mismo número de onda pero correspondientes al 

momento orbital ¿ y espín a . E n  (.5,5 ) la sumatoria sobre sig­

nifica sumar sobre todas las direcciones del vector de onda m a n t e ­

niendo el módulo del mismo constante . Esta expresión ha sido in­

dicada por Coqblin y Schrieffer (1969) en su trabajo sobre el e f e c ­

to Kondo de impurezas de Ce en m a t rices no magnéticas ; la notación 

superabundante que hemos empleado es a efectos de dejar c o m p l e t a ­

m e n t e  aclarado el mecanismo de transformación de una base a otra , 

notación que iremos simplificando posteriormente a medida que ello 

no conduzca a ambigüedades . Para obtener ( 4.4 ) de ( 4.5 ) es n e ­

cesario emplear las relaciones de ortogonalidad para los coeficier.'- 

tes Clebsh-Gordan bien conocidas ( ver p.ej. Messiah,1966 ) . T e ­

niendo en cuenta la forma de transformar de un conjunto de estados 

a otros , podemos omitir los números cuánticos £ y a en los e l e m e n ­

tos de matriz y el primero de ellos en los operadores c^(£) ; la
kJM

energía cinética de los electrones de conducción está expresada 

simplemente por ;

£ E kC kaC ka = E s kC kJMC kJM ( 5,6 5
ko ^ % k£JM
'Xt

donde la sumatoria sobre t , J , M debe realizarse como se ha in­

dicado en ( 5.4 ) y la suma sobre k en el segundo miembro es una 

suma según el número de onda ( I k I )
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Teniendo en cuenta ( 5.6 ) el hamiltoniano no p e r t u r ­

bado para una impureza resulta :

H = 7 e, c + 7 A n + — Y n n ( 5.7 )

• k í m  k kJM kJM h " M 2 U <  " H ‘

que con H ya definido anteriormente constituyen la expresión de 

H que emplearemos para estudiar el efecto de hibridización .

V.3 Corrección a la energía libre en segundo orden de p e r t u r b a c i o ­

nes .

Al considerar como una perturbación realizada sobre

el sistema caracterizado por H Q , podemos obtener las correcciones

a la energía libre de Helmholtz del sistema media n t e  la teoría de

p erturbaciones termodinámica . La función de partición Z para el
o

sistema no perturbado permite calcular esta magnitud teniendo en
ii

cuenta la relación ( 3.53 ), es decir ;

-i -i -3H
F (0) = - 0 £n Z = - 3 £nTr e ° ( 5 . 8 )

o

La energía libre del sistema considerando el efecto de 

hibridización se puede calcular obviamente de manera formal por :

-1 - -i -eíH +H.)
F = - g t n Z = - 3 ¿ t t T r e  ( 5 . 9 )

y este problema podría ser fácilmente resuelto si H conmutara con

H , lo que no ocurre en nuestro caso . En tal situación estamos

obligados a obtener la función de partición total z a partir do i
o

mediante perturbaciones . Este método es conveniente en nuestro 

problema pues al haber considerado la repulsión coulombiana entre 

los electrones de conducción y los localizados por medio de un c a m ­

po molecular promedio , H es suma de términos de una partícula y

Z es factoreable de la forma que indicamos en ( 3.52 ) ¡ Z, P a ~ 
o ■ ! o c
ra seis niveles degenerados en esta aproximación está determinada 

por ;

# Se ha demostrado anteriormente que la energía libre del m odelo 
sin hibridización considerado como un conjunto de N impurezas in­
dependientes da también la misma expresión empleada por Ramírez y 
Falicov (1971)
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loe
- b a m

i - M a m  + a m + u)

+ I e
_ m1m2

, -B (A M +A, +A,. + 3U) , 
+ l e M, “H3 + j.

-6 (A +A +A +A + 6U ) 
e 1 H 2 m 3 «i* +

M 1M 2M 3
-8 (A +A +A +A +A + 1

+ I e

"B(I Am>+ 15U)
M¡ ■ ( 5.10 )

d onde el supraíndice ’ en las sumatorias excluye los términos con i- 

gual valor para los subíndices M j , M 2 , etc .

Utilizando la relación

■ BH
Tr e

-BH
= T r ( p S ) = <S> 

o o
( 5.11 )

Tr e

donde <S> indica el valor medio termodinamico calculado en la base
° BH -BH , .

de autoestados de H del operador S = e o e  y p  la m atriz d e n s i ­

dad , podemos obtener un d esarrollo para la función de partición Z 

en función de ZQ y del operador "evolución" S del sistema en r e p r e ­

sentación interacción al remplazar 8 por it ( Bloch y de Dontinicis,

1958 ) ; el m ismo resulta

“ 8H oo rx i >\2

Z = Tr
e fl + „ in-1 J

dX 1
n

el A 2 • • * 
n '

n -L
dX H x (X1 )H2 (X2 )...H (X )} ( 5.12 )

AH - - XH 
donde H 1 (x) = e o ^ e  °

El orden de perturbaciones hasta el cual se calcula la corrección a 

la función de partición está determinado por el número de términos 

del desarrollo que se consideren .

Para evaluar la traza del desarrollo en ( 5.12 ) basta 

con tener en cuenta que la factorización de Z q nos permite calcular 

los valores medios termodinamicos fácilmente , en la base en que H 0 

es diagonal ? explícitamente esto significa :

<H i (X ) H 2 (X ) . . . Hn (X^ > « < .... Ĉ  ̂(X .) ... . • ̂ oná * *  ̂V  * * * * * * *1oc

El valor medio termodinámico de los productos de operadores de c o n ­
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ducción puede evaluarse rápidamente media n t e  el teorema de W i c k  .

En cuanto a los electrones localizados , el cálculo puede r e a l i z a r ­

se de forma relativamente sencilla en la subbase de estados en que 

la parte del hamiltoniano c orrespondiente a los electrones l o c a l i z a ­

dos es diagonal . Además , conviene tener en cuenta que solamente 

serán no nulos aquellos términos que contengan un número igual de 

operadores de creación y aniquilación de electrones tanto en los e s ­

tados de conducción como en los localizados , pues esa es la única 

forma en que se puede perturbar el sistema y retornar a la c o n d i ­

ción de equilibrio inicial . Ello implica que serán distintas de c e ­

ro las correcciones de orden par en .

Siendo la de segundo orden la primera corrección a la 

función de partición y por ende a la energía libre es necesario c a l ­

cular explícitamente la siguiente expresión :

donde hay que tener en cuenta que en la segunda igualdad la e x p o n e n ­

cial del m i embro derecho es un operador ; las expresiones complejas 

conjugadas de las anteriores definen las relaciones c o r r e s p o n d i e n ­

tes a los operadores de d e strucción . Estas relaciones son de suma 

utili d a d  para la evaluación de ( 5.13 ) ; sin embargo la expresión 

final resulta bastante complicada , por lo cual preferimos no r e p r o ­

d u c irla c A l ternativamente se podría emplear en el cálculo el m é t o ­

do diagramático desarrollado por Keiter y Kimball (1970) o b t e n i é n ­

dose los m i smos resultados . En este momento es importante recordar 

que nuestro interés está focalizado en resolver este problema en el 

limite de fuerte correlación en los estados localizados , es decir
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U -*■ °° ; en tal caso la expresión se simplifica notablemente t e n i e n ­

do en cuenta que para aplicar el m odelo al Ce metálico sólo i ntere­

san las c onfiguraciones 4f^ y 4 f \  De esta m a n e r a  solamente no se 

anulan dos términos del resultado ; esta es una característica g e ­

neral del efecto de fuerte correlación que en el límite m e n c i o n a d o  

indica que solamente dos configuraciones están involucradas en la

determinación de las propiedades termodinámicas del sistema .
(2 )Si denominamos A a la corrección a segundo orden de

tal forma que

= Z (
o

1 + A (2 )

en el límite U -»■ °° obtenemos 

j <2> -

= -s l |V,

donde

n l

kM

Z,(«)
loe

fk M r‘°— +

e k M“ A M

-0A.

n.
Z (°°) 
loe

(1 ~ fkM ) n M 

AM e kM

( 5.13 )

n _eAM
Z (®) = 1 + ) e M 
loe f¡¡

kM
= { exp ( - 6 ^  ) + 1 }

-1

Teniendo en cuenta la relación ( 5.9 ) entre la e n e r ­

gía libre y la función de partición del sistema , desarrollando a 

segundo orden se obtiene la siguiente expresión :

f 1 ¿ n i  (1 +  A (2) ) * FÍO) - T A (2)
o

( 5.14 )

c on lo cual la correc c i ó n  a segundo orden en la hibridización para 

la energía libre de Helmholtz es simplemente el factor que m u l t i p l i ­

ca a 3 en la ( 5.13 ) . E s  fácil verificar que la corrección que h e ­

m o s  obtenido es formalmente igual a la expresión calculada por Sca- 

lapino (1966) para el hamiltoniano de A n d erson sin d e g eneración o r ­

bital considerando el límite U -»■ 00 en dicho trabajo .

Estamos ahora preparados para explicar las propiedades 

«-.rl'r.’.alp.'j c^l Ce a , lo cual es nuestro tema de la próxima sección .
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V.4 Aplicación del cálculo en la fase a del Ce m e t á l i c o  .

A  fin de poder utilizar los resultados de la sección a n ­

terior para explicar las propiedades anómalas de la fase a del Ce 

dentro del esquema de estados 4f fuertemente correlacionados , n e c e ­

sitamos realizar algunas consideraciones previas . Primero , emplear 

la función de Helmholtz está claramente justificado en este caso 

pues mientras el sistema no esté sujeto a cambios de valencia en los 

iones que conforman el cristal , los cambios de v o lumen producidos 

por la aplicación de presión son despreciables y consecuentemente 

F = G . Segundo , los valores de ocupación n^ en ( 5.13 ) deben ser 

considerados en orden cero en la hibridización , lo cual implica que 

están directamente relacionados con n que hemos calculado en el c a ­

pítulo III . Además , teniendo en cuenta que a bajas temperaturas 

siendo la fase a la forma estable del sistema , los valores medios 

de ocupación de los estados 4f (n ) tienden exponenclalmente a cero 

con la temperatura , podemos ignorar en lo que sigue el segundo t é r ­

m i n o  de ( 5.13 ) .

Para realizar la suma sobre k , se remplaza la m i s m a  por 

una integración en la energía , según ya lo hemos hecho a n t e r i o r ­

m e n t e  , utilizando una densidad de estados constante que es la f o r ­

m a  empleada en el m odelo sin hibridización . Suponiendo que el p a r á ­

m e t r o  V... varía suavemente con la energía ( Anderson ,1961 ) , pode- 
kM

m os aproximarlo por un valor promedio sobre todos los estados de c o n ­

d u c ción constante ; de tal m anera la energía libre del sistema c o ­

rregida a segundo orden resulta :

2 r f“e £ < W-----------------------------------  d eF (2) = F (0) + aV n° £
M

F (0) + aV 2n° l ln ------ — -n ° (ttT) 2 l ~  ( 5.15 )
M W, + A, M A?

'h M M

Los límites de integración que hemos empleado son los que señalamos 

en el análisis del m o d e l o  RF , pues en este caso las energías t a m ­

bién las estamos midiendo respecto del nivel de Fermi del sistema a 

fin de poder emplear la función de partición y no la gran función 

de partición .
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En el caso que no haya campo m a g n ético externo a c t u a n ­

te cobre el sistema todos los a m son iguales y por lo tanto la c o ­

rrección en segundo orden a la ocupación de los estados localizados 

resulta, s

n (2) = 1 £ ^ 2) . ■ 2J-,.-t -------- -— íít»—-----  ( 5.16 )
3A 11 A (W. + A )

n

donde r = cjitV2 , y c o n siderando que W h >> a , esta corrección se 

puede aproximar m u y  bien m e d iante i

(2) 2J+l r / c ■, "7 \
n = -------  —— ( 5.17 )

77 A

Siendo r el ancho de línea H a rtree-Fock para los estados 4f , se ve 

claramente en la expresión precedente que el parámetro de desarrollo 

en el cálculo de perturbaciones es la razón entre la d ispersión en 

energía que tienen los estados 4f por efecto de hibridización con 

la distancia del centro de gravedad de dichos estados al nivel de 

Fermi del sistema „ El cálculo será entonces válido si r/A << 1 . 

Para poder aplicar e.;tos resultados a nuestro m o delo es necesario 

hacer algunas consideraciones sobre el delicado tema de la h i b r i d i ­

zación . Hemos establecido claramente que no pretendemos justificar 

aquí el origen de esta interacción en el sistema que estamos e s t u ­

diando ; sin embargo , es plausible pensar que el m e z c l a m i e n t o  e n ­

tre los estados de conducción y localizados se debe en principio a 

la superposición de las funciones de onda de los estados 4f l o c a l i ­

zados en un cierto sitio del cristal con las funciones de W a nnier 

asociadas a los estados itinerantes y localizadas en los átomos p r i ­

meros vecinos del sitio considerado ( por razones de simetría no hay 

hibridización con los estados de Wannier localizados en el mismo si­

tio ) ? necesariamente este efecto debe ser bastante chico debido 

a la reducida extensión de los estados 4f según ya hemos indicado . 

Obviamente , queda como una cuestión abierta del m odelo el cálculo

efectivo de los elementos de matriz de hibridización V, involucra-
kM

dos en el ratamiento que hemos realizado . Para soslayar entonces 

este inconveniente elegimos r = 0,02 eV .

Si bien a priori esta elección que hemos realizado p a ­

ra el valor del ancho de linea de los estados 4f en el Ce puede p a ­



recer arbitrario , existen razones valederas que sustentan tal o r ­

den de m a g n i t u d  . Por un lado , recordemos que los cálculos de e s ­

tructura de banda para Ce no pueden dar cuenta de la ubicación de 

los estados 4f ; la posición de dichos niveles es extremadamente de* 

pendiente de la p arametrización del potencial inicial de cálculo , 

lo cual implica que los efectos de correlación para estos estados 

son c o n siderablemente grandes y en consecuencia el ancho estimado 

en el orden d e  0,3 eV para la banda 4f no puede admitirse como v á ­

lido . Por otro lado , Rocher (1962) ha realizado una estimación 

del ancho de línea de un estado 4f virtual en base a simples a r g u ­

m entos de la teoría de dispersión aplicados a un pozo cuadrado de 

potencial . Empleando para dicho potencial una extensión del orden 

de una a dos u n i dades atómicas de radio y para el vector de onda y 

la m a s a  efectiva de los electrones f los valores que se d e ducen del 

m o d e l o  de de Gennes (1958) para los lantánidos , se obtiene un a n ­

cho de línea que está comprendido entre una centésima y dos d é c i ­

m as de eV .

Al haber fijado el valor para el ancho de línea podemos
(2)

determ i n a r  n si conocemos el valor de A . Esta magni t u d  en el 

m o d e l o  RF está definida por el parámetro E , mientras que en el f o r ­

m a l i s m o  que hemos usado en el capítulo tercero la distancia de los 

estados localizados al nivel de Fermi queda determinada por el t é r ­

m i n o  E ^  - 2 B ^ n  , y por lo tanto en la fase a a bajas t e m p e r a t u ­

ras podemos aproximarlo simplemente por E f . A  p ^ 11 kbar esta d i ­

ferencia de energías es casi un orden de m a g nitud mayor que el a n ­

cho de línea r que hemos señalado , de tal m anera que nuestro c á l ­

culo queda plenamente justificado . Notemos que a estas presiones 

se han realizado medici o n e s  de calor específico ( Phillips et al., 

1968 ) y de susceptibilidad magnética ( MacPherson et a l . , 1971 )

lo que nos permitirá una verifi c a c i ó n  directa de la validez del m o ­

delo que proponemos para considerar el efecto de hibridización en 

Ce m e t á l i c o  „

Usando ( 3.81 ) para estimar E ^  , a p == 11 kbar o b t e ­

nemos

E
ef

= 0,162 eV
p=11
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con lo cual

n ̂  = 0,235 

y por lo tanto la valencia resulta

v = 4 - n*2) = 3,76

que está en buen acuerdo cualitativo y cuantitativo con el valor e s ­

timado por G s chneidner y Smoluchowski (1963) en base a mediciones 

de efecto Hall y susceptibilidad m a g n ética . En concomitancia , el

radio m e t álico para esta fase calculado según ( 3.77 ) resulta :
( 2 ) °

n. '-1,71 A  que se compara m u y  bien con los resultados de las m e d i ­

ciones de Franceschi y Olcese (1969) . Es importante notar que en 

este caso no necesitamos postular una relación lineal entre el ra­

dio m e t á l i c o  y la ocupación de los estados 4f , como hicieron O l ­

medo et a l . , (1973) en una v e r sión preliminar de este trabajo ; en 

ese caso , el cálculo de perturbaciones se ha hecho en base al m o ­

delo de red rígida , por lo cual la variación del radio m e t álico 

con la presión se debe exclusivamente a la ocupación o d e s ocupación 

de los estados localizados , resultado criticable al tener en c u e n ­

ta que cualquier metal con valencia constante cambia sus d i m e n s i o ­

nes al variar la presión externa actuante sobre el mismo .

Otro efecto fácilmente detectable de la hibridización 

que podemos analizar, es la densidad de estados adicional que a p a r e ­

ce en el nivel de Fermi del sistema ; ello implica un calor e s p e c í ­

fico electrónico elevado comparado con el de elementos de t r a n s i ­

ción isovalentes . La contribución a esta propiedad debida a los 

electrones localizados podemos calcularla de ( 5.15 ) . En efecto , 

teniendo en cuenta que la variación de energía interna es :

SE = SF - T f i 5F) ( 5.18 )
y,v

obtenemos

r r  TT m2 2 J + l  r  9 (<$E)
ófc = -r  T ------------------- —  y  como C =  T ír

6 ir ~ 2 v 3T
= (Y + Y f) T  ( 5.19 ) 

t t 2  n (2)
resulta yf - ■=• — ( 5.20 )

f A
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A  p = 11 kbar , de acuerdo con la expresión anterior y = 3 , 5 1  m J /

m o l e  K 2 , que con y = 3 , 5 3  m J / m o l e  K 2 según podemos estimar en ba-
c

se a la densidad de estados que hemos usado como modelo para el s i s ­

tema sin hibridización d eterminan y = 7,04 mJ/mole K 2para la c o n s ­

tante del calor específico electrónico para la fase a del Ce m e t á ­

lico en segundo orden del efecto de hibridización . El valor d e t e r ­

m i n a d o  por Phillips et al. (1968) a esta presión es del orden de 11 

m J / m o l e  K 2 , lo cual nos permite considerar un acuerdo satisfactorio 

entre teoría y experimento . Sin embargo , la comparación resulta 

más significativa si extrapolamos la validez de la expresión ( 5,20 ) 

a presión ambiente ; en tal condición obtenemos y ^ 10 m J /mole K 2 

mi e ntras que en las mismas condiciones Panousis y Gschneidner (1970) 

determinaron en base a la m e d ición del calor específico y = 9,79 

m J / m o l e  K 2 . Pero , es importante m e n c ionar que el diagrama experi-
o

mental c/T vs. T de donde se obtiene c jpor extrapolación lineal a 

T = 0 según se hace u sualmente , muestra una desviación positiva 

creciente de la línea recta y extrapola a un valor nayor . Este e- 

fecto no se observa en las mediciones de Phillips et a l . (1968) a

11 kbar . En conclusión , o bien existe una discrepancia i n t r í n s e ­

ca experimental entre ambas medici o n e s  lo cual parece poco cierto ,

o las interacciones electrón-fonón y electrón-electrón en la banda 

de conducción ocasionan un aumento de la masa efectiva de los e l e c ­

trones al nivel de Fermi al aplicar presión sobre el. sólido , de 

tal forma que se induce un reforzamiento de la capacidad calorífica 

del sistema como algunos investigadores han sugerido . Tal punto de 

vista es consistente con el incremento observado en la temperatura 

de Debye de la fase a en función de la presión según las m e d i c i o n e s  

de Voronov et a l . (1960) .

Como aspecto final , es conveniente calcular la s u s c e p ­

tibilidad magnética inducida por el mecanismo de h i b r i d i z a c i ó n  , ya 

que en estas condiciones los electrones de conducción al nivel de 

Fermi tendrán un cierto carácter f . A  efectos de evaluar esta p r o ­

piedad debemos entonces considerar la energía libre en su expresión 

completa según ( 5.15 ) , es decir considerando la dependencia de

los A u con el campo magnético externo .
M
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Recordando que la susceptibilidad m a g n ética de un d e ­

terminado sistema está definida por la derivada segunda de la e n e r ­

gía libre de Helmholtz respecto del campo m a g n é t i c o  en el límite del 

mismo tendiendo a cero a segundo orden en la h i b r idización o b t e n e ­

mos :
(2) _ 92 F (2)

Xf " ' Í7T
yp J(J+l) n(2)

( 5.21 )
H=0

„íg2j<j+l>
-   Pr ve )

3 r p

d onde y.es el m a g n e t ó n  de Bohr , g el factor de Landé para J = 5/2 
(2)

y pj.(e ) la densidad de estados de los niveles 4f en la energía de 

Fermi del sistema , calculada a segundo orden en el parámetro de h i ­

bridización . Es interesante notar que esta expresión para la sus­

ceptibilidad m a g n ética en la fase a debida a los electrones f , p a ­

rece formalmente una ley de Curie pero con A remplazando a la t e m ­

peratura T ; esencialmente la contribución calculada es paramagnéti- 

ca tipo Pauli prácticamente independiente de la temperatura .

Si consideramos que la susceptibilidad m a g n é t i c a  del 

sistema se debe en primera aproximación a contribuciones i n d e p e n d i e n ­

tes de los electrones de conducción y de los localizados en los es- 

tados f , para determinar un valor numérico a efectos de la c o m ­

paración con los datos experimentales existentes ( MacPherson et al. 

,1971 ) , necesitamos estimar previamente la susceptibilidad debida 

a los electrones de c onducción según ya indicamos en el tercer c a p í ­

tulo . Hemos de referirnos a la sección III.7.5 de dicho capítulo
-4

en donde se ha justificado el valor x “ 1 * 2 x 10 emu/mole que e m ­

pleamos para la susceptibilidad de los electrones itinerantes . U- 

sando a continuación ( 5.21 ) con los valores a p = 11 kbar que h e ­

mos ya mencionado obtenemos

(2) -4X - 2,2 x 10 emu/mole ( 5.22 )

# Con esto queremos significar el promedio temporal de la ocupación 
de los estados localizados en la fase a .
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Grimberg (1973) estimó a esta presión , por e x t r a p o l a ­

ción a T = 0 K de la susceptibilidad m a g n ética para la fase a a p 

= 10 kbar en función de la temperatura m edida por M acPherson et al. 

(1971) , que x a = 4,4 x 10 ^ emu/mole . El resultado del cálculo de 

perturbaciones que hemos indicado en ( 5.22 ) está en buen acuerdo 

cualitativo con esta estimación ? cuantitativamente el valor o b t e ­

nido no es tan satisfactorio como en el caso de las otras p r o p i e d a ­

des físicas que hemos analizado . Esta discrepancia sugiere la p o ­

sibilidad de otras contribuciones a la susceptibilidad m a g n é t i c a  de 

la fase a que el m odelo es incapaz de considerar , y  tales que los 

mecanismos que las ocasionan no alteren m ayormente los v a l o r e s  d e  

las demás propiedades a las que hemos hecho m e n ción .

Uno podría pensar en primera instancia que el segundo 

o rden de perturbaciones es insuficiente para obtener un valor núme- 

rico adecuado para la susceptibilidad magnética por lo cual es n e ­

cesario recurrir a ordenes superiores como el cuarto , sexto , etc. 

los cuales son significativos por ejemplo en el caso que la energía 

del nivel localizado este por debajo del nivel de Fermi pues a p a r ­

tir del primero de los nombrados se o b t ienen para la suscep t i b i l i ­

dad m a g n ética del sistema las contribuciones logarítmicas propias 

del efecto Hondo ( Scalapino ,1966, Keiter y Kimball , 1970 ) . Sin 

embargo , es necesario m e n c i o n a r  que nosotros hemos realizado dicho 

cálculo y sorpresivamente las correcciones obtenidas son de signo 

a lternado , es decir negativa en cuarto orden , positiva en sexto 

etc..., . Esta tendencia indica claramente el carácter convergente 

de la serie de perturbaciones , pero si se desea mejorar el a c u e r ­

do numérico entre el valor m e d i d o  y el valor teórico de la suscep­

tibilidad m a g n é t i c a  para la fase en cuestión , el valor de r que 

hay que elegir invalida por completo el desarrollo de la función de 

p artición en potencias de r/A . Por otra parte , es posible también 

argumentar que a partir del cuarto orden de perturbaciones el e s q u e ­

m a  de considerar al metal como un agregado de N impurezas no inter- 

actuantes empieza a ser objetable ; efectivamente , según Falicov 

y Gon<?alves da Silva (1971) es este el primer orden de pertur b a c i o ­

nes a partir del cual el efecto de hibridización entre estados l o ­

calizados y de conducción puede originar un m e c a n i s m o  de intercam-
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bio indirecto del tipo de Rudderman-Kittel-Kasuya-Yosida (RKKY) .

Sin embargo , a pesar de esta restricción del cálculo realizado se 

puede obtener una conclusión importante : si el m odelo de impurezas 

independientes y el mecanismo de hibridización que hemos analizado 

son ciertamente aplicables a la fase a de Ce metálico , es posible 

explicar cualitativamente bien en el esquema de estados f f u erte­

m e n t e  correlacionados las anomalías que se observan experimental-, 

m e n t e  en sus propiedades físicas como también la no divergencia de 

la susceptibilidad magné t i c a  a T = 0 y la inexistencia de efecto 

Kondo cuando el sistema está fluctuando entre las configuraciones 

4f^ y 4f^ debido a la proximidad de los estados 4f por encima del 

nivel de Fermi del sistema . Desde el punto de vista del análisis 

formal del m o delo de A n d erson sin degeneración orbital , idénticas 

conclusiones fueron obtenidas por Toulousse (1960) m e d i a n t e  un c á l ­

culo desarrollado a temperatura nula .

De m a n e r a  concluyente resulta clara la necesidad de un 

trabajo teórico y experimental más profundo en lo referente al m e ­

canismo de hibridización en los lantánidos . En el caso particular 

del Ce , sería interesante por ejemplo realizar nuevas m ediciones 

de efecto Hall a bajas temperaturas y a diferentes presiones t e n i e n ­

do en cuenta las actuales posibilidades de obtener muestras de Ce 

a en elevada condición de pureza ( Panousis y Gschneidner ,1970 ) .

Como detalle final , es conveniente m e n c ionar que los 

resultados de este capítulo implican que el efecto d e  campo c r i s t a ­

lino es efectivamente despreciable en Ce m e t álico : la discrepancia 

que hubiésemos observado en el caso contrario hubiejra sido c o n s i d e ­

rablemente mayor .
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CapZtuZo 6

VI. Teoría de la transición a - y  en Ce metálico . Efecto de la 

vida media finita de los estados 4f .

V I . 1 Introducción .

Los resultados del cálculo de perturbaciones del c a p í ­

tulo precedente p r oporcionan una base firme para estudiar los efectos 

q u e  puede producir la h i b ridización en el mecanismo de t ransición de 

fases . Al respecto , conviene m e n c ionar que la teoría de p e r t u r b a ­

ciones es inaplicable en el análisis de ese fenómeno ; las e x p r e s i o ­

nes para diversas propiedades de las fases involucradas son d i v e r ­

gentes cuando los estados localizados tienen igual energía que el 

nivel d e  Fermi . Es importante tener presente que esta situación 

puede suceder durante la transformación del sistema ; si el m i s m o  

está en condiciones críticas , el cambio de una fase a otra según el 

m o d e l o  ocurre por una v a r i ación continua de la posición efectiva de 

los niveles f respecto del nivel de Fermi . En particular , por e- 

jemplo si el sólido está a temperatura crítica , la transición y + 

a que se puede inducir por presión , implica el corrimiento continuo 

de los niveles 4f desde una energía ligeramente inferior en la fase

Y hasta un valor algo mayor que la energía de Fermi en la fase a .

El objeto de este capítulo es considerar la h i b r i d i z a ­

ción dentro del marco teórico que establcecimos en el capítulo 3 .

Sin embargo , la forma de hacerlo debe ser tal que sea posible d e s ­

cribir en conjunto el fenómeno de transición y las características 

relevantes de las propiedades físicas de las fases . Si esto es fac­

tible , la teoría de la transición a-y en Ce ( Ramírez y Falicov , 

1971, Alascio et a l . , 1973 ) será ampliada de m a n e r a  clara y c o h e r e n ­

te . En tal circunstancia , se podrá destacar naturalmente la impor­

tancia de cuatro elementos básicos del m o delo ; ellos son :

a) la gran correlación intraatómica entre los estados 4f tipo a t ó ­

m i c o  localizados ( Esto permite explicar naturalmente las p r o p i e d a ­

d e s  magnét i c a s  de la fase y )
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b) la interacción elástica interatómica

c) la repulsión coulombiana intraatómica entre los electrones f y 

los electrones de conducción ( juntamente con la anterior c o n d i c i o ­

nan el m e c a nismo necesario para que el sistema pueda tener t r ansi­

ciones de fase de primer orden )

d) la hibridización entre las funciones de onda tipo atómico de si­

m e t r í a  f y las funciones de Wannier asociadas a la banda de c o n d u c ­

ción ( este efecto dentro del esquema de estados localizados fuer­

temente correlacionados permite explicar las c aracterísticas a n ó m a ­

las en las propiedades físicas de la fase a m e d i a n t e  un estado f u n ­

damental para el sistema explícitamente no m a g n é t i c o  ) .

Este último aspecto reviste cierta importancia a d i c i o ­

nal . Recientemente , M u k h o p a d h y a y  y Gyorffy (1973) refutaron la n e ­

cesidad de asignar carácter m a g n é t i c o  al promedio temporal de o c u ­

pación de los niveles f para explicar la ausencia de superccnducti- 

vidad en la fase a

El m odelo que usaremos para el metal en el análisis que 

continuará , consiste en imaginar al sistema como un cristal c o m ­

puesto de N "impurezas" independientes , cada una de ellas con seis 

estados degenerados de simetría f fuertemente c-orrc.lacio::."do3 ; c u a n ­

do un electrón en promedio ocupa los mismos , el ión respectivo t i e ­

ne u n  momento angular total J = 5/2 . Esta imagen es la que ya h e ­

mos usado en el capítulo precedente . No justificaremos n uevamente 

la validez de esta aproximación ni discutiremos ahora las r e s t r i c ­

ciones intrínsecas de la misma . Sin embargo es conveniente r e c a l ­

car que en cuanto a la correlación intraatómica f-f como interacción 

preponderante ( U >> r ) las descripciones de niveles 4f l o c a l i z a ­

dos o itinerantes con ancho de banda nulo , son equivalentes .

Para calcular las relaciones termodinámicas básicas p a ­

ra el análisis utilizaremos nuevamente el m é t o d o  de las funciones 

de Green ( cref. cap. 3 ) ; esto implica obtener las ecuaciones de 

m ovimiento para las funciones más importantes del problema . Al ser 

imposible resolver el sistema en forma exacta , recurriremos a un 

esquema de desacoplamiento „ El esquema a emplear debe ser tal que

# Es bien sabido que el m a g n e t i s m o  inhibe la superconductividad .



- 162 -

conserve el carácter correlacionado de los estados localizados . En 

el límite de hibridización nula las soluciones que se obtengan d e ­

ben reducirse a las calculadas en el capítulo tercei.o . En la pró 

xima sección mostra r e m o s  que esto se puede lograr desacoplando las 

funciones de Green o riginadas en los términos de h i b r idización , de 

una m a n e r a  simple pero no trivial .

V I . 2 Ecuaciones de m ovimiento para las funciones de Green del p r o ­

blema con h i b ridización . Desacoplamiento Hewson - Z u c k e r m a n  .

H a c iendo referencia al capítulo 3 , es evidente que en 

este caso , las dos funciones que necesariamente hay que calcular 

son :

G kk' = < < C k«lC k'H>> ' G n  * G oo = << MI M 1 >> < 6 a  >

donde en la función de Green para los estados localizados en el ú l ­

timo m i e mbro hemos omitido el subíndice posición a fin de evitar n o ­

tación superflua ya que consideramos un único centro ubicado en el
^ * „ M M * „

o rigen ; además usaremos G = G....,
oo M M 1

Las ecuaciones de movimi e n t o  correspondientes a estas 

dos funciones indicadas en ( 6.1 ) usando como hamiltoniano del sis­

tema la suma de ( 5.7 ) y ( 5,3 ) , es decir considerando d e s d e  el 

principio la interacción coulombiana entre los electrones f y los 

itinerantes en la a p r oximación de Hartree ( cref. c a p . I I I . 4 ) , r e ­

sultan :

U) G HM ■ - t  + ¡H°HM + 0 l\ rH'M + I V < C k„lb Í -  ' 6 -2 >
n k

G kk'= # '  + * k G kk' + V k <<bHl°ÍM >> ' 6 '3 >

Se puede comparar simplemente estas expresiones con las e q u i v a l e n ­

tes a ( 3.28 ) y ,29 ) en el caso de una impureza aislada . Se o b ­

serva ahora que los electrones de conducción además de la disper s i ó n  

que pudieran tener por repulsión coulombiana si algún electrón o c u ­

pa niveles f en dicho sitio , hay una disper s i ó n  adicional a causa
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de la mezcla entre los estados de Wannier y los estados l o c a l i z a ­

dos ; este efecto está caracterizado por las nuevas funciones de 

Green que han aparecido en los últimos términos de ( 6.2 )-.3 ) . 

Para poder resolver razonablemente el problema , debemos por lo 

m enos incluir en el sistema de ecuaciones además de la c o r r e s p o n ­

d iente a / las que se calculen para estas dos nuevas f uncio­

nes „ Tales ecuaciones son :

Vemos que la hibridización ha hecho aparecer en estas ecuaciones 

otras funciones distintas de las ya consideradas . Es en esta e t a ­

pa donde conviene recurrir a un esquema de desacoplamiento o El 

sistema cerrado obtenido de esta forma tendrá que ser resuelto au- 

toconsistenteinente .

El esquema de desacoplamiento elegido , es el usado por 

Hewson y Zuckerman (1966) para el m odelo de A n d erson (1961) de m o ­

m e n t o s  magnéticos localizados en sistemas m e t á l i c o s  . Conviene c o ­

m entar , que con sus soluciones estos autores concluyeron que 

el m odelo no predice la existencia de tales m o m entos a bajas t e m ­

peraturas si no se consideran otras interacciones que la que o r i ­

gina la c orrelación entre estados localizados en la impureza . Tal 

conclu s i ó n  es extensiva al caso con degeneración orbital . Este r e ­

sultado fue criticado por Scalapino (1966) quien demostró m e d i a n t e
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un cálculo de perturbaciones termodinámico , que la suscep t i b i l i ­

dad magnética del sistema en segundo orden tiene un término de C u ­

rie por encima de una cierta temperatura característica cuando la 

energía de los estados localizados es inferior al nivel de Fermi . 

Esto evidencia obviamente la existencia de momentos localizados en 

el metal . Tal conclusión es importante para el análisis de las 

propiedades de la fase y ? la m i s m a  nos previene de posibles d i s ­

crepancias al aplicar el m odelo al sistema real . Este aspecto lo 

consideraremos más detenidamente y en forma más detallada cuando 

calculemos particularmente los valores numéricos de las propiedades 

físicas para las dos fases del sistema . A  pesar de este i n conve­

niente el esquema de desacoplamiento conduce a resultados correctos

en el límite para V  -* 0 .
kM

carácter fuertemente correlacionado de los estados f consiste en a- 

nalizar el m odelo en el límite U °° . El sentido físico de este 

límite ya fue comentado en el capítulo tercero por lo cual no v o l ­

v e r emos nuevamente sobre el tema . Una ventaja sobresaliente que 

insta a considerar dicho límite desde el principio del análisis , 

es que de tal manera se puede lograr una simplificación importante 

del sistema de ecuaciones de movimi e n t o  . Esto implica una gran e- 

conomía de cálculo respecto del caso en que el límite m e n c i o n a d o  

se considera una vez halladas las soluciones para las funciones de 

Green . Los resultados de ambos procedimientos son coincidentes .

resante indicar que Toulouse (1958) ha d emostrado que el esquema 

que usaremos , es el primer desacoplamiento no trivial para el sis­

tema de ecuaciones que satisface una relación que él define de c o ­

herencia o Esa relación es exacta . Para el modelo de A n d erson 

( 1961) sin d e g eneración orbital establece que :

La manera cuantitativamente más simple de c onsiderar el

Coadyuvante con los comentarios precedentes , es inte-

c

( 6.7 )
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La relación precedente tiene cierta importancia en la defini c i ó n  

del grado de aproximación con que se calcula la función de Green p a ­

ra el estado localizado ; teniendo en cuenta que G * c = <<b |b+ >> ,
t r a 1 a

podemos escribir :

Grr = r a + r a ( 6.8 )’f f i

El sentido de la relación de coherencia queda explícito de la si­

gu iente manera ; la expresión ( 6.7 ) se obtiene al remplazar G ^

( = G kM ) calculada de su ecuación de movimiento ( cref. ecuación 

( 6.5 )) en la ecuación para G ^  ( = G MM ) , y finalmente esta ú l ­

tima según la expresión ( 6 . 8 )  .

Sin embargo , el desacoplamiento de Hev/son-Zuckerman 

(1966) no permite calcular G MM correctamente a segundo orden en la 

hibridización ( Hamann ,1966 ) . Consecuentemente , la ecuación p a ­

ra calcular n también será incorrecta en ese orden . A  pesar de e s ­

te aspecto inconsistente , el desacoplamiento que usamos es la for­

m a  de solución no trivial más simple ; se puede predecir el c o m p o r ­

tamiento cualitativamente correcto de la susceptibilidad m a g n é t i c a  

del sistema a altas temperaturas ( T > T t ) . E n  concomitancia , al 

aplicar el m o delo a Ce metálico es posible realizar una descri p c i ó n  

simple y físicamente plausible del comportamiento del sistema a t r a ­

vés de la transición cuando se incluye el efecto de h i b r idización .

La información experimental y teórica disponible sobre 

los lantánidos metálicos , indica que la energía de c o rrelación in­

traatómica f-f es mucho m ayor que el ancho de línea de esos niveles 

( U >> r )( Herbst et a l . ,1972, Baer y Busch ,1973,1974 ) . A s i m i s ­

mo  , por ser las temperaturas de interés a lo sumo del orden de 0,06 

eV ( U 'v» 7-8 eV ) de aquí en más consideramos el límite U ® . P o ­

demos realizar entonces las siguientes aproximaciones en ( 6.4 ) r

V
<<n n b I b+>> = 6  r ; <<n c Ib >> = ----------  rulu

M" M' M H M'M" M'M M' kM M u - e
k ( 6.9 )

<<b^ c b I b^>> = 0 ; <<c^ b b |b+>> = 0
M' kM' M 1 M kM' M' M 1 M

La primera de estas expresiones ya fue utilizada en el m o delo sin
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h i b ridización ( cref. pag.44 ) por lo cual haremos ningún c o m e n t a ­

rio adicional . Las otras tres son consecuencia de la relación de 

coherencia indicada en ( 6.7 ) . Conviene notar que la expresión 

izquierda inferior no es trivial ni siquiera en el límite U -»■ ® .

La función de Green que Dn ella se indica está vinculada con el c a m ­

bio de componente de momento angular total que puede ocurrir en un 

ión de la red cuando el electrón que pueda estar localizado en los 

estados f disperse un electrón de conducción a causci de la h i b r i d i ­

zación . Este proceso puede tener una probabilidad de ocurrencia 

d i s tinta de cero incluso cuando U -+ °° . El desacoplamiento que u s a ­

m o s  desprecia procesos de esta índole en diversas jerarquías de las 

funciones . La relación de coherencia es la que exige que estos p r o ­

cesos sean excluidos en pie de igualdad en la secuencia de e c u a c i o ­

nes .

Remplazando a continuación las expresiones ( 6.9 ) y 

la solución para G kM obtenida de ( 6.5 ) , en ( 6.4 ) , podemos r e ­

solver esta última ecuación para r , . Sustituyendo luego en la e-
M M

cuación de G uu resulta la siguiente solución para esta función :
MM

G = —  ------ ^ ---------  ( 6.10 )
MM

2u u> _ A,*- E (o))

donde
¡v  I

S = 1 - l'<n ,> y z U )  = l -----
M' k u - e.

k

I (uj) representa la corrección en la energía de los estados locali- 

zados debida a la hibridización con los estados de la banda . En g e ­

neral este término es una función compleja de to ; ello implica que 

el polo en la función de Green tendrá una parte imaginaria d i s t i n ­

ta de cero . Los estados 4f tipo atómico al no ser más autoestados 

del sistema , tendrán una vida media finita ; un electrón que sea 

localizado en los mismos decaerá después de un cierto lapso a la 

banda de c onducción . Sin embargo , si la perturbación que causa 

la m e z c l a  de estados es suficientemente débil , aún podremos c o n s i ­

derar a los niveles 4f como estados v i rtualmente ligados .

La solución ( 6.10 ) viola la regla de suma para la d e n ­

sidad espectral de los estados localizados . Esta regla establece
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que la integral de esta función entre menos y más infinito debe i^ 

gualar al número total de estados localizados en el sistema por á- 

tomo . Aparte de los estados que han sido excluidos al haber s u pues­

to el multiplete J = 7/2 ubicado en infinito , esta viola c i ó n  es u- 

na consecuencia directa del límite U -*•* . Sin embargo , esto no 

representa un inconveniente para la teoría . En el sistema real de 

acuerdo con la información experimental ¡ la transición de fases in­

v o lucra en cuanto a los niveles f el estado vacío y de una p a r t í c u ­

la que determinen la configuración J = 5/2 en el ión respectivo .

Para calcular la ocupación de los estados localizados 

en función de la temperatura ¡ determinamos la función de c o r r e l a ­

ción correspondiente m e d iante la solución aproximada de la función 

de Green . De acuerdo con ( 3.9 ) resulta ;

<nH >

+ 00

f{(¿)) du) Iw G (aj+iO) ( 6.11 )
Mn

Para calcular el integrando hay que tener en cuenta la expresión

simbólica : y2

k 0) -

donde P£ indica el valor principal en el sentido de Cauchy de la su- 

ma t o r i a  sobre el vector de onda . Para poder resolver ( 6.11 ) es 

necesario considerar ambos términos de ( 6.12 ) como parámetros , 

d e  tal forma que la parte real la incluimos en Á y denomi n a m o s  r 
a la parte imaginaria . De esta forma obtenemos :

1 ^
- ImG (üj+ í O) = ---  r ~  ̂ 6.13 )

hM ir (w -  am)z + r 2

y remplazando en ( 6.11 ) resulta :

+ 00

f (oj) —------------- ;----- r- du ( 6.14 )
7T (ü) - + ?.  -00 K

En el límite V  ■> 0 , la lorentziana del integrando de 
k_

( 6.14 ) se reduce a ó(w - Au ) , con lo cual se obtiene nuevamente
n

( 3.37 ) si consideramos la omisión del índice posición . El esque-
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m a  de desacoplamiento empleado da resultados correctos en el l í m i ­

te en que el efecto de h i b ridización puede ser despreciado .

La solución general de ( 6.14 ) a temperatura distinta 

de  cero , se obtiene integrando dicha expresión en el campo c o m p l e ­

jo ( Coqblin y Blandin ,1363 ) . Definiendo x = ( “ - AM )/r / p o d e ­

mos transformarla en la siguiente expresión :

<nM >
dx

1 + x*
( 5.15 )

Desarrollando la función de Fermi en base a los polos imaginarios 

de la tangente hiperbólica del argumento , y usando el m é t o d o  de los 

residuos para evaluar la integral se obtiene

<nM > = ( 1 “ l <nM *> ) 
H  1

1 , i t . ,i . r .— + — im ̂  (— + ---  +;l----
2 n 2 2irT 2 rfT

( 6.16 )

d onde Im^(z) es la parte imaginaria de la función digama ( ver p. 

ej. Abramowitz y Stegun ,1964 ) definida por :

rp (z)
d ¿n z 

dz
r 1 (z) 
r (z)

( 6.17 )

La ecuación ( 6.15 ) es la ecuación básica con la cual habremos de 

calcular diferentes propiedades físicas de las fases que i n t e r v i e ­

nen en la transición . Es interesante indicar dos límites i m p o r t a n ­

tes para el m odelo . A T = 0 ,  ( 6 . 1 6 )  se reduce a :

<n M> = ( 1 " I <nM »>) 
M'

u - A.
t  + — arctan
* TT

( 6.18 )

e xpresión que resulta tanto se integre ( 6.15 ) considerando el in­

tegrando en este límite o bien se use el desarrolle asintótico p a ­

ra ĵ (z ) cuando | z| -*■ ® . si r 0 , el otro límite de interés ,

( 6.16 ) se transforma siirplemente en :

< n  > = ( 1 - l <n >) 
M 1

1  +  1  t a n h

2 2 2T
( 6.19 )
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que equivale exactamente a ( 3.37 ) .

Para determinar la transición de fases al incluir la h i ­

bridización como una perturbación en el hamiltoniano del sistema , 

el procedimiento a seguir no es sencillo como en el caso que d e s p r e ­

ciamos tal interacción . En esta última situación ,r las p ropiedades 

de simetría de la energía libre efectiva como función de la o c u p a ­

ción n nos permitió calcular analíticamente el diagrama de e q u i l i ­

brio de fases ( Strassler y Kittel ,1965 ) . Utilizando ú n i c a m e n t e  

la ecuación autoconsistente para n se determinó la relación que d e ­

fine la línea de equilibrio de fases . Al considerar la h i b r i d i z a ­

ción , se destruyen completamente las propiedades de simetría de 

respecto de n . Para determinar cual de las posibles soluciones de 

( 6.15 ) es el valor de equilibrio a la temperatura T , en principio 

es necesario calcular numéricamente & para cada una de ellas , y v e ­

rificar a c o ntinuación cual corresponde al m ínimo absoluto . Sin 

embargo , en la próxima sección m o straremos que el cálculo e x p l í c i ­

to de la energía libre en el m o d e l o  de Anderson con fuerte c o r r e l a ­

ción es bastante inconveniente . Para determinar la transición de 

fases emplearemos entonces un método alternativo bastante s i m plifi­

cado pero físicamente plausible desde el punto de vista del sistema 

real .

V I . 3 Energía libre para el sistema perturbado por la h i b ridización .

Para poder aplicar ahora el modelo al Ce m e t á l i c o  , d e ­

bemos recurrir a la imagen del sólido como un agregado de impurezas 

en el sentido que indicamos anteriormente . Estas impurezas están 

ubicadas en los sitios de la red cristalina independientemente unas 

de otras . Esta hipótesis es la que nos permite plantear la c o n d i ­

ción de conservación de carga por átomo en este caso . Tal condición 

implica una relación entre el potencial químico y la o c u p a c i ó n  de 

los estados localizados , que para el Ce metálico es ( c r e f .(3.21));

n (p) + n = 4 
c

( 6.20 )
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La energía libre electrónica del agregado de impurezas 

en el límite de hibridización nula coincide con la que hemos c a l c u ­

lado en el capítulo tercero . Esto es una consecuencia inmediata de 

la equivalencia entre la d e scripción localizada o itinerante con a n ­

cho de banda nulo para los niveles f si V  + 0 . La energía libre
kM

por átomo del agregado estará representada por ( 3.66 ) y en c o n s e ­

cuencia la distancia efectiva de los niveles f al nivel de Fermi 

está expresada aproximadamente por ;

E , - 2 B ,n = ( e r~ Á ) , ( 6.21 )
er et F ef

Esta expresión es crucial en la evaluación de las propiedades físi­

cas del sistema . M e d iante la misma introduciremos la influencia de 

la presión en el cálculo del efecto de hibridización . Por otro la­

do recordemos , que la misma relación fue empleada en el capítulo 

precedente cuando explicamos por perturbaciones las propiedades a- 

nómalas de Ce a .

Una m a n e r a  para determinar las correcciones que la h i ­

bridización introduce en las magnitudes termodinámicas del modelo 

no perturbado , consiste en calcular la corrección al potencial ter- 

m odiná m i c o  definido por fi = F - uN . Como ( Kadanoff y Baym ,1962)

6ü = 6 ( F - yN ) =
1
dX <H >. ( 6.22 )

1 A 
' 0

podemos calcular la corrección deseada empleando las soluciones a

las ecuaciones de movimi e n t o  para evaluar <H > . Este valor medio
i X

significa que debe ser calculado con el hamiltoniano H, = H + XH
X 0 i

Considerando campo magnético externo nulo , con G 1 U (X)
k  M

y G (X) obtenidas de ( 6.5 ) y ( 6.10 ) para H , resulta ;
MM X

1 ,+°0

fifi = (2 J + 1)

0

dX

X

j ^ / \ i  xr(ti) a ) s(x) c t o \dw f i a ) --------x— ------  ̂ 6.23 )
ir ( u - A )¿ + A r

donde

S (X) = 1 - ---  n (X )
6

La evaluación explícita de ( 6.23 ) requiere conocer
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n(X) . Esto es posible solamente en el caso que se haya r e s u e l ­

to autoconsistentemente la ecuación para n(X) . E l  cálculo numérico 

que esto implica carece de sentido teniendo en cuenta las drásticas 

aproximaciones que hemos realizado . Por otra parte , nos interesa 

m á s  el aspecto cualitativo del problema que el cuantitativo .

Es interesante explicitar cierta información contenida 

en ( 6.23 ) la cual nos permite justificar aun más el tratamiento 

que hemos realizado para las ecuaciones de movimiento . Midiendo las 

energías respecto del nivel de Fermi = óF ; d e s arrollando a c o n ­

tinuación el integrando de ( 6.23 ) en serie de potencias de r , 

a segundo orden en el parámetro de hibridización obtenemos ;

1

6ft
(2 ) = (2 J + 1) dX

0
6 - 5 n (0)

+ 00

do f (oo) -  ---- T- z —
IT ( (1) - A )

J ~  oo
+ 00

dui

S(0)

f (ü)) ( 6.24 )
0) - A

Si el sistema está a bajas temperaturas , ( 6.24 ) se reduce a la 

expresión que calculamos para la función F m e d iante teoría de p e r ­

turbaciones . El esquema de desacoplamiento empleado permite c a l c u ­

lar la corrección a la energía libre correctamente en segundo orden 

en el efecto do hibridización . Este resultado puede parecer i n c o n ­

sistente con el hecho que la solución para G MM es incorrecta para el 

segundo orden en V  . Sin embargo , ambos resultados son compatibles 

; para evaluar fifi'2) necesitamos solamente G no perturbada .

Otra posibilidad para calcular la corrección a la e n e r ­

gía libre en este caso , es utilizar el m étodo con el cual e v a l u a ­

mo s  la energía libre electrónica cuando r = 0 . La solución formal 

es : (,+0°

n Ú '  )d¡'+ ( 6.25 )

lo cual exige emplear la siguiente expresión para n

■1

n ( a ,e ) =
6  { j  +  Im  iJj ( A , e  ) }

( 6.26 )
1 + S{j + Im i M ^ E p ) } 

según se deduce de ( 6.16 ) . Este m étodo como el anterior requiere
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excesivo trabajo de calculo numérico ; la necesidad de evitar tal 

tipo de solución ya la hemos señalado oportunamente .

Para determinar el diagrama de equilibrio de fases , 

emplearemos un procedimiento alternativo simple pero razonable .

El m ismo consiste en obtener como primera medida las soluciones p a ­

ra n en función de la presión y la temperatura . Teniendo en c u e n ­

ta luego la solución a la ecuación de estado ( 3.69 ) ( cref. ( 3. 

77 )) que aún es válida en este caso , se calcula el volumen a t ó m i ­

co en función de la presión y la temperatura . Siendo el volumen 

y la presión magnit u d e s  termodinámicas conjugadas se puede d e t e r m i ­

nar la transición a temperatura constante por el método de i guala­

ción de areas de Maxwell ( ver p. e j . Landau y Lifshitz , 1969,

Reif ,1965 ) . Sin embargo , en m u y  buena primera aproximación el 

v o lumen también depende linealmente con n ; por esta razón podemos 

admitir a esta m a g n i t u d  como conjugada termodinámica de la presión 

y definir la transición en el diagrama n en función de p , Al r e s ­

pecto , conviene indicar que el criterio empleado por A l ascio et 

a l . (1973) en un análisis preliminar de este m odelo , no es c o r r e c ­

to teniendo en cuenta las consideraciones precedentes .

V I . 4 Aplica c i ó n  del m o delo a la transición g - y en Ce metálico.

Si elegimos para el ancho de línea de los niveles 4f 

r = 300 K , los únicos parámetros a determinar , como funciones 

de la presión , son E C e f y B q f . Esto es debido a que la distancia 

efectiva de los estados localizados al nivel de Fermi está d e f i n i ­

da por la relación ( 6.21 ) en base a estos parámetros . La d e p e n ­

dencia de los m i s m o s  con la presión es una consecuencia directa de 

c onsiderar la hibridización como una perturbación débil sobre el 

sistema . Sin embargo , admitiremos que solamente E depende li-
v G i

nealmente con la presión y despreciaremos la dependencia que p u d i e ­

se tener B , con dicha m a g n i t u d  „ Es obvio , que el coeficiente 
Cer

que caracteriza la relación lineal de E . con p no coincidirá con
C 6 I

el calculado en el capítulo 3 . Es plausible suponer una renor -

# La justificación de esta elección la comentaremos con p o s t e r i o r i ­
dad. Por otro lado , recordemos que en el cálculo de perturbaciones 
hemos empleado r = 0,02 eV = 230 K .
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ma l i z a c i ó n  de tal coeficiente por efecto de la h i b ridización .

Consideremos a continuación el sistema en c o n d i c i ó n

crítica ( p = 19,5 kbar ? T = 580 K ) . En tal situación , la e- 
c r c »

cuación ( 6.16 ) debe tener una única solución . Además , si rees- 

cribimos esta ecuación en la forma :

<|> (n,p,T) = --- ------  + t$(n,T,p) = 0 ( 6.27 )
6 - 5n

donde i (n,p,T) es el factor que multip l i c a  a (6 - 5n) en el m i e m ­

bro derecho de ( 6.16 ) y en el cual se ha sustituido la distancia 

efectiva de los estados 4f a Ep según ( 6.21 ) , el comportamien-

-> oo ) implica = 0 para la solución 
Ftr 3n

to crítico del sistema ( _
O J-

de ( 6.27 ) . La relación precedente determina una correspondencia

biunívoca entre E(cr) y B(cr) . En nuestro caso , estos valores
Cef Cef

resultan :

E (cr) = 3.134 K ; B(cr) = 1713,4 K ( 6.28 )
Cef Cef

En la figura V.l se m u e s t r a n  gráficamente las soluciones de ( 6.27 ) 

a presión crítica , para distintos valores de la temperatura . Se 

aprecia claramente que la condición crítica corresponde a T = 58 0 K 

y la solución de equilibrio determinada numéricamente es ; n c r ~ 

0,585 .

A  presión ambiente , admitimos que la transición o c u ­

rre a T = 116 K ( Ramírez y Falicov ,1971,Alascio et a l . , 1973 ) y 

ajustamos E C e ^ de tal forma de satisfacer la relación de igualdad 

de áreas en el diagrama n = f(p) . Así obtenemos s

E (p= 0) = 2611 K ( 6.29 )
Cef

Con la hipótesis de dependencia lineal de con Ia presión ,

combinando ( (5.28 ) y .29 ) se deduce ;

E (p) = 2611 + 26,82 p (K) ( 6.30 )

donde p debe ser expresada en kbar .
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Cabe realizar un breve comentario sobre el valor ele­

gido para el ancho de línea , antes de finalizar esta sección . Coq- 

blin y B l andin (1968) en su m odelo usaron r = 200 K . Este valor es 

del orden de m a g n i t u d  estimado para los niveles 4f en los lantáni- 

dos metál i c o s  ( Rocher ,1962 ) y en particular en Ce a y Ce y ( G s ­

chneidner y Smoluchowski ,1963, Gschneidner ,1965 ) . Alascio et al. 

(1973) en su ampliación del m o delo de Ramírez y Falicov (1971) p a ­

ra considerar el efecto de hibridización emplearon el mismo valor 

que Coqblin y Blandin (1968) . El valor que hemos empleado aquí es 

un cincuenta por ciento m ayor que el indicado anteriormente , a u n ­

que del mismo orden de m a g n i t u d  al compararlo con el parámetro de 

correlación ( ü ^ 7-3 eV ) . Creemos que hay una razón física que 

justifica nuestra elección . Gschneidner y Smoluchowski (1963) por 

extrapolación lineal de los valores calculados a bajas presiones , 

estimaron que en condiciones críticas la ocupación promedio de los 

estados f en la fase y es aproximadamente 0,75 ? esto implica n “

0,75 . Nosotros hemos calculado también n oara r = 200 K y obtu-
cr ■

vimos n cr = 0,55 . Claramente , la descri p c i ó n  de la o c u p a c i ó n  de 

los niveles localizados es mejor para el valor del ancho de línea 

que hemos empleado en este trabajo . Por otro lado , el valor indi­

cado por Gschneidner y Smoluchowski (1963) no debe ser considerado 

m u y  seriamente pues simplemente es un valor estimativo .

V I . 5. Propiedades físicas del sistema .

V I . 5.1 Valencias . Diagrama de equilibrio de fases_

Podemos calcular inmediatamente la valencia d e  cada fa-

* se en función de presión y temperatura conocidos los valores de e- 

quilibrio para n(p,T) ( c r e f .(3.105)) . Esto exige determinar el dia 

grama de equilibrio de fases . Teniendo en cuenta las expresiones 

( 6.28 ) y .30 ) para los parámetros hemos obtenido las soluciones 

de ( 6.16 ) en función de la presión , para distintas temperaturas . 

Estas soluciones han sido calculadas resolviendo n u m é ricamente la 

e cuación indicada en una calculadora HP 9100 A  con extensión de me-
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m oría . En las figuras V c2 a V.8 hemos representado gráficamente 

la resolución de la ecuación a utoconsistente para n , para d i s t i n ­

tas temperaturas y en función de la presión . Con las soluciones 

obtenidas , se han graficado las curvas de la figura V.9 ; la t r a n ­

sición de fases a cada temperatura se ha d eterminado por el m é t o ­

do de las áreas f con la presión de transición ct cada temperatura 

se ha construido la línea de equilibrio indicada en la figura V.10 

; a efectos de comparación se muestra también la línea e x p e r i m e n ­

tal . Las líneas de m e t a e s t a b i l i d a d  que se han dibujado en esta fi­

gura se o b t ienen por simple determinación gráfica de V.9 . El a- 

cuerdo obtenido con la información experimental es c u a l i t a t i v a m e n ­

te m u y  satisfactorio . Teniendo en cuenta los fuertes efectos de 

h istéresis que se presentan en las medici o n e s  , los valores t e ó r i ­

cos que hemos calculado se pueden considerar también cuanti t a t i v a ­

m e n t e  satisfactorios . Estos resultados justifican a posteriori el 

m é t o d o  empleado para determinar las transiciones .

A  presión ambiente y temperatura del orden de los 100 

K , se calcula una valencia para la fase a ¡ 3,73 % en estas

condiciones , Gschneidner y Smoluchov/ski (1963) estimaron y 3,67 

. A  temperatura ambiente y a la presión de transición (^7,4kbar) el 

valor estimado por estos investigadores es aproximadamente 3,4 9 , 

m i e ntras que en condiciones semejantes nuestro resultado es v = 

3,72 . La comparación no es tan satisfactoria a altas presiones . 

Para la fase y , en las m ismas condiciones de presión y t e m p e r a t u ­

ra que los dos casos indicados calculamos v = 3,025 y v = 3,0b , 

que debemos comparar con v = 3,06 y v - 3,11 respectivamente . 

Considerando que los valores indicados por Gschneidner y Smoluchow- 

ski (1963) son el resultado de estimaciones en base a datos e x p e ­

rimentales obtenidos de sistemas en los cuales coexisten las fases 

a y 6 , podemos concluir que el modelo describe adecuadamente el 

comportamiento de la valencia del Ce m e t álico en diversas c o n d i c i o ­

nes termodinámicas . Quizás un valor algo mayor para el ancho de 

línea podría dar resultados algo mejores desde el punto d e  vista 

cuantitativo .
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FIGURA V.2 Solución gráfica de la ecuación au- 

roconsistente para n a T = 116 K a efectos de 

determinar la dependencia de los parámetros con 

presión
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FIGURA V.3 Solución gráfica de la ecuación autoconsis- 

tente para n a T = 20 0 K

FIGURA V.4 Solución gráfica de la ecuación autoconsis- 

tente para n a T = 300 K
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FIGURA V.6 Idem anterior , T = 550 K



FIGURA V.8 Solución gráfica de la ecuación autocon- 

sistente para n en función de la temperatura , a p r e ­

sión crítica .



(
I

FIGURA V.9 Valores de equilibrio para la ocupación de los estados 4f 

en Ce metálico en función de la presión , a diferentes temperaturas . 

La línea llena corresponde a las soluciones estables ; la línea pun- 

reada de trazo fino a las soluciones inestables . La transición de 

fases ha sido determinada mediante el criterio de igualación de áreas 

de Maxwell . La línea de punto y raya determina los límites de metaes- 

cabilidad .



FIGURA V.iO Diagrama teórico p - T de equilibrio de fases 

a y y en Ce metálico . La línea de trazo lleno corresponde a 

los valores experimentales medidos para la transición a y 

( Jayaraman , 1965 ) .
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V I . 5.2 Constantes de red cristalina .

Con la solución ( 3.77 ) y los valores de equilibrio 

de n en función de presión y temperatura , hemos calculado el r a ­

dio metál i c o  m edio del sistema en diversas condiciones . Los v a l o ­

res para la constante de red se calculan simplemente en base a la 

relación existente entre el radio metálico y dicha constante para 

la red cúbica de caras centradas . En la figura V.ll se m u e s t r a  el 

comportamiento de la constante de red en función de la presión , a 

temperatura ambiente . A s i mismo , se han indicado los valores m e d i ­

dos por Franceschi y Olcese (1969) m e d i a n t e  difracción de rayos X . 

La comparación es satisfactoria , particularmente por debajo de 3 0 

kbar . La discrepancia creciente que se observa a presiones mayores 

que ese valor se explica teniendo en cuenta la resolución a p r o x i m a ­

da de la ecuación de estado que hemos realizado . ( cref. figura 

III.3 ) .

V I . 5.3 Compresibilidad .

Con los valores de equilibrio para n(p,T) podemos c a l ­

cular el módulo de compresibilidad del metal . Adici o n a l m e n t e  , es 

necesario conocer la derivada de la ocupación n respecto de la p r e ­

sión a la temperatura de equilibrio , de acuerdo con la expresión 

( 3.107 ) . En nuestro caso , hemos calculado numéricamente la d e ­

rivada al resolver la ecuación autoconsistente para n .

En la figura V.12 se ha graficado el valor teórico del 

mó d u l o  de compresibilidad 8 en función de la p r esión a temperatura 

ambiente . AsimiB.ao se han indicado los v a l ores determinados por 

V o ronov et al. (1960) en base a medici o n e s  con m é t o d o s  de u l t r a s o n i ­

do . La línea de trazo grueso continuo corresponde a los resultados 

del modelo fenomenológico de A p t e k a r 1 y P o nyatovskiy (1968) . El 

acuerdo cualitativo obtenido es satisfactorio . La comparación c u a n ­

titativa no es directa considerando que los cálculos teóricos d e p e n ­

den de la elección inicial del módulo de compresibilidad para la fa­

se cuadrivalente . Aparen t e m e n t e  un valor mayor que el que hemos 

empleado en concomitancia con un ancho de línea también algo m ayor
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F IGURA V.ll Constante de red a temperatura ambiente en función 

de la presión . La línea de trazo lleno corresponde a la i nter­

p o l ación de los valores experimentales de Franceschi y Olcese 

(196S) ; la línea discontinua de trazo largo corresponde a los 

resultados de este trabajo .
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FIGURA V.12 Módulo de compresibilidad en Ce m e t á l i ­

co a temperatura ambiente en función de la presión .

Los puntos indicados corresponden a las mediciones e x ­

perimentales de Voronov et al. (1960) . La línea de t r a ­

zo continuo indica los resultados obtenidos por Aptekar' 

y Ponyatovskiy (1969) mediante su teoría fenomenológica . 

La línea de trazo discontinuo corresponde a los valores 

teóricos calculados en este trabajo .
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p ermit i r í a n  obtener un acuerdo cuantitativo mejor . Pero en tal c a ­

so , se puede afectar la d escripción de otras propiedades del sis­

tema .

V I . 5.4 Calor especifico electrónico .

En la sección I I I . 7.4 hemos analizado el cálculo del 

calor específico electrónico en forma general . Podemos aplicar 

entonces los resultados formales allí obtenidos , y calcular e x p l í ­

c i t a mente la constante del calor específico al considerar la d e n ­

sidad de estados renormalizada por efecto de hibrid i z a c i ó n  .

La expresión general para el calor específico está d a ­

da en el límite fuertemente correlacionado por ( 3.116 ) . Para el 

sistema hibridizado , en ausencia de campos magné t i c o s  externos v a ­

le :

p (U ) = i  --------------------  ( 6.31 )

tt ( u - a ) + r

p (u) i» V (a)) - ( 6 . 3 2 )
b

2J+1 d r , : ^díReE) 
j—(u-A-KeE) -■ r j-----
do> d (i) (ü>-2-ReE) 2 + r 2

donde P(co) es la densidad de estados de c onducción en el sistema 

no perturbado y se ha explicitado la parte real de z . Para una 

densidad constante y ancho de línea independiente de la energía , 

el término de c orrección en ( 6.3 2 ) es d e s preciable al tener en 

cuenta la posición aproximada del nivel de Fermi en la banda c u a n ­

do aplicamos el m odelo al Ce . Por otro lado , podemos suponer que 

esa corrección la incluimos en la densidad espectral para los e s ­

tados localizados . Para derivar respecto de n el factor entre p a ­

réntesis en el tercer término de ( 3.116 ) , es necesario c o n s i d e ­

rar la condición de c o nservación del número total de electrones por 

átomo . Este vínculo determina una ecuación diferencial adicional 

que deben satisfacer simultáneamente n y el potencial químico y . 

Los detalles del cálculo han sido explicitados en el A p é ndice III. 

El calor específico electrónico resulta entonces :
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C = y T  
v

( 6.33 )

con
IT J

Y ---
3

P ( e r) p (er) ” p ( e ,.) P ( e )
pie.) + P ( e _) + 5 I ----- F--------F---------- E-----_ L _

P (e F )+p ( e F ) “ 2G P í e ^ p l e ^ )

( 6.34 )

siendo

p (ai) = (6 - 5n) p (ai) p (w) -
(6 - 5n)2

(u ) = (1 - -n) p(u )

El supraíndice 1 en algunos factores de ( 6.34 ) indica derivación 

respecto del argumento entre paréntesis . El factor I está d e f i n i ­

do por la siguiente integral ;

fE r-

d o) ( e - ü) ) p ( co ~ Gn ) 
c

( 6.35 )

Como era de suponer , la constante y que hemos o b t e n i ­

do contiene la densidad de estados total en el nivel de Fermi ( p 

+ P ) ; asimismo hay un término adicional originado en el factor 

(6 - 5n) del primer término a derivar en ( 3.116 ) . Tal c o n t r i b u ­

ción al calor específico es una consecuencia del límite f u e r t e m e n ­

te correlacionado „ Conviene mencionar que la aproximación Hartree 

-Fock para la correlación intraatómica f-f , no da lugar a la a p a ­

rición en el calor específico electrónico de ningún término a n ó m a ­

lo de esta clase ( Kjolle s t r o m  et a l . , 1966 ) . Recordemos que e s ­

ta aproximación es m u y  inapropiada para analizar el comportamiento 

de los electrones 4f .

Para evaluar numéricamente y en la fase a a bajas t e m ­

peraturas , hemos empleado las soluciones de la ecuación autocon- 

sistente ( 6.16 ) y el valor para G que hemos obtenido en el c a p í ­

tulo 3 . A  los fines de la comparación , hemos calculado la c o n s ­

tante y a presión ambiente y a 11 kbar . A  p = 0 el valor teórico
2

resulta 10,5 m J / m o l e  K , m i e ntras que el valor determinado por Pa-

nousis y Gschneidner (1970) en base a sus mediciones es y (0) =
2

9,79 m J / m o l e  K . A  p = 11 kbar , Phillips et a l . (1968) m i d i e r o n  

Y (llkbar) = 11,3 fflj/mole K 2 , m i e ntras que nosotros hemos calculado
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Y - 7,7 m J / m o l e  K a esa presión .

La discrepancia entre teoría y experimento que se o b ­

serva a altas presiones , invita a realizar algún comentario . Si 

e fectivamente la constante de calor específico electrónico aumenta 

con presiones crecientes , ello implica un incremento en la d e n s i ­

dad espectral total al nivel de Fermi cuando la presión aumenta .

En principio un fenómeno de tales características no es f á c i l m e n ­

te explicable , pues el centro de gravedad de los estados f se m u e ­

ve hacia energías m a yores cuando la presión varía positivamente .

Una posibilidad que no debe ser descartada es que por efecto de la 

presión aumente el ancho de línea de los niveles localizados de tal 

m a n e r a  que en cuanto a la densidad de estados al nivel de Fermi 

compense en exceso la d i sminución ocasionada por el corrimiento del 

centro de gravedad . Otra posibilidad puede buscarse en la i n terac­

ción electrón fonón . Un aumento en el acoplamiento cuando aumenta 

la presión,implica un incremento de la masa efectiva de los e l e c ­

trones de conducción al nivel de Fermi y su efecto consiguiente en 

el calor específico .

V I . 5.5 Susceptibilidad m a g n é t i c a  .

Como ya dijimos anteriormente , esta propiedad permite 

detectar adecuadamente la configuración electrónica de los iones 

en el cristal . El formalismo empleado en el capítulo tercero p a ­

ra el cálculo de esta propiedad , es general . Como en el caso del 

calor específico , podemos también aquí usar los resultados p r i n c i ­

pales de la sección I I I . 7.5 . De esta forma , por ejemplo la s uscep­

tibilidad debida a los electrones f está expresada formalmente por 

( 3.124 ) . Pero , en este caso debemos d eterminar el argumento g- 

de la derivada , m e d i a n t e  las soluciones de ( 6.16 ) . E s  decir con 

los valores de equilibrio para n en función de presión y t e m p e r a ­

tura según los hemos indicado en la figura V.9 .

Antes de realizar cualquier evaluación numérica , es 

conveniente analizar c u alitativamente el comportamiento do la sus­

c e p tibilidad m a g n é t i c a  cuando el sistema está en condiciones t e r m o ­

d i n á micas diver s a s  . En particular , hay dos límites que son de

2
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gran interés . Por ejemplo , si r «  T la ecuación ( 6.16 ) nos 

permite obtener nuevamente ( 3.125 ) y la susceptibilidad de los 

electrones localizados expresada por ( 3.126 ) , es decir una ley 

de Curie . La condición r «  T se cumple en la fase y a altas t e m ­

peratura y en tal caso siendo n(T) próximo a 1 , la expresión i n ­

d icada concue 3a cualitativamente con los resultados experimentales 

para esta fase .

La expresión ( 3.124 ) para la susceptibilidad , puede 

escribirse alternativamente de la siguiente forma :

r  +  oo

= g y
6S

B

8 3

3 1-n

6 S 2

da f (ai) (U)
c.ü)

1-n
dtü 3_f (u)

3üj
P (<¿>) ( 6.36 )

A  bajas temperaturas ( T << r ) la expresión precedente nos p e r m i ­

te obtener ;

g 2y 2 J (J+l) (2J + l )_ _ s 2 pf(£(_) + 0 (T2 )
B

( 6.37 )
3 (1-n)

Esta condición se verifica cuando e.1 sistema está en la fase a -n. 

bajas temperaturas . La expresión ( 6.37 ) presenta las c a r a c t e r í s ­

ticas esenciales de la susceptibilidad m a g n ética de la fase a , 

pues a bajas temperaturas n es chico y prácticamente indepe n d i e n ­

te de esa variable .

Para comparar las predicciones del modelo con las m e d i ­

ciones existentes , hemos calculado Xf en base a la expresión ( 3. 

124 ) que puede transformarse fácilmente a s

=  g 2 Pg J ( J + 1 )  

« g 2ii| J(J+1)

1-n

1

1-n

9_n

3A

3n 
3 P

( 6.38 )

-1

resultando la última expresión al tener en cuenta la parametriza- 

ción de A - Ep con la presión .

Con (5.38 ) , hemos computado numéricamente la suscep-
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tibilidad magnética en función de la presión a temperatura a m b i e n ­

te , y en función de la temperatura a p = O . Para poder comparar 

los valores calculados con los resultados de las medic i o n e s  ( Col- 

v i n  et a l . , 1962, MacPherson et a l . , 1971 ) es necesario incluir la

contribución de los electrones de conducción . El valor estimado
-k

es Xc - 1 , 2  x 10 emu/mole ; en la sección I I I . 7.5 hemos j u s tifi­

cado esta estimación por lo cual no insistiremos sobre el tema .

Los resultados teóricos han sido graficados en las figuras V.13 y

V.14 . La primera de ellas corresponde a las medici o n e s  de la sus­

ceptibilidad en función de la presión a T - 300 K ( MacPhe r s o n  et 

a l . ,1971 ) ; la otra indica ol comportamiento de esa m a g n i t u d  en 

función de la temperatura a presión ambiente ( Colvin et a l . , 1962 ). 

El acuerdo cualitativo general es aceptable . Sin embargo , se o b ­

serva claramente que el modelo describe incorrectamente el c o m p o r ­

tamiento de la susceptibilidad en la fase y , sea en función de la 

p r e sión o bien en función de la temperatura a presión ambiente c u a n ­

do el sistema se va aproximando por enfriamiento a la transición de 

fases . Creemos que hay una explicación relativamente simple para 

dar cuenta de tales discrepancias . Un factor que conduce i n evita­

blemente a calcular incorrectamente el comportamiento magné t i c o  de 

la fase y a bajas temperaturas es el esquema de desacoplamiento e m ­

pleado . Ya hemos señalado que Scalapino (1966) criticó las c o n c l u ­

siones de Hewson y Zuckerman (1966) sobre la imposibilidad del m o ­

delo de A n d erson de predecir la existencia de m o m entos m a g n é t i c o s  

localizados a temperatura nula < Otro aspecto crucial y fuerte d e ­

terminante de los resultados numéricos , es la relación entre la 

posición de los estados localizados respecto del nivel de Fermi y 

la presión . A p a r entemente es necesario ir un poco más allá de la 

aproximación lineal para obtener m e jores resultados . F inalmente , 

la discrepancia creciente que se observa en la figura V.14 a altas 

temperaturas , se debe esencialmente a que en ese orden empieza a 

ser significativa en esta fase la contribución debida al m u l t iple- 

te con J = 7/2 .

La susceptibilidad magnética de la fase a m erece ser 

c omentada con cierto cuidado . Si bien el acuerdo cualitativo que 

hemos obtenido en cuanto al comportamiento de está m a g nitud en fun-
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F I GURA V.13 Susceptibilidad magnética en Ce a temperatura 

ambiente en función de la presión (MacPherson et a l . , 1971). 

La línea de trazo discontinuo que se ha superpuesto en la 

figura corresponde a los valores teóricos calculados con 

el modelo propuesto en este trabajo para un ancho de línea 

de los estados 4f r = 300 X .



10
” 

[9

sor

E
o

X

14

10

6

4

2 ‘

/  y ( T  =35

_i

o

1

1

Datos .-.experimen­
ta les  CoSvin et  
a!.

_L

10
2 x i o  £ ícj

FIGURA V .14 Susceptibilidad magnética en la fase y do Ce en función 

de la temperatura a presión ambiente (Colvin et a l . , 1962) . La línea 

de trazo discontinuo corto corresponde a resultados teóricos de estos 

autores para un conjunto de iones C e 3+ sin interacción ; la línea de 

trazo continuo corresponde a un modelo de iones C e 3+ interactuantcs 

y considerando una susceptibilidad de Pauli para los electrones de
_ r _ o

c o n d u c c i ó n  ~ 1x10 9 ern (Colvin et al., 1962) • La línea de tra- 

d iscontinuo grueso corresponde a este modelo .
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ci6n de presión a temperatura constante ( Fig.V.13 ) o en función 

de la temperatura cuando la presión permanece invariable ( ec,

( 6.37 )) no podemos estar m u y  satisfechos en lo referente al a s ­

pecto cuantitativo de la c omparación . Los valores calculados p a ­

ra r = 300 K representan aproximadamente dos tercios de la s uscep­

tibilidad m edida . Este resultado no sería tan grave si el valor 

teórico correspondiese exclusivamente a la contribución de los e s ­

tados f , pero debemos recordar que el m ismo incluye f enomenológ.i- 

camente la c o ntribución de los electrones de conducción . Una r a ­

zón plausible para explicar estas discrepancias es la posibilidad 

que los electrones itinerantes tengan una susceptibilidad de Pauli 

reforzada por intercambio ( exchange-enhanced susceptibility ) c o ­

m o  en el caso de los electrones 4d en Pd . El fuerte carácter d 

que se observa en la banda de conducción en el entorno de la ener- 

gía de Fermi parece sustentar esta posibilidad . Por otra parte, 

una corrección de esta naturaleza contribuiría a modificar f avora­

blemente la curva teórica de la figura V.14 . Es m u y  posible t a m ­

bién , que el límite U ® sobreestime los efectos de c o rrelación 

que ocurren en el sistema real . Al respecto , es importante s e ñ a ­

lar que el carácter correlacionado do los electrones f es esencial 

para describir adecuadamente la entropía de espín en la fase y , 

y que el m ismo destruye la posibilidad de una susceptibilidad m a g ­

nética reforzada por intercambio . Notemos que los efectos de i n ­

tercambio ocurren cuando dos o más electrones pueden ocupar s imul­

táneamente estados localizados de una dada simetría en un mismo 

ión del cristal . Una tercera posibilidad que no debemos descartar 

es que el m u l t i p l e t e  J = 7/2 , si bien está situado alrededor de 

0,3 eV por encima del sextuplete , contribuya significativamente 

a x en el estado no m a g n ético (fase oc) del sistema . Esto puede ser 

razonable al tener en cuenta el alto valor de p ( p = 7,94 ) para 

J = 7/2 comparado con el c orrespondiente a la configuración con 

J = 5/2 ( p = 2,54 ) ( ver p.ej„ Kittel ,1371 ) . Finalmente c o n ­

viene destacar que si bien existe evidencia experimental que en la

# Cálculos de la estructura de la banda de conducción en la fase 
a y y , M u k h o p a d h y a y  ,1972 ; determinación experimental de la d e n ­
sidad de estados m e d iante XPS , Baer y Busch ,1974 . Referirse a 
las figuras I I I . 1-2 y 1.4 respectivamente .
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fase a no se produce orden m a g n é t i c o  de ninguna clase , al menos 

hasta las más bajas temperaturas medidas , es también posible que 

la a p roximación de considerar al metal como un conjunto de N centros 

independientes no sea aplicable a dicha fase a m u y  bajas t e m p e r a ­

turas .

VI. Comentarios finales .

El modelo propuesto para la transición a - y en Ce m e ­

tálico , ha permitido discriminar en forma simple y clara la impor­

tancia relativa de los factores que aparentemente c o ndicionan dicha 

transición y propiedades físicas características de las fases v i n ­

culadas . Asimismo fue posible conciliar los distintos enfoques del 

problema , empleados en teorías previas ( Aptekar' y Ponya t o v s k i y  , 

1968, Coqblin y Blandin ,1968, Ramírez y Falicov ,1971 ) . Tanto 

la fuerte correlación intraatómica ( Ramírez y Falicov ,1971) como 

la hibridización entre la banda y los estados localizados , son c a ­

racterísticas complementarias de estos últimos y ambas necesarias 

para explicar el comportamiento m a g n ético de las dos fases . Además 

, ha quedado bien establecido la importancia de la entropía m a g n é t i ­

ca de la configuración 4f^ en Ce para posibilitar la transición .

Q u e  la m isma sea continua o de primer orden , es el resultado de la 

competencia energética entre ciertos factores intrínsecamente de c a ­

rácter colectivo . Por un lado , cuando el sistema está en la fase 

a la disminución continua del nivel de Fermi efectivo del 3Ólido 

a causa de la d e socupación paulatina de los estados de la banda , 

favorece el primer tipo de transición . Por el otro , la cooperación 

entre la repulsión coulombiana intraatómica banda-estados l o c aliza­

dos ( Falicov y Kimball ,1969 ) y el incremento de las tensiones 

elásticas al aumentar el apantallamiento de los núcleos cuando se 

c o locan electrones en esos estados , tiende a ocasionar una t r a n s i ­

ción de fases discontinua . La contribución de estos dos factores 

al mecanismo de la transformación es en primera aproximación del 

mismo orden de m a g n i t u d  . Sin embargo , es conveniente pensar en u- 

na repulsión coulombiana efectiva ya que de acuerdo con nuestras e s ­

timaciones , los efectos de dispersión puntual m ú l t i p l e  tienden n o ­
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tablemente a reducir su intensidad . La semejanza en cuanto al o r ­

den de m a g n i t u d  de ambos efectos , podemos considerarla e j e m p l i f i c a ­

da en las v ariaciones observadas en el equilibrio de las fases c u a n ­

do se introducen en la m atriz cierto tipo de impurezas . Cuando los 

solutos son lantánidos la repulsión coulombiana y las interacciones 

elásticas actúan cooperativamente . En contraposición , si las impu­

rezas diluidas son Th o Pu ambos efectos se manif i e s t a n  en forma c o m ­

petitiva .

El carácter débil de la hibridización comparada con 

la repulsión coulombiana f-f intraatómica , permite conservar las 

diferencias intrínsecas entre las configuraciones 4f^* y 4f^ en Ce .

El efecto de hibridización en el mecanismo para el cambio de fases 

es en el sentido de favorecer una transición continua „ C u a l i t a t i v a ­

m e n t e  , esto es explicable por la reducción de la rigidez del sis­

tema al hibridizarse los estados y por la disminución del carácter 

localizado de los niveles f „ En tal sentido , en base a los r e s u l ­

tados obtenidos la serie de los lantánidos es el grupo de elementos 

de transición en el cual el modelo de Anderson-Friedel de estados 

ligados virtuales puede ser adecuadamente aplicado en el límite de 

gran correlación intraatómica . Sin embargo , la crítica cuestión 

de la energía de cohesión en sistemas m e t á licos con p osibilidad de 

cambios termodinámicos de valencia es todavía un campo de i n vesti­

g ación en el cual la teoría es relativamente incipiente .

F inalmente , es importante notar que transiciones de 

características semejantes a la estudiada han sido observadas t a m ­

bién en diversos compuestos en los cuales algún lantánido es c o m p o ­

n ente del mismo ( p.ej. SmS , Maple y W o h l leben ,1971, TmTe,SmTe, 

YbTe,etc.„, Chaterjee et a l . , 1972 ) „ Consecuentemente , c r eemos que 

los resultados obtenidos , a pesar de las diversas aproximaciones 

realizadas en el análisis , representan una contribución razonable 

para una interpretación adecuada de estas transiciones en el e s q u e ­

ma de estados 4f tipo atómico y fuertemente correlacionados .
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Schrieffer J.R» , J.Appl.Phys. ^  , 1147 (1967) .

Schrieffer J 0R C , Notas de la Escuela de Verano de la Asoc, Can. de Físicos ,

Banff , Canadá (1969) .

Schuch AoFo y Sturdivant J.H. , J.Chem.Phys. _19 , 145 (1950) .

Seitz F. , "Modern Theory of Solids" , McGraw Hill , N.Y.&London (Ed.1940) . 

Smart S.Js , "Effective field theories in magnetism" , Saunders , Philadelphia

&London (1966) .

Strassler S. y Kittel C. , Phys»Rev. 139A , 758 (1965) .

Toulouse G. , Tesis , Universidad de Paris , Orsay , Francia (1968) .

Toulouse G. , Phys.Rev. B 2_,270 (1970) .

Trombe F. y Foex M. , citados por A.W.Lawson y T.Tang (1949) .

Veal B0W., Koelling D.D, y Freeman A.J. , Phys.Rev.Letters 30 , 1061 (1973) . 

Voronov F.F., Vereshchagin L„F„ y Goncharova V.A. , Soviet Physics Doklady 135

, 5 (1960) „

Waber J.T. y Switendick A„C. , Proc.Vth.Rare Earth Conf. , Iowa (1965)(no pub.) 

Watson R.E., Ehrenreich H. y Hodges L. s Phys.Rev.Letters 24̂  , 829 (1970) . 

Waber J.T., Harris I.R. y Raynor G.V. , Trans.MetaSoc.AIME 230 ,148 (1964) . 

Wilkins J.F., Clark J.G. y Leinhardt T.E. , Bull.Am.Phys.Soc. ]_ , 579 (1962) . 

Wilkinson M.K., Child H.R„, McHargue C.J., KoehkerW.C. y Wollan E.O. Phys.Rev.

122 5 1409 (1961) .

Zachariasen W.H. , citado por A.W.Lawson y T.Tang (1949) .

Zubarev D.N. , Soviet Physics Uspekhi _3 , 230 (1960) .

Zuckerman M 4 , Notas de la Escuela de Verano de la Asoc.Can. de Físicos , Mont

Tremblant 9 Canadá (1973) •.



Ape nd ic e I

En este apéndice vamos a mostrar la equivalencia entre 

el modelo de Ramírez y Falicov (1971) y nuestro m o delo al despreciar 

la hibridización . Es necesario tener cierta precaución en el a n á ­

lisis debido a que nosotros hemos empleado el formalismo e l e c t r ó n i ­

co , mientras que Ramírez y Falicov emplearon la descri p c i ó n  p a r t í ­

cula-hueco para las excitaciones en la banda de conducción .

En primer lugar m o straremos la equivalencia entre las 

energías libres electrónicas . Consideremos entonces los tres p r i m e ­

ros términos de ( 3.63 ) , es decir la energía interna del sistema; 

llamando  ̂ al primero de ellos podemos reescribirlo de la s i g u i e n ­

te forma :

e n (e)P (e)de 
e

W
e n  (e ) P (e ) de 

e ( 1.1 )

Para el m odelo con densidad de estados constante en la banda de c o n ­

d u c c i ó n  el potencial químico y es independiente de la temperatura

( consultar Ap.II ) por lo cual lo denominamos y = W #
E f e c t u a n ­

do el cambio de v a r iable e = w + W

n (e-W } y n, (u) = 1 - n (u>) , obtenemos 
e h h e

considerando que n (u>) =
e

E = 
1

E +
e E h +

E + W L ( M - W ) 
o n e h ( 1.2 )

donde

E = 
e

E =
O

's n (e ) P (e ) d e
e

e n (e )P (e )de 
n

e V (e)de

0

fW h

n (e)P (e ) de
e

n (e )P(e )de 
n

Por la condición de vínculo ( 3.4 6 )

# Para una densidad de estados más general a parecerían términos en 
T/T cuya contribución resulta despreciable .



w
n = n (e )P ( e )de = 4 - n ( 1.3 )
c JQ e

pero además

n = N + ( 4 - M , )  lo cual implica n = W - N ( 1 . 4 )c e n h e
que es la condición de vínculo empleada por Ramírez y Falicov (1971) 

( consultar c a p . 2 ,ec. ( 2.4 )) .

Con las relaciones precedentes la energía interna 

puede ser escrita de la siguiente forma :

E = E + Eu + E + ( A + 4 G—W  )n - G  n2
1 e h o h

( 1.5 )

La entropía S se puede desglosar asimismo en :

S = -k.

- k .

WL

A
n (e)£nn (e) + { 1-n (e ) } ¿n{ 1-n (e ) } e e e e

n (e)£nn (e) + {1 -n (e ) } in{ 1 -n (e ) } 
e e e e

í>(e)de -

P ( e) de ( Ic 6 )

Al ser simétrica esta expresión en n (e) y 1-n (e) . utilizando las
6 6

m i s m a s  transformaciones que al calcular la energía obtenemos ;

S = -k.

-k,

W.

rw„

T)

n (e)ínn (e) + { 1 -n (e)}£n { 1 -n (e)} n h n h

n (c)inn (e) + { 1 -n (e)}£n { 1 -n (e)} 
e e e e

V (e)de -

V (e)de ( 1.7 )

T e n iendo en cuenta que E es la energía de punto cero al sumar (1.2)
o

y (1 .6) , podemos despreciarla , y por lo tanto resulta la e x p r e ­

sión (2.2) + (2.3) del capítulo 2 , si identificamos :

E = A + 4G - W  ( 1 . 8 )
h

La expresión anterior nos permite dar un significado claro a A : 

es la energía necesaria para colocar un electrón en un estado loca­

lizado medida desde el fondo de la banda , cuando no hay ninguna 

partícula en la misma . Como en la fase a , que es la fase que h e ­

mo s  empleado como referencia , hay cuatro electrones de conducción 

a causa de la interacción coulombiana ( F a licov y Kimball ,1969 ) 

necesitamos gastar una energía A + 4 G  .



A  c o n tinuación d emostramos la equivalencia e n t 1'0 la e- 

cuación a utoconsistente para determinar las soluciones de n en fun­

ción de la temperatura ( ecuación (2.17) ) en el m o delo de Ramírez 

y Falicov (1971) y la ecuación ( 3.43 ) de este trabajo . E x p l í c i t a ­

m e n t e  aquella ecuación es :

-Q,
A + €

n = — F ^ - l n  — -------------- *-----  ( 1.9 )
W

A + e
o V  1

con
W

Q =o
T

W

A * 
o A.

n

(2J+1)(1-n)
exp { (E - 2Gn)/T}

A + 1
En ( 1.9 ) es evidente que podemos remplazar A_ = 

en cuenta que a =

_ o

12
w A , + 1

teniendo

Invirtiendo ( 1.9 ) y remplazando A , A , Q y Q por
O I  O I

las relaciones anteriores se obtiene luego de simples pasos a l g e ­

braicos

n
a T

E-2Bn

n e

(2J+1)(1-n)

E~2Gn W "e
(2J+1)(1-n) _ T . _ T
------------- e + en

n
(2J+1)(1-n)

E-2Gn _ Wh
T . “ T

e + e

( 1.10 )

de d onde se deduce fácilmente

--------------  expí (E-2Bn) /T} = 1 + exp{-(W -E+2Gn)/T} +
(2J+1)(1-n) e

+ exp{ -(W - —) /T} ( 1.11 )
n a

d o n d e  B = G - 1/2 a . Es inmediato verificar que los argumentos de 

las exponenciales son negativos para todo n entre 0 y 1 ; además 

en valor absoluto los numeradores son bastante m a yores que T si T

# nc en la notación de RF (1971)



< 10 K , por lo cual podemos despreciar los términos c o r r e s p o n d i e n ­

tes . Entonces , ( 1.11 ) se puede transformar rápidamente a :

3

n = — —  expí (E - 2B n)/T} + 
2J+1 00 00

-1

( 1.12 )

que es exactamente la ecuación ( 3.43 )



A p é n di ce  II

Poder despreciar la entropía debida a los electrones 

de conducción , implica una gran economía de cálculo y permite p r o ­

longar el tratamiento analítico del modelo bastante más allá de los 

límites que impone la consideración exacta de aquella m a g n i t u d  . La 

energía libre debida a estas partículas está determinada por la su­

m a  del primer y cuarto términos de ( 3.63 ) ; teniendo en cuenta que 

V(c) = a , podemos escribir :

F . =: a 
cond

e n  (e)de + a T
o e

{n (eUnn (e) + {1-n (e)Uw{l-n (£)}}de ( II. 1 )* P_ P c* o *

Si el intervalo de temperaturas de interés es tal que T << T , el 

primer término de la expresión anterior lo podemos aproximar de la 

siguiente forma :

e n  (e)de = -—
0 e 2 J

( I I . 2 )

Consideremos ahora solamente la primera de las integrales c o r r e s p o n ­

d i entes a la entropía ; resulta ;

aT n (e) ¿Yin  (e) de = aT' 
, e e

n(x)£nn(x) dx 
-y/T

r+°° ( II.3 )

n(x)¿nn(x) dx

X 1
donde n(x) = ( e + 1 ) . La última expresión se integra r á p i d a m e n ­

te m e d i a n t e  un cambio de varia b l e  obteniendose :

a T n (e)£nn (e) de 
e e

air2T 2
( II.4 )

Debido a que la entropía es simétrica en n (e) y 1-n (e) , el según- 

do término de la integración puede ser llevado a una forma s e mejan­

te al primero y en consecuencia contribuye un valor igual al i ndica­

do en ( I I . 4 ) . L a  energía libre debida a los electrones de c o n d u c ­

ción resulta entonces aproximadamente :

r „ 2ttT2 , a y 2
cond ( I I . 5 )

W



El cálculo aproximado indicado en ( 3.64 ) cuando a p r o ­

ximamos la probabilidad de o c u p ación de los estados de la banda por 

una función escalón implica claramente despreciar la entropía de los 

m i s m o s  „“En el caso de la banda rectangular tal contribución d e p e n ­

de exclusivamente de la temperatura por lo cual podemos omitirla . 

Para una densidad de estados m á s  general aparecen términos p r o p o r c i o ­

nales a la densidad de estados al nivel de Fermi ; siendo la energía 

de ese nivel función de la ocupación de los estados localizados la 

aproximación no es tan evidente y el ánalisis debe realizarse con 

mucho cuidado .



A p é n di ce  III

Para evaluar el calor específico electrónico en el l í ­

m i t e  fuertemente correlacionado partimos de la energía interna del 

sistema que en dicho límite es :

E = (6-5n)
c+°°

cüf(ü>)Pj.(u))dw + u> f (ti)) P (o>) d ü) - G n n ( I I I . 1 )

donde las densidades espectrales de la banda y de los estados loca­

lizados debe incluir la r enormalización debida a la interacción c o u ­

lombiana . A  bajas temperaturas , es conveniente trabajar con la 

expresión E - 4 e^, que a orden T 2 resulta s

E - 4 e p = (6-5n) dto (ü>-e p) p ̂  (u) + doj (o)-er ) V (w) +

+ - V {  (6-5n)p, (e _) + V U C ) } - G n n  
6 f F F c

( I I I . 2 )

Al derivar la expresión anterior para determinar el calor e s p e c í f i ­

co a volumen constante obtenemos :

c = 
v

- — { P(ep) + (6-5n) p (gp) }T + 5 I
3n
9T

( I I I . 3 )

+ G 3n
3T

n - n + (6-5n) 
c

da)(ü)-Ep)p^(ü)) - dtü (u-e p ) V ' (oí)

donde

I =
•Loo

dü) ( E p - u )  p^. (tO ) ( I I I . 4 )

En ( I I I . 3 ) el término en G se obtuvo aparte d e  la contribución o- 

riginada en el último término de ( I I I . 2 ) , al derivar bajo el sig­

no integral los dos primeros términos de esa expresión . Se puede ver 

integrando por partes las dos integrales contenidas en el m i s m o  que 

el factor entre corchetes es por lo menos de orden T 2 . Al ser
9 1

de primer orden en la temperatura , según comprobaremos p o s t e r i o r m e n ­

te , el último término de ( III.3 ) no contribuye al calor e s p e c í f i ­

co electrónico . El tercer término de esa expresión requiere la eva-
3 n

luación explícita de I y  de ^  ,
(3 i



Para una lorentziana como densidad espectral de los e s ­

tados localizados , y aproximando el potencial químico y por e , se 

obtiene por simple integración :

I = —  In
2 tt

(e f- a )2+ r 2 e_- A

Si r •* 0 , esta expresión se anula cuando A > e F ; el tercer t é r m i ­

no de ( I I I . 3 ) no contribuye al calor específico en la fase a si 

no se considera el efecto de hibridización .

Para calcular es necesario recurrir a la ecuación
O 1

autoconsistente y tener en cuenta la conservación del número total 

de electrones por átomo . Cuando se considera la perturbación o c a s i o ­

nada por la hibridización , en el esquema de desacoplamiento para 

las ecuaciones de movimiento de las funciones de Green usado por Hew- 

son y Zuckerman (1966) la ecuación autoconsistente para n es la e x ­

presión ( 6.16 ) . Aproximando la misma a segundo orden en la tem­

p eratura calculamos entonces :

3n _ ______ 1______  | Oí t  ̂3 y
3T 6 _ *

6-5ñ G p

{ P < e F ) f f  +  J  T p ' ( e F ) } ( I I I . 6 )

donde p = (6-5n)p (w ) y p ' = Í£-
3ü)

Por otra parte , de la condición de vínculo se obtiene %

V i ü  + I 2t p v 
3n u 3T 3 "

9T 1 - GP
( I I I . 7 )

3_y_
3T

te expresión para la derivada de n respecto de la temperatura :

C ombinando ( I I I . 6 ) y ( III.7 ) para eliminar ^  resulta la siguien-

an 2 P ( e F ) p ' ( e F ) -  í  (eF)P '  ( e J
f f  = | T  ----- ------- ---------- ------- E-----  ( I I I . 8 )

P ( £ p )+ i5(eF ) - 2  G P ( e F )p(eF )

donde
(6-5n)2




