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RESUMEN

Una vaniedad de métodos numéricos utilizados en La prdc
tica conduce a La generacidn de grandes sistemas de ecuacdo-
nes algebraicas Lincales. En muchos casos La matndiz deld s44-
tema nesulta esparcida o sea gque La mayorn parte de sus ele-
mentos Aon Lguales a cero. En tales casos se deben emplean
procedimientos de codmputus especiales para afmacenar s6Lo Los
no-ceros en La memonda de La computadora, para hrealizar ope-
raciones 56L0 con Los no-cenvs, y para reducdr La generacdbn
de nuevos no-ceros durante Los chdlculos tanto como sea posd-
ble. Asl se asegura un empleo efdicdente del tiempo y memorda
de computadora disponibles.

Durante Los dLtimos afos Los algoritmos empleados panra
cdlculo con matnices esparcidas se han vuelto muy so0fistica-
dos, y Los célmputos se pueden nealizarn ahora de una manera
muy densa y efdiciente. Aqui presentamos un paquete de subrutd-
nas en Forntran que Ancoapora Los altimos adelantos en Lo que
ha empezado a LLamarnse La Tecnologla de Matrdices Esparcddas,
para nesolvern grandes sistemas de ecuacdLones Lineales con ma
thiz simétndica y defindida positiva, del tipo que aparece en
el método de Elementos Finditos.-



ABSTRACT

Larnge systems o4 algebradlc Lineanr equations are generated
in practice by a vandiety of numenical methods.In many cases the
matnix of the system is spanse, that is, mosd of Lts elemenis
are equal %o zeho. SpecLaK computational procedures have to be
used 4n such cases Ln orden to storne only the wnon-zeroes, Lo
operate only with the non-zeroes, and to reduce the generation
04 new non-zeroes durding the calculations as much as possible.
In this way an eﬁéicianz'uAe 0§ the available computer memony
and time 44 secunred.

Duning the Last few years the algonithms fon spanse matrix
caleculations have become very sophisticated, and the computa-
Lion can now be penformed 4n a very dense and efficient way.We
present hene a Foatrnan package of subroutines which inconporates
the Last advances of what has become to be known as the Sparnse
Matrnix Technology, to solve Large sparnse systems of Linear equa
Lions with symmetrle . and posdiiive defindite matnix, of the type
that {8 genenated by the Finite Element method.-



ILNTRUDUGULON:

Una matriz se considera esparcida cuando la mayor parte de
sus elementos son nulos. ln los Gltimos 3 6 4 afios se ha produ-
cido un avance muy considcrable en las técnicas de computacidn
empleadas para trabajar con matrices esparcidas. Los objetivos
esenciales de todos los c¢sfucrzos han sido siempre los siguien
tes:

i) Hallar algoritmos que realicen operaciones aritméticas o 1%
gicas solamente con aquellos elementos de las matrices que
se sabe que son diferentes de cero.

ii)Realizar los cdlculos de tal manera que la generacidn,duran
te el proceso, de nuevos elementos diferentes de cero, Tre-
sulte tan reducida como sea posible, a efectos deque las ma
trices no dejen de ser esparcidas.

El desarrollo tecnoldgico genera problemas cada vez més
grandes y mids complejos, cuya solucidén demanda cdlculos numéri
cos cada vez mis largos. La respuesta a esta demanda ha sido,
por un lado, el desarrollo de computadoras mids rdpidas y con
mayor memoria, y por el otro, de técnicas de computacidén mds ¢
conbmicas. La Técnica de Matrices Esparcidas (ME) pretende al-
canzar el mids alto grado de economia computacional que se pue-
da esperar una vez planteado un problema numérico, pues reduce
hasta donde se pueda la cantidad de operaciones y el llenado
de la memoria necesarios para terminar el cilculo.

Los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales con matriz
esparcida, simétrica y definida positiva aparecen frecuentemen
te en cilculo numérico. E1 método de Elementos Finitos (1)y va
rios otros métodos de resolucidn de ecuaciones diferenciales o
riginan sistemas de este tipo. La importancia de implementar
un c¢bdigo que resuelva tales sistemas se puede comprender, pa
ra no ir mids lejos, recordando algunas de las aplicaciones del
método de Elementos Finitos a problemas de Energia Nuclear (2),
Petréleo (3), Coheteria (4), Guias de onda (5), Vibraciones(5),
Aerodinidmica, lLubricaci6én, Mccdnica Estructural, Cdlculos Tér-
micos, y hasta Cdlculos Atdémicos (6,18). Cualquiera de estas a

plicaciones puede llevar a un sistema con mil o varios miles






IA=14538
JA=1462135 R(C)FO
AN =3 1251 41

Obsérvesc que [A es de largo N+1, y que IA(N+1) senala cl
lugar siguiente al Gltimo clemento de JA y AN.

Por ejemplo, la fila 2 comienza en IA(2)=4. ;Donde termina
la fila 2? Pues, como la fila 3 comienza en IA(3)=5, la fila
2 termina en IA(3)-1=4. O sca, la fila 2 estd descripta en el
lugar 4 de JA y AN. Ticnc un elemento que vale AN(4)=5 cuyo
indice de columna es JA(4)=2. En este caso IA, JA y AN definen
una Representacidn Completa por Filas y Ordenada de la matriz
A, que se abrevia R(C)FO.

En realidad, no hay necesidad de representar ordenadamente
los elementos de cada fila de A: el Formato Esparcido permite
representarlos en desorden, por ejemplo:

IA=1458
JA =614 2 3 5 R(C)FD
AN = 2315411

Esta es una Representacidén Completa por Filas Desordenada
6 R(C)FD. Veremos mids adelante que la exigencia de tener las
representaciones ordenadas resulta algoritmicamente muy gravo
sa. Por eso, los algoritmos de ME utilizan representaciones de
sordenadas siempre que sea posible. El1 descubrimiento de esta
notable propiedad significd uno de los mayores avances en la
técnica de ME(9).

Cuando la matriz considerada es simétrica se puede repre-
sentar s6lo los elementos diagonales y los de la mitad superior.
Por ejemplo:

3001
B=1{0501
0070
110 2]
IB=135617
JB=4124 34 R(SD)FD
BN =135172
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Esto es una Representacién Superior y Diagonal por Filas
Dcsordenada , o R(SD)FD. Si la matriz, adcmés de ser simétri
ca, es definida positiva, entonces todos sus elementos diagona
les son né-nulos, y se los puede almacenar en un vector BD en
vez de describirlos en JB y BN. Asi sc obtiene una Representa
cidén Superior.

Por ejemplo, para la matriz B:

IB=12333

JB =4 4 R(S)ED
BN = 11

BD =357 2

Esta representacidén es muy compacta y eficiente. Si se em
plea Fortran los vectores IB y JB pueden ser declarados
INTEGER*2 par:. obtener una economia de memoria adicional, siem
pre y cuando no haya mids de 327067 né-ccros cn la parte de la
matriz que se describe.

La eliminacidén de Gauss por filas

Consideramos el sistema de ecuaciones lineales
Ax = Db (1)

donde A es una matriz simétrica definida positiva de orden N y
b es un vector columna denso. La eliminacidén de Gauss por filas
consiste en restar de la segunda ecuacidén un mGltiplo apropiado
de la primera para lograr que el elemento a,, se reduzca a ce
ro. Luego se restan de la tercera ecuacidén mGltiplos apropiados
de la primera y de la segunda para lograr que az,=0 vy a32=0. Y
asi siguiendo, hasta eliminar todos los elementos por debajo
de la diagonal. El1 orden de eliminacién se elige por filas por
que es mids apropiado para aplicarlo a las ME representadas por
filas.

Una vez concluida la climinacidén, A se ha rcducido a una
matriz triangular superior. Si ademids dividimos cada ecuacidn
por su clemento diagonal, obtencemos la matriz triangular supc-
rior unituaria U cuyos clementos diagonales son todos 1, y la

matriz diagonal D formada por los elementos diagonales que se
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usaron como divisores. Se verifica la propiedad (10):

A = UTpy (2)

donde T significa '"traspuesta'.
El sistema (1) se puede escribir

T

U'DUx = b (3)

Para obtener x basta con resolver sucesivamente los tres
sistemas lineales siguientes, dos de los cuales tienen matriz
triangular y el restante la tiene diagonal, por lo que son muy
faciles de resolver:

UTz = b
Dy = Z (4)
Ux =Y

Este procedimiento permite separar la solucidén de (1) en
dos partes: la factorizacidn de A para obtener D y U, y la
solucién de (4). Como D y U dependen sblo de A, se obtiene

asi una ventaja que puede ser considerable: cuando hay que re
solver varios sistemas con la misma matriz A y diferentes segun
dos miembros b, se puede factorizar A una sdla vez, y luego re-
solver las (4) para los diferentes b.

La eliminacidén de Gauss comiin, bien conocida, consiste en
realizar sobre b las mismas operaciones que se realizan sobre
A, simultdneamentc. Se puede demostrar que este procedimiento
requiere exactamente el mismo nimero de operaciones aritméti-
cas que la factorizacidén y solucidn por separado, para un solo
vector b dado. Actualmente se nrefiere usar la factorizacidn y
solucidén por separado: ya hemos sefialado una de las ventajas
que ofrece, y méds adelante sefialaremos otra afin mds importante

Para factorizar una matriz cualquiera es necesario elegir
como pivote el elcmento de mayor valor absoluto o por 1lo menos
uno cuyo valor absoluto sea mayor que una cierta '"tolerancia
de pivote'" (8), para evitar quc los errores de redondeo se ha-
gan excesivos. En una matriz simétrica definida positiva, los
elementos diagonales son grandcs y se pueden elegir siempre co
mo pivotes (10, pag.220). Falta alin especificar en qué orden
se los elige como pivotes. En todo lo quc sigue vamos a suponer
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que la matriz A ya estd ordenada de tal manera que se pueda
pivotar secuencialmentc a lo largo de la diagonal. Mds adelan
te explicaremos con que criterio se la ordena, permutando en-
tre si sus filas y sus columnas sin perder la simetria. Por
el momento baste con decir quc este criterio no perjudica los
requerimientos de la tolerancia de pivote (8).

La factorizacidn de una matriz esparcida simétrica

Consideremos como ejemplo la siguiente matriz, de la cual
indicamos s6lo la estructura pero nd los valores de sus elemen
tos ndé-nulos:
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Para factorizarla debemos comenzar con la cuarta fila, pues
las filas anteriores no tienen né-ceros a la izquierda de la
diagonal. De la cuarta fila restamos la segunda, elemento por
elemento, multiplicada por una constante tal que el elemento
ay; quede nulo. Al hacerlo sc introduce un nuevo né-cero en la
fila 4, el agg. Seguidamente se resta la tercera fila de la
quinta para eliminar agz, introduciendo nuevos né-ceros en agy
Y as 11: Luego se elimina agq, introduciendo un nd-cero en
ag 10° Seguidamente debemos proceder a aliminar los elementos
ay3 Y aq, de la fila 7, y al hacerlo vamos a aprovechar para to
car mds a fondo las dificultades algoritmicas que se presentan
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ain en este sencillo ejemplo, y también los detalles para geng
rar la descripcién de las matrices U y D dada por los vectores
1y, Ju, UN y DI.

En primer lugar s6lo el tridngulo superior de A estd repre
sentado en la computadora. Los elementos a,; Yy a5, no existen
en la memoria, y no hay informacidén que diga que dichos elemen
tos son diferentes de cero y que deben ser eliminados restando
de la septima fila mdltiplos de la tercera y de la cuarta. Tam
poco sabemos que al restar la fila 3 se producird un nuevo no-
cero en a,c, que también tendri que ser eliminado restando.la
fila 5.

Lo que si sabemos es que los simétricos de a;z ¥ @54,0 sea
azg ¥ 3,7, Son né-nulos. Y también sabemos que el simétrico
de asc, O sea agg, ha dejado de ser nulo durante el proceso
de la fila 5. En otras palabras, debemos examinar la columna
7 por arriba de la diagonal para saber cudles son los né-ceros
de la fila 7 a la izquierda de la diagonal que debemos eliminar.

En segundo lugar, sabemos que los elementos de la fila 7 a
la izquierda de la diagonal tomarédn el valor 0, asi que no né-
cesitamos calcularlos. En otras palabras, basta con calcular
los elementos a7j con j 3 7, y para calcularlos sblo se necesi
tan aquellos elementos de las filas 3, 4 y 5 que estén sobre la
columna 7 o a su derecha. Esto parece requerir una representa-
cidén ordenada a efectos de poder determinar facilmente cuiles
son los elementos de cada fila cuyo indice de columnas es 7 &
mas.

Supongamos entonces haber realizado los pasos necesarios
para ubicar los elementos que necesitamos. Tendremos asi los
siguientes indices de columna:

fila 3 : 7 11

fila 4 : 7 9
fila 5 : 7. 8 11
fila 7 7 11

Una vez terminado el cdlculo la nueva fila 7 tendrd los in

dices de columna siguientes, quc formardn parte del vector JU
f
en la descripcidén de la matriz U:
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nueva fila 7 : 7 8 9 11

Ademds, los valores de los nuevos elementos 377, 87gs 249
y a7 41 tendran que ser calculados realizando las operaciones
aritméticas necesarias, y quedarin almacenados en el vector UN
(la inversa de as9 queda en DI (7)).

Por su parte el vector YU se genera contando cudntos elemen
tos existen en la fila 7 a la derecha de la diagonal, en este
caso 3:

Iu (8) = 1IUu (7) + 3

De esta manera natural, el proceso de factorizacidn ha que
dado separado en dos partes, a saber: la factorizacién simbdli-
ca, que es la generacidn de los vectores IU y JU que describen

la estructura de U, y la factorizacidén numérica, que es la gene
racién de los vectores UN y DI que completan la descripcién de
Uy la de D.

No existe razdn para no separar totalmente estos dos pasos.
Se puede hacer una pasada sobre A calculando s6lo los indices
de columna de cada fila, y almacendndolos en JU, y sus sefiala-
dores en DI. Y luego hacer otra pasada sobre A calculando numé
ricamente UN y DI. Veremos enseguida que esta separacidn, a
primera vista extrafia, trae ventajas de tal magnitud que ha si
do universalmente adoptada. Estas son las ideas de Chang (11) y
Gustavson (12).

Si sblo queremos calcular la estructura de la fila 7 pode
mos simplemente reunir las listas asociadas a las filas 3,4,
5 y 7, en cualquier orden. Antes de inscribir en la lista final
un nGmero proveniente de alguna de las listas, debemos pregun-
tar si ese nmero ha sido inscripto antes. Esto se hace utili-
zando un vector auxiliar entero llamado "indicador expandido
de ndé-ceros" (9): cada vez que un niimero es inscripto en la lis
ta final, el elemento correspondiente del indicador expandido
de nbé-ceros toma el valor T, donde T es el indice de la fila
que se esti procesando, en este ejemplo la 7(es la "técnica de
llave mGltiple", ref. 13). Antes de inscribir un nuevo nGmero
en la lista final, se pregunta si el indicador expandido de
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nd-ceros contiene el valor I en el lugar correspondiente, y
asi se evita inscribir dos veces el mismo nimero. La seleccidn
del valor I como indicador es para evitar poner a cero todo el
vector antes de procesar cada fila.

El proceso que acabamos de describir se llama ''reunidén de
listas esparcidas desordenadas de enteros', y es de O(NC), don
de NC es la cantidad de nd-ceros finales, es decir que por ca-
da ndé-cero final requiere una cantidad fija de operaciones ele
mentales. Claramente, tal cosa no se puede hacer si lo que se
desea es generar aritméticamente 1la fila 7, ya que no bastaria

con saber si un cierto elemento estid inscripto o nd en la lista:
habria que saber ademds dénde esti dicho elemento para poder
procesarlo aritméticamente. Esto es un proceso de O(Ng) porque
requiere generar las listas ordenadamente (14).

Hay ademds un teorema (15) que establece que, en el proceso
de reunidén de listas que estamos aplicando, basta considerar
aquellas filas cuyo nd-ceros en la columna procesada sea el pri-
mero de la fila a la derecha de la diagonal. Volviendo al ejem
plo, podemos limitarnos a considerar las filas 4 y 5, ademis
de la 7, descartando la fila 3, cuyo primer nd-cero estd en la
columna 5. La demostracibén del teorema se basa simplemente en
que, al ser a;.#0, por simetria ag;#0; al eliminar a.;, se res
ta la fila 3 de la 5, y todos los nd-ceros de la fila 3 se re
piten en la fila 5. En este caso, 35,11 es generado por a3,11.
Por lo tanto basta considerar la fila 5, que contiene, ademis
de los nd-ceros propios, todos los que estaban en la fila 3.

El proceso de reunibn de listas esparcidas desordenadas se rea
liza entonces con las filas 7, 4 y 5 como sigue:

fila 7 7 11
fila 7 + fila 4 : 7119
fila 7 + fila 4 + fila 5: 7 11 9 8

Hemos obtenido correctamente la estructura de la fila 7,
pero estd desordenada. Este proceso lo realiza nuestra subruti

na SYMFAK. No habriamos ganado nada si no dispusiéramos de un
procedimiento para ordenar la estructura completa del factor
triangular superior U en O(NC) operaciones y utilizando O(UC)
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memoria. Tal procedimiento es la clasificacidn lexicografica
tipo '"cuchardén'" (16), y lo realiza nuestra subrutina SP26A.

La clasificacién lexicografica de la estructura de una matriz
esparcida dada en R(S)FD tiene el efecto de generar una Descrip
cidén Superior por Columnas Ordenada 6 R(S)CO de la misma matriz.
Este curioso efecto ha sido descubierto recientemente y puede
usarse también para trasponer y permutar matrices esparcidas

en O(NC) operaciones (16). Nuestra SP26A provee la R(S)CO de U,
simbdlicamente, en IUT y JUT.

Una segunda aplicacidn de SP26A vuelve a trasponer la ma-
triz U y deja IU y JU en R(S)FO.

Como la generacidn de la estructura por SYMFAC requiere
O(NC) operaciones y memoria, y cada aplicacién de SP26A también
lleva O(NC) operaciones y memoria, tenemos que hemos obtenido
la estructura ordenada del factor superior U en O(NC) opera
ciones y memoria. Gracias a muchos teoremas y procedimientos
descubiertos en los Gltimos dos afios, estos cdlculos se reali
zan hoy de manera muy densa y con una eficiencia sorprendente.
En la pridctica, en SYMFAC, una vez generada la estructura de
cada fila I, se busca cuil es el né-cero de indice méas bajo,
sea J, y se inscribe la fila I en el conjunto asociado con la
columna J. Mas adelante, cuando se procesa la fila J, el con
junto J dice que la fila I tiene un né-cero sobre la columna J
y que por lo tantp la fila I debe ser reunida con 1la fila J(17).
Estos conjuntos se manejan en SYMFAC en el vector entero IP de
largo N.

Ahora estamos preparados para calcular UN y DI, completando
asi la descripcidn de las matrices U y D.

La factorizacidn numérica

Disponemos de la estructura ordenada de la matriz U dada
en IU y JU. Volviendo a nuestro ejemplo, queremos calcular los
elcmentos né-nulos de la fila 7 dc U, y sabemos que la fila 7
tiene ndé-ceros en los lugares 7, 8, 9 y 11. Examinando la colum
na 7, vemos que debemos sumar a la fila 7 las filas 3, 4 y 5
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multiplicadas por constantes apropiadas, pero solamente aquellos
clementos de cada fila cuyo indice de columna sea 7 o mas. Para
encontrar dichos elementos necesitamos un sefialador mévil (12)
que en nuestra subrutina NUMFAK se maneja en el vector entero

IUP de largo N. Este sefialador indica, para cada fila, en qué
lugar de JU y UN comienza la descripcidén ordenada de aquella
parte de la fila que debe ser sumada. Por ejemplo, al procesar

la fila 7, IUP (3) indicaria la posicidén en UN del elemento az7,
IUP(4) 1la de a47 Y IUP(5) la de agy-
se actualiza cada vez que una parte de wuna fila ha sido proce

Este indicador mdvil IUP

sada. Por ejemplo, al terminar de sumar, a la fila 7, los ele
mentos az; y a:,,’11 de la fila 3, en IUP(3) se suma 1, con 1lo
cual IUP(3) pasa automidticamente a sefialar la posicidn en UN
vdel elemento az 11» due es el siguiente nd-cero de la fila 3
después de azq- Claramente, la actualizacidén de IUP requiere una
representacidén ordenada de las filas.

La informacidn relativa a los nbé-ceros de cada columna se
maneja en N conjuntos, asociados biunivocamente con las colum
nas (17). Por ejemplo, al procesar la fila 7, el conjunto 7 con
tiene los nfimeros 3, 4 y 5, indicando que las filas 3, 4 y 5 de
ben ser sumadas a la fila 7. Inmediatamente que cada parte de
fila es sumada, se inscribe la fila en el conjunto correspondien
te a su prdéximo nd-cero. Por ejemplo, al terminar con la fila
3, se la inscribe en el conjunto de la columna 11. El conjunto
J queda completo s6lo inmediatamente antes de procesar la fila
J. En NUMFAK todos los N conjuntos se manejan de manera extre
madamente densa y eficiente, en la forma de listas circulares
encadenadas desordenadas de nfimeros enteros, en un solo vector
IP de largo N.

En la practica se trabaja sobre un vector real X de largo
N, 1llamado de '"reunidén expandida de elementos'. Al procesar
una fila, se anulan solamente aquéllos elementos de X que se
sabe que seradn nbé-ceros. En nuestro ejemplo se anulan X(7),
X(8), X(9) y X(11). Luego se carga la fila 7 en X, o sea los
elementos asq Y a7n1,y después se van recorriendo las demiés
filas y se van sumando sus elementos, multiplicados por los
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factores apropiados, en los lugares de X que les corresponden.
Finalmente, los ndé-ceros calculados en X se cargan en UN

y DI. Todo el proceso es de O(NC) en operaciones y de O(N,NC)

en memoria. Como NC > N, y como la factorizacidén simbdlica y

ordenamiento de la estructura por SYMFAK y SP26A también son

O(NC), podemos concluir que hcmos logrado la factorizacidn com

pleta de la matriz A en O(NC) operaciones y memoria.

La resolucién del sistema lineal

Contamos ya con una R(S)FO de la matriz U dada en IU, JU
y UN, y con la matriz D dada en DI. Resolvemos los sistemas
(4), calculando sucesivamente z, y, x utilizando los procedi-
mientos usuales (12). Cada uno de los sistemas (4) se resuelve
en O(NC) operaciones y memoria. En conjunto hemos logrado resol
ver el sistema (1) en O(N_) operaciones y memoria para cada vec
tor b dado.

Nuestra subrutina NUMBKS resuelve los sistemas (4).

En el caso de tener que resolver varios sistemas (1) con
diferentes segundos miembros b pero con la misma matriz A, es
suficiente con factorizar A una sola vez, y luego se utiliza
NUMFAC para cada uno de los vectores b dados.

Descripcidén de las rutinas

La factorizacién completa de la matriz A se hace por medio
de la subrutina SPFACT, que se utiliza como sigue:

CALL SPFACT(IA,JA,AN,AD,IU,JU,UN,DI,IP, IUP, IUT,JUT,N,M)
donde:
IA,JA,AN,AD son vectores de entrada que contienen la descripcidn
de la matriz dada A en R(S)FD. IA es de largo N+1. JA y AN son
de largo igual a la cantidad de né-ceros en el tridngulo supe-
rior de A. AD es de largo N.
1U,JU,UN son vectores de salida que contienen la descripcidn de
la matriz calculada U en R(S)FO. IU es de largo N+1. El largo
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de JU, y el de UN, es igual a la cantidad de elementos nd-nulos
en el tridngulo superior de U.,

DI es un vector de salida de largo N que contiene las inversas
de los elementos de la matriz D.

IP, IUP son vectores de trabajo de largo N cada uno.

IUT, JUT son vectores de trabajo. IUT es de largo N+1 y JUT es
de largo igual al de JU. En la salida los vectores IUT y JUT
contienen la descripcidén simbdlica de U en R(S)CO. Si esta in-
formacién no es necesaria, se puede economizar memoria decla-
rando en el programa principal lo siguiente:

EQUIVALENCE (IUT(1),DI(1)),(JUT(1),UN(1)).

N es un paridmetro de entrada que contiene el orden de las matri
ces A y U.
M es un pardmetro de entrada que contiene el largo de memoria
reservado para cada uno de los vectores JU y UN. En el caso de
que durante la generacidén de JU en la subrutina SYMFAK, dicho
largo de memoria sea excedido, SYMFAK emite un mensaje y se de
tiene.

Todas las variables enteras son declaradas INTEGER*2.
| La resolucién del sistema (1) para cada vector de segundos
miembros b la realiza la subrutina NUMBKS que se usa como sigue:

CALL NUMBKS (IU,JU,UN,DI,B,X,N,NM)

dénde: _

I1U,JU,UN son vectores de entrada que contienen la descripcidn
del factor triangular superior unitario U en R(S)FO. IU es de
largo N+1. JU y UN son, cada uno, de largo igual a la cantidad
de né-ceros en el triangulo superior de U.
DI es un vector de entrada de largo N que contiene las inver
sas de los elementos de la matriz D.
B es un vector de entrada de largo N que contiene los segundos
miembros del sistema (1). 4
X es un vector de salida de largo N que contiene los valores
calculados de las incdgnitas.
N es un parimetro de entrada que contiene el orden de las matri
ces U y D.

NM es un parametro de entrada que contiene el valor N-1.
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La generacidén de nuevos nd-ceros

Durante la factorizacidn de una matriz A se van introducien
do nuevos elementos né-nulos en el tridngulo superior de la ma-
triz. La diferencia entre la cantidad de né-ceros en el tridngu
lo superior de U y en el tridngulo superior de A se denomina
llenado. E1 llenado de una matriz A, y también la cantidad de
operaciones necesarias para factorizarla, dependen dridsticamen-
te del orden en que se realiza la factorizacién. En otras pala-
bras, en vez de resolver (1) podemos resolver:

(PAPT) (Px) = Pb. (5)
donde P es una matriz de permutacidn y PAPT continta siendo si-
métrica. Podemos seleccionar P de tal manera que el llenado o
la cantidad de operaciones sean minimos. El problema de deter-
minar P es demasiado extenso para ser tratado aqui, y nuestra
intencibn es orientar al lector hacia la literatura m4s importan
te.

El procedimiento de la direccidén anidada (19) es muy apropia

do para las matrices esparcidas que se obtienen en el método de
Elementos Finitos o en el de Diferencias Finitas. En estos casos
basta con numerar los nodos del problema para definir la permu-
tacidén de la matriz A. El procedimeinto es lo suficientemente
sencillo para poder hacerlo a mano si el problema no es demasia
do grande. E1l llenado y la cantidad de operaciones resultan del
orden de N log N para problemas en dos dimensiones, donde N es
la cantidad de nodos, en lugar del orden N% usual. En tres di-
mensiones resultan O(N4/3) y en cuatro dimensiones O(NS/Z).Exii
te un teorema que prueba que estos Srdenes de magnitud son asin
téticamente 6ptimos.

Otro algoritmo eficiente (15) se utiliza para matrices espar

cidas generales, empleando un cédigo que genera la permutacién
P automaticamente.

DICNN

LeewTh



-17-

Pruebas numéricas

El cdédigo que aqui se describe se ha utilizado para resol-
ver probelmas de Elementos Finitos. Tomamos como ejemplo un
problema tipico de electrostitica que generd un sistema de 700
ecuaciones lineales con 700 inc6gnitas, cuya matriz A contiene
1924 elementos nd-nulos en su triidngulo superior, ademds de los
700 elementos diagonales.

La matriz U resultd con 8452 elementos en el tridngulo supe
rior, ademids de los 700 diagonales.

| Al reordenarse A por el método de diseccidén anidada, la can
tidad de né-ceros de U se redujo a 8190.

En nuestro sistema IBM/360-44 los tiempos de ejecucidn fue
ron de 2 seg. para la factorizacidén simbdlica, 4 seg. para or-
denar la estructura de U, 12 seg. para la factorizacidn numéri
cay 3 seg. para la resolucién final. La memoria de 128 Kbytes
fue mads que amplia para este problema.
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