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A.l1. OBJETO

Los procesos de conformado de metales se llevan a cabo en condiciones
de carga tales que en general provocan estados complejos de tensiones. Es por
ello importante definir las componentes de tensiones, clasificarlas con respecto
a algidn sistema de referencia, desarrollar el equilibrio de tensiones en un pun-
to, etc. por cuanto todo ello se aplica a la mecinica de los cuerpos deforma-
bles plasticamente.

A.2. INTRODUCCION AL ESTADO DE TENSIONES

Desde el punto de vista de la mecénica del continuo, la primera hipé-
tesis simplificativa que debe tenerse en cuenta, es que se suponen sélidos
perfectos, es decir isétropos y homogéneos. Ambos términos se definen:

Is6tropo: En cualquier punto del cuerpo sus propiedades son iguales
en todas direcciones.

Homogéneo: Las propiedades son iguales en todos los puntos del
cuerpo.

Un cuerpo puede estar sometido a la acci6én de fuerzas, siendo éstas
de volumen o de superficie. Las fuerzas magnéticas, gravitacionales, centri-
fugas, térmicas, etc., son ejemplos de las de volumen. Aqui se trabajari
sélo con las de superficie. La fuerza aplicada por unidad de superficie se
designa ''tensidon'.

A.3. ESTADO DE TENSIONES EN UN PUNTO .

Supéngase un cuerpo ubicado en un sistema de -referencia x, y, z,
sobre el que actGan fuerzas exteriores (figura 1).Como consecuencia de es-
tas fuerzas aplicadas, cada uno de los puntos del cuerpo estari soportando
o transmitiendo esfuerzos.

«|

$ 3 Fig. 1



Un punto P cualquiera estari sometido a un estado de tensioncs que
se quiere determinar. Para ello, se corta al cuerpo con un plano o< cual-
quiera (identificado por los cosenos directores de su normal) que pase por
P. Al quitar la parte 1 del cucrpo, los esfuerzos que se transmitian a tra-
vés del plano o< , pueden ser representados por fuerzas distribuidas en el
mismo. Si se considera un entorno de Area & A alrededor de P, sobre
éste actuari una fuerza o F, y en el limite se tendra:

/,{,m i/_": = OUnr
SA =0 SA
571:” es la tensién resultante en el punto P, sobre el plano que pasa por

”

él.

En lo que sigue se adoptari la siguiente convencidon: El primer sub-
fndice indicari el plano que pasa por P. El segundo subindice, la direccién
de la recta de accion de la tensién considerada.

Por lo general, la direccién r formari un cierto dngulo con n, y en
este caso resulta Gtil descomponer a O/~ en una componente de tensién
segln n, y otra yacente en el plano (figura 2 a).

Figura 2 a Figura 2 b

Siguiendo la convencién ya establecida para los subindices, la com-
ponente normal se indicarfa con &g, , pero cuando los subindices se
repiten se escribird directamente 677 . Las componentes tangenciales se
notardn con &,p, siendo t su recta de accidn sobre o< . Existen al respec-
to otras convenciones.

(:,,f puede a su vez descomponerse en dos componentes parale-
las a los ejes x e y (figura 2 b), si se toma una terna arbitraria x,y,z
tal que n =z y el plano xy coincida con o ,
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Para definir el estado de tensiones en el punto P se consideran en el
mismo tres planos cuyas normales corresponden a los ejes x, y, z (figura 3).

e

ol Fig. 3

Sobre cada uno de-estos planos actuarin tensiones resultantes (7;1‘, Gyr
y 0';/' para las orientaciones tanto positivas como negativas de los ejes.
Estas tensiones resultantes sobre los planos coordenados pueden descomponer-

se en una componente normal y dos tangenciales segln los ejes de referencia.
En la figura 4 se muestra dicha descomposicién para ambas caras del plano x.

y
i I
/;/E'yl Gxy

z - 0
F-le
z Sx&
L Crx
P s
P
Fig. 4 Fig. 5
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é los efectos de visualizar las componetes de tensién actuantes en
los planos coordenados, se dibuja un cubo elemental en cuyas caras actiian
6 tensiones normales (de traccién o compresién) y 12 tensiones tangenciales

(figura 5).

De las 18 componentes de tensi6én, s6lo 6 son suficientes para conocer
el estado de tensiones en el punto. En efecto, si el punto esti en equilibrio
las tensiones de igual direccién que actan en caras opuestas deben ser de



igual magnitud y signo contrario, y las tensioaes tangenciales cuyas direccio-
n2s convergen en las aristas deben ser también de igual magnitud. De esta

manera, al aplicar las ecuaciones de equilibrio estitico (Sumatoria d= fuerzas
y sumatoria de momentos igual a cero), las 18 componentes de tension quedan
reducidas a 6. Por lo tanto el estado de tensiones en un punto queda definido
por las tres tensiones normales U, , {/'; , .’/'; y las tres tensiones tangen-

ciales ZK}, , g‘),_., s Gzx *

A.4. TENSIONES EN UN PLANO OBLICUO

Aqui se analizari el siguiznte problema: Conocido el estado dz tensiones
en un punto, se pretende averiguar cuanto vale Unr para un plano oblicuo cual-
quiera (que pasa por P) identificado por sus cosenos directores que se designa-
ran respectivamente

cer (;;7) :/xa c,’o:/(}’??)x /}’” et ('Z??).: /.III

El plano K cortari al cubo dando un tetraedro irregular OABC
(figura 6). Se pueden hallar las componentes cartesianas de Uy, planteando las
ecuaciones de equilibrio de fuerzas respecto de los ejes x, y, z (figura 7).

%‘AzﬁAx*g];Ay*gZK A[

donde A = Area de la cara J
Dx,Ay, Az = Areas de las caras x, y, z respectivamente.
Como:

é&'_:/xn Ay ;:jy/) dzn

Lr =
A A A



0-,;), = 0; /x,, + CTy)r /yll + Crx /z/?
Uny = Exy Ixn + Uy Fyn + Szy Lzn
0;_;: Exe Lz + Cyr /;yﬂ r Tz fen

Conocidas sus componentes cartesianas, 077,~ resultara:

2 2 2 2
6;1‘ = FI;K +07)y"'0;z

Para un estado de tensiones dado, resulta claro que Gar depende
de la orientacién del plano oblicuo &' , buesto que Grx ,Uﬁy y(/-;wz son
funciones de los cosenos directores de la normal que identifica al plano
en cuestién.

Como se explicara en A.3, puede descomponerse a 07,,. en una
tensién normal al plano Y ﬁ , vy otra tensién tangencial &p¢ (figura 8).

El valor de On puede hallarse proyectando las componentes cartesia-
nas,Unx ,0ny y Gnz de Gpr en la direccién n, y luego sumando sus proyec-
ciones, resulta

6; = &;x /xn *+ (/-;)' /y/) * 0773 /l.'n

Reemplazando 0;,; ,%y y ﬂz por sus valores dados en 2, se
obtiene finalmente

2 2 2
Up = Ux /Xn *+ 6; /yn v Uz Ln +2 (gx)' lZm /fyn*gyz iyﬂ Lo+ Eux épim)‘ (4)
&pt puede obtenerse ahora de:

2 2 2
Tpp =0y + 2t (3)
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A.5. CUADRICA DE TENSIONES - TENSIONES PRINCIPALES

La ecuacibén 4, que permite determinar los valores de en funcién
de los cosenos directores de la normal al plano oblicuo considerado, es una
superficie en un espacio de cosenos directores. A los efectos de analizarla
es (til introducir el siguiente cambio de variables:

X = Len y:_{m__ ;ﬁ-:_éf___(s)

V! 0nl V /0,1 V/0nl

con lo que se obtiene:

2
+.

2
21 = G X0y Yo G2+ 2By KY +Cyr YZ 5 T ZX) (1)

Esta expresion asi obtenida pone en evidencia que dicha superficie es
una cuidrica. Una propiedad de las cuAdricas es que hay una terna de direc-
ciones, llamadas ''direcciones principales', en las que se anulan los términos
bilineales. De manera que, en la cuidrica de tensiones que corresponde a la
ecuacién 4, habri tres direcciones en las que se anulan las componentes
tangenciales.

A las tensiones normales correspondientes a esas tres direcciones se
las 1lama "tensiones principales', y se las identifica genéricamente con 0;5
(para p = 1,2 6 3).

A.6. ECUACION CUBICA - INVARIANTES DEL ESTADO DE TENSIONES

Interesa en este punto determinar el valor de las tensiones principales,
como as{ también las direcciones en que actian respecto de la terna de refe-~
rencia.

Supdéngase que el plano f de las figuras 7 y 8 sea un plano principal
(o sea un plano donde act@ia una tensién principal). En ese caso 0_,.7,-
coincide con (, (no hay componente de corte) y cuando ello ocurre se la
designa 079 (vale decir r = n = p).

Las componentes cartesianas de (/-/3 serin:

g/—o"‘:o;/ix‘ 0/’-)"""/-/’/)’/" O;’Z‘G;/zp &



Si en las ecuaciones de equilibric 2 se reemplazan 077,\', /};j’ y Onz
por los valores hallados en 8 se obtiene:

/x/) /x,a + ny ///_, + Czx /Z/D
0}: /3//.: = gx/ /X/) * (I; /y/) * é'z] /z/_} 9)

0/:/:.’/)2— x"/xF-r C>yz. /_;y/-?‘f »/‘/:/D

que reordenadas dan:

{&:\'_- @).Apfgyx jyﬁ > Crx ,f;/) =

Gx)/ /Zr/o * (0-;' - ‘970)/)//0 * g,.{y /A.'/-’ =0 (10)
Cxe /x,of-é’)o: /yﬁ * /(73-'-670)47:,P=

Un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas con n incéznitas
tiene sélo solucibén trivial si ¢l determinante de los coeficientes de las in-
coégnitas es distinto de cero. Si este determinante es nulo, el sistema tiene
ademds soluciones no triviales. Puesto que, como se vidé al analizar la ecua-
cién 4, existen tres direcciones principales mutuamente ortogonales que son
soluciones dz1 sistema 10, los tres cosenos directores de cada una de esas
direcciones no pueden ser simultineamente nulos. La solucién se encuentra
entonces anulando el determinante de los coeficientes de /x - // P v /:-'/"
‘der la ordenacién de dicho desarrollo resulta:

3 2 ,
5;-(UX+@+O;) \TF+(@.@+@@+Q;0;_ g;x),_gig_gzx)g/:-

—~ — - - - 2 -
»-(t/xu]'dz-fZG'xy Eya (gzx—f;u_y,_z, -\/), -6_; (Cx)/)=0 (11)

Las tres raices de la ecuaci6an 11 corresponden a las tensiones princi-
pales. Una vez determinadas éstas, pueden hallarse las direcciones en que
actian respecto de la terna de referenc1a dando solucién al sistema 10 con-

ntamente con la condicién /.2 1, para cada una de las
- o dipyp i T
tensiones pr1n01pa1es

Como el estado de tensiones en el punto P es independiente de la terna
de referencia elegida, las soluciones de la 11 serdn las mismas cualquiera
sea la terna adoptada para definir dicho estado.

Una consecuencia importante que surge de ello, es que los coeficientes
de la ecuacién ctbica no sufririn al teraciones si se cambia el sistema de coor-
denadas de referencia, es decir, serdn '"invariantes del estado de tensiones'.

En funcién de una terna x, y, z , o de los ejes principales, los inva-
riantes serdn respectivamente:
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~“ ;- 2 Z ‘
7, e UxCyUz +28xySyr Cax ~Ux Eyr - Uy &z "@ng3 Uy0z%

En su forma més general la ecuacién 11 puede escribirse ahora:

3
6/3 -7, 0/'oz+ IL,0p-13 =0 (13)

A.7. REPRESENTACION GRAFICA DEL ESTADO DE TENSIONES EN EL
PUNTO. METODO DE MOHR.

[

§e verid aquf un método grafico de representar el estado de tensiones
de un punto.

Para los estados tridimensionales de tensiones es posible determinar
07; y & n# en un plano oX cuya orientacién respecto de los ejes principales
se conocen, como asi también la magnitud de las tensiones principales. Ob-
sérvese que 8ste es el mismo problema planteado analiticamente en A.4 cuya
solucién grafica es posible si la terna de referencia es la principal. En efec-
to, cuando el sistema de referencia estd dado por los ejes principales, las
ecuaciones 2,3 y 4 quedan respectivamente:

Oz = GE bon (2"
Tps = T by
2 < 2 2
nr=Upy +Ups + 0773 (3%
2
On =07 hyn + %2 2n + 03 /3,, (4"

Con 3', 2'y 4', el valor &n¢ de la 5 resulta:

- 2 12 s 2,2 2 2 2 2
Z”T= 07"”4»0; /72 ‘J3 / '(07/m+‘f72_[zn+(’;/3n) (°)

Las ecuaciones 4' y 5' constituyen la solucién analitica del problema.
Para encontrar la solucién grafica, de la condicidn:

2 2 2
Ly + by s by =1 (14)
2

se despeja el valor de /

o Y reemplazando en 4' y 5' respectivamente,
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resulta:
2 2
5 Oprdin (02 -01)-02 @
" G - Uz
2 , _
2 2 2 2 2 2
I (G2 G52 o (G55 + 05 —[/,,,(0‘- + G5 o hon (G5 -5307 2 (5"

Eliminando 3n entre 4 y 5'':

2
Ay Cap 210 02005 - 0

(@‘U,)(@-G;—)

Anilogamente puede obtenerse:

2
2an

Gt + (05 - 05) 7 -
(G5-03) ( Uy - G3)

12 . Bt (G- ( -
(0;-05) (07 -G3)

Estas tres Gltimas ecuaciones se pueden escribir en la forma:

(07,-‘7'2;“3) ,,,s/,,,(o— G3)(07-03) + (&2 J’) (15 a)

r— 2 2
(G - @g )2 +8nt = dy (G-G30(G-07)e L2200)  sh)

Gi- Gz 2
GG 2. 22 [ a(0-T (L5 (15 o)

En un sistema de ejes ortogonales G;v - Gt , cada una de las
ecuaciones anteriores constituye una familia de circunferencias con centro
sobre el eje de abscisas, cuyos radios varian en funci6én de los respectivos
cosenos directores entre los valores extremos.

Se dan a continuacién en la siguiente tabla, los centros de cada fa-
milia como asi tambén sus radios méximos y minimos conjuntamente con
los valores de los respectivos arcos. Para este anilisis se ha tomado con-
vencionalmente:

Uy > U220
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Fn la figura 9 estin representadas las circunferencias méxima y mfni-
ma de la familia centrada en Cj, que corresponden a la ecuacién 15a.

En la figura 10 estin superpuestas er un mismo dibujo las circunferen-
cias miximas y minimas de las tres familias dadas por 15a, b y c.

Gnt

Fig. 9 Fig. 10

Dado un plano cualquiera que pase por el punto P, sus cosenos direc-
tores deberfin cumplir con 14. A cada coseno director le correspondsri una
circunferencia de su respectiva familia. Puesto que 077)" (v por lo tanto Ta
y&pp ) para el plano en cuestibn es (nica, las tres circunferencias deben
cortarse en un punto del plano C,-, -~ cf;;,,t . El dnico lugar en que ello puede
ocurrir es la zona comfin a las tres coronas, que queda comprendida entre
las circunferencias que corresponden a ﬁm‘/éﬂ = j =  Gov
(zona rayada de la figura 10). ' 3n

Obsérvese que los puntos sobre cada una de estas circunferencias 1f
mites corresponden a las tensiones normal y tangencial sobre planos de los
haces que pasan respectivamente por los ejes principales 1, 2 y 3.

Dad> entonces un plano que pase por P y conocidos los 4ngulos que
éste forma con los ejes principales, con los valores de sus cosenos direc-
tores pusdzn calcularse los radios con las ecuaciones 15a, b y c¢. Con
centros en Clp, Con y Cg, se trazan las circunferencias de radios asi
determinados y las coordenadas del punto donde ellas se intersecan corres-
ponden a (i, y Gp¢  del plano dado. '

S2 demostrari que si por ’7,' se levanta una normal y a
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partir de ella se traza el 4ngulo ﬁ, la/'Knterseccig{l de esta recta con
las circunferencias correspondientes a 2n = 90°y 3n = 90°(puntos Ao y
Ag) pertenecen a la circunferencia de centro Cy, y radio correspondiente
al _jm dado (figura 11 a).

1 ant

Fig. 11 a

Este método constituye la solucién grafica dd problema y evita
el célculo de los radios. En efecto, en la figura 11 a los 4ngulos en Ao
y Ag son rectos y AgCipn = A3Cip

2 2

2
Cfﬂ <= C/,') H + HAZ

Az

— 75 - {7 o G2 -3 | <
CopH = Y2293 cp (90°=1In) = ﬁ_z__-la_}/,_ jm

>

A - | Gp-

Reemplazando CjpH y HA, en la expresiéon de AoCyp resulta:

Coor }/ 0;) (G, 05}1-(6_2;5‘3)2

gque es el radio de la ecuacién 15a. A/rleilogamente puaden obtenerse los ra-
dios para los valores de los 4ngulos 2n y 3n del plano dado.

En lapraictica, entonces, la construccién se realiza d= la siguiente
manera (figura 11 b):

(a) En un sistema de coordenadas 5-,_3, - C’n[, se toma sobre el eje



(b)

(c)

(d)

(e)

15

correspondiente los valores de las tensiones principales.

Con centro en Cy, se traza la circunferencia de radio Rip= 12 7-530/
Con centro en Cy, se traza la circunferencia de radio Rgp:/k (G, - r’/E)/
Con centro en Cgy se traza la circunferencia de radio Rgn=/% /7 - iz
Cada punto del Area comfin de los tres cfrculos corresponde aGpn y
gnt para los planos de las diversas orientaciones del espacio que
pasan por el punto P.

Se levaBt\a una normal a |7; por (/7 , v a partir de ella se toma un
gngulo 1n. El nuevo lado del 4ngulo cortari a las circunferencias de
las familias 2n y 4n en Ay y Ag. Con centro en Cip se traza el

arco de circunferencia que pasa por A2 y Ag. Como se/\vié, el radio
del arco asi trazado satisface el valor de Ry, para el In dado.

é—/?f AZ 62/ /

/
>
i on
0 t t o
2 17
0_2. ~————"
Fig. 11 b

En forma %milar, por (/}, se levanta una perpendicular y se toma
el 4ngulo 3n que cortari en By y Bo a las circunferencias de las
familias 1n y 2n. Con centro en Cg, se traza el arco de circunfe-
rencia que pasa por By y B2. ‘ —

La interseccién de los arcos da el punto Q. La ordenada QS seri
el valor de &p¢ y la abscisa OS el valor de

A
Si por 0} se tra,z\a el 4ngulo 2n con la normal hasta cortar a

las circunferencias 1n y 2n, el arco con centro en Co, deberi pasar por
Q. En efecto, como la ecuacién 14 liga a los tres cosenos directores sélo
es necesario conocer dos 4ngulos para poder realizar la construccion.

A.8. TENSIONES TANGENCIALES PRINCIPALES

En la figura 12 se observan tres valores particulares de las tensiones

tangenciales. Corresponden a las 'tensiones tangenciales principales', que
valen respectivamente:

0‘;"@ ey __&E"ﬁ 6, G;_E(]_G)
| 2
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Habiendo adoptado la convencién: 9y > 92> 03 , resulta
C,_,3 la '"tensién tangencial maxima''. Los fngulos d= los planos en
que actan serin respectivamente:‘ﬁ = 3n 45°y 2n  90¢ Anilogamente,
GQ~3 y G,_Z actian en planos ubicados a 45°con los respactivos

ejes principales.

Obsérvese que para cada par de tensiones principales hay dos planos
de tensiones de corte principales que bisectan las direcciones principales.

Fig. 12

A.9. CASOS PARTICULARES DE ESTADOS DE TENSIONES
(a) El méas simple de todos corresponde a '"Traccién o compresién

uniaxial o simple''. Las figuras 13 a y b muestran respectiva-
mente esos estados y sus circulos de Mohr correspondientes.

T 3
&t

/"’\ , /0{

N3]
'6
S
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Gt

} S
a)
3
W

.

(o)

Fig. 13 b

(b) El estado de ''corte paro'', obtenido por torsién de una barra ci-
lindrica, y su equivalente producido por una tracdén y una com-
presién de igual magnitud, se muestran en las figuras 14 a y b.

3
|5

Fig. 14 a Fig. 14 b

(c) El estado "cilindrico” de tensiones, dado por Uz = U3 # 07 del
cual son casos particulares los estados uniaxiales de traccidn
y compresién, se ilustran en la figura 15.

Cot
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(d) El estado "esférico'" de tensiones es tal que Yy = 1’/—2-= {’;—
y su representacién grafica por el método de Mohr estd dada por
un punto en el eje de abscisas (figura 16).

&nt

t

| Galzels
Fig. 16

(e) El estado de "tensién plana", dado por V;#0, vz 40 y Uz =0
se ilustra en la figura 17. f"

Znt

‘Flg.

A.10. COMPONENTES HIDROSTATICA Y DESVIADORA DEL ESTADO
DE TENSIONES

Un estado general de tensiones se puede considerar como la suma
de dos estados llamados ‘''esférico" y 'desviador'. Esta descomposicidén se
puede visualizar en un espacio de tensiones principales llamado 'espacio
de Westergaard" (figura 18 a), donde 0F,, Ofz y 003 son ejes genera-
les de tensiones principales. La recta h es tal que esti igualmente inclina-
da con respecto a los tres ejes (los tres cosenos directores son iguales
a f/yj‘) y por lo tanto es el lugar geométrico de todos los estados hidros-
titicos. Si OP es un estado general de tensiones cuyas componentes son
OPq = g , PM = (/; , MP = 0; , entonces ON ser4 el estado

e

hidrostatico QN y NP el desviador respectivamente de OP.
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Fig. 18 a

Siendo las componentes cartesianas del estado general OP, (7, U3
y J; , el médulo de ON resulta:

— !/ ] y )
/0”/=E6;+7§—0;+7,—;:0; 7;—(0;4-(/;1‘-//;)

y sus componentes cartesianas serin iguales y de valor:

—
(Gt 0+ 0430 = 5= ln 17

—
Um es la tensién hidrostitica o tensién media. Siendo un invariante
resulta:

0‘,“,,,97*;_55*53 = 0;4-2';#&" - -/ (18)

Las componentes cartesianas de _N—l-j, que es el estado desviador,
son las diferencias entre las respectivas componentes del estado general
y el esférico:
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(19 a)

‘ 205-07 -0z
O3 = U3 - 0, = —=
3
Para una terna genérica x, y, z, el estado desviador queda dado
por:
—’ O - ~ (s
Ve = Ux~0m = 20x - Uy 0s
3
' 20y-0z - Ux
Yy = by =0Up = 3
, o (19 b)

fgf_ﬂg &;x 7y

En la representacién de Mohr, obtener de un estado general el
estado desviador, equivale a correr el eje de ordenadas una cantidad C;;
(figura 18 b). Esta descomposicién es importante para el estudio de los
criterios de fluencia y el comportamiento pléstico.

En la figura 18 ¢ se ha representado esta descomposicion de ten-
siones en el punto, y en la 18 b su equivalente en el diagrama de Mohr.

Cat LV
U3 ;:J 7N
i N
[/
T Y | 0
\ c
| Fig. 18b
73102
_ o
vy = "7 ‘7;'_,_ 4 0;”’2 3
1922
a// = =-1 4 = 3
Ve . b
\ <t 4 ] - )
St Conerst G cutonde Dexvindor CF ctode Eobepico

Fig. 183¢
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Los invariantes del estado esférico pueden obtenerse reemplazando
la 18 en las expresiones 12, resultando:

2
j_il 0—3 [,3

AnAlogamente si los valores de las ecuaciones 19 se introducen en
la 12, se obtienen los invariantes desviadores:

Z,/ =0

’ 7 2 7 2 0 )2 G- —\¢
[.22 2"], =---6—[(F’- 52)*(2’@ *(j‘VI)J(ZI)
['— I _ I, .[2 2 3

3= 73 3 27 ]l
A.11. TENSION EFECTIVA O EQUIVALENTE

Se define a la tensidén efectiva, T de la siguiente manera

7 / [17; - G502 (05~ 130°% (05-07)%] (222)

Comparando la 22a con la expresién del segundo invariante desvia-
dor Iy' se obtiene:

— 2 - I/2

U=(I"-31,) (32b)
lo que implica que U  es también un invariante del estado de tensiones.
Este nuevo invariante permite comparar comportamientos pldsticos bajo
distintos estados de tensiones reduciéndolos a estados equivalentes.

. - .z
Obsérvese que para estados uniaxiales, U se reduce a la tensién
uniaxial.

Para una terna x, y, z, genérica, de la ecuacién 22b se obtiene:

2

T= YL [(T% - 03) % (Ty= 020 %8 (U2~ G0 ]» 3(&5 + &5 1 2,
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O.1.B. ESTADO DE DEFORMACIONES

Objeto

Introduccién al estado de deformaciones: Desplazamientos
y Deformaciones

Estado de deformaciones

Componentes infinitesimales de deformacién finita
Velocidades de deformacidn

Deformacién efectiva o equivalente

Deformaciones finitas. Deformaciones logaritmicas
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B.1. OBJETO

De una manera aniloga a como se efectuara el estudio del estado
de tensiones, se realizari el de deformaciones. Como no interesan desde
este punto de vista los movimientos cineméiticos rigidos, se obtendrin
como paso previo al estudio teneral de defornmciores, las componentes
de deformacibén pura e irrotacional a partir de un desplazamiento general,

Se introducird ademéas el concepto de deformaciones logaritmicas.

B.2. INTRODUCCION AL ESTADO DE DEFORMACIONES: DESPLAZA~
MIENTOS Y DEFORMACIONES

Un cuerpo sometido a fuerzas exteriores alterari su estado de
movimiento y/o se deformari. Para - precisar estas condiciones se con-
sideran en el cuerpo de la figura 19 dos puntos O y P separados por

una distancia //o .

Fig. 19

Por efecto de las fuerzas aplicadas, los puntos pasarin a ocupar
posiciones tales como O' y P'" siendo ahora su distancia 1. Llamaremos
00' al desplazamiento del punto O y PP'" al desplazamiento del punto P.
Puede haber ocurrido que:

(2) 1= 10, en este caso el cuerpo sélo se ha movido pero no se ha
deformado. Si O'P" es paralelo a OP sdélo se produjo un movi-
miento traslatorio. Si O'P'' no se mantiene paralelo a OP el
movimiento habri sido rototraslatorio o de rotacidén.

b) 1 A 1,, se ha producido un desplazamiento relativo de P con res-
pecto a O. Se dice que el cuerpo se encuentra sometido a un es-
tado general de deformacioén. En el caso particular de que segmen-
tos rectos y paralelos se mantengan como tales antes y después de
la deformacién, ésta se dice homogénea. Interesa especialmente
esta Gltima dado que si asi no ocurriera las expresiones analiticas
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que describen el estado de deformaciones resultan tan complejas
que dejan de tener utilidad préctica.

B.3. ESTADO DE DEFORMACIONES

Supéngase tener un cuerpo sometido a un sistema de fuerzas ex-
teriores que le producen un estado general de deformacidén y movimiento.
Los puntos de dicho cuerpo se refieren a un sistema coordenado carte-
siano de origen O. Sea P un punto del cuerpo infinitamente préximo a O
con coordenadas P(x;y;z) y r su vector posicién (siendo su médulo la dis-
tancia OP en la figura 20 a).

]
r
- P
/,/ -
_-" dP(U,V,u}')
///
// p
o<’ >
7
dy (M ; ¥y : ly) L -
Fig. 20 a

Como consecuencia del desplazamiento, P(x;y;z) pasa a
P"(x";y'";z") y O(0;0;0) pasa a O_’_(xo;yo;zo), siendo sus vectores despla-
zamiento respectivamente d, y dg. Las componentes cartesianas de los
desplazamientos absolutos de los puntos considerados son, si el medio
es contfnuo, funciones continuas de x, y, z:

u = u(x;y;z)
vV = V(X;y;2Z)
W= W(X;y;2)

Asf las componentes de c_l_o serin (uy;vo;wg) y las de Ei—l;,
(u;v;w) respectivamente. Siendo u, v y w funciones continuas pueden
desarrollarse en serie de McLaurin alrededor del punto O. Por lo
tanto las componentes cartesianas del desplazamiento dp son:
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o= pryr (L) x +(22)y+(24) =

Ix 0 dy v Dz 9
. vy e Sy
S ot (5 D7+ (5 eY (50

- w dw .
W= +{§-)-()0x+{§5}"-"-)a'y+ (g—;-”)au

Como P esti infinitamente préximo a O, pueden despreciarse los
términos de mayor orden del desarrollo en serie, con lo que las compo-
nentes de los desplazamientos son asf funciones lineales de las coordena- -
das x,y,z (Condicién que implica que las deformaciones son homogéneas).
Esta hipbtesis es véhda para deformaciones menores que el 1%, que es el
limite que los mcremeros utilizan en sus consideraciones.

Puesto que interesa la deformaci6én y no los movimientos cineméti-
cos rigidos, se comenzari quitando la traslacién del movimiento de O y
P, lo que puede hacerse cons1derando al vector desplazamiento relativo
de P respecto de O, es decir d = dp - do Esto equivale a trasladar el
origen de coordenadas con el punto O, o bien aplicar al punto P el vector
desplazamiento relativo (figura 20 b).

Fig. 20 b

Las componentes cartesianas del desplazamiento relativo son
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ahora:
A= py = (aﬂ/éx)ox * (a”/&yg_/'f' (S/J/c)z)oz
-y = (atffax)ox + (&V/o)),)oy + (8V/°)z)oz

U~ sy = ()3 Yy x + (U Sy )y y + (MW, Iz )=

y las componentes del desplazamiento relativo unitario son:

y 0. X =Y .
Lo =;9:'/§' ’*;8;'(;f + 24 Lo

r oz
r-vg . 2V /ﬁfr » 2 ./yr -7 /.;r
r X Iy dz
w-wy _ U [ o f ]
r ox T T3 S oz
siendo:

/Xr=-,):(-’ / 4’r=—,;)—/ ; [zrr—;z—

En virtud de haberse supuesto que la deformacién es homogénea
se han suprimido los subfndices '"o'" en los segundos miembros, pues
al ser funciones lineales las derivadas son constantes e iguales en cual-
quier punto.

En forma matricial se puede escribir:

du Ju  du /

4-4 o4 2d = xr

= dx Jdy Oz

v - Vp _ v ov o X /{3’/’

—F | = dx 3y 9z

| (23)

‘ W - A ow Jw /Zf

R | 9x 9z,

QU/C)‘es una componente cartesiana de deformacidén lineal, y desprecian-
do pequeiias cantidades de mayor orden, representa el cambio por unidad
de longitud de un elemento de linea en la direccidén x. Asf en la figura 21
el punto Bx de abscisa x antes de la deformacién, pasari después de
ella a la posicién B'X de abscisa x 4 o, x = (] + o4 ) x

e dx
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b/ P’
Bly) '
L4 Pex;y) "
|
I
}
]
4 |
)
y /" :
8ix) L Bx) | X
0 X x42% x xp DY x 24
T ox xS y 4
Fig. 21
Anilogamente pueden interpretarse —;-ﬁ y _9)_:.0_
Qu Y >

, es la rotacién de la linea OB, en el plano z=O debida al movi-
miento u, es decir, la deformacién .angular de dicha linea como consecuen-
cia del movimiento en la direccién x de un punto de una recta paralela a
y. En igual forma se interpretan 94 ,6 9V 4 ,_9_‘.”), 2w

Ix " Iz Oz ox oy

En la matriz de las componentes de deformacién de la expresibn
23, los elementos de ambos lados de la diagonal principal no son general-
mente iguales, por lo que aquélla contiene un movimiento rotacional ri-
gido alrededor de un eje que pasa por O, Si a dicha matriz . se le resta
su antisimétrica, se obtiene la matriz simétrica cuyos elementos son las
componentes de la '"deformacidén pura e irrotacional'.

e 4 Ju« 0 Qu U 4w o4 I( J du o)w)

Ix Jdy Iz “5_7 X Iz Ix X dy &X 2'9z *ox

W ov Iv|_ 1w o v dw|_ &u LUy U 1w, du,

Ix Jdy dz| 2 |dx 9y dz Ayl (55" dy 2737 9y

v du Ju dw du duw 5543) U544 35) D

Ox Jdy Iz Ix 3z Sy Iz 3 oz
(24)

En efecto, cada una de las componentes de la matriz antisimétri-
ca corresponde a una rotacién rigida sobre un eje coordenado en el plano
perpendicular a dicho eje. Como ejemplo , -L(O’U/&x - QU D) = 6z
es la rotacién de la diagonal OPxy en el plano xy, alrededor del eje z,
lo cual puede apreciarse a través del anilisis de la figura 22.
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x=ll_2¢ _2¢

2 Q‘y X
X T2
2 4 2 9y 2 Ix

Si 1a diagonal se gira un
dngulo G, para llevarla a
45°de los ejes:

Fig. 22

La expresién 24 entonces puede visualizarse en el plano xy de la
gsiguiente manera:

. ,
y ! 5 2, 2
v 3 j . + 3
/-
- — _
. ;o
% 2 5x* 3/
x X
Estado general de Rotacién Estado de deformacidén
deformacién pura e irrotacional

Fig. 23

Llamando:
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u Sy Yoo 1,94
= ox v *’zf&y*a/
C“y =-§)’£- sz yz-ZI/Q&U )
. 2w - 25
=7 o )ﬁlz s)ﬁ 2/92 &)’ (25)

las ecuaciones que expresan las componentes cartesianas del vector despla-
zamiento unitario relativo irrotacional como funciones de r quedan:

@/X' = ex//l’f+ ny 4//"+J;x//ﬁ‘
Sry = ))A(] /4/‘ + Sy /]r-f Xyz éf
= Lo Lo v Yo by ve S @0

Si a la matriz de deformacién pura o irrotacional se la llama D,
puede escribirse:

Exe )/ /)s’ );X

oo | dy e Uy

‘):fz /;’Z € 0

Comparando las ecuaciones 26 con las de las componentes carte-
sianas de (/- (ecuaciones 2), se hace evidente que existe analogia ma-
temética entre las expresiones de los estados de tensiones y deformaciones.

Asfi es posible determinar una expresién equivalente a la 4 para una
deformacién en una determinada direccién r, cuando se conocen los seis
elementos de la matriz de deformacién pura e irrotacional:

2 2 z /

= ex/,{,- *+& 4,4& 5z/£,-— +2( A/ Z?r /i/r * )34/2 //]r zr + };x /;r/xf) (28)
Con un cambio de variables similar al efectuado en A.5 se obtiene

una ecuacién equivalente a la 7, que demuestra que la 28 es una '"cuidrica

de deformaciones'. Existirdn entonces tres direcciones principales en

las que actfian las respectivas deformaciones principales cuyas magnitu-

des se obtienen resolviendo una ecuacidén clibica anfloga a la 11:

3 2 2 2
fﬁ"%/@*%"%ﬂ%/@t}*‘}%f%@rx S/ zx‘{el’?cz"dfjl)"z/;x @j’a ‘}._:x ez‘)ﬁ/)=

(29)
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Los coeficientes de esta ecuacién son .invariantes del estado
de deformaciones, y asi como el primer invariante del estado general
de tensiones estd relacionado con la tensién esférica {ecuaci6én 17) el
primer invariante del estado de deformacién pura esti relacionado con
la deformacibén volumétrica. En efecto:

J1 = 3.e;m e; + eg + eg

30
A_BY _ fea) blrre). bs(14e)- 4 bt (30)
4 44 /s
desarrollando y despreciando términos de mayor orden:
A = € tegteg (31)
Por lo tanto comparando 30 y 31:

También el estado de deformaciones puede representarse gréafica-
mente por el método de Mohr. Su realizacién practica es en todo similar
a la efectuada en la figura 11 b, sélo que en este caso los ejes coordena-
dos serin fn& y er .

Por dltimo, el estado general de deformacién .pura e irrotacional,
puede descomponerse en la suma de un estado esférico més un estado
desviador.

B.4. COMPONENTES INFINITESIMALES DE DEFORMACION FINITA

Las relaciones obtenidas hasta aquf se han desarrollado para de-
formaciones infinitesimales totales. Esas expresiones son también vilidas
para el caso de tratarse de 'incrementos infinitesimales de deformaciones
finitas'". La matriz respectiva se indica con a/cf’;/'y sus componentes son:

AEr c/}(yx 0//;_1—x
/" = 0/);), a/é’/ V4 4]
e dlye Az

Cuando las deformaciones son pléasticas, la deformacién es distor-
sional pura, es decir, sin cambio volumétrico y por lo tanto:

a/c‘;c 7 a/c'y # a/fz =0 (33)
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B.5. VELOCIDADES DE DEFORMA CION

Las velocidadzss de deformacién estin dadas por la variacion de
las deformaciones con el tiempo. Se utilizan en la solucién de problemas
en lo que existe un flujo de material, ya sea estacionario o no. En ge-
neral se define:

Erp o LEG (34)
/ 7

B.6. DEFORMACION EFECTIVA O EQUIVALENTE

3e define también para el estado de deformaciones la '"'deforma -
cion efectiva'" o '"equivalente'', dada por:

o/f:/f/—/dé}cc/é})i/o/é—o/é‘; /i/c/c‘,—o/f,)zj (352)

Esta expresién es un invariante del estado de deformaciones, lo
cual puede verse al relacionarla con el segundo invariante desviador de
deformaciones, como se hiciera con la ecuacién 22b:

%
5 2 ”
< 2/4-3%] (35b)

ae

Para una terna genérica, de la 35b se obtiene:

A 1 dey) (e - ) 4 (el 52 20y + Y uct) 550

B.7. DEFORMACIONES FINITAS - DEFORMACIONES LOGARITMICAS

Las relaciones desarrolladas en los puntos anteriores, pierden
exactitud a medida que las deformaciones incrementan su médulo, dado
que ya no pueden introducirse ciertas simplificaciones en los desarrollos.
Asi, por ejemplo, para obtener la expresién 31, si las deformaciones
fueran finitas, no podrfan despreciarse los términos de segundo orden,

y el primer invariante no representarfa entonces la variacién volumétrica
A . Este hecho indujo a Ludwik a proponer una nueva definicién de las
deformaciones, las "deformaciones logaritmicas'' tales que no sean afec-
tadas por aquella discrepancia. Se define a la deformacién logaritmica:

X
C;=/ = hx (36)
e * T X
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y siendo la deformacibén convencional referida a la longitud inicial (y no
a la instantinea):

= = X7 (37)
XO Xo o
Por lo tanto:
Ex = A X . ol 1+ S (38)
o

En el punto B.4 ya se indicé que cuando las deformaciones son
plasticas, hay constancia de volumen, por lo tanto:

Ve Vo(1+5)(1+S).(1+5) = Y%
(1+€)(t+&).[1+S) =/

y aplicando logaritmos:
In(1 + el) + 1In(1 + e,) + In(1 + eg) =0 (39)

De acuerdo a la 38, la 39 puede escribirse ahora:

y la 40 queda formalmente como la 31.

Como en la mayoria de los procesos de conformado de metales
se introducen deformaciones por compresién (negativas), algunos autores,
con el dnico fin de independizarse del signo de la deformacién, reservan
la fé6rmula general 38 para los casos de deformacién por traccidén, y to-
man para el caso de compresién la expresién equivalente:

Ec= M —L— (41)

La figura 24 muestra la diferencia entre ambas definiciones de
deformaciones. En abscisas se ha representado x/X, y en ordenadas

ey = X w -1y Ex = Inx/Xe).

Las dos deformaciones dan valores pricticamente iguales hasta
valores de alrededor de 0.1.
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Fig. 24

Las deformaciones logaritmicas, cuando la deformacién es
uniforme, tienen la ventaja de ser aditivas.
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P X7 An
fx: 4 —X—/ * -———-2— o P ss e rtsea + ——— = /Z A/
>0 Xy Xp-1 0
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II.1.C. RELACIONES TENSION-DEFORMACION EN EL

RANGO ELASTICO

Objeto

Elementos necesarios para elaborar una teorfa de elasticidad

Ecuaciones de equilibrio

Ecuaciones de compatibilidad

Condiciones de borde

Relaciones tensién-deformaci6én en el rango eléstico

6.a. Cambio de volumen en el rango cléstico

6.b. Constantes elasticas

6.c. Relaciones tensién-deformacién en componentes esféricas
y desviadoras en el rango elastico

6.d. Circulo de Mohr en elasticidad.

Energia elastica de dilatacién y de distorsién

Funcién tensién y funcién de Airy
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C.1. OBJETO

Resefiar las condiciones necesarias para dar solucién analitica
a los problemas que se plantean dentro del campo elistico, indicando
el tipo de relaciones existentes entre tensiones y deformaciones.

C.2. ELEMENTOS NECESARIOS PARA ELABORAR UNA TEORIA DE
ELASTICIDAD

Los elementos necesarios para dar solucidn analitica a los pro-
blemas que se plantean en el campo elistico son:

1. Ecuaciones de equilibrio.

2. Ecuaciones de compatibilidad.

3. Condiciones de borde.

4. Relaciones tensiéon-dzformacién en el rango elistico.

Se analizarin cada una de ellas.

C.3. ECUACIONES DE EQUILIBRIO

Son las ecuaciones de equilibrio estdtico. En un cuerpo continuo
sometido a la accién de fuerzas exteriores, las tensiones variarin en
forma continua. La figura 25 ilustra las tensiones que actian en un
elemento del cuerpo en la direccidén x.

‘}’ Z anya/
Wi vl
| L - T
| - ‘{y
I zX
(j-; T a;f_é_@O/X
| = = — t — X
P
R

Fig. 25
El elemento =stari =n equilibrio si se cumplen las condiciones:

< Fx =0 =Fy =0 EFz -0
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El anilisis de la primera ecuacién conduce a:
(T + i@a/xjaéz/szg &Z‘iz)aﬁrd/*/ /xf_iziyc&)ﬂdé—@&&-g};ééffé- g/xc?{fo{}; =0

y simplificando:

A dy oz

Si ademéis de las tensiones surgidas como consecuencia de la
aplicacién de fuerzas exteriores, existieran fuerzas de volumen, y si
a la componente segln la direccién x de estas fuerzas ge la designara
X, se tiene:

Y 2 Qg_yx 4 QCex 4 X =0 (42a)
C;X 9)/ 192'

Procediendo en forma aniloga para las otras dos direcciones:

9Zxy 30y by y -
—7 42b
Ix * dy 7 oz 4 )
4 I
JZXz ~ &g}’z ~ Uz -/-Z =0 (42¢c)

ox oy dz

Las expresiones 42 son las '"ecuaciones de equilibrio'. Aseguran
que las tensiones varfan en forma continua debiendo satisfacerse por lo
tanto en todos los puntos del cuerpo.

Si bien las tensiones surgen como consecuencia de la aplicacidén
2 cargas, las ecuaciones de equilibrio no dan en general una relacién
directa entre las tensiones y las cargas externas, salvo en la superfi-
cie donde las (ltimas estin aplicadas (ver punto C.5).

C.4. ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD

Describen la geometria de las deformaciones y aseguran la in-
terdependencia de las mismas. Por ejemplo, para un ey y ey dados,

)/\xy no puede tener un valor cualquiera, sino que debe estar
vinculado a aquéllos de alguna manera. Las ecuaciones que dan la in-
terrelacién entre las deformaciones son las de compatibilidad.

Derivando dos veces ey y ey (ecuaciones 25) respectivamente:
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Qhex _ &34
9}12 T 9« c)yz

Ofey . v
S x?2 Dy dx2

y sumando estas dos expresiones se obtiene:

2
2
._°ﬁ“’_"'_+ ‘923')': o /‘9”+°)V)-29A” (43a)
&/2 dx? Ixdy ' Ix dx Iy

En forma semjeante

] o) 2
c\‘ey I er - Jfrz
2l

Dz * Sy = c oy 9z (43b)
&282' " Qzex -2 (92/)'(! (43c)
O x? dr?2 IxOz

También por las derivaciones parciales de las ecuaciones 25, como
se indica a continuacién, se obtiene:

S QJi'x_,L S Xy _ c)/}z)_ d2ex

&X( DY Dz ox - 9]92 (43d)
2

o (&X:\'/ 4 Yz _ &3/;'/\') _ ey (43e)

Sy oz Ix oy z9x

o e |, ex by,  Fe= (430)

Dz I % 2z Ix Ay

Si las deformaciones satisfacen estas ecuaciones 43, las mismas
son compatibles entre si y la continuidad del medio se mantiene.
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C.5. CONDICIONES DE BORDE

Son las condiciones impuestas de esfuerzos o deformaciones ex-
ternas a las que el cuerpo esti sometido.

Si la condicién de borde dada es un sistema de cargas, pueden
determinarse entonces las tensiones actuantes en la superficie, y tal
como se dijo en C.3, la solucién analitica hallada para la distribucién
de tensiones deberi ser tal que en dicha superficie coincida con las
aplicadas. :

Si la condicién de borde es de desplazamientos o deformaciones,

la distribucién de deformaciones encontrada deberi también en el borde
cumplir con las ecuaciones de compatibilidad.

C.6. RELACIONES TENSION-DEFORMACION EN EL RANGO ELASTICO

En el campo elistico, si ademis de la recuperacién de las defor-
maciones, existe proporcionalidad entre tensiones y deformaciones, se
cumple:

Tensién = constante x deformacidon

Para el caso particular de una tensién aplicada en la direccidén x,
la "ley de Hooke'" se expresa:

ex=_" 0x (44)
£
donde E es el mddulo de Young.

Simultdneamente con e , y por efecto de o x Se producen defor-
maciones de signo contrario a ey en las direcciones transversales z e
y. La relacién entre las deformaciones transversales e, ¥ ey, ¥ la
longitudinal €ys estd dada por el "médulo de Poisson'':

e .
=___...._._._z e o e)/zezz—))ex (45)
Reemplazando ey, por su valor dado en 44:
ey = ey =-)Y O~ (46)
£

Si se trata de un estado triaxial, la tensién /y producirs deforma-
ciones:

<)
-
(\

= FE y Cx =€z =7

y la tensién (/; :
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La aplicacién del principio de superposicién de estados conduce
a que las deformaciones totales segln cada uno de los ejes sea:

= L[l - V(g + )] (472)
e),zz_l[&),‘— YWz + Gz 47b)
ezzz’ G- V(0 +0y)] (47¢)

También existe proporcionalidad entre las tensiones y las deforma-
ciones tangenciales:

34 y = Sy | (48a)

X;{ _ ng “ 8b)

yz=—c | (48¢c)

donde G es el "médulo de elasticidad por corte'.

C.6.a. CAMBIO DE VOLUMEN EN EL RANGO ELASTICO

Sumando las tres ecuaciones 47 se obtiene la variacién de volu-
men eldstico, A (ver punto B.3, ecuacién 31):

boevveyres= LB G004 7) @9)

Para un estado hidrostitico de tensiones, la dilatacién volumétri-
ca, A vale:

A

donde K es el "mdédulo volumétrico'.

C.6.b. CONSTANTES ELASTICAS

Observando las ecuaciones 44, 45, 48 y 50 se aprecian cuatro
constantes el4sticas propias de los materiales isétropos y homogéneos.
Estas constantes estidn relacionadas entre si, Por ejemplo, si la suma
entre paréntesis de la 49 se reemplaza, de acuerdo con la 18 por 3 G_m:
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/-2 :
A=___Z___.30777 51)

y comparando 50 y 51:

K = L (52)
3(/-2,)

También puede expresarse G en funcién de E y \) . En efecto,
si las ecuaciones 47 se expresan en funcién de una terna principal y
se resta 47b de 47a:

e/ - e 7’//@'-@- P(G- 0] = L2 Y10y -0z)

como &7-(/’2' = 2 Z’_z y andlogamente e; - e, = 2 )/}_2
. Y
°* 2 //-2 = £ Z/:'Z
Siendo &,_,= 25)7‘_2 se tiene reemplazando en lo anterior:
G _ £
2(7+Y) (53)

Pueden ademé4s obtenerse a partir de la 52 y 53 las siguientes
relaciones

J. 3K-26
T ex+26 (54)
9 KG
£ = 3K +G (55)

Del anilisis de las ecuaciones 52, 53, 54 y 55, surge que de las
cuatro constantes eldsticas que alli aparecen, sblo dos son independientes.

C.6.c. RELACIONES TENSION-DEFORMACION EN COMPONENTES
ESFERICAS Y DESVIADORAS EN EL RANGO ELASTICO

Si en 47a se reemplaza ( va + 0z ) por su valor en funcién
de G_m obtenido en la 18 y se reordena:

exz_q;_‘(/w‘)/}--zj’@;, (55)
~ £
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Sumando y restando al segundo miembro [/ e "‘._)) ) J;,

£
eXg/*VO;-ig.@.f_ZiZ.&Tp
£ £ £
=LY g, 1-2Y g
£
como /*})z 7 /—2;/___ /
E 26 '’ £ 3K
o= G
Cx = +
*=2¢ 3K

En igual forma podrin expresarse ey ¥ €,-

Como las deformaciones y tensiones de corte son desviadoras,
su relacién estd dada por las ecuaciones 48,

C.6.d. CIRCULO DE MOHR EN ELASTICIDAD

Si se escribe la ecuacién 56 en funcién de la terna principal:

e, - _/* Y o Y 30,
7 /
£ . £
y si ahora se reemplaza 7z por su valor segGn 53, asi como
también ¥ y E por 54 y 55 respectivamente, se obtiene:

26 6 KG (57)

/ 3K-26G
e =L (- 32L2C o)
2G 3K
En el circulo de Mohr de la figura 26 se aprecia que para la
medicicién de deformaciones, se ha tomado un nuevo origen O', a una

distancia KK Om del anterior. Ademéis hay un cambio de esca-
la dado por el valor 1/2G.

Ty [ | 26ey
r 34-267 - 26e;
3K v
2683
0 O‘I ! ’ - Flg. 26
s |
r————-
Uz
Z
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C.7. ENERGIA ELASTICA DE DILATACION Y DE DISTORSION

En general, la energia de deformacidén por unidad de volumen es:

&
¢ = U de (58)
Co
En el campo eléstico, al ser lineal la ley due vincula (" con
e, la energia especifica de deformacién eldstica para el caso de tensién
uniaxial vale: '

7
u =5‘ Jf_e/ (59)

Si bien es cierto que en este caso existen deformaciones transver-
sales ey y eg, las mismas no contribuyen al trabajo total por cuanto

segin las direcciones 2 y 3 no hay esfuerzos aplicados.

Para un estado triaxial, el principio de superposicién conduce:
d=-2{/(’7€/*05¢g+5§@3) (60)

Si las deformaciones e1, €y y eg se reemplazan por las ecua-
ciones 47a, b y c expresadas para una terna principal, y se agrupan
términos:

-7 _ )2 - 2 2 7 2
‘= [N0-%)"+ (b 63),;/03’-6‘)]41?;/0,‘7#05,‘@) ~ (61a)
Como

OG-0 = 286,

0—2-—6-3— = 2 gz_s

G- -2,

la 6la puede escribirse:

2 2 2 2

/" z z Om

4 = .
3¢ ! &r2 + Gz 50l + Zi0 (61b)

El primer sumando de la 6la o 61b constituye el 'trabajo de
distorsion', y el segundo la 'resiliencia volumétrica'.
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La 'energia elastica de dilatacién’ esti dada por:

2
¢l _ 1T+ GrG) LG 6

78 K 2

y la "energia de distorsidon elastica':

7
26

d =

2 2 2 2 2
[(G-03)%+ (02-73) +/0§-07)]=3—2- (6,,+8, ,+85,)

C.8. FUNCION TENSION Y FUNCION DE AIRY

En general, dar solucién a los problemas en elasticidad, involucra
encontrar una distribucién de tensiones que satisfagan las ecuaciones de
equilibrio, las relaciones de compatibilidad y las condiciones de borde.

Para estados triaxiales, Maxwell propone tres funciones de posi-

cidén independientes - }f,;ﬁg ; }53 que expresen las componentes de
tensién, tal que cumplan las condiciones enunciadas:

2
0‘_32/63 4 652}2{2 é:()z:-%
xX= Dy 2 R xSy
G; - % &, 924, (64)

Para el caso bidimensional, Airy encontrd que existe siempre

una funcidén }é/xy que permite determinar las tensiones en cualquier pun-
to:

> . F z . ¥

Ty 7T %2 CAREWEY (65)

O

Es ficil comprobar que estas ecuaciones satisfacen a las condicio-
nes de equilibrio dadas por las ecuaciones 42, reducidas al caso plano.
Para verificar las condiciones de compatibilidad es necesario expresar
la ecuacién 43a en funcién de las tensiones. Para ello se derivan 47a,

b y ¢ (previamente reducidas al caso plano) y se reemplazan en 43a,

dando:
2 2 2 2 2
O )Y O% 2l _prysy) 2 Cxy (66)
dy2 dy? Ax 2 Ix? M Dy

Si las correspondientes derivadas de 65 se reemplazan en 66 se obtiene:
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c)4¢/ 2 &4¢/ . % 0 (67)

+ -
x4 IxZIy? T y4
En esta forma, si es posible encontrar una funcién que satisfaga

la ecuacidn 67 entonces las tensiones estarin dadas por 65, siempre que
se cumplan ademés las condiciones de borde.

En general, no es ficil encontrar la funcién ¢, y sélo algunos
problemas se han resuelto por este método.
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O.1.D. RELACIONES TENSION-DEFORMACION EN EL

RANGO PLASTICO

Objeto

Elementos necesarios para elaborar una teoria de plasticidad

Criterios de fluencia

3.a. Criterio de Von Mises

3.b. Criterio de Tresca

3.c. Representacién del criterio de Von Mises en el espacio
de tensiones principales

3.d. Representacién del criterio de Tresca en el espacio de
tensiones principales

3.e. Los criterios de fluencia en el caso de tensién plana

Endurecimiento por deformacion

Relaciones tensién-deformacién en el rango plastico

Teoria de Prandtl- Reuss

Teoria de Levy-Mises

Teorias de deformaciones totales

Condicién de fluencia plana

Modelos reolégicos y ecuaciones empiricas tensién-~deformaci6n
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D.1 OBJETO

Reseiiar las condiciones necesarias para dar solucién a los
problemas que se plantean dentro del campo pléstico.

Como es necesario predecir cuando se abandona el campo elas-
tico (o se inicia la fluencia plastica), a las condiciones del punto C.2
se agregan los criterios de fluencia. Por otra parte, siendo el fenémeno
de deformacién plistica de naturaleza distinta que la deformacién elasti-
ca, las leyes que vinculan las tensiones con las deformaciones en el
campo plastico resultan también diferentes que las relaciones eldsticas.

D.2. ELEMENTOS NECESARIOS PARA ELABORAR UNA TEORIA DE
PLASTICIDAD

Para elaborar una teoria de plasticidad son necesarios ademéas de
los cuatro elementos vistos en C.2, los dos siguientes:

5 Un criterio de fluencia, que indique cuiando se pasa de la zona
eldstica al campo plastico
6 Relaciones tensién-deformacién en la zona plistica

Segln el estado de tensiones y la-geometria del cuerpo, habri
fluencia total o parte del cuerpo fluird y el resto permaneceri en la
zona eléstica. Esto hace que las ecuaciones de compatibilidad y las re-
laciones tensién-deformacién sean dificiles de obtener, existiendo sélo
soluciones de algunos problemas muy particulares. La razén es la dife-
rencia en las magnitudes de las deformaciones y los desplazamientos
entre las zonas elasticas y plasticas adyacentes.

D.3. CRITERIOS DE FLUENCIA

"Un Criterio de Fluencia" es una hip6tesis con respecto al lmite
de elasticidad, bajo cualquier posible combinacién de tensiones.

Se tratari de llegar a criterios que predigan cuando se iniciari
la fluencia bajo estados complejos de tensiones, dada sélo la tensién de
fluencia en tensién simple determinable experimentalmente. Para ello
tendremos en cuenta que:

(2) Se ha observado experimentalmente que dentro del rango de pre-
siones y temperaturas industriales, las presiones hidrostaticas
no provocan fluencia, y mas a(in, las componentes hidrostaticas
de estados complejos de tensiones no afectan al punto en el cual
tiene lugar la fluencia.

Cualquier criterio entonces, deberi ser tal que:
057‘0;7‘0}4-02___07-#55-#@ Z;
3

—

3 -3




(b)

()
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no provoque fluencia, lo que permite enunciar que ésta tendri
lugar cuando alguna funcién escalar de las diferencias de las
tensiones principales alcance un valor critico-

f/@"@ ; 02-03 ; 0}“0;) = constante

Esto equivale a decir que el limite de elasticidad puede expresar-
se como una funcién del tamaifio absoluto de los circulos de Mohr,
independientemente de su posicién a lo largo del eje Up . Como se
vié en A.10, para iguales estados desviadores, los circulos son
iguales en tamrafio, pudiendo estar desplazados a lo largo del eje
de abscisas en cantidades que dependen del estado esférico apli-
cado.

La fluencia deberi ser independiente de las direcciones de los
ejes: elegidos para definir el sistema, y siendo el material
isotrépico, estari sélo relacionada con las intensidades de las
tensiones aplicadas. Por lo tanto, la fluencia deberi ser una
funcién de los invariantes del estado de tensiones, por ejemplo
los coeficientes de la ecuacibén cGibica (13), pero si ademéis es
independiente de 0z como se vié en (a), entonces podri ser una
funcién de I'2 e I'g puesto que I'y = 0.

También se supondri que no hay efecto Bauschinger, lo que impli-
ca que si una conibinacién de valores de Ox » 0}_'; Oz » By Byz, Bzx
produce fluencia, otro estado de tensiones con los mismos médu-
los de las componentes pero de signo contrario también la pro-
ducira.

En el espacio de tensionesprincipales de la figura 18a (punto A.

10) se vib que si OP es un estado general de tensiones, ON es su esta-
do esférico y NP el desviador. El plano que pasa por N y es normal a
h, llamado ''plano desviador', contendri a I—\I'P, y puesto que las presiones
hidrostdticas no tienen efecto sobre la fluencia, seri la magnitud de NP
yaciendo en el plano desviador, la que la determina.

En general, todos los estados de tensiones que interesan a los

efectos de la fluencia, ya serfn en planos similares normales a h.

La figura 27 muestra al plano desviador que contiene a NP. La fluencia
tendra lugar duando NP alcance un cierto valor limitado por el lugar

de los puntos de fluencia, constituido por la interseccién del plano des-
viador con la superficie de fluencia. La funcién de fluencia seri una
superficie cilindrica de seccién transversal constante, porque es inde-
pendiente de las componentes hidrostiticas de presién, y por lo tanto de
la posicién del plano desviador a lo largo de h. Un criterio de fluencia
debera definir la forma de la seccibén transversal de dicho cilindro.
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Fig. 27 Fig. 28

La proyeccién de los ejes principales sobre el plano desviador
desde Hy  constituyen tres ejes a 120°. Si se incluyen las partes
negativas de los ejes principales (en lineas de trazos), el 4rea del pla-
no aparece dividida en seis sectores iguales.

La figura 28 muestra al plano desviador llevado al plano de la
hoja. Para un material isotrépico con igual tensién de fluencia en trac-
cién y compresién si: Gig = a, Opq = -by O34 = -c, provocan
fluencia, entonces cualquier otra combinacién de estas componentes,
también la provocarin. Por lo tanto, hay simetria no sélo con respecto
a la proyeccién de los ejes principales LL', MM', NN', sino también
con respecto a RR', SS', TT'. De manera que es suficiente considerar
un sector de 30°para investigar todos los estados posibles.
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D.3.a. CRITERIO DE VON MISES

Segin este criterio la fluenzia se inicia cuando alcanza un valor
constante la siguiente funcidn:

2 2 '
(G = %) 4 (- 854 (T3 - 0 )° = constante (68)

Como se aprecia, las diferencias entre las tres tensiones princi-
pales, o lo que es lo mismo, los tamafios absolutos de las tres circun-
ferencias en la representacién de Mohr permiten evaluar si un estado
de tensiones dado produce o no fluencia.

Un criterio seri correcto si es vilido para cualquier combinacién
de tensiones, por lo tanto la constante de 68 puede determinarse a par-
tir de estados de tensién simples. Es comdn identificar a las constantes
con la tensién de fluencia a la traccién Y, o la tensién de fluencia al
corte k, para un estado de corte puro.

En la fluencia en traccién simple (figura 29 a):
G7 = Y Gy =03 =0

y para el corte puro (figura 29 b):

0;—:-0‘;: ’Z 0:;::0

ey
Cnt nt

/‘—-~-ﬂ

v, / £

G3=lFe 0 G (/\ G
U=y _ K 7
|

Jg=0

Fig. 29 a Irig. 29 b



50

Por lo que la expresién 68 se transforma respectivamente en
cada caso:

2 2
(0760-2') +/0£‘0§)2+/0§‘0/-)2= 2y (68a)
2 2
y (g7-0z) i (T3-G)% 4 (G567 )% = c £ (68h)

Por lo tanto:
£.2 Y _ ;557
3

f 2 2
lo que indica que segin estz criterio, la tensi6én de fluencia en corte

puro k es 1.155 veces mayor que la mixima tensién de corte elastica
Y/ 2 en traccién simple.

Si se compara la ecuacién 68 con la 63 (Punto C.7), se compren-
de la interpretacién que algunos autores hacen del criterio de Von Mises
cuando lo enuncian diciendo que: "La fluencia se inicia cuando la energia
elastica de distorsién alcanza un valor critico'.

Cuando se compara la 68a con la expresién de ﬁz(ecuacién
22a) surge de inmediato que la tensién efectiva para el estado uniaxial
de traccién coincide con el valor de la tensi6én de fluencia:

T-Y

D.3.b. CRITERIO DE TRESCA

"La fluencia tiene lugar cuando el mayor de los valores absolutos
de cualquiera de las tres tensiones principales de corte alcanza una cier-
ta magnitud".

Es decir, que la fluencia debe ocurrir cuando la mayor de las
tres magnitudes /Ty~ Go /s /Uz-03/ , /1 03- G/

alcanza un valor criftico y para un material dado, constante.

A diferencia del criterio de Von Mises, se desprecia en éste el
valor de la tensién principal intermedia, o lo que es lo mismo, sdélo se
tiene en cuenta el tamafio absoluto de la circunferencia mayor en la
representacién de Mohr,

Si para un estado general dz tensiones la mayor de las tensiones

de corte inducida es: Y3 - s , entonces el criterio de Tresca
queda expresado por: 2

/03—- ;] = constante (69)
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Si se determina el valor de la constante por traccién simple
(figura 29 a):

~G,0=Y (692)

y en corte puro (figura 29 b):

103~ 0,1= 2 £ (69b)
Por lo tanto : K= Y/2
lo que indica que segfin este criterio, la tensién de fluencia en corte puro

es igual que la méixima tensién de corte eldstica en traccién simple,
mientras que para Von Mises aquélla es un 15.5% mayor que ésta.

D.3.c. REPRESENTACION DEL CRITERIO DE VON MISES EN EL
ESPACIO DE TENSIONES PRINCIPALES

En la figura 18 a (punto A.10) y en la 27 se ve que:

/7792«35[(%03) (05 -G5) o (G- 7 )T 0)

Comparando la ecuacién del criterio de Von Mises (ecuacién 68 a)
con la 70, y la 22 a (Punto A.1l):

WO =L [10-05 )% (55-05 )% (0505, ‘2)/_2&12
== [(0;-02) 4 (F2-03) 4 (3-71) =5 =3

luego

/7*=._{ﬁ~6)i{02-0§)2+/@~é7)2 =/3£ y=/§2 7

De manera entonces que cuando la magnitud NP /E 7 alcanza el valor

Y, el panto P se encuentra sobre el lugar de fluencia, que es una
mrcunferenma en el plano desviador puesto que_este anilisis se ha efec-
tuado independientemente de la orientacién de NP en dicho plano (figura
30a).

B
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Fig. 30 a Fig. 30 b

Dado que la traza de la superficie de fluencia en el plano des-
viador es una circunferencia, y las tensiones hidrostiticas no producen
fluencia, dicha superficie resulta un cilindro de generatrices paralelas
a h (figura 30 b).

Los estados de tensiones tales que representados en el espacio
de tensiones principales caen dentro del cilindro no producen fluencia,
mientras que si la provocan aquellos estados que quedan fuera de dicha
superficie.

D.3.d. REPRESENTACION DEL CRITERIO DE TRESCA EN EL ESPACIO
DE TENSIONES PRINCIPALES

Un punto tal como el P de la figura 31 representa un estado de
tensiones en el cual (/> 2 032 Gy
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A Ga=zy
-z G20 202 Gy 024 - Urd
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~ Py M
\\ // o
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Uid G036 | G2G20 ™~ Oad
V-0
' '3d
Fig. 31

— gy vy i~ P
Sean OP', = U2d -/32 % @M=&;d=/§(73'yﬂp=u,d =}/3__'0,’

las proyecciones sobre el plano desviador de las componentes U5, 6;
y U, del estado general OP.

N

Si se toman 0@0/ = y, y al eje x coincidiendo con la bisectriz
del sector de los estados de tensiones tg,_l_c_es que: @305% 07
entonces la abscisa x de OP es: x = OP‘2 co0s.30°~ M'P cos.30°

bz - 07

yZ2 (1)

Comparando esta ecuacién con 69a, se obtiene:

Y

VA
vale decir que el criterio de Tresca en este sector (figura 32a)
queda representado por una linea paralela al eje O 6_30\ , a una distan-

cia ) 4
X =
’2

Haciendo el mismo anilisis para las otras cinco posibilidades de
relaciones de tensiones, se obtiene el hexdgono indicado en ‘dicha figura.

X =

X =
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Fig. 32 a Fig. 32 b

Puesto que en el plano desviador, el criterio estd dado por
un hexfgono regular, en el espacio de tensiones principales seri una
superficie cilindrica de seccién hexagonal con generatrices paralelas
a la recta h (figura 32 b).

Del anilisis de la figura 32 a se desprende que el hexigono de
Tresca queda inscripto en la circunferencia de Von Mises cuyo radio
vale /24 ¥ . Se observa que ambos criterios coinciden para estados
uniaxiales y tienen su mixima diferencia para estados de corte puro
tal como se indicara en el punto D.3.b.

D.3.e. LOS CRITERIOS DE FLUENCIA EN EL CASO DE TENSION
PLANA

En el caso de tensién plana, 03 = 0, los criterios de fluencia
pueden representarse con Gry J> como ejes coordenados. Los luga-
res de los puntos de fluencia representados en la figura 33 son la in-
terseccién del cilindro de Von Mises y del cilindro hexagonal de Tresca
can el plano 03= 0.
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La ecuacién de la elipse de Von Mises se obtiene de la 68a al
hacer (3= 0.

2
(G -03) 4(0G-05)%4 (75- 07 )%= 2y %
Si6_3=0: 0;2_/_0-2—2_0’—05:)/2

cuyo eje mayor es 2 ﬁ Y y su eje menor ZY % Y, siendo estos
ejes las bisectrices de los 4ngulos entre los ejes (y y(}} .

El hex4gono irregular de Tresca, cuyos limites de interseccién
se muestran en la figura 33 se obtiene de las condiciones:

|Gy - Gl = Y lineas AF y CD
,0_2‘0—3’ -y Q2| =Y lineas AB y ED
,6”3 - 0—1, =Y ‘(J-ll =Y lineas BC y EF

D.4. ENDURECIMIENTO POR DEFORMACION

Si se analiza un ensayo de traccién, se observa que el material ,
luego de superar la fluencia, ofrece mayor resistencia. Es decir, para
producir nuevas deformaciones es necesario incrementar las tensiones.
Se dice que el material "endurece por deformacién''. Si se interrumpe
el ensayo y luego se lo reinicia, aparecen nuevas condiciones de fluen-
cia mayores que la anterior.

Suponiendo que el endurecimiento es igual en todas direcciones y
aceptando el criterio de Von Mises, los sucesivos lugares de fluencia
son circulos concéntricos con el original de radio ﬁ Y. En la figura
34 se pasari por ejemplo de la condiciényY a la con&cién C, siendo
necesaria una tensidén efectiva mayor.
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Hay dos hipb6tesis para evaluar la tensidén de fluencia instantinca:

() Endurecimiento por deformacién:
Se supone que el valor instantineo de la tensién efectiva eg fun-
citn Gnicamente de la deformacién pléstica previa:

= /TS

T-uq, SE
Il estard dada por la suma.dz los incrementos de deformacion v
no por la deformacién total. En la misma figura 34 esti graficada
ecsa funcidén. Para grandes deformaciones la curva se hace asinto-
tica, lo gue permite considerar que un material muy deformads no
endurecerid mas por deformacidna.

H) Iindurecimiento por trabajado:

Se suponz que el valor instantineo de la tension de flueacia os fun-
cion Ginicamente del trabajo efectuado por unidad de volumen:

= F ( df)

D.5. RELACIONES TENSION-DEFORMACION EN EL RANGO PLASTICO

En el campo plastico no existen relaciones simples cntre (cnsiones
vy deformacionss como en el campo elistico.

Las teorfas d= plasticidad formuladas hasta el presen‘e son de
"deformaciones incrementales' o de "d=formacionecs totales'.

Las teorfas incrementales predicen la proporcionalidad entre el
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estado actual de tensiones y los incrementos de deformacién. Las teorias
de deformaciones totales relacionan la deformacién total con el estado
instantdnso de tensiones (similarmente a como ocurre en el campo eldstico)

La deformacién elistica, siendo reversible, depende soélo del esta-
do inicial y final de tensiones. No ocurre asi con las deformaciones plds-
ticas que al ser irreversibles no sélo dependen del estado final de carga,
sino también del camino por el cual se arribd a él.

Las dos teorias incrementales que se verin son las de Prandtl
Reuss y Levy Mises. Ambas fueron inicialmente formuladas para mate-
riales sin endurecimiento. Cuando se desea tener en cuenta el endureci-
miento por trabajado. el mismo debe intercalarse en las ecuaciones, pre-
viamente obtenida en forma experimental la relacién ( - £

Prager enuncié otra teoria de deformacién incremental, pero su
complejidad mateméitica la ha hecho muy poco usada.

D.6. TEORIA DE PRANDTL-REUSS

Supone que los incrementos de deformacién pléstica (se indican
con HEP ) son en cualquier instante proporcionales a las respectivas
tensiones desviadoras instantdneas:

gl def  del_

; AU LB Al gy
0;’ J; @ JX/ é}z g},x

d A es el valor de proporcionalidad instantdnea no negativa que varia
punto a punto e instante a instante.

Estas ecuaciones son vilidas sélo cuando coinciden los ejes princi-
pales de deformaciones y tensiones instantdneos.

La teorfa considera al incremento de deformacién total, como la
suma del incremento eldstico més el plastico.

a/é‘x = O/(fx.e -+ (}/é:(P (73)

Teniendo en cuenta la 47a, dExe vale:

ad&s - Lrolge- P(dGy » ST
£ (74)
Como la base de la teorfa es suponer que el incremento de de-
formacién pl4stica es proporcional al estado actual de tensiones y no a
los incrementos, de acuerdo a la 72 se tiene:



58

(]

P '
dE, 0% -+ dA
y como se vié en A.10:

/

Tx - 2ox=0x -z
3
o/c;P= 3"-’- c/)[&}—z/fﬁ;f Iz )] (75)

Reemplazando las ecuaciones 74 y 75 en la 73:
a/c‘,gz../[a/i;—))/a/ +C/f}]+—- dA [0y - -,,-, 0}-/’6)] (76a)
5 e

En igual forma pueden obtenerse d-EY y d&;:

A&yl [y~ V(A7 + dTe)] + 2 A [y~ 500+ 0] (76b)
£

dEy = _El[c/a;-//a/y;+c/@)]+§ c/}[ag-?’/o;+0)‘,)] (76¢)

Los incrementos de deformacién tangencial estin dados por:

o//fr/= -Z—/?Z+ a2 Txy (772)

oY = 6;/ ff" + SA Byz (77h)
oz

o’); = 26:’""' 4+ dA Czx (770)

Si el material endurece por deformacién, la 72 puede escribirse
en funcién de la tensién y deformacién efectivas para tener en cuenta este
efecto. Para simplificar se considera la 72 referida a los ejes principales.

Por una propiedad de las proporciones:

(de]- C/C.“?} (&~ a&])” 2 1 et X
(G -0z )2 (92-03)2 (05-6;)2

También la suma de los numeradores sobre la suma de los denomi-
nadores mantiene la proporcién d )\2 y si se saca la raiz cuadrada de
esta suma, el numerador es y g/z dE-P (ver ecuaci6én 35a, punto B.5)
y el denominador '{_2- G~ (ver ecuacién 22a, punto A.11), por lo tanto:

Q

Como por 72c:




59

comparando esta dltima con 78:

_/9 ,
O/fxﬁzg— IE7 % (792)
7
Anilogamente:
/o (/""/5 ’
> 3 <&
IE, =3 = g, (79b)
dele 3 L7 (150
2 g
p -
3 JE 2 79d
O/ ;(/:-5— -——r___—:— )(/ ( )
P =7
A=l 2E 8, (19¢)
7 |
=
-2 LT, @sn

D.7. TEORIA DE LEVY-MISES

Si bien histéricamente precedié a la de Prandtl-Reuss, didicticamente
conviene enunciarla 'a posteriori'. La teoria de Prandtl-Reuss vista en el
punto anterior considera un sélido elasto-pldstico. Teniendo en cuenta que
las deformaciones eldsticas alcanzan a un 0.5% como méximo, pueden ser
despreciadas frente a grandes deformaciones plisticas. Esta es la idea de
Levy-Mises, que constituye de hecho una simplificacién de la expresion 73,
que se transforma ahora:

AE, = d€l (80)

Las expresiones 72 y 76 toman ahora para Levy-Mises la forma:

O Ex dEy 0/6‘:: 0/}/;/;_ ‘M;’lz O/‘)f"‘ = 2 (81)

Gx 7/ 7 Bxy Gz Gzx
IEs = 2 dx [0 -Ltgy + )] (822)
Ky 23 [Ty~ (0 +%)] (32b)
c/é:zzgzc/)[@-g/«ﬁf-@)] (82¢)

g//;/ = oA By (82d)
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Iy = A Byz (82¢)
o o = oS A B (821)
y las ecuaciones 79 quedan:
SEx = 23_ __;;é 6% (832)
6-'. P
oEy=2 ‘Q/f' Ty (83b)
oE, = 2 %_‘f- i (83c)
3 JSE 83d
o), .3 dE T, (83¢)
Jz= 2 = JZ
. g
3 £ (831)
c/z;,(zz.eg_; 2,

D.8. TEORIAS DE DEFORMACIONES TOTALES

En contraposicién con las teorfas anteriores, Hencky supone que
las componentes de la deformacidn .pléstica total son .proporcionales a
las componentes desviadoras de tensién:

& - Ao

p’ es una cantidad escalar positiva durante la carga y cero en la descar-
ga.

Swainger también formulé una teorfa de deformacién total, pero al
igual que con la de Hencky, la observacién experimental demuestra que
conducen a errores muy groseros.

D.9. CONDICION DE FLUENCIA PLANA

Es un caso particular del estado de deformaciones, tal que:

é;‘c"z a,/'::x: .//Z':o )’éX)‘S)’;ﬂv)‘()'

distintos a cero e independientes del eje z.

Supbngase el siguiente estado de fluencia plana referido a una
terna principal: 5’, y 53 distintos de cero e independientes de la
direccidén 2, y 62= 0.
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Si la ecuacién 82 se toma respecto de esa terna principal, puede
escribirse:

(0 + %) e

En la direccién cuya deformacién normal es nula, la tension es
igual a la semisuma de las otras dos. Reemplazando en la ecuacién 68a
el valor de @ _obtenido en 84, y teniendo en cuenta que para el criterio
de Von Mises (/ = Y, la expresién de éste para deformacién plana resul-
ta:

G_‘V=—2—- y:"‘é—'&—_-—
73 g 2 (85)

mientras que seglin Tresca, se tiene:
Gy ~03 =V (86)

En general, los metales frégiles se acercan al valor del criterio
de Tresca, mientras que los dfictiles se comportan més de acuerdo al de
Von Mises. Analizando las ecuaciones 85 y 86, surge la ventaja de adoptar
un criterio Gnico para fluencia plana dado por:

G- 058

donde 1 § € 1.155, y el error miximo posible es de aproximadamente
8%.

D.10. MODELOS REOLOGICOS Y ECUACIONES EMPIRICAS TENSION-
DEFORMACION

Para dar solucién a los problemas de deformacién, suele recurrir-
se a modelos tensién-deformacién idealizados. Los més importantes son:

(a) Perfectamente eldsticos: La pendiente de la recta es el valor del
modulo de Young (figura 35 a).

(b) Rigido, perfectamente plédstico: Se comporta como rigido hasta la
fluencia, luego es perfectamente pldstico (no endurece por deforma-
cién, figura 35 b).

(c) Rigido-pl4stico con endurecimiento lineal: Rigido hasta la fluencia,
luego endurece con una variacién lineal. La pendiente H mide el
grado de endurecimiento (figura 35 c).

(d) Elasto-perfectamente pldstico: El4dstico hasta la fluencia, luego es
perfectamente plastico (figura 35 d).

(e) Elasto-plastico con endurecimiento lineal: es el méis completo de
los expuestos. Hasta la fluencia es eldstice y luego endurece lineal-
mente (figura 35 e).
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r 7y
I
Arco fy,f _ Y
é 1 &
Fig. 35 a Fig. 356 b
T i\ 7
/@” T
S
4 Y
1 _E | g
Fig. 35 ¢ Fig. 35 d Fig. 35 e

A los efectos de interpretar resultados experimentales y para la re-
solucién de problemas plasticos, es cémodo establecer funciones para las
curvas tensién-deformacién reales. Existen varias propuestas que se adap-
tan en mayor o menor grado segin los materiales:

@) Adoptar el modelo plistico endurecible, usando dos ecuaciones
(figura 36)

1. hasta la fluencia U_= & f
2. desde la fluencia ¢ = # &

(b) Ludwick propuso: f =Y+ g™
La figura 37 grafica esta ecuacién para m=1y O< m <1.
G-; // _ é 0= 0{ mé ’
/. [=H m=t :
/ — ARcoly H
-~ % 1’ _’

/6//(' y Y

|

]

| &\

Fig. 36 Fig. 37
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Swift enuncia
-()'—= C(AJrE)rl para O £ n £ 1

La expresién de Hollomon que constituye una simplificacién de
la de Swift:

§=ce"™

Voce plantea una ecuacién muy buena, pero muy compleja mate-
méiticamente:

n€

T=A+@B-M1-e )

El mismo inconveniente tiene la ecuacidén debida a Prager:

T = Y tgh(E £
Y



O.1.E. ENSAYOS MECANICOS

Objeto

Introduccién

Ensayo de traccién

3.a. El ensayo de traccién y el problema de la inestabilidad
plastica

3.b. Evaluacién de la tensi6n y deformacidén efectivas después
de la estriccién

3.c. Determinacién del punto de inestabilidad plistica en el
diagrama tensién-deformacién efectiva

3.d. Bfecto de la presién hidrostitica sobre la inestabilidad
plastica

Ensayo de compresién

4.a. Inestabilidad plistica en compresidén

4.b. Consecuencia de la friccién en compresién

4.c. Ensayos especiales de compresién

4.d. Compresion en fluencia plana

Ensayo de torsién

Los ensayos mecénicos y sus posibilidades para la determinacién

de las caracteristicas mecédnicas "'en Caliente"
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E.1. OBJETO

La finalidad de los ensayos en la problemética del trabajado mecé-
nico, radica en la necesidad de determmar las caracteristicas mecénicas
de un material a través de la curva ( - £. Con ello se procura relacio-
nar los estados simples de tensiones con los estados complejos propios de
los procesos de conformado. No obstante esto, existen circunstancias
(friccién, trabajo redundante, recristalizacifn, etc.) por las cuales muchas
veces se recurre a ensayos simulativos que tratan de reproducir las con-
diciones reales del proceso.

E.2, INTRODUCCION

En este punto se revisan los ensayos méis comunes; traccidn,
compresién y torsién, relacionindolos e indicando los inconvenientes que
presentan: inestabilidad pldstica y friccién. Como la mayorfa de los pro-
cesos de trabajado de metales se efectlian por compresién, en E.4.c y
E.4.e se describen algunos ensayos especiales.

Por otra parte, si bien la velocidad de deformacién no influye en
forma considerable sobre la resistencia cuando el proceso es "en frio" ,
no ocurre lo mismo cuando la deformacién se produce "en caliente''. Por
esta razén en el punto E.6 se analizan las ventajas y desventajas de los
diversos ensayos para la determinacién de las caracteristicas mecénicas
en caliente.

E.3. ENSAYO DE TRACCION

La ejecucién de un ensayo de traccién .generalmente implica la
medicién de las cargas aplicadas y de la variacién de longitud, obte-
niéndose el diagrama carga-elongacién (P - A }2 , figura 38 a).

elongaciéon = A 1 =1 - 1,

donde 1 es la longitud instantdnea y l, el valor de la longitud inicial de
referencia.

De este diagrama se pasa al de tensién-deformacién convencional
( Ge - e, figura 38 b), modificando las escalas. La escala de cargas
se divide por la secci6n inicial S, y la de elongaciones por el largo ini-
cial 1,.

e = L2 (88)
50 .
af (89)
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Prox -—/\ /\

Fig. 38 a Fig. 38 b

La tensién efectiva puede obtenerse con la expresion 22 a teniendo
en cuenta que el estado de tensiones que corresponde a traccién es:

G_1> 0y 0'2= ()“3 =0 (figura 39 a).

-y Lr1G-G )% (6-6)%15-G)%]- G
— P (90)
F= G =&

donde S es la seccidén instantinea.

luego

Teniendo en cuenta que en rango plistico hay constancia de volumen
se puede escribir;

S.1=8; .1 s=so_[‘_’
7

reemplazando en 90:

—= V4 Y= L+l P ad
’ Se 4 = A So 4 oy
y teniendo en cuanta 88 y 89:
G=0(1+e) (92)

La ecuacién 91 permite obtener 7 en funcién de las magnitudes
medidas al realizar el ensayo y la geometria inicial de la probeta. La
expresién 92 muestra que para igual alargamiento, la tensién efectiva
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es mayor que la convencional ( G—' > Ue ).

&nt | /)t
4 AT
In \ &,
0‘;.—{/3:0 01_ < "'53 /E,
\_.,//i
(a) (b)
Fig. 39

Para hallar la deformacién efectiva se recurre a la expresion:

— Lo 2 2 i
E= 2L -&) H(E-G) + (G- G) ] (93)

En los casos en que la aproximacién de Levy-Mises es suficiente

(punto D.7, ecuacidén 80):

AE = oS 29220301
3
03 - 0y - 02

A -~ dA gy
de, - 1
63-“; d/}u//-/—
Lo T =- E5 2L g, (94)

El circulo de Mohr de deformaciones se aprecia en la figura 39 b.
Reemplazando los valores de €2y <3 en funcién de £ en la 93:

_ / ]
| é,=/ 54/347_/= /m/_./a:;é_/’}:%;//f-%-/,:/,»/ne) (95)

E =
Z 6

Esta Gitima ecuacién permite (en forma similar que la expresién
91 para 7 ) calcular & en funcién de la longitud inicial e instantinea

a

de la probeta.

Si se tiene en cuenta la teoria de Prandtl-Reuss (pun*o D.6, ecua-
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cién 76), las d=formaciones plisticas estarin dadas por:

(f_ﬂ_—. (f—;‘ Cf—e:
0o Lo
A £

En lo que sigue se despreciarin las deformaciones elésticas
aceptdndose en consecuencia la teoria de Levy-Mises (ecuacién 94%).

__ La figura 40 muestra las curvas convencional (Uc-e) v efectiva
(h-&) para el ensayo de traccién. El punto A' es el correspondiente

del A sobre la curva tensidén-deformacidén efectiva y lo mismo ocurre con
B', C', etc.

Las mAquiinas de ensayo modernas poseen dispositivos que pzrmiten
obtener directamente las curvas tensién-deformacidén real.

Y
)

ACERO O5 H4C
30

l i 1 ) 1 L )

0z 04 06 08 10 12 /4

<
&

Fig.40
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E.3.a. EL ENSAYO DE TRACCION Y EL PROBLEMA DE LA INESTA-
BILIDAD PLASTICA

Por lo visto hasta aqui pareceria sencillo obtener la curva tensién-
deformacibén efectiva a partir del ensayo de traccién. Sin embargo, la apa-
ricién de la estriccién con deformaciones relativamente bajas impone una
seria limitacién. En efecto, a partir de alli las deformaciones se localizan
en el "cuello" y aparece un estado triaxial de tensiones que dificulta la
evaluacién dz § y € , ya que dejan de tener validez las férmulas 93 y 94.

En la curva P - A1, para deformaciones guz dependen del material
(en los aceros de bajo carbono recocidos entre el 20 y el 30% convencio-
nal), la estriccién se produce para el valor de la carga mixima, vale de-
cir cuando dP = O (Figura 38 a). Como P = (J . S:

P dIT 5 , IS5 G -0

adE a'E oAE
o7 s - _ ) 7
()/g (/é‘

La ecuacidén anterior permite interpretar que la estriccién se produce
cuando la velocidad instantinea de incremento de fuerza, necesaria para
producir mayor deformacién debida al endurecimiento, se hace igual a la
velocidad instantinea de variacién de fuerza que la seccién debzs resistir
por disminucién de 4rea.

E.3.b. EVALUACION DE LA TENSION Y DEFORMACION EFECTIVAS
DESPUES DE LA ESTRICCION

S2 ha visto que luego de la estriccién el estado de tensiones deja
de ser uniaxial y por lo tanto deben ha'larse otras expresiones que permi-
tan calcalar 6: v & . Para resolver este problema puede utilizarse el
trabajo de Bridgman o el de Davidenkov y Spiridonova.

Puesto que se produce un estado triaxial, 0 deja de ser la tension
axial y para una probeta cilindrica pasarid a ser una funcidn:

S~ — L, e~
G =V (Upiig; vz)
Ademés como, U, ; Ug ; Uz , no se mantienen constantes en la

seccién transversal minima, la solucién debe darse en funcién de parime-
tros medibles tales como: la tensién axial media (Q"Z)prom y la geometria
de la estriccién.

El an4lisis de Bridgman involucra las siguientes hipdtesis:

() El perfil de la estriccién es circu’lar de radio R (figura 41 a).
(b) La seccién d=1 cuello se mantiene circular de radio a (fig. 41 a).
(c) Sz supoqae vilido el criterio de Von Mises.

(d) Las deformaciones en la seccién transversal minimo se mantienen
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constantes.

Planteado el equilibrio de fuerzas en direccién radial (Fig. 41 b):

b - R - /;i: (Cas;?"- cosg)

0z
Flg 41 b

Fig. 41 a
a’r}/fn//') de. b~

((/‘-74/,’9*').»(’07/‘//'7* )(/f’(/f‘+ /¢,-,«.

- a/,—.ﬁ‘r a6 ‘(@5@/79)/7.(/f‘ =

Reemplazando h y h' en funcién de los datos de la geometria de la
estriccion (figura 41 a) y despreciando infinitésimos de orden supcrlor

2 2 a< r
L (2L 2-R)-Gg[Rrz /a“’/]w"a’f/k’ / J]=0
a <
Como per simetria es d{p= d Cq> ap.lcando Levy- Mlses resulta
ﬁ“_ = ,‘TG por lo que:
-/
(2-5.).L <//f[/<f—;( )J=0 (96)
> c//
Tratindose de un estado cilindrico ( ¢, = Ug ¥ J‘Z ), la ecuacién 22 a
queda:
g = 0, - Up
g z - (97)

luego, si se reemplaza en la ecuacién 96, se separan variables y se or-

dena:
a//" ,,‘//_:' /‘O//‘
/f. = < s el
o223 R~

Integrando e introduciendo la condicién de horde en la suparficie:
r a; Ur- O:
2a - r-
_ ‘/ /[71 / a3 -/- a R )

o o=
2a R
De acuerdo con la =2cuacién 97 resulta:
G- TG = T[]+ 2L )7 (99)
’ (?(? <

expresién que vincula { con Uz . Como J‘f: no es medible porque varia

en la seccidon se recurre a:
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- 3
A= ﬁfca"/@:)'m,m = 2‘/7/ Tz rdr (99)
v/ 0 —
Reemplazando la expresién 98 en la 99, integrando y despejando
&:: (&;)/O’C’m - /:7 C‘ﬁ
s LR T a< (100)
donde:
3
=X /
(17 EE ) (e )] on

La evaluacién de la ecuacidén 100 implica la medicién de los radios
de la seccién y perfil instantdneos de la estriccién. En 1946 Davidenkov y
Spiridonova modificaron ligeramente el factor de correccién de Bridgman,

obteniendo: 7
/ -
=(7 + e (102)
— A
luego ¥ = =~ o
10
%
a
19 a /Qk_
08
Fig, 42 g7 BRAOCrIAN

Ve

Q6 |- omvioemixor y
SPURYDOYOVA _—
0,.5 i -k I Jom—
] 2 3 4 Y

Como se aprecia en la figura 42 los valores de Cg vy CD (ecuacio~

nes 101 y 102) difieren cada vez méis a medida que aumenta a/R., o sea
cuando la estriccién se hace méas localizada.

El mismo Bridgman en 1950, determiné el coeficiente de correc-

cién para probetas planas 5
7
=07 425) ///,a (22) 5. 7-7f

La determinacién de la deformacion efectiva se efectiia teniendo en
cuenta que cuando se produce la estricci6én, las deformaciones dejan de
estar uniformemente distribuidas a lo largo de la longitud de referencia
para localizarse en el cuello.

Si se toma la regién infinitesimal de diimetro minimo {figs. 43a y
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b) donde se producen las mayores dzformaciones, por constancia de volu-
-3
mean: /s / = constante

diferenciando la dltima expresion:

’ e 1y /// o /A
20l da » AV = © ,; < = - L L

integrando:

4,7/_ o B L2 b 24

¢

siendo

E o eI ) (G )3 (&) 7T

y teniendn en cuenta que es vélida la ecuacién 94,pucsto gue la scccidn
se mantiene circular.

E = é‘-.:Z%f KL
Ve

E.3.c. DETERMINACION DEL PUNTO DE INESTABILIDAD PLASTICA
EN EL DIAGRAMA TENSION-DEFORMACION EFECTIVA

Para determinar donde se produce aste punto de inestabilidad
plastica en el diagrama tensién-deformacién real, que en traccidén coin-
cide con el tensién-deformacibén efectiva, como se vid, se supondrin
despreciables las deformaciones elésticas.

La cavga 2s dz2 acusrdd a la expresién 90:
=
F=0. 5

IR = F.ds + S. AT
Como para el punto de inestabilidad plastica es dP = O
S 7
- L 42 (103)
S Vi

Por constancia de, volumen:

luego:

1

Sy - ,/0 = 5 A = constante

S . C/J_/+ /.(/S =0
A5 _ S (104)

5 7
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Reemplazando 104 en 103: E‘_{_//_ C‘/Jz
£ g

y como al diferenciar la expresidén 95:
A JE
resulta: -
7 —

o7 Va (105)

c/é
que es la condicién de inestabilidad plastica, como muestran las figs.44a y
b.

7

a1y c/f?d'z &
Yy
YT DE INESTABILIDAD &
Fig. 44 a Fig. 44 b

Para aquellos materiales a los quz se adapta el modelo de Hollomon
(ecuacidon 87, punto D.10), de la condicién 105 surge una importante conclu-
si6én. En efecto, ree_rzlplazando la expresién de Hollomon en 105:

- —

I e, &7 T cE T = E
JE
De manera que cuanto mayor sea n, mayor seri & hasta la
estriccién, o lo que es lo mismo, cuanto mayor sea n mayor seri la
deformabilidad de un material antes de producirse la estriccidn.

En la Tabla Isecitan valores de C y n para algunos materiales.
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TABLA I
CONSTANTES DE LAS CURVAS TENSION-DEFORMACION
(Thomsen-Yang-Kobayashi, "Mech.of Plastic Deformation”,p.87)q_j
C

MATERIAL Kgr/mm2 ' n
Acero 0.05%C 54 0.26
Acero 0.6%C. Templ. y rev. a 540°C 160 0.10
Acero 0.6%C. Templ. y rev. a 700°C 125 0.19
S.A.E. 1010 recocido 70 0.20
S.A.E. 1112 recocido 77 0.19
S.A.E. 1112 trabajado 77 0.08
S.A.E. 4135 recocido 103 0.17
S.A.E. 4135 trabajado (Rc 18) 112 0.14
S.A.E. 4135 trat.term. (Rc 26) 142 0.09
S.A.E., 4135 trat. term. (Rc 35) 170 0.06
S.A.E. 4330 recocidn 66 0.15
Al. 6961 recocido 21 0.20
Al. 6061 envejecido 42 0.05
Cobre recocido 32 0.54
Al. 2024 sol. 73.5 0.09
Latén 70/30 recocido 91 0.49
NOTA: determinados a 20°C y & = 1%/seg.

[£.3.d. EFECTO DE LA PRESION HIDROSTATICA SOBRE LA INESTABI-

LIDAD PLASTICA

El hecho de superponz2r a una tracciénpura una compresién hidros-
tatica (-py), corre el panto de inestabilidad pl'Astica hacia mayores defor-
maciones. En efecto, en traccidn puara se tiene (figura 45 a):

V2

|

Ent

=)

/‘\\ |
N

Fig. 45 a

Si se le suparponz una compresién hidrostitica de magnitud py (fig. 45 b):
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03 = -pp’

luego:
Ujp s =P -py.8 =Py

donde Pt es la carga axial total sobre la superficie S. En el punto de
inestabilidad pldstica se cumplird entonces dPp = O:

c/¢=5.d%+0;;o od5 =0
O/Z_p - - oS
o 5
que de acuerdo con 104 resulta:
o & (106)

U

Puesto que se trata de estados cilindricos de igual 7 (sus circulos
de Mohr son de igual magnitud, sé6lo que corridos a lo largo del eje Upn ),
resulta al reemplazar ambos estados de tensiones en la ecuacién 22 a:

U= lpr pp =

luego: U,—/c, = f/——-/tz-

reemplazando esta expresién en 106:
AT - 4 ) JE
7 -
o —
A £,
odE |
La interpretacién grafica de'la ecuaacion 107 se aprecia en las
figuras 46 0y b,

(107)
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7 7= FIE) P
ﬁfphﬁflé) ‘ _— dPaC
P=F(E)
c;ig': =/(£) Nk dr =0
) /H_NSP, o
Fig. 46 a € Fig. 46 b

En definitiva, si bien a bajas presiones (menores de 1000 atm.)
la presién hidrostitica no modifica los valores de fluencia (Punto D.3),
corre el punto de inestabilidad pldstica, punto que como se vibé, es uno
de los grandes problemas que se presentan en el trabajado cuando hay
esfuerzos de traccidn.

E.4. ENSAYO DE COMPRESION

Se iniciari el anAlisis del ensayo de compresién de manera similar
a como se efectuara con ¢l de traccidn.

Asf, del diagrama carga-acortamiento (P - Ah), se pasa al con-
vencional dividiendo la carga instantinea por la seccién inicial y los co-
rrespondientes acortamientos por la aitura inicial.

G = 2
< (108)
Y
Ent <= ot (109)
7 \\/ G-Gr=0 3 /ez=e,
Fig. 47 a Fig. 47 b
La tensién efectiva se obtiene reemplazando &, =0, =0
y 0; £ 0 (figura 47 a) en la ecuacidén 22 a:
T- 03 =2 (110)

5
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Por constancia de volumen:
S . 5 fo

y reemplazando en 110:

v

=

Uy

Y,
o by o Ag 50 /’o (111)

Teniendo en cuenta 108 y 109:

= 0. (/-¢) (112)

La ecuacién 111 permite obtener U en funcién de las magnitudes
medidas al realizar el ensayo y la geometria inicial de la probeta. La
expresién 112 muestra gue para igual acortamiento la tensién efectiva es
menor que la convencional ( 7 < U¢ )

Procediendo en forma aniloga a como se plante6é en traccién en el
punto E.3, se obtiene para < (figura 47 b):

= bolh _ S bir )
E = & = b o A ~ (113)
3/ 4 Ap Zf /- <

0 J—
Con esta Gltima ecuacién s= puede calcular & en funcién de la altura ini-
cial e instantinea de la probeta.

Si se deseara considerar las dsformaciones eldsticas, aplicando la
teorfa de Prandtl-Reuss (Punto D.6, ecuacidén 76), las deformaciones
plasticas resultarian:

ho £

En la figura 48 se han superpuesto las curvas convencional ( Gz -e)
y efectiva (G- & ) para el ensayo de compresidn

30 ACERC CCqa sl C
Fig. 48

i - ! L 4 A wd _C‘..

02 04 Q¢ 08 10 12 19 &£
A pesar de su aparente sencillez, el ensayo de comaresion tiene .

do= inconvenientes fundamentale:
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(a) La inestahilidad plastica,asociada a la geometria de la probeta,
conocida como ''pandeo''. A diferencia de la estriccién en traccién,
el pandeo puede evitarse con una geometria adecuada.

(b) La friccioén desarrollada entre probeta y mordazas hace que el en-
sayo no sea uniaxial y que las deformaciones sean inhomogéneas,
restindole validez a las férmulas vistas.

E.4.a. INESTABILIDAD PLASTICA EN COMPRESION

Se define a la relacién de esheltez:

A 2 (114)

£

donde h es la altura de la probeta e i el radio de giro de su seccidén trans-
versal S (fig. 49):

}°
T

s
5

(115)

|- 2r
Fig. 49

siendo J el momento de inercia de la seccibén.

Para el rango plastico, la condicién de pandeo se expresa por una
ecuacioén andloga a la de Euler en rango elistico:

72T E’

AZ
siendo Pcp la fusrza critica de pandeo y E' la pendiente instantdnea de la
curva &_'-Z" .

e =

Reemplazando J por su valor eztrafdo en 115 queda

72S £2£’
o =
AZ
y la tensién critica de pandso ( &zp )} teniendo en cuenta la 114, resulta:
/2‘8 - 0‘6"!) _ 7 £
5 2 (116)

Para que no se produzca pandeo la tensién aplicada ( 5:9,5‘ ) debe ser
menor que la tensidén critica de pandeo:
Us,

o < U = —L—— (117)
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Si el material sigue el modelo de Hollomon:
n

— _ =
vy =0Cc (118)
= _(n-7)
entonces: £ oY -0 C.E (119)
o/ E
Reemplazando 118 y 119 en 117:
-
SN
7 < 120
AZ Z (120)
En estos materiales 21 paadeo se evitari cuanto mayor sea ny
menores A y & . Como para uiza seccidn circular J = _4_1‘___ , reempla-

zando en 114 resulta:
L
/‘Y
lo que demuestra que el pandeo se evitard cuanto meunor sea la relacion
altura diimetro.

En general, el problema puede presentarse en el encabezado por
forja (upsetting) , pero se evita disminuyendo el coeficiente de forma h,/d,
a 3 como méximo.

E.4.b. CONSECUENCIA DE LA FRICCION EN COMPRESION

En una probeta cilindrica comprimida, sus superficies libres se man
tendrian paralelas, como muestran las figuras 50 a y b, pero la friccién
no permite que la zona de contacto mordaza-probeta fluya libremente, e-
fecto que se va atenuando hacia la zona central con lo que la probeta pre -
senta una forma de barril tipica del ensayo de compresién con friccién
(figura 50 c).

44&4{1 / ///&// / /.

|
7777?7727' ‘77777F77/ /
(a) (o) (c)
Fig. 50

Si se comprime una placa de altura 1, como se indica en la figura
51 a, y se estudia el estado de tensiones en un elemento de ancho dx,
ubicado a una distancia x del borde de la mordaza de compresién (figura
51 c), se obtiene la siguiente condicién de equilibrio para un ancho unita-
rio, si se admite que (J_Ses uniforme en todo el alto:

G h-tGz+d73) b+ 28 dx=0
-h. A5 + 28 oS =0

Para poner esta ecuacion diferencial en funcidn de la tensidén impues-

(121)
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ta se aplica la ley Amontons:

g’/’ 72 (122)

De la figura 51 a se desprende que &7 = 0 debido a que el material
libre de tensiones a ambos lados de las mordazas impide los desplazamien-
tos en la direccién 2. De acuzrdo a lo v1sto en el punto D.9 se trata de un
caso de fluencia plana para 2l cual GTZ -,-, (G_+ (" ) v la condicién de
fluencia queda =stablecida por: <

G, -05=2# (123)

donde: k = Y/2 si se adopta el criterio de Tresca o 1.155 Y/2 para Von
Mises.

£ l

e

% A ‘
s /

2 s v &
‘/Z/f/_/._ﬁ: P '//// ———
PN, R — -

I3 | |== @B+d03
7
v, c
of 6
Fig. 51
Diferenciando la 2cuacién 123:

Introduciendo las ecuacziones 122 y 124 en 121:
2p @—c/x ~ b dY =
o 773
24 Jv _ A7
7
2 [l X

(125)
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La constante de integracién puede obtenerse de las condicionzs de
borde, para x = 0 es 0_3 = 0, y por lo tanto de 123 resulta:

0= 2k y C=1n 2k
1

Con lo que la ecuacibén 125 queda:

%] < (126)

Esta funcidén es véilida hasta el centro de la mordaza. A partir de alli la
curva es simétrica puesto que se invierte el signo de ©. En la figura 51
b se ha graficado la expresién 126, Sz.observa que G; aumenta con x como
consecuencia de la friccidn.

La variacién de (1_3 con x puede obtenerse de la expresiébn 123:
G = 07 -2 4%

La ecuacién 126 corresponde al caso de friccién "con deslizamiento'
que tiene lugar siempre que G;/*GT, <k condicién para la cual es suficien-
temente aproximada la solucién obtenida, tanto més cuanto menor sea /A

De la observacién de la figura 51 b se concluye que la existencia
de friccién en los ensayos de compresién provoca estados complejos de
tensiones .con distribucién no uniforme en la seccién.

E.4.c. ENSAYOS ESPECIALES DE COMPRESION

Debido al problema de la friccidén, son varios los ensayos en los
que se ha procurado minimizar su efecto. A continuacién se describirin
someramente algunos.

(a) Mayer y Mehl (1925) : Su método consiste en colocar tres probetas
del mismo material, tal como se indica en la figura 52 a. El coe-
ficiente de forma inicial es ho/do igual a 2.5. Para evaluar resul-
tados las mediciones se efectiian s6lo en la probeta central. Da
resultados satisfactorios mientras las deformaciones son pequefias
(Figura 52 b), pero cuando el cono rigido toca la probeta central
(Figura 52 c), ésta también se abarrilla. Considerando lo dificil
que es alinear las tres probetas, este tipo de ensayo no tiene
mucha  aplicacién.

7.
7
h, ,
[ 7 /A
V\\\\\ \\\\\\.
. 1SS &
VL 7, 722 , >

Fig. 52 a Fig. 52 b
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(b)

(c)

Bl

Siebel y Pomp (1928) : Siebel calcul6 el valor de (’—para uha pro-
beta cilindrica comprimida entre dos conos de 4ngulo O (fig. 53):

— AR, ‘
G = 2%[/,43,— X ?//-— x)] (127)

V</,I el

ho L

A

Fig. 53

donde fD = 4ngulo de roce = arc. tg./u

Cuando & = 7, la scuacién 127 queda G = 2k eliminindose el
efecto de la friccién.

En general los resultados son satisfactorios para reducciones hasta
el 40%. Para valores mayores surgen problemas por la inhomogenei
dad en la deformacién introducida por la matriz coénica. Ademds se
nota la influencia de la relacién ho/do (por lo que generalmente se
toma igual a 2.5) puesto que se introduce otro problema en la com-
presién como se ver& en c).

Cook y Larke (1945) : Para eliminar la influencia del coeficiente de

forma ho/do , tomaron distintas probetas con distintas relaciones

do/ho obteniendo las curvas de la figura 54 a. En base a ellas
trazaron § en funcibén de d,/h_ para € = Constante (figura 54 b),
extrapolando los valores a do/ho = 0 y obteniendo asf una curva
ideal llamada ''curva tensién-deformacién basica'. Esta curva, para
una probeta hipotética de altura infinita, no tendria los wvalores de
la tensién afectados por el roce. Los valores que da son menores
que los obtenidos por ensayos convencionales.

l40"/‘,
|

:30%
20 %

0%
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E.4.d. COMPRESION EN FLUENCIA PLANA

De los cases dz2 {lusncia plana, interesa aqui en particular aquél en
que el material es libre de fluir en una direccién, la 3 por ejemplo y por
lo tanto (2 =0, pero el flujo es restringido en otra direccidén, supdagase
la 2; luego Eza 0 (figura 55). Esta =zs la situacién ques se produce en la la-
minacién de chapas y flejes.

P
Fig. 55

La condicién general de fluencia plana 3e analizé en el punto D.9.
Como en nuestro caso particular es ahora 03 = 0, de acuerdo con la ecua-
cién 84 el estado de tensiones aplicado es tal que:

7
Oo = = (7
<l z 14

Por otra parte, el criterio de fluencia de Von Misesen deformacién
plana dado por la ecuacién 85 queda:

AN (128)

Adem4s, siendo d 52: 0, por constancia de volumen (ecuacién 33, punto
B.4): -d & 1= dé':;. Teniendo esto en cuenta puede calcularse el incre-
mento de deformacién efectiva (ecuacién 35a, punto B.6):

-
AE = = (/é} (129)
>
Orowan propuso un ensayo para poder verificar la condicion de
fluencia plana, que realizaron en 1948 Watts y Ford. Consiste en una
indentacién con una matriz de acero templado de ancho L, en un fleje

de material a ensayar de espesor h y ancho w (figuras 56 a y b).

4t

Fig., 56 a Fig. 56 »
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El ancho w del fleje, coaviene que sea suficientemente mayor que
L para asegurar que el ensanchamiento lateral sea despreciable.

La presiéa de indentacién p guarda una relacién con el valor 2k,
que es también en este caso funcién dz la geometria del proceso. Siendo
k la tensén de fluencia por corte del material seg(in la teorfa de Von
Mises, resulta 2k = 1.155 Y. Segn la expresién 128:

e
A
<.

F LGB

. B L
z s

donde P es la zarga aplicada sobre la seccidén de contacto S. De acuzrdo a

la ecuaci6én 129:

&E =

=
/3

7/

2 44
/3

Z

Hill y Green proponen dos soluciones, una definida para valores de

h/L >1 y la otra para valores de h/L <

1 respectivamente.

|
s
/24 F24
30t :
f/‘.’k"z /7"772 |
25| ——— ' '\\
N
20 t :6/L 874 104 —— — ==
~
’,5 o : A \\
’ 1 2 A 4 b N P B . /2= = A/L
Fig. 57 a Fig. 57 b

Seghan Hill (Figura 57 a), si h es demasiado grande, la presién de
indentacién excede la tensién de fluencia. En el limite cuando h es infinito

el proceso se convierte en una indentacién de un simple
indentacién es igual a 2.57 veces la tensién de fluencia

sién d=

punzén y la pre-

(p/2x = 2.57). Esto se puede demostrar por medio de los campos de lineas

de deslizamiento.

En la solucién de Green (figura 57 b), cuando h/L

1, 1/2, 1/3,

etc., se desprende del campo de lineas de deslizamiento que p = 2k. En
el caso que h/L no corresponda a un valor reciproco de un ndmero natu-
ral positivo, por interacciéa de los conos rigidos p/2k/ > 1, con =rrores
que pueden llegar al 4%. Esto ocurre para valores de h/L comprendidos

entre 1 y 1/2.
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E.5. ENSAYO DE TORSION

Es uno de los ensayos menos usados en la prictica para la deter-
minacién de las caracterfsticas mecénicas en frfo. Sus inconvenientes son:

(a) Si se efectla sobre una barra sélida, la tensién serd funcién de la
distancia al eje, por lo que pueds no producirse fluencia en toda la
seccién, o en caso de que asi sea serf inhomogénea. No obstante
se lo usa para la deformacién en calients.

() S. se trabaja con tubos de paredes delgadas, la textura (producida
durante el proceso de trafilacién .para obtenerlos) modifica los valo-
res. Sin embargo se utilizan para verificar los criterios de fluen-
cia, combinando torsién con traccién y/o presién interna.

La figura 58 muestra un tubo de pared delgada, de radio medio rg,
y espesor de pared t.

Fig. 58

Siendo la tension efectiva:
‘ - P ] ol
— . 7 ‘_7 2 r—-- 2 “ o < > <
F=A—//6r—'*7;)¢/-7;‘5;/ + (s 0—/'/]%3/5,9+ ng-ng)
5 7 — .
y como g = @ = Uy =6;'9‘6;:f‘=01 resulta:

V3 Cor

ng se puzde obtener a partir de la expresidén del momento torsor T:

CQZZ/Ir

La deformacibén efectiva se obtiene de la expr:sidn:

e ] e

E= )5l &)l e E) T )74 ; THS v dor e Ay )
ycomo < = 6@ = éZ‘ //ra = / = (@ , se obtizne:
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= 2 e L £y
E== 4y .= 5F /
v3 3 2 TG 57

Si se deseara cousiderar las deformaciones eldsticas, aplicando
Prandtl-Reuss {puato D.8, ecuacién 76), la deformacién efectiva plastica
resultaria:

Cs"bz o 4 ‘2/;; - __CZE’_"]

/3 ¢

E.6. LOS ENSAYOS MECANICOS Y SUS POSIBILIDADES PARA LA
DETERMINACION DE LAS CARACTERISTICAS MECANICAS
"EN CALIENTE"

Mientras que en la deformacién en frio, la tensién efectiva depsnde
de la deformacién efectiva alcanzada, en los procesos 'en caliente' como
ya se indicé en E.2, la resistencia a la deformacién es funcién de la tem-
peratura, la velocidad de deformacién, la magnitud de la deformacién y la
historia previa del material. Esto exige que en caliente la determinacién
de G deba efectuarse en los rangos de temperaturas, velocidades de de-
formacién y deformacién propias del proceso de conformado de interés.
Ademés, si bien en algunos procesos la deformacién total se efectGa en
una sola etapa (extrusién por ejemplo), en otros esto se logra en etapas
sucesivas (laminacién). Durante los periodos entre etapas de deformacién
tienen lugar en mayor o menor grado recuperacién de propiedades y/o
recristalizacién, que afectan a la resistencia a la deformacién de las eta-
pas siguientes. Esfo obliga a que el método de ensayo sea tal que permita
simular los ciclos de deformacién propios de la determinada operacidén
prictica de interés.

Asf, si bien muchas veces se prefiere estudiar un proceso mediante
ensayos de laboratorio que reproducen en escala reducida el caso real, es
precisamente el hecho de depender la resistencia a la deformacién en calien
te de la historia previa del material, lo que puede imposibilitar econémica-
mente tal estudio. En efecto, en aquellas operaciones de conformado que se
realizan por etapas de deformaci6én, como en el caso de la Laminacién, las
exigencias de equipos para reproducir exactamente los tiempos entre etapas
son prohibitivos.

Otra circunstancia que debe tenerse en cuenta es la necesidad de
poder efectuar enfriamientos rapidos, a los efectos de retener a tempera-
tura ambiente la estructura de alta temperatura para su estudio, y asi
interpretar lo que ocurre con la misma durante la deformacibén. Esta es
una situacién que se complica cuando en el enfriamiento hay cambios de
fases (acero, por ejemplo).

No debe olvidarse ademés que a los efectos de no introducir
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alteracionzs en la composiciéon quimica, las operaciones deben realizarse
en atmésfera inerte.

A continuacion se indican en forma réipida las principales ventajas
y desventajas de cada uno de los ensayos clésicos (traccién, compresién
y torsién) para la determinacién de las caracteristicas mecénicas en
caliente.

Ensayo de traccidn

En primer lugar, los equipos convencionales normalmente no son
aptos para reproducir las velocidades por lo comiin elevadas de los dis-
tintos procesos industriales, de manera que se necesitan equipos especia-
les. Ademéis a los efectos de tener & constante, el desplazamiento entre
cabeceras debe ser tal que:

;- (/5‘_ _2/ 14__/ ‘.;_i._"_/f;: COYSTANTE :
S d cw LT (130)

Esto se logra con distintos sistemas entre los que se incluyen levas de
perfil logaritmico.

La ley 130 sb6lo es vAlida hasta la estriccién, lo cual ocurre para
deformaciones naturales de aproximadamente 0.7 (100% de elongacifin) .
De allf en adelante hay que considerar la deformacién real en la seccidn
minima, de modo que para mantener & , constantemente los desplaza-
mientos entre cabeceras a partir del punto de inestabilidad plastica, deben
cumplir:

a/é‘»;' _ / Jds

5 dJt

que resulta de reemplazar dX/} _de 104 en la 130. Blain y Rossard con
este método han obtenido curvas 0 - €& para distintas velocidades de defor-
macién constante hasta deformaciones de alrededor de 2. El método, de
por si complicado, necesita ademéis las correcciones de G después de la
estriccién (Punto E.3.b).

Ensayo de compresién

También en este caso, como en traccidén, la finica manera de obte-
ner velocidad de deformacién constante, es imponiendo que el desplaza-
miento entre cabeceras siga leyes logaritmicas.

Ademé4s, para minimizar los efectos de la friccién debe recurrirse
a lubricantes, lo cual también complica el ensayo por el problema que
significa lubricar a alta temperatura.

Trabajando con probetas axisimétricas pueden obtenerse curvas
hasta & =0.7 (50% de reduccién en altura), punto en que comienza el
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abarrilamiento. Como el Area de la probeta crece contfnuamente los es-
fuerzos necesarios resultan muy grandes. En compresién plana en cambio
el 4rea permanece constante. Esto hace que puedan alcanzarse deformacio-
nes de hasta aproximadamente 5, sin necesitar por otra parte equipos de
excesiva potencia.

Ensayo de torsién

Si bien el ensayo de torsidén es uno de los menos usados para
determinar caracteristicas en frfo, en caliente en cambio, tiene ventajas
sobre los anteriores.

En efecto, simplemente con velocidades de giro constantes de la
cabecera mévil, se inducen velocidades de deformacién constantes en
cualquier regién de la probeta, pudiéndose a veces alcanzar deformaciones
reales muy grandes (de varios cientos). Ademéis se puede operar con una
amplia gama de modo que es posible reproducir las altas velocidades de
deformacién de los procesos reales. A esto debe sumarse el hecho de no
existir problemas de friccidn.

Aunque tedéricamente el proceso debiera efectuarse sin variacién de
las dimensiones de la probeta, lo cierto es que por causas que se ignoran,
algunos materiales se acortan (la mayoria de los aceros) y otros se alargan
(aluminio) durante el ensayo. Esto obliga a aplicar cargas axiales para man-
tener la longitud constante, por lo que las tensiones no son méis de corte pu
ro. Trabajos realizados en la Universidad de Stanford han comparado los
resultados con probetas axialmente libres de deformarse y probetas con
cargas axiales, llegindose a la conclusién que el primer caso permite un
anilisis mejor de los fenémenos que el segundo.

En el Punto E.5 ya se adelantd que el ensayo de torsidén en caliente
se realiza con barras macizas. La razén de ello es que pese a que la ten-
sién de corte varia con el radio, si se usan tubos de pared delgada sélo
se alcanzan deformaciones pequefias, porque el tubo entra en inestabilidad
plastica (se abolla). Se pierde entonces una de las principales ventajas de
este ensayo (grandes deformaciones).

Las tensiones y deformaciores inducidas en una barra torsionada se

obtienen de:
)= ._’.'_‘9 (131)

7= 2 / & r s (132)
Como puede apreciarse enm 131, {‘es funcién del radio. Igual cosa ocurre
con ;{ El problema que surge es que & depende a su vez de ¥y y y
por lo tanto del radio, desconociéndose la funcién que los vincula. Esto
implica que no puede recurrirse en forma inmediata a la expresién 132
para obtener & .
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. Fiels y Backofen encontraron para el caso en que € es funcién de
Yy y', la siguiente relacién:

' 7l(3+m+n)
R = ——
2 /€’§
Donde 5/? es la tensién de corte en la superficie, m es la pendiente de

la curva log T - log © a 0 constante, y n la pendiente de log T -~ log 0 a
0 constante.

A las temperaturas de trabajado en caliente y en régimen estaciona-
rio es m = 0. Blain y Rossard trabajando con aceros en esas condiciones,
determinaron que en la mayorfa de los casos n es independiente de 0 y 6,
excepto para un acero ferritico con 25% de cromo, para el cual a cierta
temperatura n cambia briscamente de valor en un determinado 0 (figura 60).

5 ns=s 0,/6
N1 —— 2
§ ! c — l//4/
b fO/OO‘O/C/ 1//
N o5 1
\%As W/ d&/ o
Y, 12 0 00 s000| @7dr { °Ymind
4 0 ! 2 3 fg 96 v
Fig. 60 o <t [ 7]

La Tabla II da los valores de n para las distintas temperaturas y
materiales determinados por Blain y Rossawd, con probetas de 6 mm. de
didmetro y 50 mm. de longitud.

En definitiva, de lo dicho se desprende que el ensayo de torsién es
el méis adecuado para determinar caracteristicas en caliente, siendo con
este fin objeto de particular atencién en los Gltimos afios. Puesto que per-
mite obtener una amplia gama de velocidades con & constante parece fac-
tible reproducir con él procesos discontinuos. En efecto Blain y Rossard
han realizado trabajos tendientes a simular las condiciones de laminacién,
pero (ltimamente Sellars y McTegar establecieron que la recupzracidén y
recristalizacién dependen de las tensiones méximas inducidas y de la natu-
raleza de las mismas.
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TABLA I
MATERIAL Temperatura n e (Kg/mm?2)
R
Acero 0.25%C 900 0.10 7.4
1000 0.17 6.0
1100 0.17 4,2
1200 0.19 3.1
Hierro Armco 1100 0.17 3.9
Acero Extra Duro 1100 0.17 4.2
Acero 0.85%C 1100 0.16 3.1
Acero 1.2%C 1100 0.14 3.5
Acero Inox. 18/8 900 0.07 9.8
1000 0.11 8.3
1100 0.16 5.6
1200 0.20 4.7
Acero 25% Cr 900 0.24 y 0.16 6.5y 5.1
1000 0.24 3.3
1100 0.25 1.9
1200 0.26 1.3
Acero 4% Si 1100 0.24 1.5




