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A .1 . OBJETO

Los procesos de conformado de metales se llevan a cabo en condiciones 
de carga tales que en general provocan estados complejos de tensiones. Es por 
ello importante definir las componentes de tensiones, clasificarlas con respecto 
a algún sistema de referencia, desarrollar el equilibrio de tensiones en un pun­
to, etc. por cuanto todo ello se aplica a la mecánica de los cuerpos deforma- 
bles plásticamente.

A . 2. INTRODUCCION AL ESTADO DE TENSIONES

Desde el punto de vista de la mecánica del contfnuo, la primera hipó­
tesis simplificativa que debe tenerse en cuenta, es que se suponen sólidos 
perfectos, es decir isótropos y homogéneos. Ambos términos se definen:

Isótropo: En cualquier punto del cuerpo sus propiedades son iguales 
en todas direcciones.

Homogéneo: Las propiedades son iguales en todos los puntos del
cuerpo.

Un cuerpo puede estar sometido a la acción de fuerzas, siendo éstas 
de volumen o de superficie. Las fuerzas magnéticas, gravitacionales, centrí­
fugas, térm icas, e tc . ,  son ejemplos de las de volumen. Aquf se trabajará 
sólo con las de superficie. La fuerza aplicada por unidad de superficie se 
designa "tensión".

A . 3. ESTADO DE TENSIONES EN UN PUNTO.

Supóngase un cuerpo ubicado en un sistema de-referencia x , y , z, 
sobre el que actúan fuerzas exteriores (figura l).C om o consecuencia de es­
tas fuerzas aplicadas, cada uno de los puntos del cuerpo estará soportando 
o transmitiendo esfuerzos.

Fig. 1
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Un punto P cualquiera estará sometido a un estado de tensiones que 
se quiere determinar. Para ello, se corta al cuerpo con un plano oc cual­
quiera (identificado por los cosenos directores de su normal) que pase por 
P . Al quitar la parte 1 del cuerpo, los esfuerzos que se transmitían a tra­
vés del plano oc  , pueden ser representados por fuerzas distribuidas en el 
m ism o. Si se considera un entorno de área c> A alrededor de P, sobre 
éste actuará una fuerza & F, y en el límite se tendrá:

jkri ,  (77?/-
<5/4 — 0 <5 A

o  nr es la tensión resultante en el punto P, sobre el plano que pasa por 
é l.

En lo que sigue se adoptará la siguiente convención: El prim er sub­
índice indicará el plano que pasa por P. El segundo subíndice, la dirección 
de la recta de acción de la tensión considerada.

Por lo general, la dirección r formará un cierto ángulo con n, y en 
este caso resulta útil descomponer a 07? r  en una componente de tensión 
según n, y otra yacente en el plano (figura 2 a).

Siguiendo la convención ya establecida para los subíndices, la com ­
ponente normal se indicaría con (jpn , pero cuando los subíndices se 
repiten se escribirá directamente (jp • Las componentes tangenciales se 
notarán con , siendo t su recta de acción sobre oc . Existen al respec­
to otras convenciones.

puede a su vez descomponerse en dos componentes parale­
las a los ejes x e y (figura 2 b), si se toma una terna arbitraria x ,y ,z  
tal que n ^  z y el plano xy coincida con ex .



Para definir el estado de tensiones en el punto P se consideran en el 
mismo tres planos cuyas normales corresponden a los ejes x, y , z (figura 3).

Sobre cada uno de -estos planos actuarán tensiones resultantes Uxr, 0~yr 
para las orientaciones tanto positivas como negativas de los e jes. 

Estas tensiones resultantes sobre los planos coordenados pueden descomponer­
se en una componente normal y dos tangenciales según los ejes de referencia. 
En la figura 4 se muestra dicha descomposición para ambas caras del plano x

A los efectos de visualizar las componetes de tensión actuantes en 
los planos coordenados, se dibuja un cubo elemental en cuyas caras actúan 
6 tensiones normales (de tracción o compresión) y 12  tensiones tangenciales 
(figura 5).

De las 18 componentes de tensión, sólo 6 son suficientes para conocer 
el estado de tensiones en el punto. En efecto, si el punto está en equilibrio 
las tensiones de igual dirección que actúan en caras opuestas deben ser de
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igual magnitud y signo contrario, y las tensiones tangenciales cuyas direccio­
nes convergen en las aristas deben ser también de igual magnitud. De esta 
manera, al aplicar las ecuaciones de equilibrio estático (S'amatoria de fuerzas 
y sumatoria de momentos igual a cero), las 18 componentes de tensión quedan 
reducidas a 6 . Por lo tanto el estado de tensiones en un punto queda definido 
por las tres tensiones normales \TX , ¡7y , 0^ y las tres tensiones tangen­
ciales ¿Juy » &yj[ » ■

A .4. TENSIONES EN UN PLANO OBLICUO

Aquí se analizará el siguiente problema: Conocido el estado de tensiones 
en un punto, se pretende averiguar cuanto vale (J~nr para un plano oblicuo cual­
quiera (que pasa por P) identificado por sus cosenos directores que se designa­
rán respectivamente

ccJ ( xn) * /x. n dcü(yn) * $yn c’í\1 (¿n ) -  /xn

El plano cortará al cubo dando un tetraedro irregular OABC
(figura 6 ). Se pueden hallar las componentes cartesianas de planteando las 
ecuaciones de equilibrio de fuerzas respecto de los ejes x, y , z (figura 7).

C/fí* ¿3 = x & x + & yx & y JT

donde ^  = Area de la cara £
A * * ¿s z  ~ ^ reas âs caras x > Y? z respectivamente. 
Como:

^  ̂  ^x /? ^  Y _ ^¡f ff ¿i £ — Jgn
A  A  ~ A ~



Conocidas sus componentes cartesianas, <Kr resultará: 

r - 2 r~ 2 r - 2 r ~ 2°nr -  v nx +  (Jny +

Para un estado de tensiones dado, resulta claro que 0~nr depende 
de la orientación del plano oblfcuo <¡f , puesto que (7/jx , fin y  y ~̂nz son 
funciones de los cosenos directores de la normal que identifica al plano 
en cuestión.

Como se explicara en A . 3, puede descomponerse a (Tnr en una 
tensión normal al plano f  , (Tn , y otra tensión tangencial Znt (figura 8).

El valor de On puede hallarse proyectando las componentes cartesia­
nas , ü~nx y Onz de G~nr en la dirección n, y luego sumando sus proyec­
ciones , resulta

G~n -  G~nx / xn + Gny ¥yn + $nz hn

Reemplazando 0~nx ,Qny y 0"nz P°r sus valores dados en 2, se 
obtiene finalmente

.2  2 .2  
Op -= (Tx 4*n i- Gy tyn (¡2 f£n + 2  Syn + ̂ ye fyn f¿n+<*¿x ícn?xn)' (4 )

puede obtenerse ahora de:



A . 5. CUADRICA DE TENSIONES -  TENSIONES PRINCIPALES

La ecuación 4, que permite determinar los valores de en función 
de los cosenos directores de la normal al plano oblfcuo considerado, es una 
superficie en un espacio de cosenos d irectores. A los efectos de analizarla 
es útil introducir el siguiente cambio de variables:

.  Z  = ^ —  (6)

/ / < £ /  f m  f j < z i
con lo que se obtiene:

. í  /  = (rx . x 2 +G y y i (?)

Esta expresión asf obtenida pone en evidencia que dicha superficie es 
una cuádrica. Una propiedad de las cuádricas es que hay una terna de d irec­
ciones, llamadas "direcciones principales", en las que se anulan los términos 
bilineales. De manera que, en la cuádrica de tensiones que corresponde a la 
ecuación 4, habrá tres direcciones en las que se anulan las componentes 
tangenciales.

A las tensiones normales correspondientes a esas tres direcciones se 
las llama "tensiones principales", y se las identifica genéricamente con (¡p 
(para p = 1,2 ó 3).

A .6 . ECUACION CUBICA -  INVARIANTES DEL ESTADO DE TENSIONES

Interesa en este punto determinar el valor de las tensiones principales, 
como asf también las direcciones en que actúan respecto de la terna de refe­
rencia.

Supóngase que el plano f  de las figuras 7 y 8 sea un plano principal 
(o sea un plano donde actúa una tensión principal). En ese caso $~nr 
coincide con 0~n (no hay componente de corte) y cuando ello ocurre se la 
designa (Tjo (vale decir r = n ; p ) .

Las componentes cartesianas de serán:
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Si en las ecuaciones de equilibrio 2 se reemplazan tTnx, Üny y 
por los valores hallados en 8 se obtiene:

(9)

que reordenadas dan:

(10)

Un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas con n incógnitas 
tiene sólo solución trivial si el determinante de los coeficientes de las in­
cógnitas es distinto de cero . Si este determinante es nulo, el sistema tiene 
además soluciones no triviales. Puesto que, como se vió al analizar la ecua­
ción 4 , existen tres direcciones principales mutuamente ortogonales que son 
soluciones del sistema 1 0 , los tres cosenos directores de cada una de esas 
direcciones no pueden ser simultáneamente nulos. La solución se encuentra

Las tres rafees de la ecuación 11 corresponden a las tensiones princi­
pales . Una vez determinadas éstas, pueden hallarse las direcciones en que 
actúan respecto de la terna de referencia dando solución al sistema 10  con­
juntamente con la condición /j^ p  + f y p  f  / '  = para cada una de las 
tensiones principales. r

Como el estado de tensiones en el punto P es independiente de la terna 
de referencia elegida, las soluciones de la 11 serán las mismas cualquiera 
sea la terna adoptada para definir dicho estado.

Una consecuencia importante que surge de ello, es que los coeficientes 
de la ecuación cúbica no sufrirán al te raciones si se cambia el sistema de coor­
denadas de referencia, es decir, serán "invariantes del estado de tensiones".

entonces anulando el determinante de los coeficientes 
la ordenación de dicho desarrollo resulta:

— (i/x \Jy ’t’ ¿& <y ~ — K/y &  ~ Gx (c^y) — O (11)

En función de una terna x, y , z , o de los ejes principales, los inva­
riantes serán respectivamente:
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r f  * (jjt -t- (jy y- (JZ- — (7j y- ¿ J  * '̂ 3*

£0 «  7̂* *" ~ ^ x y  '^ y jr  ~ ^jcx * ^J0^*(^(/j *(/j (/j (1 2 )

/ j  *  r ¿ : -t- 2 & x y  < á y j? <*£X  ~ &X < ¿y z  -  @ y 1°J ?X  ~ &£ ** C J G Í ^3

En su forma más general la ecuación 11  puede escribirse ahora:

CTp 3-  / ,  ü -p *  I2 Sf, -  I 3 .  o  (13)

A. 7. REPRESENTACION GRAFICA DEL ESTADO DE TENSIONES EN EL 
PUNTO. METODO DE MOHR.

k>
Se verá aquf un método gráfico de representar el estado de tensiones 

de un punto.

Para los estados tridimensionales de tensiones es posible determinar 
(Tn y n t ©n un plano o< cuya orientación respecto de los ejes principales 

se conocen, como asf también la magnitud de las tensiones principales. Ob­
sérvese que éste es el mismo problema planteado analíticamente en A .4 cuya 
solución gráfica es posible si la terna de referencia es la principal. En efec­
to, cuando el sistema de referencia está dado por los ejes principales, las 
ecuaciones 2,3 y 4 quedan respectivamente:

&ñi *  ^7 ¿in

^72 ^ ^2 fzn  (2 ')

r̂?3 -  ^3 f3 n 

^nr -  &r>i + (3<)

07> ¿z J1n + f 2n + l^ n (41)

Con 3 ', 2' y 4' , el valor €>nt de la 5 resulta;

z « t  -  + <rt a£  + ( r /J ¿  -<<r, &  +  (r3 C  >2 <5>

Las ecuaciones 4' y 5' constituyen la solución analítica del problema. 

Para encontrar la solución gráfica, de la condición:

A n  + ^2P + hn  ® 1 (14)
á 2se despeja el valor de f2fí y reemplazando en 4' y 5' respectivamente,
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resulta:

¡  2 On + J/n -  G D -G z  /4m
* 7 -  <71

S i ?  ‘  t á < ^ 2- r 2 z> + t ¿ < r 3 2- r 2 2)  + ¿ ( < z - i r 2 ) ] 2  ( 5 “ j

Eliminando J^n en r̂e 4 "  y 5” :

/ 2  s -J  + <ir2 -¡r „ m .( r n',*11) a — ■ t ■ ...............  »
( q ¡ - ( T f )

Análogamente puede obtenerse:

J  £>nf + (&3 -  GnJ ( -  Gñ )
2n = ( 0 ¡ - r 2 )

/ 2  s -nt +  ( G l -( r n ) ( r z -r „ )
43fí *  ---------- -------------------------------------

2
it_____________________

f ( r , - r s )  ( < % . ( % )

Estas tres últimas ecuaciones se pueden escribir, en la forma:

( <r„ -  & & - ) +  z *  -  Jw  « h - ) <<ó-<r3 i  <■( s  

(U-„ .  M ± 2 L f  * « á  . / ¿ « ¡ s - G ) « S - o ; ) + (  - % 2 - j 2  

ir „ .  * i i2 L > * +  z nzt - J ¿ « 5 -  < r ,)< r * -r * > + i -

0 5 - G 5 \ ¿  
2  J

(15 a)

< S -< 7 7 >2
B J

(15 b)

2
(15 c)

En un sistema de ejes ortogonales *" ni , cada una de las 
ecuaciones anteriores constituye una familia de circunferencias con centro 
sobre el eje de abscisas, cuyos radios varían en función de los respectivos 
cosenos directores entre los valores extremos.

Se dan a continuación en la siguiente tabla, los centros de cada fa­
milia como asf tambén sus radios máximos y mfnimos conjuntamente con 
los valores de los respectivos arcos. Para este análisis se ha tomado con- 
vencionalme nte:

(7J >  Ü~z > G¡¡
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íh la figura 9 están representadas las circunferencias máxima y mfni- 
ma de la familia centrada en G'in que corresponden a la ecuación 15a.

En la figura 10 están superpuestas en un mismo dibujo las circunferen­
cias máximas y mínimas de las tres familias dadas por 15a, b y c .

f

Fig. 9 Fig. 10

Dado un plano cualquiera que pase por el punto .P, sus cosenos direc­
tores deberán cumplir con 14. A cada coseno director le correspondará una 
circunferencia de su respectiva familia. Puesto que G'nr' (y por lo tanto Vn 
y'bfít ) para, el plano en cuestión es única, las tres circunferencias deben 
cortarse en un punto del plano 0  ̂ -  ¿ 7 ;/ . El único lugar en que ello puede 
ocurrir es la zona común a las tres coronas, que queda comprendida entre 
las circunferencias que corresponden a J  ¿s.
(zona rayada de la figura 1 0 ).

Obsérvese que los puntos sobre cada una de estas circunferencias lí­
mites corresponden a las tensiones normal y tangencial sobre planos de los 
haces que pasan respectivamente por los ejes principales 1, 2 y 3.

Dado entonces un plano que pase por P y conocidos los ángulos que 
éste forma con los ejes principales, con los valores de sus cosenos direc­
tores puedan calcularse los radios con las ecuaciones 15 a, b y c .  Con 
centros en Cin , C2n y C3n se trazan las circunferencias de radios así 
determinados y las coordenadas del punto donde ellas se intersecan corres­
ponden a i~n y e 7nt del Plano dado.

Se demostrará que si por se levanta una normal y a
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Apartir de ella se traza el ángulo ln, la intersección  de esta recta con 
las circunferencias correspondientes a 2n = 90°y 3n *  90° (puntos A 2 y 
A3 ) pertenecen a la circunferencia de centro C^n y radio correspondiente 
al j¡ dado (figura 11  a).

Fig. 11 a

Este método constituye la solución gráfica dd problema y evita 
el cálculo de los radios. En efecto , en la figura 11 a los ángulos en A2 
y A3 son rectos y A 2 Cin »  A3 Cin

Cfn H + H A 2

CínH = V2z<¿3_ Cc3 (9 0 o -  !n ti) -

2
íá

1r>

Reemplazando CinH y HA0 en la expresión de A2 Cln resulta:

que es el radio de la ecuación 15a. Análogamente pueden obtenerse los ra­
dios para los valores de los ángulos 2n y 3n del plano dado.

En lapráctica , entonces , la construcción se realiza de la siguiente 
manera (figura 11 b):

(a) En un sistema de coordenadas -  &nt> se toma sobre el eje
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correspondiente los valores de las tensiones principales.
(b) Con centro en Cln  se traza la circunferencia de radio Rin^ « ú -fy  l 

Con centro en C2 Q se traza la circunferencia de radio R2n ¡ fe)! 
Con centro en C3n se traza la circunferencia de radio R3 #= - *2 ^  
Cada punto del área común de los tres círculos corresponde a<jTn y

para los planos de las diversas orientaciones del espacio que 
pasan por el punto P .

(c) Se levanta una normal a por 7} , y a partir de ella se toma un 
ángulo ín . El nuevo lado del ángulo cortará a las circunferencias de 
las familias 2n y ^n en A2 y A 3 . Con centro en C in se traza el 
arco de circunferencia que pasa por Ag y A3 . Como se^vió, el radio 
del arco así trazado satisface el valor de Rln para el In dado.

(d) En forma sim ilar, por <7̂  se levanta una perpendicular y se toma 
el ángulo^3n que cortará en Bi y B2 a las circunferencias de las 
familias ln  y ^n. Con centro en C3n se traza el arco de circunfe­
rencia que pasa por y Bg. __

(e) La intersección de los arcos da el punto Q. La ordenada QS será 
el valor de y la abscisa OS el valor de (Ĵ

Si por 0~2 se traza el ángulo 2n con la normal hasta cortar a 
las circunferencias ln y 2 n, el arco con centro en C£n deberá pasar por 
Q. En efecto, como la ecuación 14 liga a los tres cosenos directores sólo 
es necesario conocer dos ángulos para poder realizar la construcción.

A .8 . TENSIONES TANGENCIALES PRINCIPALES

En la figura 12 se observan tres valores particulares de las tensiones 
tangenciales. Corresponden a las "tensiones tangenciales principales", que 
valen respectivamente:

77 OI -  (T3 £- _ 01 -  = ^ :_ 7í  (16)
r- 3  ---------- 3  ¿ -3  ~ ?  r ' 2 2
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Habiendo adoptado la convención: > (̂~2 ^ ^ 3  , resulta
la "tensión tangencial májdma^ Los ángulos da los planos en 

que actúan serán respectivamente: ln -  3n 45°y 2n 90? Análogamente,
actúan en planos ubicados a 45° con los respectivos

ejes principales.

Obsérvese que para cada par de tensiones principales hay dos planos 
de tensiones de corte principales que bisectan las direcciones principales.

Fig. 12

A . 9. CASOS PARTICULARES DE ESTADOS DE TENSIONES

(a) El más simple de todos corresponde a "Tracción o compresión 
uniaxial o sim ple". Las figuras 13 a y b muestran respectiva­
mente esos estados y sus círculos de Mohr correspondientes.
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Cnt

a (ĵ y * O

Fig. 13 b

(b) El estado de "corte paro", obtenido por torsión de una barra c i­
lindrica, y su equivalente producido por una tracción y una com ­
presión de igual magnitud, se muestran en las figuras 14 a y b.

Fig. 14 a Fig. 14 b

(c) El estado "cilindrico" de tensiones, dado por ?  (ñ  del
cual son casos particulares los estados uniaxiales de tracción 
y compresión, se ilustran en la figura 15.

6» /

Fig. 15
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(d)

(e)

El estado "esférico" de tensiones es tal que GJs ~ **3 
y su representación gráfica por el método de Mohr está dada por 
un punto en el eje de abscisas (figura 16).

Fig. 16

El estado de "tensión plana", dado por >7/ é  0 , ¿  ® J ® 
se ilustra en la figura 17.

I '

A . 10. COMPONENTES HIDROSTATICA Y DESVIADORA DEL ESTADO 
DE TENSIONES

Un estado general de tensiones se puede considerar como la suma 
de dos estados llamados "esférico" y "desviador". Esta descomposición se 
puede visualizar en un espacio de tensiones principales llamado "espacio 
de Westergaard" (figura 18 a), dondeOTj, 0(í¿ y OOj son ejes genera­
les de tensiones principales. La recta h es tal que está igualmente inclina­
da con respecto a los tres ejes (los tres cosenos directores son iguales

y por lo tanto es el lugar geométrico de todos los estados hidros- 
táticos. Si OP es un estado general de tensiones cuyas componentes son 
OP^ = 17/ , PjM  = {¡2 > = l/J , entonces ON será el estado 
hidrostático OH y NP el desviador respectivamente de ÜP.
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Fig. 18 a

Siendo las componentes cartesianas del estado general OP, (77; ^2 
y (Fj > el módulo de ON resulta:

y sus componentes cartesianas serán iguales y de valor:

■J~ + ( /J +  3̂ )  -  - f  - =  um (17)

iT¡n es la tensión hidrostática o tensión media. Siendo un invariante 
resulta:

¿ r  ,  0 i+  fe  + £5 = *■ (7~y + í/7~ ,  (18)
3  3

Las componentes cartesianas de NP, que es el estado desviador, 
son las diferencias entre las respectivas componentes del estado general 
y el esférico:
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r -

% -  £  -  <rm

2  Ff - fe  -  ^
i

2  ££ -  (¡3 - ^7

2 \ / j  ~ C/j -  i
(19 a)

■Jz

por:
Para una terna genérica x , y , z , el estado desviador queda dado

<? (t~x ~ r* (<?

/7“ ' /— /— ¿ ( T y - G z - G x  
Uy =  0 y -  (Tm =  ---------------------------

(19 b)

C  - € - 2 s
En la representación de Mohr, obtener de un estado general el _

estado desviador, equivale a correr el eje de ordenadas una cantidad 0 >» 
(figura 18 b). Esta descomposición es importante para el estudio de los 
criterios de fluencia y el comportamiento plástico.

En la figura 18 c se ha representado esta descomposición de ten­
siones en el punto, y en la 18 b su equivalente en el diagrama de Mohr.
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Los invariantes del estado esférico pueden obtenerse reemplazando 
la 18 en las expresiones 1 2 , resultando:

2

3
3  4 f :  (20 )

(T 3 .= J l
X3 -  m ¿  7

Análogamente si los valores de las ecuaciones 19 se introducen en 
la 1 2 , se obtienen los invariantes desviadores:

i ;  -  *

4 '  = 4  -  / /  = -  ar2 -c í ¡ ) 2t ( s ¡ - ! r ,) ¿] (  2 i> 

• T I ,  12 2  j 3  
*  3  3  2 7  '

A .11. TENSION EFECTIVA O EQUIVALENTE

Se define a la tensión efectiva, {/“  , de la siguiente manera

Comparando la 22a con la expresión >del segundo invariante desvia­
dor se obtiene:

T »  ( i f  “ 3  I 2 ) /£  (2 2b)

lo que implica que (J~ es también un invariante del estado de tensiones. 
Este nuevo invariante permite comparar comportamientos plásticos bajo 
distintos estados de tensiones reduciéndolos a estados equivalentes.

Obsérvese que para estados uniaxiales, se reduce a la tensión 
uniaxial.

Para una terna x, y , z, genérica, de la ecuación 22b se obtiene:

rC,
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B . l .  OBJETO

De una manera análoga a como se efectuara el estudio del estado 
de tensiones, se realizará el de deformaciones. Como no interesan desde 
este punto de vista los movimientos cinemáticos rígidos, se obtendrán 
como paso previo al estudio teneral de deformaciones, las componentes 
de deformación pura e irrotacional a partir de un desplazamiento general.

Se introducirá ademas el concepto de deformaciones logarítmicas.

B.2 .  INTRODUCCION AL ESTADO DE DEFORMACIONES: DESPLAZA­
MIENTOS Y DEFORMACIONES

Un cuerpo sometido a fuerzas exteriores alterará su estado de 
movimiento y /o  se deformará. Para precisar estas condiciones se con­
sideran en el cuerpo de la figura 19 dos puntos O y P separados por 
una distancia J¡0 .

Fig. 19

Por efecto de las fuerzas aplicadas, los puntos pasarán a ocupar 
posiciones tales como O' y P " siendo ahora su distancia 1. Llamaremos 
OO' al desplazamiento del punto O y PP" al desplazamiento del punto P . 
Puede haber ocurrido que:

(a) 1 = 1G, en este caso el cuerpo sólo se ha movido pero no se ha 
deformado. Si O 'P" es paralelo a OP sólo se produjo un movi­
miento traslatorio. Si O 'P" no se mantiene paralelo a OP el 
movimiento habrá sido rototraslatorio o de rotación.

(b) 1 /  10 , se ha producido un desplazamiento relativo de P con res­
pecto a O. Se dice que el cuerpo se encuentra sometido a un es­
tado general de deformación. En el caso particular de que segmen­
tos rectos y paralelos se mantengan como tales antes y después de 
la deformación, ésta se dice homogénea. Interesa especialmente 
esta última dado que si así no ocurriera las expresiones analíticas
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que describen el estado de deformaciones resultan tan complejas 
que dejan de tener utilidad práctica.

B.3 .  ESTADO DE DEFORMACIONES

Supóngase tener un cuerpo sometido a un sistema de fuerzas ex­
teriores que le producen un estado general de deformación y movimiento. 
Los puntos de dicho cuerpo se refieren a un sistema coordenado carte­
siano de origen O. Sea P un punto del cuerpo infinitamente próximo a O 
con coordenadas P(x;y;z) y r su vector posición (siendo su módulo la dis­
tancia OP en la figura 20  a ).

Como consecuencia del desplazamiento, P(x;y;z) pasa a 
P "(x ";y ";z") y 0(o;o;o) pasa_a O'(xo;yo ;z0), siendo sus vectores despla­
zamiento respectivamente dp y dQ. Las componentes cartesianas de los 
desplazamientos absolutos ae los puntos considerados son, si el medio 
es continuo, funciones continuas de x, y , z:

u *  u(x;y;z)
V -  v(x;y;z) 
w *  w(x;y;z)

Asf las componentes de dQ serán (u0 ;v0 ;w0) y las de dp,
(u;v;w) respectivamente. Siendo u, v y w funciones continuas pueden 
desarrollarse en serie de McLaurin alrededor del punto O. Por lo 
tanto las componentes cartesianas del desplazamiento dp son:
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* ‘ • • 1 + ( £ > „ *  +  ( $ f > * y r ( § ? > o Z

Como P está infinitamente próximo a O, pueden despreciarse los 
términos de mayor orden del desarrollo en serie, con lo que las compo­
nentes de los desplazamientos son asf funciones lineales de las coordena­
das x ,y ,z  (Condición que implica que las deformaciones son homogéneas). 
Esta hipótesis es válida para deformaciones menores que el 1%, que es el 
lfmite que los ingenieros utilizan en sus consideraciones.

Puesto que interesa la deformación y no los movimientos cinemáti­
cos rfgidos, se comenzará quitando la traslación del movimiento de O y 
P , lo que puede hacerse considerando al vector desplazamiento relativo 
de P respecto de O, es decir dr = dp -  dQ. Esto equivale a trasladar el 
origen de coordenadas con el punto O, o bien aplicar al punto P el vector 
desplazamiento relativo (figura 20  b).

Las componentes cartesianas del desplazamiento relativo son
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ahora:

A -  p„ .  y  (¿u /á y jj  v ( ¿M/jr >o z

V¿ = ( ' i <r/ ¿ x ) 0 X *  ( ¿ > * /¿ y ) 0 /  + ( ¿ r / j x )0 s

a  -  M>, -  (áw/<Jx )0 * y ( ¿ w/ ¿ y ) 0 y +  l ¿ u / 3 z > o ~

y las componentes del desplazamiento relativo unitario son:

J U lM  = r ^ í - P y r  +  ¿O . , z r
r  3 x  < * / J o)z

r -  Vo «  £ i  J ,r  +  $ £ . f y r  +  ¿JL /& - 
r <? x' £ y  J dz

UJ -W 'o /  tP«/ /  c V  /— -  = -7— . * r  +  ~ —  J yr  i- —— ^ y
r

siendo:

A -  -  - ?

o>;*

/  / zr r

En virtud de haberse supuesto que la deformación es homogénea 
se han suprimido los subíndices "o "  en los segundos m iem bros, pues 
al ser funciones lineales las derivadas son constantes e iguales en cual­
quier punto.

tí -  4o
r

<T - lío
r

ti/ -ti?o
r

c>a

e)tf

é x

puede escribir:

¿U

¿ y dz

dir J r

¿ y éz

éiL) éw
1 7 ch

L r

X J yr

u
(23)

es una componente cartesiana de deformación lineal, y desprecian­
do pequeñas cantidades de mayor orden, representa el cambio por unidad 
de longitud de un elemento de línea en la dirección x . A sí en la figura 21 
el punto Bx de abscisa x antes de la deformación, pasará después de
ella a la posición B' de abscisa jz +  x  =  ( f ■+■ ) X

tDx &x



27

Análogamente pueden interpretarse y
^  ______  ¿ y  ¿ z

, es la rotacion de la lfnea OBy en el plano z= 0  debida al movi­
miento u, es decir, la deformación Angular de dicha linea como consecuen­
cia del movimiento en la dirección je de un punto de una recta paralela a 
y . En igual forma se interpretan . °L¡L . i*££ , y

dx. 3 /  ^ * ay
En la matriz de las componentes de deformación de la expresión 

23, los elementos de ambos lados de la diagonal principal no son general­
mente iguales, por lo que aquélla contiene un movimiento rotacional r í­
gido alrededor de un eje que pasa por O. Si a dicha matriz . se le resta 
su antisimétrica, se obtiene la matriz simétrica cuyos elementos son las 
componentes de la "deformación pura e irrotacional".

<5x
é *
é y

cJ u 
$ z

0 a>U ¿ir
¿X

a>yj
¿>z

3  tu 
áx

c
¿X

1 féu  ¿ v  i
2 '<*/ c)X J

/  ,du o>ü/« 
2

<kr
¿X

¿ir ofl/"
é z

1
Z

él!' ch±_
¿X dy

0 o>ü
dy

fr¿v . )
2 ¿ y '

o)//
¿y d y J

dw
ó x

<)a> 
C)y ¿ z

éuj
¿X ¿Z

¿ai
áy

0 /  /cPít' Su < 
2 (¿x

1 fokn, 
2 'éy ¿2

En efecto, cada una de las componentes de la matriz antisimétri­
ca corresponde a una rotación rígida sobre un eje coordenado en el plano 
perpendicular a dicho eje. Como ejem plo, -̂ ¡r ^
es la rotación de la diagonal OPxy en el plano xy, alrededor del eje z, 
lo cual puede apreciarse a través del análisis de la figura 2 2 .
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o c .J L r. é ±

oí
F

7 T _ I_  ¿u_
4  ~ 2  c)y

Í Ju' 
2  <Jx

Si la diagonal se gira un 
ángulo Qz para llevarla a 
45°de los ejes:

e ,
7T «
4  2 ¿ y

 ̂ ^  ^ u ) 
2

Fig. 22

La expresión 24 entonces puede visualizarse en el plano xy de la 
siguiente manera:

deformación pura e irrotacioaal

Fig. 23

Llamando:



las ecuaciones que expresan las componentes cartesianas del vector despla­
zamiento unitario relativo irrotacional como funciones de r quedan:

/x r  +

Gr y  -  K y  Á r  + &y  ^ yr+  fy z  $zr

(26)
erz = ^¿z Jxf /■  )yz fyr /* r

Si a la matriz de deformación pura o irrotacional se la llama D, 
puede escribirse:

Comparando las ecuaciones 26 con las de las componentes carte­
sianas de (ecuaciones 2), se hace evidente que existe analogía ma­
temática entre las expresiones de los estados de tensiones y deformaciones.

Asf es posible determinar una expresión equivalente a la 4 para una 
deformación en una determinada dirección r , cuando se conocen los seis 
elementos de la matriz de deformación pura e irrotacional:

Y y* ^zx

í „ e y f¿ y

4 /y z * *
(27)

+ Gy fyr + ezJ¿r +2( i r  fyr + ¿yz fyr Lr -b Kx <28>
Con un cambio de variables similar al efectuado en A .5 se obtiene 

una ecuación equivalente a la 7, que demuestra que la 28 es una "cuádrica 
de deformaciones". Existirán entonces tres direcciones principales en 
las que actúan las respectivas deformaciones principales cuyas magnitu­
des se obtienen resolviendo una ecuación cúbica análoga a la 1 1 :

- ' í x  ~ ( ¿ y z h  ~ê j¿-ey ix  - ê *y) = 0

(29)
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Los coeficientes de esta ecuación son .invariantes del estado 
de deformaciones, y asf como el primer invariante del estado general 
de tensiones está relacionado con la tensión esférica {ecuación 17) el 
prim er invariante del estado de deformación pura está relacionado con 
la deformación volumétrica. En efecto:

(30)
J l = 3 .em e^ + &2 + e 3

A  -  ^  h ( f + e2)- W t + Q ) -  /t
V ■?/ A  Ĵ3

desarrollando y despreciando términos de mayor orden:

A  _  e^ + e£ + (31)

Por lo tanto comparando 30 y 31:

= A  (32)

También el estado de deformaciones puede representarse gráfica­
mente por el método de Mohr. Su realización práctica es en todo sim ilar 
a la efectuada en la figura 11  b, sólo que en este caso los ejes coordena­
dos serán frf y er •

Por último, el estado general de deformación pura e irrotacional, 
puede descomponerse en la suma de un estado esférico más un estado 
desviador.

B.4 .  COMPONENTES INFINITESIMALES DE DEFORMACION FINITA

Las relaciones obtenidas hasta aquf se han desarrollado para de­
formaciones infinitesimales totales. Esas expresiones son también válidas 
para el caso de tratarse de "incrementos infinitesimales de deformaciones 
finitas". La matriz respectiva se indica con ct&jy sus componentes son:

d /y ? J k *

II 0 /^ y

Cuando las deformaciones son plásticas, la deformación es dlstor- 
sional pura, es decir, sin cambio volumétrico y por lo tanto:

c/eT^c +  = O (33)
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B.5.  VELOCIDADES DE DEFORMACION

Las velocidades de deformación están dadas por la variación de 
las deformaciones con el tiempo. Ss utilizan en la solución de problemas 
en lo que existe un flujo de material, ya sea estacionario o no. En ge­
neral se define:

A  * c/& / (34)

f - ' J t

B .6 . DEFORMACION EFECTIVA O EQUIVALENTE

Se define también para el estado de deformaciones la "deform a­
ción efectiva" o "equivalente", dada por:

.  l /f f ( J e ,  - ) * +  -  ofej J ) ZJ  (35a)

Esta expresión es un invariante del estado de deformaciones, lo 
cual puede verse al relacionarla con el segundo invariante desviador de 
deformaciones, como se hiciera con la ecuación 22b:

Para una terna genérica, de la 35b se obtiene:

B.7 .  DEFORMACIONES FINITAS -  DEFORMACIONES LOGARITMICAS

Las relaciones desarrolladas en los puntos anteriores, pierden 
exactitud a medida que las deformaciones incrementan su módulo, dado 
que ya no pueden introducirse ciertas simplificaciones en los desarrollos. 
Asf, por ejemplo, para obtener la expresión 31, si las deformaciones 
fueran finitas, no podrían despreciarse los términos de segundo orden, 
y el primer invariante no representaría entonces la variación volumétrica 
/\  . Este hecho indujo a Ludwik a proponer una nueva definición de las 
deformaciones, las "deformaciones logarítmicas" tales que no sean afec­
tadas por aquella discrepancia. Se define a la deformación logarítmica;
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y siendo la deformación convencional referida a la longitud inicial (y no 
a la instantánea):

En el punto B.4 ya se indicó que cuando las deformaciones son 
plásticas, hay constancia de volumen, por lo tanto:

y la 40 queda formalmente como la 31.

Como en la jnayorfa de los procesos de conformado de metales 
se introducen deformaciones por compresión (negativas), algunos autores, 
con el único fin de independizarse del signo de la deformación, reservan 
la fórmula general 38 para los casos de deformación por tracción, y to­
man para el caso de compresión la expresión equivalente:

La figura 24 muestra la diferencia entre ambas definiciones de 
deformaciones. En abscisas se ha representado x /x 0 y en ordenadas

(37)

Por lo tanto:

(38)

/ .  /„  ( / * < ? , / - . { / * ■ % ) .  f /  +  e"3 )  = K  

( !  + e , ) . ( r  + e 2 ) . ( t +  e3 )  -  /
y aplicando logaritmos:

ln(l + e^) + ln(l + e 2) + ln(l + eg) = 0 

De acuerdo a la 38, la 39 puede escribirse ahora:

(39)

(40)

(41)
/ -  «y

Qx  *  _1  y -  ln(x / xo) •

Las dos deformaciones dan valores prácticamente iguales hasta 
valores de alrededor de 0 . 1 .
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Fig. 24

Las deformaciones logarítm icas, cuando la deformación es 
uniforme, tienen la ventaja de ser aditivas.

e» = f  ^  ................. + *n-f x0
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C . l .  OBJETO

Reseñar las condiciones necesarias para dar solución analítica 
a los problemas que se plantean dentro del campo elástico, indicando 
el tipo de relaciones existentes entre tensiones y deformaciones.

C.2.  ELEMENTOS NECESARIOS PARA ELABORAR UNA TEORIA DE 
ELASTICIDAD

Los elementos necesarios para dar solución analítica a los pro­
blemas que se plantean en el campo elástico son:

1. Ecuaciones de equilibrio.
2. Ecuaciones de compatibilidad.
3. Condiciones de borde.
4 . Relaciones tensión-deformación en el rango elástico.

Se analizarán cada una de e llas.

C.3.  ECUACIONES DE EQUILIBRIO

Son las ecuaciones de equilibrio estático. En un cuerpo continuo 
sometido a la acción de fuerzas exteriores, las tensiones variarán en 
forma continua. La figura 25 ilustra las tensiones que actúan en un 
elemento del cuerpo en la dirección x.

El elemento estará en equilibrio si se cumplen las condiciones:

S  Fx = 0 2 :  Fy -  0 Fz - 0
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El análisis de la primera ecuación conduce a:

(0x+ ^~d x)c/yd z+(£^+^j[£U :)dxG /y+(£yxi.'Í^£íc¡y)dxc/z-Gxdy<:/z -£ ¿c /y d x -£ fA d ¡(c /):
o** cPz ¿y

y simplificando:

<P^X cJ Sy* o)
y- ------—  + -------

By <$y c) z

Si además de las tensiones surgidas como consecuencia de la 
aplicación de fuerzas exteriores, existieran fuerzas de volumen, y si 
a la componente según la dirección x de estas fuerzas áe la designara 
X , se tiene:

¿ f e  +  + ^  X  =  0  (42a)
3x ¿y

Procediendo en forma análoga para las otras dos direcciones:

á Z ,y  +  +  y  = o  (42b)
¿x ¿y  £ z

¿ Z * *  +  +  2  ^ 0  (42c)
c9x <Jy

Las expresiones 42 son las "ecuaciones de equilibrio". Aseguran 
que las tensiones varfan en forma continua debiendo satisfacerse por lo 
tanto en todos los puntos del cuerpo.

Si bien las tensiones surgen como consecuencia de la aplicación 
de cargas, las ecuaciones de equilibrio no dan en general una relación 
directa entre las tensiones y las cargas externas, salvo en la superfi­
cie donde las últimas están aplicadas (ver punto C.5).

C.4.  ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD

Describen la geometría de las deformaciones y aseguran la in­
terdependencia de las mismas. Por ejemplo, para un ex y ey dados, 

Ay no puede tener un valor cualquiera, sino que debe estar 
vinculado a aquéllos de alguna manera. Las ecuaciones que dan la in- 
terrelación entre las deformaciones son las de compatibilidad.

Derivando dos veces ex y ey (ecuaciones 25) respectivamente:
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e /  o)
O

S x 2 ^y ^x ̂

y sumando estas dos expresiones se obtiene:

c>2 e,y _  ^ 2  /  ^  J -2  (43a)
^ 2  ¿ y 2 d x á y  o> *< )/

En forma semjeante

o)^*- o > y¿z

S>2e z  > V e x  _  ^  ^  fx z  (43c)
<9x^ C^X^Z'

También por las derivaciones parciales de las ecuaciones 25, como 
se indica a continuación, se obtiene:

q* f £>/zx , c>/xy _ e)/yz \ _ ^ ..„ 
o)*' ^ y  <2z d y ^ z

/ ¿ /x y  3 fyz  _  \ _ o>2g y  ,43e)
o>y <?;r <3v ¿>/ é̂ z^pt

<S) , <5>/yz ^)fyy . _ cjP&z (4 3 f)
•S),? c x̂ ¿>y ¿>x y

SI las deformaciones satisfacen estas ecuaciones 43, las mismas 
son compatibles entre s í  y la continuidad del medio se mantiene.
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C.5 .  CONDICIONES DE BORDE

Son las condiciones impuestas de esfuerzos o deformaciones ex­
ternas a las que el cuerpo está sometido.

Si la condición de borde dada es un sistema de cargas, pueden 
determinarse entonces las tensiones actuantes en la superficie, y tal 
como se dijo en C.3, la solución analítica hallada para la distribución 
de tensiones deberá ser tal que en dicha superficie coincida con las 
aplicadas.

SL la condición de borde es de desplazamientos o deformaciones, 
la distribución de deformaciones encontrada deberá también en el borde 
cumplir con las ecuaciones de compatibilidad.

C .6 . RELACIONES TENSION-DEFORMACION EN EL RANGO ELASTICO

En el campo elástico, si además de la recuperación de las defor­
maciones, existe proporcionalidad entre tensiones y deformaciones, se 
cumple:

Tensión = constante x deformación

Para el caso particular de una tensión aplicada en la dirección x, 
la "ley de Hooke" se expresa:

e x  _  _ Z _  (Tx (44)
£

donde E es el módulo de Young.

Simultáneamente con e , y por efecto de (Tx se producen defor­
maciones de signo contrario a ex en las direcciones transversales z e 
y . La relación entre las deformaciones transversales e z y ey , y la 
longitudinal e , está dada por el "módulo de Poisson":

^  G y = «  -  J<ex  (45)
e x  7

Reemplazando ex por su valor dado en 44:

&y -  = -  )J - p .  (46)

Si se trata de un estado triaxial, la tensión (7y producirá deforma­
ciones :

Oy y* (7~

y la tensión Q~z  :

Gz Y* CT«?* =  —  y <=> = e y  = -  f  -
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La aplicación del principio de superposición de estados conduce 
a que las deformaciones totales según cada uno de los ejes sea:

e x  =  l { < r x ~ )>( (Ty +  (Tz  ) ]  (47a)

e y = — [  ¿jT- \>((tz + (b ¡)]  (47b)

e z  =  -L [d ¡: -  \>{(rx + (T yll (47c)

También existe proporcionalidad entre las tensiones y las deforma­
ciones tangenciales:

/ L  _  (48a)
'  2G

/ * z  = - g * 5 -  (48b)
26

} ze
donde G es el "módulo de elasticidad por corte".

C .6 .a . CAMBIE) DE VOLUMEN EN EL RANGO ELASTICO

Sumando las tres ecuaciones 47 se obtiene la variación de volu­
men elástico, A  (ver punto B.3, ecuación 31):

^  =■ ^  e y  f  e z  -= -------~£~~ ^ ^ (49)

Para un estado hidrostático de tensiones, la dilatación volumétri­
ca, A  vale:

A  =- _ L  Om <50>
K

donde K es el "módulo volumétrico".

C .6 .b. CONSTANTES ELASTICAS

Observando las ecuaciones 44, 45, 48 y 50 se aprecian cuatro 
constantes elásticas propias de los materiales isótropos y homogéneos. 
Estas constantes están relacionadas entre sf, Por ejemplo, si la suma 
entre paréntesis de la 49 se reemplaza, de acuerdo con la 18 por 3 (T
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A , - ^ . 3 <rm  (51)

y comparando 50 y 51:

/T  =  ------- £ -------------- (52)
3 Í  /  - 2  yJ )

También puede expresarse G en función de E y . En efecto, 
si las ecuaciones 47 se expresan en función de una terna principal y 
se resta 47b de 47a:

£

como (Tf -ü~¿ = 2 ^ f-2  y anál°gamente ei " e2 = 2

9 /  -  1 + ^  £• • 2. Of-2 ~ £  t~2 

Siendo 2G ̂ s e  tiene reemplazando en lo anterior:

2 ( /  + y )
(53)

Pueden además obtenerse a partir de la 52 y 53 las siguientes 
relaciones

; 3 K - 2 G
y »  ^  (5 4 )

£  =

6 K  + 2G  
9 K G

3  ¿C + G (55)

Del análisis de las ecuaciones 52, 53, 54 y 55, surge que de las 
cuatro constantes elásticas que allí aparecen, sólo dos son independientes

C .6 .C. RELACIONES TENSION-DEFORMACION EN COMPONENTES 
ESFERICAS Y DESVIADORAS EN EL RANGO ELASTICO

Si en 47a se reemplaza ( (Jy + (Tz ) por su valor en función 
de (T^ obtenido en la 18 y se reordena:

e x „ J i k (  y ¡ - ^ - 3 < r m (56)
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Sumando y restando al segundo miembro

ex  ,  1 ± ^  ( T j .£ ¿ .< r m +  . <Tm
¿r *  £  £

(rx\ J z * y < r „
E £

como / ^ y>_ /  iy / -  2  y> _ ___/ _
~ £  2 G y  £  3

>» 6~x t 6~m¿K — _ +
2G j/C

En igual forma podrán expresarse ey y ez .

Como las deformaciones y tensiones de corte son desviadoras, 
su relación está dada por las ecuaciones 48>

C .6 .d . CIRCULO DE MOHR EN ELASTICIDAD

Si se escribe la ecuación 56 en función de la terna principal:

e /  =

y si ahora se reemplaza por su valor según 53, asf como
también Y y E por 54 y 55 respectivamente, se obtiene:

e; , 3 /<-2 G  (j~m 
2G  G K G (57)

e ,  - /  > ¡r- 3  K  -  2  G sr- \(  0 / -  ------ ---- ------- • V/77 )
2  G 3 K

En el círculo de Mohr de la figura 26 se aprecia que para la 
medicición de deformaciones, se ha tomado un nuevo origen O ', a una 
distancia AíLzZS Q  ̂ d.el anterior. Además hay un cambio de esca- 
la dado por el valor 1 / 2G.

Fig. 26
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C.7.  ENERGIA ELASTICA DE DILATACION Y DE DISTORSION

En general, la energía de deformación por unidad de volumen es:

(58)tt = / C , (Tde

En el campo elástico, al ser lineal la ley que vincula (T con 
e , la energía especifica de deformación elástica para el caso de tensión 
uniaxial vale:

(59)

Si bien es cierto que en este caso existen deformaciones transver­
sales &2 y eg, las mismas no contribuyen al trabajo total por cuanto 
según las direcciones 2 y 3 no hay esfuerzos aplicados.

Para un estado triaxial, el principio de superposición conduce:

u ((7í e '  +  &3 )  (60)

Si las deformaciones e- ,̂ eg y eg se reemplazan por las ecua­
ciones 47a, b y c expresadas para una terna principal, y se agrupan 
términos:

ti s  + 2̂ +  ^  ~~ V ̂ 7^2 + ■+ (T̂  (jj)

Teniendo ahora en cuenta las expresiones 54 y 55 se obtiene:

u =  ^ f í % - & z+ f(¡i-G ~ 3 f+ (0 í-c ;)2] + J — ( < r-l.< r ,+ < j :) 2  (eia) 
/2 G  J 8 K

Como:

~ ^2 — 2- ^1 -2  

&2 ~ = 2  ^ 2 -3  

C~3 -  G~f = 2  (Df-3 

+ 0~2 + 0$ = 3

la 61a puede escribirse:

/ • 2 2 2 sj— ^
U =  -------  /  &  -f. 2T a , )  +  ----- —  /«i i,\

El primer sumando de la 61a o 61b constituye el "trabajo de 
distorsión", y el segundo la "resiliencia volumétrica".
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La 'fenergfa elástica de dilatación" está dada por.-

U ar ---- -—  (  0~f •/ (¡2 + )  ' =  — - —  (j~pr¡ (62)
f 8  K  2  K

y la "energía de distorsión elástica":

a = - l — [ ( ( T j - ( r 2 ) 2+ (  &h2 + ^ -3 + (63)
f2  G

C .8 . FUNCION TENSION Y FUNCION DE A IR Y

En general, dar solución a los problemas en elasticidad, involucra 
encontrar una distribución de tensiones que satisfagan las ecuaciones de 
equilibrio, las relaciones de compatibilidad y las condiciones de borde.

Para estados triaxiales, Maxwell propone tres funciones de posi­
ción independientes * / $ 2  j $ 3  tlue expresen las componentes de 
tensión, tal que cumplan las condiciones enunciadas;

c>2¿ 3
J <¿>y 2

r~ o) ̂ <z¡/ c)
^ 2  -  ^ 2

N It 1

f¡~ ¿>29¿2
z = '  ¿ y 2

¿ z x  —  -

¿ V /
cJy <$z

¿ 2¿2  
o>z <9x

(64)

Para el caso bidimensional, Airy encontró que existe siempre 
una función fíx y  Que permite determinar las tensiones en cualquier pun­
to:

C r . ¿ > V

Es fácil comprobar que estas ecuaciones satisfacen a las condicio­
nes de equilibrio dadas por las ecuaciones 42, reducidas al caso plano. 
Para verificar las condiciones de compatibilidad es necesario expresar 
la ecuación 43a en función de las tensiones. Para ello se derivan 47a, 
b y c (previamente reducidas al caso plano) y se reemplazan en 43a, 
dando:

_ y> sr- {Jy. +  2 ( f +  K )  _ . <E y . (6 6 )
By^- d y 2  < ?x 2  <?x^ íy

Si las correspondientes derivadas de 65 se reemplazan en 6 6  se obtiene:
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¿> y  +  2  ¿> v  < ? y  _  0  <6?)
¿)x2¿yz d y 4

En esta forma, si es posible encontrar una función que satisfaga 
la ecuación 67 entonces las tensiones estarán dadas por 65, siempre que 
se cumplan además las condiciones de borde.

En general, no es fácil encontrar la función 0xy, Y sólo algunos 
problemas se han resuelto por este método.
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D .l OBJETO

Reseñar las condiciones necesarias para dar solución a los 
problemas que se plantean dentro del campo plástico.

Como es necesario predecir cuando se abandona el campo elás­
tico (o se inicia la fluencia plástica), a las condiciones del punto C.2 
se agregan los criterios de fluencia. Por otra parte, siendo el fenómeno 
de deformación plástica de naturaleza distinta que la deformación elásti­
ca , las leyes que vinculan las tensiones con las deformaciones en el 
campo plástico resultan también diferentes que las relaciones elásticas.

D .2 . ELEMENTOS NECESARIOS PARA ELABORAR UNA TEORIA DE 
PLASTICIDAD

Para elaborar una teoría de plasticidad son necesarios además de 
los cuatro elementos vistos en C .2 , los dos siguientes:

5 Un criterio de fluencia, que indique cuándo se pasa de la zona 
elástica al campo plástico

6 Relaciones tensión-deformación en la zona plástica

Según el estado de tensiones y la ‘■geometría del cuerpo, habrá 
fluencia total o parte del cuerpo fluirá y el resto permanecerá en la 
zona elástica. Esto hace que las ecuaciones de compatibilidad y las re ­
laciones tensión-deformación sean difíciles de obtener, existiendo sólo 
soluciones de algunos problemas muy particulares. La razón es la dife­
rencia en las magnitudes de las deformaciones y los desplazamientos 
entre las zonas elásticas y plásticas adyacentes.

D .3 . CRITERIOS DE FLUENCIA

"Un Criterio de Fluencia" es una hipótesis con respecto al límite 
de elasticidad, bajo cualquier posible combinación de tensiones.

Se tratará de llegar a criterios que predigan cuando se iniciará 
la fluencia bajo estados complejos de tensiones, dada sólo la tensión de 
fluencia en tensión simple determinable experimentalmente. Para ello 
tendremos en cuenta que:

(a) Se ha observado experimentalmente qae dentro del rango de pre­
siones y temperaturas industriales, las presiones hidrostáticas 
no provocan fluencia, y más aún, las componentes hidrostáticas 
de estados complejos de tensiones no afectan al punto en el cual 
tiene lugar la fluencia.
Cualquier criterio entonces, deberá ser tal que:

Oí + Ó2 4-Gs
3 3

Ir
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no provoque fluencia, lo que permite enunciar que ésta tendrá 
lugar cuando alguna función escalar de las diferencias de las 
tensiones principales alcance un valor crítico*

} G~2.~ &3 >’ ~ )  = constante

Esto equivale a decir que el límite de elasticidad puede expresar­
se como una función del tamaño absoluto de los círculos de Mohr, 
independientemente de su posición a lo largo del eje 0/j . Como se 
vió en A .10, para iguales estados desviadores, los círculos son 
iguales en tamaño, pudiendo estar desplazados a lo largo del eje 
de abscisas en cantidades que dependen del estado esférico apli­
cado.

(b) La fluencia deberá ser independiente de las direcciones de los 
ejes elegidos para definir el sistema, y siendo el material 
isotrópico, estará sólo relacionada con las intensidades de las 
tensiones aplicadas. Por lo tanto, la fluencia deberá ser una 
función de los invariantes del estado de tensiones, por ejemplo 
los coeficientes de la ecuación cúbica (13), pero si además es 
independiente de (Tm como se vió en (a), entonces podrá ser una 
función de I' 2 e I ' 3 puesto que I 'j  = 0 .

(c) También se supondrá que no hay efecto Bauschinger, lo que impli­
ca que si una cohibinación de valores de (J>e > Gy > &z > ^xy> Syz > 
produce fluencia, otro estado de tensiones con los mismos módu­
los de las componentes pero de signo contrario también la pro­
ducirá.

En el espacio de tensionesprineipales de la figura 18a (punto A.
1 0 ) se vió que si OP es un estado general de tensiones, ON es su esta­
do esférico y ÑP el desviador. El plano que_pasa por N y es normal a 
h, llamado "plano desviador", contendrá a NP, y puesto que las presiones 
hidrostáticas no tienen efecto sobre la fluencia, será la magnitud de NP 
yaciendo en el plano desviador, la que la determina.

En general, todos los estados de tensiones que interesan a los 
efectos de la fluencia, ya serán en planos similares normales a h.
La figura 27 muestra al plano desviador que contiene a NP. La fluencia 
tendrá lugar tiuando NP alcance un cierto valor limitado por el lugar 
de los puntos de fluencia, constituido por la intersección del plano des­
viador con la superficie de fluencia. La función de fluencia será una 
superficie cilindrica de sección transversal constante, porque es inde­
pendiente de las componentes hidrostáticas de presión, y por lo tanto de 
la posición del plano desviador a lo largo de h. Un criterio de fluencia 
deberá definir la forma de la sección transversal de dicho cilindro.
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Fig. 27 Fig. 28

La proyección de los ejes principales sobre el plano desviador 
desde constituyen tres ejes a 120°. Si se incluyen las partes
negativas de los ejes principales (en lfneas de trazos), el área del pla­
no aparece dividida en seis sectores iguales.

La figura 28 muestra al plano desviador llevado al plano de la 
hoja. Para un material isotrópico con igual tensión de fluencia en trac­
ción y compresión si: íTJd = a, G~2d  = -b  y (T ^  = - c ,  provocan 
fluencia, entonces cualquier otra combinación de estas componentes, 
también la provocarán. Por lo tanto, hay simetría no sólo con respecto 
a la proyección de los ejes principales L L ', MM', NN', sino también 
con respecto a R R ', SS', T T '. De manera que es suficiente considerar 
un sector de 30°para investigar todos los estados posibles.
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D .3 .a . CRITERIO DE VON MISES

Según este criterio la fluencia se inicia cuando alcanza un valor 
constante la siguiente función:

Como se aprecia, las diferencias entre las tres tensiones princi­
pales, o lo que es lo mismo, los tamaños absolutos de las tres circun­
ferencias en la representación de Mohr permiten evaluar si un estado 
de tensiones dado produce o no fluencia.

Un criterio será correcto si es válido para cualquier combinación 
de tensiones , por lo tanto la constante de 6 8  puede determinarse a par­
tir de estados de tensión simples. Es común identificar a las constantes 
con la tensión de fluencia a la tracción Y, o la tensión de fluencia al 
corte k, para un estado de corte puro.

En la fluencia en tracción simple (figura 29 a):

(68)

<rf - y

y para el corte paro (figura 29 b):

Snt
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Por lo que la expresión 68  se transforma respectivamente en 
cada caso:

« T i- r z f + io i- o if + iG i- t r ; ) 2.  2 y 2

y ((T f-G z) ± ((¡2 - 0̂ )^  + ( G j -O ) f  =s é  $  (6 8 b)

Por lo tanto:

/ .  155 X
/ I  2  2

lo que indica que según este criterio, la tensión de fluencia en corte 
puro k es 1.155 veces mayor que la máxima tensión de corte elástica 
Y / 2 en tracción simple.

Si se compara la ecuación 68  con la 63 (Punto C .7), se compren­
de la interpretación que algunos autores hacen del criterio de Von Mises 
cuando lo enuncian diciendo que: "La fluencia se inicia cuando la energía 
elástica de distorsión alcanza un valor crítico".

Cuando se compara la 6 8 a con la expresión de (T (ecuación 
2 2 a) surge de inmediato que la tensión efectiva para el estado uniaxial 
de tracción coincide con el valor de la tensión de fluencia:

D .3 .b . CRITERIO DE TRESCA

"La fluencia tiene lugar cuando el mayor de los valores absolutos 
de cualquiera de las tres tensiones principales de corte alcanza una c ie r­
ta magnitud".

Es decir, que la fluencia debe ocurrir cuando la mayor de las 
tres magnitudes /  (jJ-  0~2 ¡  > /  (J2  -  0~$ /  7 !  (¿3 -  0~j f  
alcanza un valor crítico y para un material dado, constante.

A diferencia del criterio de Von Mises, se desprecia en éste el 
valor de la tensión principal intermedia, o lo que es lo mism o, sólo se 
tiene en cuenta el tamaño absoluto de la circunferencia mayor en la 
representación de Mohr.

Si para un estado general ds tensiones la mayor de las tensiones
de corte inducida es: ^  ~ (Ü , entonces el criterio de Tresca

2queda expresado por:

i 0 ^ - 5J} = constante (69)
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Si se determina el valor de la constante por tracción simple 
(figura 29 a):

i $ l  -  (Fji^ Y  (69a)

y en corte puro (figura 29 b):

Í&3 ~ 0~f /=r 2  £  (69b)

Por lo tanto : K = Y /2

lo que indica que según este criterio, la tensión de fluencia en corte puro 
es igual que la máxima tensión de corte elástica en tracción simple, 
mientras que para Yon Mises aquélla es un 15.5% mayor que ésta.

D .3.C . REPRESENTACION DEL CRITERIO DE VON MISES EN EL 
ESPACIO DE TENSIONES PRINCIPALES

En la figura 18 a (punto A. 10) y en la 27 se ve que: 

ÑP2 = ÓP2 -  5Ñ2

donde: OP2 = 0~j + 0~o ■+

Reemplazando:

ÁV>2 (¡2 ) 2+ (Ú 2 -0 I)2+ ( G ¡ - ( j ¡ñ  (70)
3 '

Comparando la ecuación del criterio de Von Mises (ecuación 68  a) 
con la 70, y la 22  a (Punto A. 11):

¿ ü > \ ± [ ( r r rz )*+ (< ii-r3 ) 2+ (r3 -<rt> lh - ¿  f *

luego

¡7 p  = J ./« T r  V i)* + (< % - f e ) 2+ « Í 3 -6 f ) Z = / §  y  m/ §  ^  
/ í

De manera entonces que cuando la magnitud NP - /%  ^""alcanza el valor 
/£ ~  Y, el panto P se encuentra sobre el lugar de fluencia, que es una 
circunferencia en el plano desviador puesto que__este análisis se ha efec­
tuado independientemente de la orientación de NP en dicho plano (figura 
30a).
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02ci

Fig. 30 a Fig. 30 b

Dado que la traza de la superficie de fluencia en el plano des­
viador es una circunferencia, y las tensiones hidrostáticas no producen 
fluencia, dicha superficie resulta un cilindro de generatrices paralelas 
a h (figura 30 b).

Los estados de tensiones tales que representados en el espacio 
de tensiones principales caen dentro del cilindro no producen fluencia, 
mientras que si la provocan aquellos estados que quedan fuera de dicha 
superficie.

D .3 .d . REPRESENTACION DEL CRITERIO DE TRESCA EN EL ESPACIO 
DE TENSIONES PRINCIPALES

Un punto tal como el P de la figura 31 representa un estado de 
tensiones en el cual (7¿ £  (/J }  •
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-Ohj OltGizOz

fe

uíd Gi}(¡2í(¡3 | G~2<i
1 "  f e .'M

Fig. 31

Sean ÓP ' 2 =(Tz d = ¡ / E ; P¿M'= U¡d =^ {T $  y M 'P *^  = j/á  fr¡

las proyecciones sobre el plano desviador de las componentes 0"j> , Gj 
y tT¡ del estado general OP.

Si se toman 0^2^ = y , y al eje x coincidiendo con la bisectriz 
del sector de los estados de tensiones tales que: Oz ^  6~í 
entonces la abscisa x de OP es: x = OP ’ 2 eos.30o-  M'P e o s .30°

Oz -  <F¡

Comparando esta ecuación con 69a, se obtiene:
y

(71)

X =.
/ 2

Vale decir que el criterio de Tresca en este sector (figura 32a) 
queda representado por una línea paralela al eje O , a una distan­
cia .. Y

Haciendo el mismo análisis para las otras cinco posibilidades de 
relaciones de tensiones, se obtiene el hexágono indicado en dicha figura.
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Puesto que en el plano desviador, el criterio está dado por 
un hexágono regular, en el espacio de tensiones principales será una 
superficie cilindrica de sección hexagonal con generatrices paralelas 
a la recta h (figura 32 b ).

Del análisis de la figura 32 a se desprende que el hexágono de 
Tresca queda inscripto en la circunferencia de Von Mises cuyo radio 
vale y  • Se observa que ambos criterios coinciden para estados
uniaxiales y tienen su máxima diferencia para estados de corte puro 
tal como se indicara en el punto D .3 .b .

D .3 .e . LOS CRITERIOS DE FLUENCIA EN EL CASO DE TENSION 
PLANA

En el caso de tensión plana, (J3  = 0, los criterios de fluencia 
pueden representarse con (Tj y @2 como ejes coordenados. Los luga­
res de los puntos de fluencia representados en la figura 33 son la in­
tersección del cilindro de Von Mises y del cilindro hexagonal de Tresca 
c<"m el plano = 0 .



55

La ecuación de la elipse de Von Mises se obtiene de la 6 8 a al 
hacer G3 -  0 .

(OJ_-(T2) + (<¡2 . - 0 3  ) 2+ (0 5 - 2  y 2 

Si fiar 0: (Tf  2 + O I2 -  0T 0~2 = /  2

cuyo eje mayor es 2 Y y su eje menor 2^~|"y, siendo estos 
ejes las bisectrices de los ángulos entre los ejes Oí yO 2  •

El hexágono irregular de Tresca, cuyos límites de intersección 
se muestran en la figura 33 se obtiene de las condiciones:

(Ti - cr2 i -  Y líneas AF y CD

(T2 - <r3 l - Y 11 líneas AB y ED

0~3 - (T il = Y I T i l  = Y
líneas BC y EF

D .4 . ENDURECIMIENTO POR DEFORMACION

Si se analiza un ensayo de tracción, se observa que el material , 
luego de superar la fluencia, ofrece mayor resistencia. Es decir, para 
producir nuevas deformaciones es necesario incrementar las tensiones. 
Se dice que el material "endurece por deformación". Si se interrumpe 
el ensayo y luego se lo reinicia, aparecen nuevas condiciones de fluen­
cia mayores que la anterior.

Suponiendo que el endurecimiento es igual en todas direcciones y 
aceptando el criterio de Von Mises, los sucesivos lugares de fluencia 
son círculos concéntricos con el original de radio Y. En la figura 
34 se pasará por ejemplo de la condición Y a la condición C, siendo 
necesaria una tensión efectiva mayor.
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(¡i3d

(a)

C>)

Fig. 34

Hay dos hipótesis para evaluar la tensión de fluencia instantánea: 

Endurecimiento por deformación:
Si> supone que el valor instantáneo de la tensión efectiva es fun­
ción únicamente de la deformación plástica previa;

Ü = ÍI )

II estará dada por la suma da los incrementos de deformación y 
no por la deformación total. En la misma figura 34 está grafio:»!;) 
esa función. Para grandes deformaciones la curva se hace .as i rifó- 
tica, lo qje permite considerar que un material muy deforma:!:) no 
endurecerá más por deformación.

Kixlurocimiento por trabajado:
Se supone que el valor instantáneo de la tensión de fluencia es fun­
ción únicamente del trabajo efectuado por unidad de volumen:

F (  Ur )

[).r>. RELACIONES TENSION-DEFORMACION EN EL IlANGO PLASTICO

En el campo plástico no existen relaciones simples entre tensiones 
y deformaciones como en el campo elástico.

Las teorías de plasticidad formuladas hasta el presente son de 
"deformaciones incrementales" o de "deformaciones totales".

Las teorías incrementales predicen la proporcionalidad entro el
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estado actual de tensiones y los incrementos de deformación. Las teorfas 
de deformaciones totales relacionan la deformación total con el estado 
instantáneo de tensiones (similarmente a como ocurre en el campo elástico)

La deformación elástica, siendo reversible, depende sólo del esta­
do inicial y final de tensiones. No ocurre asf con las deformaciones plás­
ticas que al ser irreversibles no sólo dependen del estado final de carga, 
sino también del camino por el cual se arribó a é l.

Las dos teorfas incrementales que se verán son las de Prandtl 
Reuss y Levy M ises. Ambas fueron .inicialmente formuladas para mate­
riales sin endurecimiento. Cuando se desea tener en cuenta el endureci­
miento por trabajado,, el mismo debe intercalarse en las ecuaciones, pre­
viamente obtenida en forma experimental la relación (T -  <S .

Prager enunció otra teorfa de deformación incremental, pero su 
complejidad matemática la ha hecho muy poco usada.

D .6 . TEORIA DE PRANDTL-REUSS

Supone que los incrementos de deformación plástica (se indican 
con d£P ) son en cualquier instante proporcionales a las respectivas 
tensiones desviadoras instantáneas:

d A es el valor de proporcionalidad instantánea no negativa que varfa 
punto a punto e instante a instante.

Estas ecuaciones son válidas sólo cuando coinciden los ejes princi­
pales de deformaciones y tensiones instantáneos.

La teorfa considera al incremento de deformación total, como la 
suma del incremento elástico más el plástico.

<J£X = c/£ ‘  + c /s f  <” >

Teniendo en cuenta la 47a, d'£xe vale:

c /£ *  = y>(c/(jy t
£  (74)

Como la base de la teorfa es suponer que el incremento de de­
formación plástica es proporcional al estado actual de tensiones y no a 
los incrementos, de acuerdo a la 72 se tiene:
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dBx -  (¡V  • dX

y como se vió en A. 10;

(Fx  _  2 (p t-G y  
3

-  <7?

^  c/A [5~x ~ j ( G }  + G~z ) ]  (75)

Reemplazando las ecuaciones 74 y 75 en la 73: 

c t ¿ x = ± [ d f c -) > ( c t t r y +  d < £ )] +  |  d A [(r x - l ( ( T y  +  ( £ ) l  (76a) 

En igual forma pueden obtenerse d£y y d£.z :

c t ^ l c d t j y - M r z  +  d r ^ i + z  c /* [ o y -± ( 0 2 + < T x > ]
(76b)

j -f d O ^ - J (d fe -td Q y )]  ■+■ — d A  [  (T¿ -  (  Ú~x + & ?)] <76c)

Los incrementos de deformación tangencial están dados por:

¿ ¿ y *  s f e a t + c / ? ? * /  (77a)
y  £ 6 '

d ¿ z  = *  c /A  S > r (77b)
y 2G

¿ 4 x  =  -^ § 2 - 4  (77c)

Si el material endurece por deformación, la 72 puede escribirse 
en función de la tensión y  deformación efectivas para tener en cuenta este 
efecto. Para simplificar se considera la 72 referida a los ejes principales 
Por una propiedad de las proporciones:

f i /e f -  c /é /} 2 fe /tf / -  cte£> 2 C c /é f- d £ ,P)  2

(¿7-<¡2 )2 (fz-ai* ~ (r3-tr,)2
También la suma de los numeradores sobre la suma de los denomi-O

nadores mantiene la proporción d X y si se saca la raiz cuadrada de 
esta suma, el numerador es d e -p  (ver ecuación 35a, punto B.5)
y el denominador f 2 (T (ver ecuación 2 2 a, punto A .11), por lo tanto;

—  <d<f^ r-Zx-  <=> s\ (7g)
U

Como por 72c:

dA =r ~--X
<r¿

c /ó f
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comparando esta última con 78:

Análogamente:

d á -f <rx ' <79a>
Z ' o  —— '

2  ¿T

y  "  2  J r ~  y  < 7 9 b )

</<£•. J  - ^ V  (79c)
z  2  0~

c/ £ = 3 ! £ %  <79t»
'  2  (T

j / fi 3 c /F '* ? -  (79e)
a J y z = j ~ j j r

-a

j /  3 d á -  Z  (79f)

D .7. TEORIA DE LEVY-MISES

Si bien históricamente precedió a la de Prandtl-Reuss, didácticamente 
conviene enunciarla "a posteriori". La teoría de Prandtl-Reuss vista en el 
punto anterior considera un sólido elastó-plíistico. Teniendo en cuenta que 
las deformaciones elásticas alcanzan a un 0.5% como máximo, pueden ser 
despreciadas frente a grandes deformaciones plásticas. Esta es la idea de 
Levy-M ises, que constituye de hecho una simplificación de la expresión 73, 
que se transforma ahora;

-  a/ejt (8°)

Las expresiones 72 y 76 toman ahora para Levy-Mises la forma:

c/£x = d<?y = </<?£ _  c/y*s = cfSyz _  c / ^ ^  (81)

</\*' 0~y ú~J S x /  &zx

~ ~  c/\ [& x  -  ~  (O y + (82a)

^ ~  c/ á  L @~y — ~- ( (¡Z +  
3  *-

(82b)

c /  £z  = — dÁ [  (/]? -  (0~x +  üy )  1
z  3  2

(82c)

c / y  -  ^ ^  ¿ v / (82d)
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y las ecuaciones 79 quedan:

< /< $ < „ £  ¿ j i r j  
2- r  

¿ ¿ ^ 4  t r :

d / z i< = ^ s ( ±  S£X  
2  ¡ r

(83a)

f y = ^  U y  (83b)

c /é z = i  4 í -  <rJ  (83°)
2  (T

= (83d)
y  2  r

c/C=A dL ^  < 8 3 á >

y  2  t  J

(83f)

D .8 . TEORIAS DE DEFORMACIONES TOTALES

En contraposición con las teorfas anteriores, Hencky supone que 
las componentes de la deformación .plástica total son .proporcionales a 
las componentes desviadoras de tensión:

< f / =  ¿ r ;

/  es una cantidad escalar positiva durante la carga y cero en la descar­
ga.

Swainger también formuló una teorfa de deformación total, pero al 
igual que con la de Hencky, la observación experimental demuestra que 
conducen a errores muy groseros.

D .9 . CONDICION DE FLUENCIA PLANA

Es un caso particular del estado de deformaciones, tal que:
— Xzx ~ -̂ yz — Q y  (~~'K } j ^xy 

distintos a cero e independientes del eje z.

Supóngase el siguiente estado de fluencia plana referido a una 
terna principal: ¿y  y ¿ 3  distintos de cero e independientes de la 
dirección 2 , y =
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Si la ecuación 82 se toma respecto de esa terna principal, puede 
escribirse:

J A  *■ ) ] =  o

<rz  = ^ f o-3 + o ;)  <84>

En la dirección cuya deformación normal es nula, la tensión es 
igual a la semisuma de las otras dos. Reemplazando en la ecuación 6 8 a 
el valor de (J¿ _obtenido en 84, y teniendo en cuenta que para el criterio 
de Von Mises Q~ = Y , la expresión de éste para deformación cplana resul-

^  <85>

mientras que según Tresca, se tiene:

(Tj — a: y  (8 6 )

En general, los metales frágiles se acercan al valor del criterio 
de Tresca, mientras que los dúctiles se comportan más de acuerdo al de 
Von Mises. Analizando las ecuaciones 85 y 8 6 , surge la ventaja de adoptar 
un criterio único para fluencia plana dado por:

o ;  -  (T3 *  y S y

donde 1 $  /3  £  1.155, y el error máximo posible es de aproximadamente 
8%. ^

D .10. MODELOS REOLOGICOS Y ECUACIONES EMPIRICAS TENSION- 
DEFORMACION

Para dar solución a los problemas de deformación, suele recurrir-
se a modelos tensión-deformación idealizados. Los más importantes son:

(a) Perfectamente elásticos: La pendiente de la recta es el valor del 
módulo de Young (figura 35 a).

(b) Rígido, perfectamente plástico: Se comporta como rfgido hasta la 
fluencia, luego es perfectamente plástico (no endurece por deforma­
ción, figura 35 b).

(c) Rfgido-plástico con endurecimiento lineal: Rfgido hasta la fluencia, 
luego endurece con una variación lineal. La pendiente H mide el 
grado de endurecimiento (figura 35 c ) .

(d) Elasto-perfectamente plástico: Elástico hasta la fluencia, luego es 
perfectamente plástico (figura 35 d).

(e) Elasto-plástico con endurecimiento lineal: es el más completo de 
los expuestos. Hasta la fluencia es elástice y luego endurece lineal­
mente (figura 35 e ) .
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A los efectos de interpretar resultados experimentales y para la re ­
solución de problemas plásticos, es cómodo establecer funciones para las 
curvas tensión-deformación reales. Existen varias propuestas que se adap­
tan en mayor o menor grado según los materiales:

(a) Adoptar el modelo plástico endurecible, usando dos ecuaciones 
(figura 36)

1 . hasta la fluencia ^
2 . desde la fluencia 0~ =*■ M <5

(b) Ludwick propuso: ( f  = Y + HE m

La figura 37 grafica esta ecuación para m ' * l y O < f m < l .
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(c) Swift enuncia

Q*= C(A + £ )n para O ¿  n £  1

(d) La expresión de Hollomon que constituye una simplificación de 
la de Swift:

«T= c é  n

(e) Voce plantea una ecuación muy buena, pero muy compleja mate­
máticamente:

f  = A + (B -  A )(l -  e 'ne)

(f) El mismo inconveniente tiene la ecuación debida a Prager:

¿f = Y  tS h ( £  j £ )y
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E .5 4 .a . Inestabilidad plástica en compresión

4 .b . Consecuencia de la fricción en compresión

4 .c .  Ensayos especiales de compresión
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E .5 Ensayo de torsión

E . 6  Los ensayos mecánicos y sus posibilidades para la determinación 

de las características mecánicas "en Caliente"
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E .l .  OBJETO

La finalidad de los ensayos en la problemática del trabajado mecá­
nico, radica en la necesidad de determinar las características mecánicas 
de un material a través de la curva (T -  £• Con ello se procura relacio­
nar los estados simples de tensiones con los estados complejos propios de 
los procesos de conformado. No obstante esto, existen circunstancias 
(fricción, trabajo redundante, recristalización, etc.) por las cuales muchas 
veces se recurre a ensayos simulativos que tratan de reproducir las con­
diciones reales del proceso.

E .2 . INTRODUCCION

En este punto se revisan los ensayos más comunes; tracción, 
compresión y torsión, relacionándolos e indicando los inconvenientes que 
presentan: inestabilidad plástica y fricción . Como la mayoría de los pro­
cesos de trabajado de metales se efectúan por compresión, en E .4 .c  y
E .4 .e  se describen algunos ensayos especiales.

Por otra parte, si bien la velocidad de deformación no influye en 
forma considerable sobre la resistencia cuando el proceso es "en frfo" , 
no ocurre lo mismo cuando la deformación se produce "en caliente". Por 
esta razón en el punto E . 6  se analizan las ventajas y desventajas de los 
diversos ensayos para la determinación de las características mecánicas 
en caliente.

E .3 . ENSAYO DE TRACCION

La ejecución de un ensayo de tracción .generalmente implica la 
medición de las cargas aplicadas y de la variación de longitud, obte­
niéndose el diagrama carga-elongación (P -  A  j! , figura 38 a).

elongación = A  1 = 1 - 1

donde 1 es la longitud instantánea y 1Q el valor de la longitud inicial de 
referencia.

De este diagrama se pasa al de tensión-deformación convencional 
( vJc -  e , figura 38 b), modificando las escalas. La escala de cargas 
se divide por la sección inicial SQ y la de elongaciones por el largo ini­
cial 1Q.

G'c = fL  (88)

C  = (89)
/o
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P

Pmáx

A

Fig. 38 a Fig. 38 b

La tensión efectiva puede obtenerse con la expresión 22 a teniendo 
en cuenta que el estado de tensiones que corresponde a tracción es:

> 0 y (To = CT3 = 0 (figura 39 a ).

< r  {% -< % ) + íO ¡¡-crt )  j = < r ,

luego — p  (90)
(F= <Tf = 3 —

donde S es la sección instantánea.

Teniendo en cuenta que en rango plástico hay constancia de volumen 
se puede escribir:

S . 1 *  S_ . 1o o

reemplazando en 90:

< r =  o j  4 . = —
Jo *0 '“'O 

y teniendo en cuanta 88  y 89
s„ l  -5„ 4

38

^  = (Tc (  1 )

<r T }  So
(91)

(92)

La ecuación 91 permite obtener (7~ en función de las magnitudes 
medidas al realizar el ensayo y la geometría inicial de la probeta. La 
expresión 92 muestra que para igual alargamiento, la tensión efectiva
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es mayor que la convencional ( Q~ >  ).

Fig. 39

Para hallar la deformación efectiva se recurre a la expresión:

(93)

En los casos en que la aproximación de Levy-Mises es suficiente 
(punto D .7, ecuación 80):

- / 3
2 O2 -O3 -01

3
2 O3 -■ G~/ - Oz

c /ó  f = ± . c¿ \ CT/ 
3

c/e2 c/A  (T,
3 /

^ 3  -  -  j  c /a  a ;

'2  = -  £ 3 = 4 - (94)

El círculo de Mohr de deformaciones se aprecia en la figura 39 b. 
Reemplazando los valores de ¿ 2  Y ^ 3  en función de en la 93:

* y  /  u  4 , 'k'o

Esta última ecuación permite (en forma similar que la expresión 
91 para ( f  ) calcular en función de la longitud inicial e instantánea 
de la probeta.

Si se tiene en cuenta la teoría de Prandtl-Reuss (pun*:o D .6 , ecua-
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eión 76), las deformaciones plásticas estarán dadas por:

1  -  5  
£

En lo que sigue se despreciarán las deformaciones elásticas 
aceptándose en consecuencia la teorfa de Levy-Mises (ecuación 94).

__ _  La figura 40 muestra las curvas convencional ( (J c-e ) y efectiva 
( (T- ¿ i ) para el ensayo de tracción. El punto A' es el correspondiente 
del A sobre la curva tensión-deformación efectiva y lo mismo ocurre con 
B ', C1, etc.

Las máquinas de ensayo modernas poseen dispositivos que parmiten 
obtener directamente las curvas tensión-deformación real.

F i g . ^ O
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E .3 .a . EL ENSAYO DE TRACCION Y EL PROBLEMA DE LA INESTA­
BILIDAD PLASTICA

Por lo visto hasta aquí parecería sencillo obtener la curva tensión- 
deformación efectiva a partir del ensayo de tracción. Sin embargo, la apa­
rición de la estricción con deformaciones relativamente bajas impone una 
seria limitación. En efecto, a partir de allí las deformaciones se localizan 
en el "cuello" y aparece un estado triaxial de tensiones que dificulta la 
evaluación da (T y <£ , ya que dejan de tener validez las fórmulas 93 y 94.

En la curva P -  A l ,  para deformaciones que dependen del material 
(en los aceros de bajo carbono recocidos entre el 20 y el 30% convencio­
nal), la estricción se produce para el valor de_la carga máxima, vale de­
c ir  cuando dP = O (Figura 38 a). Como P - (J~ . S:

<dP __ d ( T " <5  ̂ <d 5 (J~ _ q

¿/cf “ dé

c d f  < _ _  c / 5  ( f 1 

J cf c/ £'
La ecuación anterior permite interpretar que la estricción se produce 

cuando la velocidad instantánea de incremento de fuerza, necesaria para 
producir mayor deformación debida al endurecimiento, se hace igual a la 
velocidad instantánea de variación de fuerza que la sección deba resistir 
por disminución de área.

E .3 .b . EVALUACION DE LA TENSION Y DEFORMACION EFECTIVAS 
DESPUES DE LA ESTRICCION

Se ha visto que luego de la estricción el estado de tensiones deja 
de ser uniaxial y por lo tanto deben hallarse otras expresiones que permi­
tan calcular O-  y £  . Para resolver este problema puede utilizarse el 
trabajo de Bridgman o el de Davidenkov y Spiridonova.

Puesto que se produce un estado triaxial, G" deja de ser la tensión 
axial y para una probeta cilindrica pasará a ser una función:

¡j = y ( u r , Jq i )

Además como , Ü~r ; 0p ; (Tz , no se mantienen constantes en la 
sección transversal mínima, la solución debe darse en función de paráme­
tros medibles tales como: la tensión axial media ( CTz)prom Y *a geometría 
de la estricción.

El análisis de Bridgman involucra las siguientes hipótesis:

(a) El perfil de la estricción es circular de rad'.o R (figura 41 a).
(b) La sección dsl cuello se mantiene circular de radio a (fig. 41 a).
(c) Se supone válido el criterio de Von M ises.
(d) Las deformaciones en la sección transversal mínimp se mantienen
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constantes.

Planteado el equilibrio de fuerzas en dirección radial (Fig. 41 b):

-  s . « c s f c c f ! )
?

h -  + £L [ lo¿ rc/f ') - tas <t 1 -3 57 /
*  (Tr + — -  h

fQ ^ i

'Je y  T (t 
'ftFig. 41 a Fig. 41 b

(01 m  )sen v ¡'(rt¿f) de.dr + (!Tr + $$¿ dr)(rrc/r) d e ./,' -

r .  /  .r  efe - (&e ócfr) &) h ■ Jr  =  o
Reemplazando h y h' en función de los datos de la geometría de la 

estricción (figura 41 a) y despreciando infinitésimos de orden superior:

Como por simetría es d£p= d ¿Lq , aplicando Levy-Mises resulta

4 “7  * 2

f , <3 í~~ r  ) 7 _ o

CT¡- = CT¿ Por lo que

(9G)
‘2 J r

Tratándose de un estado cilindrico ( Ur = (j¿ (7̂  ), Ia ecuación 22 a 
queda:

-  u~/~
(97)

luego, si se reemplaza en la ecuación 96, se separan variables y se o r ­
do na:

r <Jry
r 2 -2  <3 / ?  -  a 2

Integrando e introduciendo la condición de borde en la superficie: 
r a; ífr  O:

°r ij yin (
K -  r

<3
)

De acuerdo coa la ecuación 97 resulta:

j  ~t~ (Tr (98)■T [  /  +  &  f S ± ]
__ <?t1 >€?

expresión que vincula CTcon \j~, . Como JZ* no es medible porque varíaA
en la sección se recurre a:



" ¿L. *r  -  /<* c3  ¿ v*:/fw m  = ^ y/ /
t"  ̂ -—:

Reemplazando la expresión 98 en la 9ü, integrando y despejando 1; :

( £¿r )prom F(T  = -

donde:

Jn f  /
<?

2 R ) ]
-1

(100)

(101)

La evaluación de la ecuación 100 implica la medición de los radios 
de la sección y perfil instantáneos de la estricción. En 1946 Davidenkov y 
Spiridonova modificaron ligeramente el factor de corrección de Bridgman, 
obteniendo: *

c3
T r

) (102)

luego

Como se aprecia en la figura 42 los valores de Cg y C^ (ecuaciox 
nes 101 y 102) difieren cada vez más a medida que aumenta a/R ., o sea 
cuando la estricción se hace más localizada.

El mismo Bridgman en 1950, determinó el coeficiente de correc­
ción para probetas planas: ;

% ,  _ _  % . ,  JA

'3 ?/?

La determinación de la deformación efectiva se efectúa teniendo sn 
cuenta que cuando se produce la estricción, las deformaciones dejan de 
estar uniformemente distribuidas a lo largo de la longitud de referencia 
para localizarse en el cuello.

Si se toma la región infinitesimal de diámetro mínimo (figs. 48a y
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b) donde se producen las mayores deformaciones, por constancia de volu­
men: JT. ~ constante

Fig. 43 a 

diferenciando la última expresión:

«3 /  'c/a y- <//=■ 0

Fig. 43 b

c/ci

integrando:
, /

£n A
/ c c/0 c3 &

siendo

9

y teniendo en cuenta que es válida la ecuación J94, puesto que la sección 
se mantiene circular.

f  =  < f = 2  Jff —
/>

E .3 .C . DETERMINACION DEL PUNTO DE INESTABILIDAD PLASTICA 
EN EL DIAGRAMA TENSION-DEFORMACION EFECTIVA

Para determinar donde se produce este punto de inestabilidad 
plástica en el diagrama tensión-deformación real, que en tracción coin­
cide con el tensión-deformación efectiva, como se vió, se supondrán 
despreciables las deformaciones elásticas.

La carga as da acuerdo a la expresión 90:

<r. s

¿  P  = tr . cJ Si -t- S . cScr
Como para el panto de inestabilidad plástica es dP = O 

c /S  c/CT

luego:

5
(103)

Por constancia de, volumen:
.! i 

SQ . /  -  h /  = constante

s . d J + /  - = 0
c h  _  ¿ i  

/

(104)
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Reemplazando 104 en 103:
Y  = —

<r
v como al diferenciar la expresión 95:

i2' /  = J S
resulta;

c /
d é

= 0~ (105)

que es la condición de inestabilidad plástica, como muestran las figs.44a y 
b.

~t>£ rft/rsfsiJft/l/DAO
Fig. 44 a

¡r
T

ó

*  \ /

Fig. 44 b

Para aquellos materiales a los que se adapta el modelo de Hollomon 
(ecuación 87, punto D.10), de la condición 105 surge una importante conclu­
sión. En efecto, reemplazando la expresión de Hollomon en 105:

c /f  C = <T = C £ ” .\
c /Z  ~ ~De manera que cuanto mayor sea n, mayor será c. hasta la

estricción, o lo que es lo mismo, cuanto mayor sea n mayor será la 
deformabilidad de un material antes de producirse la estricción.

En la Tabla I se citan valores de C y n para algunos m ateriales.
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TABLA I
'

CONSTANTES DE LAS CURVAS TENSION-DEFORMACION

(Thomsen-Yang-Kobayashi, "M ech.of Plástic Deformation",p.87)

C

MATERIAL Kgr/m m 2 n

Acero 0.05%C 54 0.26
Acero 0.6%C. Templ. y rev. a 540°C 160 0 . 1 0
Acero 0.6%C. Templ. y rev. a 700°C 125 0.19
S .A .E . 1010 recocido 70 0 . 2 0
S .A .E . 1112 recocido 77 0.19
S .A .E . 1112 trabajado 77 0.08
S .A .E . 4135 recocido 103 0.17
S .A .E . 4135 trabajado (Re 18) 1 1 2 0.14
S .A .E . 4135 trat.term . (Re 26) 142 0.09
S .A .E . 4135 trat. term. (Re 35) 170 0.06
S .A .E . 4330 recocido 66 0.15
Al. 6961 recocido 21 0 . 2 0
Al. 6061 envejecido 42 0.05
Cobre recocido 32 0.54
Al. 2024 sol. 73.5 0.09
Latón 70/30 recocido 91 0.49

NOTA: determinados a 20° C y - 1%/seg.

E .3 .d . EFECTO DE LA PRESION HEDROST ATICA SOBRE LA INESTABI­
LIDAD PLASTICA

El hecho de superponer a una tracción pura una compresión hidros- 
tática (-P^), corre el panto de inestabilidad plástica hacia mayores defor­
maciones. En efecto, en tracción pura se tiene (figura 45 a):

- J
i/-, = u,J3

Si se le superpone una compresión hidrostática de magnitud p  ̂ (fig. 45 b):
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Üjp S — P - - Pr

donde P^ es la carga axial total sobre la superficie S. En el punto de 
inestabilidad plástica se cumplirá entonces dPT = O:

cfs =0c / = S . c / 

C/ Í5/7

07 10

+ o;p

Js
5

que de acuerdo con 104 resulta:

07p

(106)

Puesto que se trata de estados cilfndricos de igual (T (sus círculos 
de Mohr son de igual magnitud, sólo que corridos a lo largo del eje (Tn ), 
resulta al reemplazar ambos estados de tensiones en la ecuación 22  a:

r  -  67p  t  p /,

luego:

reemplazando esta expresión en 106:

F - f t ,

La interpretación gráfica ie ‘la ecuación 107 se aprecia en las 
figuran 4<’> a y b.

(107)
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definitiva, si bien a bajas presiones (menores de 1 0 0 0  atm.) 
la presión hidrostática no modifica los valores de fluencia (Punto D .3), 
corre el punto de inestabilidad plástica, punto que como se vió, es uno 
de los grandes problemas que se presentan en el trabajado cuando hay 
esfuerzos de tracción.

E .4 . ENSAYO DE COMPRESION

Se iniciará el análisis del ensayo de compresión de manera sim ilar 
a como se efectuara con el de tracción.

Asf, del diagrama carga-acortamiento (P -  A h ), se pasa al con­
vencional dividiendo la carga instantánea por la sección inicial y los co ­
rrespondientes acortamientos por la altura inicial.

(108)

(109)

Fig. 47 a Fig. 47 b

lia tensión efectiva se obtiene reemplazando (Tj -  -  O 
y < O (figura 47 a) en la ecuación 22 a;

< r=  oz = —  (n o)
3 s
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Por constancia de volumen:

_S = S' h¿>

A
y reemplazando en 1 1 0 :

g= _ _p_ _h___P   ̂ he - Ah j =  ̂/_ A h

■$o h0 ~5c h0
)

Teniendo en cuenta 108 y 109:

¿ f  ,  (Tc ( / - < ? )

( n i )

(112)

La ecuación 111 permite obtener 0~ en función de las magnitudes 
medidas al realizar el ensayo y la geometría inicial de la probeta. La 
expresión 1 1 2  muestra que para igual acortamiento la tensión efectiva es 
menor que la convencional ( (T¿ (Je )•

Procediendo en forma_anák>ga a como se planteó en tracción en el 
punto E .3 , se obtiene, para £  (figura 47 b):

/
)

/
/ ' (113)

he h n°  "0 _

Con esta última ecuación se puede calcular £  en función de la altura ini­
cial e instantánea de la probeta.

Si se deseara considerar las deformaciones elásticas, aplicando la 
teoría de Prandtl-Reuss (Punto D .6 , ecuación 76), las deformaciones 
plásticas resultarían:

- . H
h0 ¿

En la figura 48 se han superpuesto las curvas convencional ( -e)
y efectiva 

(f

60

.30

( f - £  ) para el ensayo de compresión 

' Oc tKgr/mm ]

ACc/?C O.C4% C

Fig. 48

cr
<¿T0;2 04  06 0 6 J.O f Z  },4 

A posar de su aparente sencillez, el ensayo do compresión tiene 
do:- inconvenientes fuiulímiontiilp ::
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(a) La inestabilidad plástica,asociada a la geometría de la probeta, 
conocida como "pandeo". A diferencia de la estricción en tracción, 
el pandeo puede evitarse con una geometría adecuada.

(b) La fricción desarrollada entre probeta y mordazas hace que el en­
sayo no sea uniaxial y que las deformaciones sean inhomogéneas, 
restándole validez a las fórmulas vistas.

E .4 .a . INESTABILIDAD PLASTICA EN COMPRESION

Se define a la relación de esbeltez:

¿  =  4 -
i

donde h es la altura de la probeta e i el radio de giro de su sección trans­
versal S (fig. 49):

(114)

\
\
\
t
11
1
/
/

1
í-.

f e» í .

y  ^

■ 2r

(115)

Fig. 49

siendo J el momento de inercia de la sección.

Para el rango plástico, la condición de pandeo se expresa por una 
ecuación análoga a la de Euler en rango elástico:

h 2
siendo Pcp la fuerza crítica de pandeo y E' la pendiente instantánea de la 
curva CT-f .

Reemplazando J por su valor extraído en 115 queda:

-------- j s ------
y la tensión crítica de pandeo ( ) teniendo en cuenta la 114, resulta:

7T £

X 2 (116)

Para que no se produzca pandeo la tensión aplicada ( (T¿¡p ) debe Ser 
menor que la tensión crítica de pandeo:

/ /

J 2
(117)
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Si el material sigue el modelo de Hollomon:

(118)
— _  n(T = C £

. /  Í7~ _ )̂
entonces: £  _  & — /7  C £  (119)

c/cf

Reemplazando 118 y 119 en 117:

f  y  n/  <  - ^ r  ,1 2 0 ,

En estos materiales el pandeo se evitará cuanto sea n Y 
menores A y ? ,  Como para una sección circular J = —|-----  , reempla­
zando en 114 resulta:

, 2  h 
r

lo que demuestra que el pandeo se evitará cuanto menor sea la relación 
altura diámetro.

En general, el problema puede presentarse en el encabezado por 
forja (upsetting) , peró se evita disminuyendo el coeficiente de forma h0 /d 0 
a 3 como máximo.

E .4 .b . CONSECUENCIA DE LA FRICCION EN COMPRESION

En una probeta cilindrica comprimida, sus superficies libres se man 
tendrían paralelas, como muestran las figuras 50 a y b, pero la fricción 
no permite que la zona de contacto mordaza-probeta fluya libremente, e - 
fecto que se va atenuando hacia la zona central con lo que la probeta pre -  
senta una forma de barril típica del ensayo de compresión con fricción 
(figura 50 c ) .

7 / / / ^ W
1

(a) (b)

Fig. 50

Si se comprime una placa de altura h, como se indica en la figura 
51 a, y se estudia el estado de tensiones en un elemento de ancho dx, 
ubicado a una distancia x del borde de la mordaza de compresión (figura 
51 c), se obtiene la siguiente condición de equilibrio para un ancho unita­
rio , si se admite que (T  ̂es uniforme en todo el alto:

0 fa - (  ¿5 y- h +  ̂<?T c/x -  O

-/ ? . C/O3  ■+ 2  &>. c/ x = 0  ^
Para poner esta ecuación diferencial en función de la tensión impues-
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ta se aplica la loy Amontona ¡

~ ^7 (1 2  2)
De la figura 51 a se desprende que <f-2 = 0 debido a que el material 

libre de tensiones a ambos lados de las mordazas impide los desplazamien­
tos en la dirección 2. De acuerdo a lo visto en el punto D.9 se trata de un 
caso de fluencia plana para al cual (j~2 = 1-  ( (3”'| ) y la condición de 
fluencia queda establecida por:

(123)<7 -<r3 . z  *

donde: k = Y /2  si se adopta el criterio de Tresca o 1.155 Y /2  para Von 
M ises.

< r , ~

r ,\

Fig. 51

Diferenciando la ecuación 123:

c /Q ¡- = O c/(JJ=  c /  <JJ (124)

Introduciendo las ecuaciones 122 y 124 en 121:
2 y¿t 0^ — h d  (7/ =  O

h  ¿ r

m l 4 ±  +  c  
/? (125)
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La constante de integración puede obtenerse de las condicionas de 
borde, para x = 0 es (To, = 0, y por lo tanto de 123 resulta:

= 2k y C = ln  2k

Con lo que la ecuación 125 queda:

-  2  / .  h i126)

Esta función es válida hasta el centro de la mordaza. A partir de allf la 
curva es simétrica puesto que se invierte el signo de . En la figura 51 
b se ha graficado la expresión 126. Se. observa que (¡^ aumenta con x como 
consecuencia de la fricción .

La variación de con x puede obtenerse de la expresión 123:

0~3  = ¿ 7  -  2  ¿

La ecuación 126 corresponde al caso de fricción "con deslizamiento ' 1 
que tiene lugar siempre que “Ck condición para la cual es suficien­
temente aproximada la solución obtenida, tanto más cuanto menor sea J). .

De la observación de la figura 51 b se concluye que la existencia 
de fricción en los ensayos de compresión provoca estados complejos de 
tensiones con  distribución no uniforme en la sección.

E .4 .C . ENSAYOS ESPECIALES DE COMPRESION

Debido al problema de la fricción, son varios los ensayos en los 
que se ha procurado minimizar su efecto. A continuación se describirán 
someranente algunos.

(a) Mayer y Mehl (1925) : Su método consiste en colocar tres probetas 
del mismo material, tal como se indica en la figura 52 a. El coe­
ficiente de forma inicial es hQ/d 0  igual a 2 .5 . Para evaluar resul­
tados las mediciones se efectúan sólo en la probeta central. Da 
resultados satisfactorios mientras las deformaciones son pequeñas 
(Figura 52 b), pero cuando el cono rígido toca la probeta central 
(Figura 52 c), ésta también se abarrilla. Considerando lo difícil 
que es alinear las tres probetas, este tipo de ensayo no tiene 
mucha .aplicación.

/ / / / / / / * / / / / / / / /

Fig. 52 a

y / / / / / /

7777ty//////s
Fig. 52 c
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(b) Siebel y Pomp (1928) : Siebel calculó el valor de ^para una pro­
beta cilindrica comprimida entre dos conos de ángulo C*(fig. 53):

(127)

Fig. 53

donde -  ángulo de roce - are. tg .jx

Cuando oi = , la ecuación 127 queda <3” =  2k eliminándose el 
efecto de la fricción .
En general los resultados son satisfactorios para reducciones hasta 
el 40%. Para valores mayores surgen problemas por la inhomogenei 
dad en la deformación introducida por la matriz cónica. Además se 
nota la influencia de la relación h0 /d Q (por lo que generalmente se 
toma igual a 2.5) puesto que se introduce otro problema en la com ­
presión como se verá en c).

(c) Cook y Larke (1945) : Para eliminar la influencia del coeficiente de 
forma hQ/d 0  , tomaron distintas probetas con distintas relaciones 
d0 /h 0  obteniendo las curvas de la figura^54 a. En base a ellas 
trazaron Q~ en función de d0 /h Q para < S  = Constante (figura 54 b ), 
extrapolando los valores a dQ/h 0  = 0 y obteniendo asf una curva 
ideal llamada "curva tensión-deformación básica". Esta curva, para 
una probeta hipotética de altura infinita, no tendría los valores de 
la tensión afectados por el roce. Los valores que da son menores 
que los obtenidos por ensayos convencionales.

Fig. 54 a Fig. 54 b
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E .4 .d . COMPRESION EN FLUENCIA PLANA

De los cases de fluencia plana, interesa aquf en particular aquél en 
que el material es libre de fluir en una dirección, la 3 por ejemplo y por 
lo tanto 6*3 = 0 , pero el flujo es restringido en otra dirección, supóngase

La condición general de fluencia plana se analizó en el punto D .9. 
Como en nuestro caso particular es ahora CHj ■= 0, de acuerdo con la ecua­
ción 84 el estado de tensiones aplicado es tal que:

<r2 . ¿ r ,
Por otra parte, el criterio de fluencia de Von Mises en deformación 

plana dado por la ecuación 85 queda:

7 ¡  (128)
O

Además, siendo d <£2 = 0, por constancia de volumen (ecuación 33, punto 
B .4): -d <5 ]_ = d é  . Teniendo esto en cuenta puede calcularse el incre­
mento de deformación efectiva (ecuación 35a, panto B .6 ):

<S<?t (129)
/3

Orowan propuso un ensayo para poder verificar la condición de 
fluencia plana, que realizaron en 1948 Watts y Ford. Consiste en una 
indentación con una matriz de acero templado de ancho L, en un fleje
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El ancho w del fle je , conviene que sea suf i cíente mente mayor que 
L para asegurar que el ensanchamiento lateral sea despreciable.

La presión de indentaeión p guarda una relación con el valor 2k, 
que es también en este caso función da la geometría del proceso. Siendo 
k la tensón de fluencia por corte del material según la teorfa de Von 
Mises, resulta 2k *= 1.155 Y. Según la expresión 128:

^ -  —  y/  -  —  r  ~ 5

donde P es la carga aplicada sobre la sección de contacto S. De acuerdo a 
la ecuación 129:

,  JL ^  —
~ /í  '  ~ /3  * ,

Hill y Green proponen dos soluciones, una definida para valores de 
h /L  >1 y la otra para valores de h /L  •<£ 1 respectivamente.

Según Hill (Figura 57 a), si h es demasiado grande, la presión de 
indentaeión excede la tensión de fluencia. En el límite cuando h es infinito 
el proceso se convierte en una indentaeión de un simple punzón y la pre­
sión de indentaeión es igual a 2.57 veces la tensión de fluencia 
(p/2k - 2.57). Esto se puede demostrar por medio de los campos de líneas 
de deslizamiento.

En la solución de Green (figura 57 b), cuando h /L  1, 1 /2 , 1 /3, 
e t c ., se desprende del campo de líneas de deslizamiento que p «s. 2k. En 
el caso que h /L  no corresponda a un valor recíproco de un número natu­
ral positivo, por interacción de los conos rígidos p /2k /  >  1 , con errores 
que pueden llegar al 4%. Esto ocurre para valores de h /L  comprendidos 
entre 1 y 1 / 2 .
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E .5 . ENSAYO DE TORSION

Es uno de los ensayos menos usados en la práctica para la deter­
minación de la3 características mecánicas en frío . Sus inconvenientes son:

(a) Si se efectúa sobre una barra sólida, la tensión será función de la 
distancia al eje, por lo que puede no producirse fluencia en toda la 
sección, o en caso de que asi sea será inhomogénea. No obstante 
se lo usa para la deformación en caliente.

(b) Si. se trabaja con tubos de paredes delgadas, la textura (producida 
durante el proceso de trafilación .para obtenerlos) modifica los valo­
res . Sin embargo se utilizan para verificar los criterios de fluen­
cia, combinando torsión con tracción y /o  presión interna.

La figura 58 ministra un tubo de pared delgada, de radio medio r m 
y espesor de pared t.

Gqz se puede obtener a partir de la expresión del momento torsor T:

Fig. 58 

Siendo la tensión efectiva:

y como crr  = (j~g = 0~¡- =  ~  = & * resulta:

T = S e z 2 W r ^ .t

La deformación efectiva se obtiene de la expresión:



86

/o  /
/ 3  / 3  2  / 3  J

Si se deseara considerar las deformaciones elásticas, aplicando
Prandtl-Reuss (punto D .6 , ecuación 76), la deformación efectiva plástica 
resaltaría;

-  Z3 s
G

E .6 . LOS ENSAYOS MECANICOS Y SUS POSIBILIDADES PARA LA 
DETERMINACION DE LAS CARACTERISTICAS MECANICAS 
"EN CALIENTE"

Mientras que en la deformación en frfo, la tensión efectiva depende 
de la deformación efectiva alcanzada, en los procesos "en caliente" como 
ya se indicó en E .2 , la resistencia a la deformación es función de la tem­
peratura, la velocidad de deformación, la magnitud de la deformación y la 
historia previa del material. Esto exige que en caliente la determinación 
de (T deba efectuarse en los rangos de temperaturas, velocidades de de­
formación y deformación propias del proceso de conformado de interés. 
Además, si bien en algunos procesos la deformación total se efectúa en 
una sola etapa (extrusión por ejemplo), en otros esto se logra en etapas 
sucesivas (laminación). Durante los periodos entre etapas de deformación 
tienen lugar en mayor o menor grado recuperación de propiedades y /o  
recristalización, que afectan a la resistencia a la deformación de las eta­
pas siguientes. Esto obliga a que el método de ensayo sea tal que permita 
simular los ciclos de deformación propios de la determinada operación 
práctica de interés.

A sf, si bien muchas veces se prefiere estudiar un proceso mediante 
ensayos de laboratorio que reproducen en escala reducida el caso real, es 
precisamente el hecho de depender la resistencia a la deformación en calien 
te de la historia previa del material, lo que puede imposibilitar económica­
mente tal estudio. En efecto, en aquellas operaciones de conformado que se 
realizan por etapas de deformación, como en el caso de la Laminación, las 
exigencias de equipos para reprodicir exactamente los tiempos entre etapas 
son prohibitivos.

Otra circunstancia que debe tenerse en cuenta es la necesidad de 
poder efectuar enfriamientos rápidos, a los efectos de retener a tempera­
tura ambiente la estructura de alta temperatura para su estudio, y asf 
interpretar lo que ocurre con la misma durante la deformación. Esta es 
una situación que se complica cuando en el enfriamiento hay cambios de 
fases (acero, por ejemplo).

No debe olvidarse además que a los efectos de no introducir
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alteraciones en la composición química, las operaciones deben realizarse 
en atmósfera inerte.

A continuación se indican en forma rápida las principales ventajas 
y desventajas de cada uno de los ensayos clásicos (tracción, compresión 
y torsión) para la determinación de las características mecánicas en 
caliente.

Ensayo de tracción

En primer lugar, los equipos convencionales normalmente no son 
aptos para reproducir las velocidades por lo común elevadas de los dis­
tintos procesos industriales, de maneara que se necesitan equipos especia­
les . Además a los efectos de tener <£• constante, el desplazamiento entre 
cabeceras debe ser tal que:

^  ___ c¿  /  _ £  i „  J _ —  -  conSTAf/rn
-  < / t (  / .  y  *  ( ’

Esto se logra con distintos sistemas entre los que se incluyen levas de 
perfil logarítmico.

La ley 130 sólo es válida hasta la estricción, lo cual ocurre para 
deformaciones naturales de aproximadamente 0.7 (100% de elongación) .
De allí en adelante hay que considerar la deformación real en la sección 
mínima, de modo que para mantener ¿  , constantemente los desplaza­
mientos entre cabeceras a partir del punto de inestabilidad plástica, deben 
cumplir:

c / ¿  -  -  7
.5 d t

que resulta de reemplazar d J¡/^ _de 104 en la 130. Blain y Rossard con 
este método han obtenido curvas 0” -  ¡£ para distintas velocidades de defor­
mación constante hasta deformaciones de alrededor de 2. El método, de 
por s í complicado, necesita además las correcciones de CT después de la 
estricción (Punto E .3 .b ).

Ensayo de compresión

También en este caso, como en tracción, la única manera de obte­
ner velocidad de deformación constante, es imponiendo que el desplaza­
miento entre cabeceras siga leyes logarítm icas.

Además, para minimizar los efectos de la fricción debe recurrirse 
a lubricantes, lo cual también complica el ensayo por el problema que 
significa lubricar a alta temperatura.

Trabajando con probetas axisimétricas pueden obtenerse curvas 
hasta £  = 0.7 (50% de reducción en altura), punto en que comienza el
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abarrilamiento. Como el área de la probeta crece continuamente los es­
fuerzos necesarios resultan muy grandes. En compresión plana en cambio 
el área permanece constante. Esto hace que puedan alcanzarse deformacio­
nes de hasta aproximadamente 5, sin necesitar por otra parte equipos de 
excesiva potencia.

Ensayo de torsión

Si bien el ensayo de torsión es uno de los menos usados para 
determinar características en frfo, en caliente en cambio, tiene ventajas 
sobre los anteriores.

En efecto, simplemente con velocidades de giro constantes de la 
cabecera móvil, se inducen velocidades de deformación constantes en 
cualquier región de la probeta, pudiéndose a veces alcanzar deformaciones 
reales muy grandes (de varios cientos). Además se puede operar con una 
amplia gama de modo que es posible reproducir las altas velocidades de 
deformación de los procesos rea les. A esto debe sumarse el hecho de no 
existir problemas de fricción.

Aunque teóricamente el proceso debiera efectuarse sin variación de 
las dimensiones de la probeta, lo cierto es que por causas que se ignoran, 
algunos materiales se acortan (la mayoría de los aceros) y otros se alargan 
(aluminio) durante el ensayo. Esto obliga a aplicar cargas axiales para man­
tener la longitud constante, por lo que las tensiones no son más de corte pu 
ro. Trabajos realizados en la Universidad de Stanford han comparado los 
resultados con probetas axialmente libres de deformarse y probetas con 
cargas axiales, llegándose a la conclusión que el primer caso permite un 
análisis mejor de los fenómenos que el segundo.

En el Punto E .5 ya se adelantó que el ensayo de torsión en caliente 
se realiza con barras m acizas. La razón de ello es que pese a que la ten­
sión de corte varía con el radio, si se usan tubos de pared delgada sólo 
se alcanzan deformaciones pequeñas, porque el tubo entra en inestabilidad 
plástica (se abolla). Se pierde entonces una de las principales ventajas de 
este ensayo (grandes deformaciones).

Las tensiones y deformaciones inducidas en una barra torsionada se 
obtienen de:

Como puede apreciarse en 1 3 1 , es lunclón del radio. Igual cosa ocurre 
con . El problema que surge es que 2? depende a su vez de ¡f y y  , y 
por lo tanto del radio, desconociéndose la función que los vincula. Esto 
implica que no puede recurrirse en forma inmediata a la expresión 132 
para obtener G .

(131)
2 ¿

(132)



89

Fiéis y Backofen encontraron para el caso en que £• es función de 
/ y  ^ , la siguiente relación:

r '  T  Í 3  -t- m  +  n  )

*  =  2  7T
Donde es la tensión de corte en la superficie, m es la pendiente de
la curva log T -  log 9 a 9 constante, y n la pendiente de log T -  log 9 a 
9 constante.

A las temperaturas de trabajado en caliente y en régimen estaciona­
rio es m = 0. Blain y Rossard trabajando con aceros en esas condiciones, 
determinaron que en la mayorfa de los casos n es independiente de 9 y 9, 
excepto para un acero ferrftico con 25% de crom o, para el cual a cierta 
temperatura n cambia brúscamente de valor en un determinado 9 (figura 60).

15
X
vi _

k c.5 
$

6

La Tabla II da los valores de n para las distintas temperaturas y 
materiales determinados por Blain y Rossatfd, con probetas de 6 mm. de 
diámetro y 50 mm. de longitud.

En definitiva, de lo dicho se desprende que el ensayo de torsión es 
el más adecuado para determinar características en caliente, siendo con 
este fin objeto de particular atención en los últimos años. Puesto que per­
mite obtener una amplia gama de velocidades con & constante parece fac­
tible reproducir con él procesos discontinuos. En efecto Blain y Rossard 
han realizado trabajos tendientes a simular las condiciones de laminación, 
pero últimamente Sellars y McTegar establecieron que la recuperación y 
recristalización dependen de las tensiones máximas inducidas y de la natu­
raleza de las m ismas.
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TABLA H

MATERIAL Temperatura n 7-  (Kg/mm2) 
R

Acero 0.25%C 900 0.10 7.4
1000 0.17 6.0
1100 0.17 4.2
1200 0.19 3.1

Hierro Armco 1100 0.17 3.9

Acero Extra Duro 1100 0.17 4 .2

Acero 0.85%C 1100 0.16 3.1

Acero 1.2%C 1100 0.14 3.5

Acero Inox. 18/8 900 0.07 9.8
1000 0 . 1 1 8.3
1100 0.16 5.6
1200 0.20 4.7

Acero 25% Cr 900 0 . 2 4  y  0 . 1 6 6.5 y 5.1
1000 0.24 3.3
1100 0.25 1.9
1200 0.26 1.3

Acero 4% Si 1100 0.24 1.5


