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El propdsito de este trabajo es resolver dos tipos de
problemas sobre la penetracibén de iones energéticos en soli-
dos amorfos por medio de la teoria de transporte.Ellos estéan
caracterizados por el hecho que las soluciones cxactas dc sus
ccuaciones de transporte son dificiles de obtener , por lo
tanto debemos recurrir a funcionales variacionales para mejo-
rar los resultados si utilizamos soluciones aproximadas. Adque-
llos problemas son : la retrodispersién de Rutherford andmala
v la transmisién de moléculas diatémicas a través de liminas
delgadas. En el primero de ellos la dificultad surge de la
correlacién entre las dispersiones que existe para aquellos
iones que son retrodispersados con dngulos de dispersién cer-
canos a los 180° y vuelven hacia el vacio por casi la misma
trayectoria que atravesaron en el camino de entrada. En ¢l
seqgundo, el principal problema lo constituye la repulsidn
Coulombiana enire los fragmentos moleculares y la dispersidn
mdltiple las que no pueden ser tratadas simultdneamente, al
menos de una. manera simple.

El Capifitulo 1 contiene una breve introduccién a las fun-
cionales variacionales aplicadas a problemas de transporte,
Los Capitulos 2 y 3 estdn estructurados de la misma manera :
luego de unas secciones donde se introducen los conceptos
hdsicos y los mds importantes mecanismos ?isicos involucrados,
nosotros dedicamos un par de sccciones a la derivacidn de la
ccuacidn Jde transporte y a mostrar el camino seguido para
oltener una solucidn aproximada la que luego se introduce cn
una adecuada funcional variacional. Finalmente, discutimos los
rasultados de nuestro cdlculo y los comparamos con datos expe-
rimentales. Comentarios y conclusiones son ofrecidos al final

de cada capitulo.



ABSTRACT

ft is the aim of this work to solve two kinds ol problews
about energetic ions penetrating in solids by using transport
theory. They are characterized by the fact that thoe c:zact solu-
tions of their transport equations are difficult to obtain,
therefore we have to resort to variational functionals in
oriler to improve the results if approximate solutions are usad.
Those problems are : the Rutherford backscattering ¢nhancene:ne
and the transmission of diatomic molecules through thin solid
films. In the first of them, the difficulty arises from the
scattering correlation that exists for those ions which back-
scatter at nearly 180°scattering angles and return to the
vacuum through almost the same trajectory traversed in the in-
coming path. For the second, the main trouble is constitutcd
by the Coulomb repulsion between the molecular fragments and
the multiple scattering which can not be treated simultancous-
ly , at least in a simple manner.

Chapter 1 contains a brief introduction to the varia-
tional functionalsapplied to transport problems , Chaptoers 2
and 3 are structured in the same fashion : after introductory
sections where the basic concepts as well as the most important
physical mechanisms involved are introduced , we dedicate a
couple of sections to derive the transport equation and to
show the way we follow to choose the approximate solution
which afterwards is used into an appropriate variational func-
tional.Finally, we discuss the results of our calculation
and compare them with experimental data. Comments and conclu-

sions are given at the end of each chapter.
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En los dos capitulos siguientes que componen este trabajo
nos ocuparemos de problemas diferentes pero que tienen en comiin
la necesidad de resolver la ecuacibn de transporte para el movi-
miento de particulas en un medio inhomogéneo. La complejidad ma-
temdtica que introduce esta caracteristica del medio hace quc
51 no deseamos invertir un gran esfuerzo en la bisqueda de las
soluciones exactas , lo mds apropiado aqui es intentar por el
camino de las soluciones aproximadas, La cuestidén es cémo pode-
mos mejorar nuestros resultados a partir de soluciones no exac-
tas del problema , o de otro modo , cémo pueden aquellas solu-
ciones informarnos del error que estdn introduciendo y cn tal
caso corregirse a si mismas. Las respuestas a estas preguntas
las podemos encontrar en la teoria del célculo de variaciones,
la gue pasaremos a resenar en lo que sigue.

En su forma mis general , la ecuacidn de transporte se

puede escribir como sigue :

A

XL HE = F (1)

ot
en donde F es la funcién de distribucién en la posicién y velo-
cidad a lo largo del tiempo t para las particulas cuyos movi-
mientos queremos seguir en un sentido probabilistico. ﬁ es un
operador , para nosotros lineal , que actla sobre aquellas va-
riables y depende de los procesos que gobiernan la dindmica de
las partfculas. f representa la distribucidén de fuentes de par-
ticulas en el medio.

Vamos a introducir ahora la ecuacidén de transporte adjun-

T Lt
LTS
% T &

’”~
en donde ﬁ+ es el operador adjunto de H definido de la forma

usual :

Jdo‘ GHF = fdo-Fi/:l*G (3)



aqui‘dcr representa a todas las variables involucradas eun el pro-
blema (tiempo,posicién y velocidad) , F y G son dos funciones
cualesquiera. g es la funcibn de distribucifén de fuentes del pro-
plema adjunto y por conveniencia la consideramos igual a otra
funcién que se introducird més adelante. Conviene también acla-
rar que F+ no es la funcién adjunta de F sino la solucién de’
la ecuaci6n adjinta (2) , en tal sentido,digamos que las funcio-

nes de distribucién son todas reales de modo que la operacidn dec
adjuntar se limita a los operadores.

A modo de ayuda para la interpretacién de F+, digamos
que la solucién de (2) corresponde a un problema de transporte
cue evoluciona hacia atrds en el tiempo, sus variables son las
condiciones iniciales y el valor gque toma F es una medida de
la probabilidad con que aquellas contribuyen a la poblacién de
los estados finales dado por g .Comparese con la interpretacidn
que se le debe dar a F , esta es la probabilidad de encontrar un
dado estado final cuando fueron dadas las condiciones iniciales
segln la distribucién f |

por conveniencia para la escritura , utilizaremos los

simbolos:

(F,G>= [dRdU FG
(F,G) = [IE<HRGS

supongamos ahora, que tenemos un problema de transporte
dado por la Ec.(l),y su soluciébn F la necesitamos solamente para

calcular la cantidad

(% F) (4)

1
tntroduzcamos la funcional de Roussopoulos )

F[F.F )= (3,F)+(FL$) - (Fh Z+H F) (5)

Haciendo un poco de algebra se puede ver gue las condiciones que



; +
deben satisfacer F y F para hacer de (5) un extremo son justa-
. +
mente las Ecs.(l) y (2) . En efecto, si F' y F' son dos funcio-
nes prbximas a las soluciones exactas de (1) y (2) respectivamcen-

te

F'o F+5F (6)

introduciéndolas en (5) obtenemos:
& [F 5] = (9.F)+ O(SF* §F) (8)

En otras palabras , 9% resulta ser un extremo alrededor de las

soluciones exactas de los problemas directo (1) y adjunto (2),

y el valor que toma en ese punto es justamente la cantidad que
queremos calcular (4) . Como consecuencia inmediata de esto ,

tenemos que las soluciones aproximadas F' vy F'+ producen a tra-
vés de la funcional (5) una estimacién de (4) con un error del
orden del producto de los errores con el que aproximamos cada
una de ellas.

Si elegimos a F' y F'+ sobre una clase dada de funciones
que dependen de ciertos parédmetros {O(;} Yy {0(14'} respectivamente,
la mejor estimacibn de (4) es aquella que se obtiene de reempla-

zar €n QE, las aproximaciones F' y F'+ cuyos parametros son

Los que hacen

o, 9%

—2 = 0
2¢; 2«

i=d,2,... (9)

De la funcional GE pueden derivarse otras. Si elegimos
como espacio de soluciones aproximadas al conjunto de funciones
iF'} y {F'+} tales qie iifieren entre si por un factor cons-
tante, llamemos <cF' y c F' a un representante de cada con-
junto, introduciendo a estos en (5) y variando sobre c y ct pa-

ra hacer de (5) un extremo , obtenemos



(F'*, 4) (4, F)
(F't t+” F)

éﬁ [F"FHJ -

que es 1la conocida funcional de Schwingerz) utilizada en proble-

mas de colisiones atdmicas.

Una generalizacibén inmediata de la funcional QE se obtie-
ne de elegir F' y F'+ sobre el conjunto de funciones que difie-
ren en una funcidén del tiempo c(t) y c+(t) respectivamente. De-
rivemos esta nueva funcional para el caso en que tengamos las

siguientes distribuciones de fuentes:
$e2,

94/'?,

Introduciendo (11) y las aproximaciones mencionadas en la funcio-

)= HRV) §(%)

(11)

SEoS

£) = GL,V) B(£-2,)

+
nal (5) . Luego de extremar sobre c y C resulta:

t,
' 4 (F f +H F>
%[F’,F'n‘] = (G FoEICFY 1) axTa{ ‘5) u } (12)

- I+
F* F (o) <FED
si ademds F' satisface la condicién de contorno exacta
[ > - -2 >
FI(R, & teo) = B4, t=0) = L3, %) (13)

entonces en vez de (12) tenemos3):

Zo F‘f 2 +1 F,>
} (14)

T, ¥, F*]= <q.FDGh) "’XT’% ghs <F'+,F’>

Para poder comparar , escribamos fﬁ % 95 para el caso en que

valgan (11) y (13), asi tenemos:

%[F',F'*]'—'- <Q.,F'>C;é,, f”‘*<F+ +HF'> (15)



Fi> (s )<F 40 ¢
ACRLS G et e AR o 6

xp f " A /
CF' got0) + [Tt CFT 211 £
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Vemos aqui que estas funcionales tienen varios aspectos cn comiin.

Todas contienen al término:
<ff%/F:£> (At!)

que podemos interpretarlo como la aproximacidén de orden cero para

1a evaluacidn de </53Fﬂ>fﬁ). Luego , en distintas formas aparc-
cen términos de correccidn en razén de que F' no es solucidn
exacta de la ecuacibn (1) y todos ellos se anulan en el caso I''=
F

sin duda alguna , el problema adicional que plantea la uti-

1izacidn de estas funcionales es que se requiere el conocimiento
de una aproximacidn a la solucidén de la ecuacién adjunta (2)
conviene entonces fijar con mas precisién el significado del pro-

plema adjunto . El caso mas facil de interpretar es aquel en quc
-5 -y =
H(R, TV, £) = S(R-R, )8(V-1, ) 8(X-%s) (17)

La solucidn de (2) en esta situacién , representa la probabilidad
- -
de que una particula en la posicién /L y velocidad VU al tiempo
=* = . 4
A <A, se encuentre en A, y VY, al tiempo A, . Mas exactamente,
la solucién de la Ec.(2) con la condicidén de contorno (17) es la

funcidén de Green adjunta del problema. Recordemos también que:

BEN

-3 b > - -
G'-+(nlvl A — —/?'o/v; ,i,) - G'(}th;'-toﬁnlv;t) (18)

Luego la solucidén de (2) con cualquier condicidén de conto.no

se obtiene fdcilmente a partir de la funcidén de Green

F+:: jC‘O‘ G‘+5u (19)



CAPITULO 1

"METODOS VARIACIONALES APLICADOS A PROBLEMAS DE TRANSPORTE"



. . +

El camino a seguir para obtener F' puede ser entonces , encon-

trar una expresién aproximada para la funcidén de Green directa
G' , intercambiar los estados finales e iniciales para obtener
+ . . . . . . -

G' Y luego integrar sobre las primeras , previa multiplicacidn

por la distribucidn de fuentes del problema adjunto g

'Y= S do Cr'+3, (20)
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CAPITULO 2

"RETRODISPERSION DE RUTHERFORD ANOMALA"



I - Introduccibn

A. Retrodispersidén de Rutherford : generalidades.

Dado que nos ocuparemos de un fendmeno que fué obser-
vado en un montaje experimental disefado para hacer anélisis
por retrodispersién de Rutherford,describiremos brevemente
las caracteristicas esenciales del mismo.

En la Fig. 1 tenemos un esquema del experimento : un haz
bien colimado de iones seleccionados en masa y energia es uti-
lizado para bombardear un blanco s6lido . Generalmente sc em-
plean iones de He' con energias cinéticas comprendidas ent:ie
los 0,5 y 2,0 MeV . Los iones que emergen de la superficie
son colectados a un &ngulo bién definido &, Yy analizados en
energia. |

A las velocidades con que se mueven estos iones dentro
del material , se producen dispersiones mfiltiples a causa de
la interaccién de tipo Coulombiana entre el ién y los carozos
nucleares de los 4tomos del blanco. La seccidén eficaz diferen-
cial en &ngulo de dispersidn & y por unidad de dngulo sdéli-

do es la conocida férmula de Rutherford:

do brez e\ a,-b70
e B A /. (1)
da H( E (2)

aqui Zle Yy Zze son las cargas nucleares del ién y del blanco
respectivamentelz y E es la energia de la colisidn. Las canti-
dades que aparecen en (1) estédn referidas al sistcma del cen-
tro de masas ,sin embargo por tratarse de iones livianos adque-
llas difieren muy poco de sus correspondientes en el sistema
del laboratorio y podemos tomarlas como iguales. El comporta-
miento fuertemente anisotrépico de (1) es fundamental para el
experimento . Por ejemplo , calculemos:14 ,cl camino medio re-
corrido entre dos colisiones con dngulo de dispersién mayor

que Q> de la siguiente manera :



\ O detector
sélido \ \

¥—Z _?21 Lo I / fuente

Qd e tones

Fig. 1 : representacidn esquemdtica de un equipo disenado

para hacer andlisis por retrodispersién de Rutherford.
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T
-4 21N JT
5,) = de sen B 2 (p) (2)
Ale) = 05 19 s

donde N es la densidad atémica del blanco . Hemos dividido por
1 + cosf, para no introducir en /L una dependencia con el
dngulo & que sblo es consecuencia de variaciones en el inter-
valo de inteqgracifén . Para el caso de 800 keV He sobre Cu ,
(2) resulta

Aee) = 234.105 (1- ) AT

Calculamos algunos valores para /L y lo mostramos en la Tabla 1.

() | 95 | 140 | 50 |20 |99 | 150, |

!

3,310 ¢

/L(9,)(xi] ' 127, \ 508, |4,3,70L’ ‘2,0.10"r 5,2,10"

Tabla 1

Vemos alli que la produccidén de un &ngulo de dispersién grande,
en particular como aquellos necesarios para que el idén se vuel-
va hacia la superficie son eventos muy raros . Esto justifica

la trayectoria que hemos propuesto para el ién en la Fig. 1
durante el camino de entrada y de salida la particula sigue una
trayectoria casi rectilinea y el cambio en la direccidén mas im-
portante es consecuencia de una sola colisidn con angulo de dis-
persifén igual a N-%, . Bajo estas condiciones , la longitud
total recorrida £ y la profundidad 2 alcanzada por el idn

estin univocamente determinadas

L= 2. (414 Yena) (4)
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Por otra parte el ién pierde znerciaen forma casi continua
durante el pasaje por el s6lido y en cantidad proporcional a la
longitud del camino recorrido , por lo tanto durante el camino

de entrada y de salida se pierde en promedio una cantidad de

energfa At L
AE = }A&[f{, Nng,i/ 5

donde ,%%l es la pérdida media de energia por unidad de ca-
mino recorrido o poder de frenamiento del i6n en el material
que se trate. Ademis de (5) existe una pérdida de energia adi-
cional en la colisién de retrodispersién , si despreciamos

efectos inel4sticos é&sta es

AEv(o:: L{M,‘MZ EMZ(_K_:_%) (6)
(M+M,)" z

donde Ml Y M2 son las masas del proyectil y del blanco respec-
tivamente, y E es la energia del proyectil antes de la colisiédn.
Finalmente , si E, es la energia inicial de los iones , la
energia final E/ viene dada por la expnresidn:
Es = Eo“'£lg‘;!’“dg"(‘ (7)

Lo que nos ensefla la Ec.(7) ,es que midiendo la energia de sa-
lida ES podemos saber qué profundidad ha alcanzado el i6n asi
como también cudl es la especie atémica que ha causado la retro-
dispersibn.

para completar , tenemos que el ndmero de iones retrodis-
persados dentro de un dado intervalo de &ngulo de observacidn
y energfa final viene dado por la ecuacidn:

dw ~ N. _A_.G(TE-—O()- 4%, - AL,
- |

AR
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donde AES Yy AS'L‘7 son las resoluciones de energia y dngulo res-
pectivamente del sistema de deteccidn,

Con lo que hemos dicho , pueden comprenderse las posi-
bilidades que este experimento ofrece como técnica de andlisis
de materiales ., Por cierto no continuaremos discutiendo aqui
otros detalles del mismo los que podrdn encontrarse en traba-

jos méds especificos 2,3)

. Nuestro propdsito es simplemente
poder interpretar los rasgos esenciales de un espectro de re-
trodispersién , como p. ej. el que tenemos en la Fig. 2 los
puntos que corresponden al detector de gran aceptancia angular,
En esta figura la escala de energia ha sido convertida a pro-
fundidad de retrodispersifn por medio de las Ecs. (4) y (7) .
Las particulas retrodispersadas en las proximidades de la su-
perficie son aquellas que emergen con la mayor energia posible:
£, - Ak,
dad del contaje nos informa de la densidad de centros disper-

, Y asi sucesivamente. Por otro lado , la intensi-

sores como se desprende de la Ec.(8) , en el caso de la Fig. 2
y para los puntos mencionados el contaje es casi constante

por tratarse de un blanco elementalmente simple y homogéneo.
El crecimiento en el contaje hacia espesores mayores provienc
del aumento Jde la seccidén eficaz (1) con la degradacién de

la energia de los iones.

B. Retrodispersién de Rutherford andmala.

El fendmeno que nos interesa estudiar consiste en un
aumento en el nGmero de retrodispersados desde las primeras ca-
pas atbmicas ( ~ 300 R ) cuando el dngulo de observacién ©%
es muy pequefio (&, 0,5° ) . Estas caracteristicas exigen un
montaje experimental muy especial nara poder conseqguir una alta
resolucidn angular y probablemente sea esta la razdén por la
cual esta anomalia pas6é inadvertida durante tanto tiempo de
desarrollo y aplicacidén de la técnica de retrodispersién de Ru-
therford . En la Fig. 2 vemos los espectros obtenidos por Pron-
ko et al 4) para 800 keVv ne” sobre un blanco de Cu y para los
casos de dngulos de observacién ©C, = 0% 02°y 0°+ ¢,5° ]

Como puede verse , el efecto tiene lugar solamente para angulos

de observacidén muy préximos a 0° asf como en un rango de
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Fiqgq, 2 : Espectro de retrodispersién de Rutherford para

iones de He+ a 800 keV sobre un blanco de Cu policristali-
no ( de granos muy pequefios ) . Angulo de observacibn :
og: 0° y resoluciones angulares de e : 0,2°y o

4 ,5°respectivamente. Datos de la Ref. 4.
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profundidades bien definidas . Cabe decir que en aqucllas me-
diciones se aseguraron de no tener efectos de canalizacidn
como ocurre con blancos cristalinos y producen espectros scme-
jantes 2 3).

El efecto puede ser explicado en términos dec la correla-
cidén que existe entre las dispersiones anaulares durante el ca-
mino de .entrada y el de salida para aquellos iones que emergen
préximos a la direccién del haz. Asi es que por medio de simu-

5,6)

laciones numéricas se consigue reproducir los rasgos sobre-
salientes de los resultados experimentales contenidoscn el tra-
bajo de Pronko,sin otros ingredientes que las colisiones de tipo
elistico entre los iones y los Atomos del blanco y las eventua-
les correlaciones en las dispersiones cuando se trata de iones
que colisionan con el mismo dtomo durante la entrada y luego a

7)

la salida . Mas recientemente , Oen ha hecho un estudio de
este efecto por medio de un modelo de colisién con dos &tomos:
uno causante de la retrodispersién y otro ubicado entre la su-
perficie y el primero y con el cual se interactfia débilmente
en dos ocasiones : durante la entrada y la salida . En &€l sc re-
sume toda la historia del ién durante su pasaje por el cblido

y los resultados son satisfactorios.

Nosotros en cambio , mostraremos aqui cémo puede aplicar-
se la teorfa de transporte para describir este problema . In la
siguienteiseccién derivaremos la ecuacién de transporte que go-
bierna el movimiento de particulas que entran en un medio sélido
amorfo y luego de la colisién de retrodispersidén vuelven a la
superficie por caminos cercanos a los seguidos durante la entra-
da. El1 tratamiento estd basado en la reversibilidad de las tra-
yectorias que permite suponer que en vez de una particula que
entra y luego sale retrodispersada tenemos dos particulas que
emergen de un mismo punto a la profundidad de retrodispersidn
y que no interactdan entre si. En la Sec.III, la ecuacidn de
transporte es resuelta en forma aproximada y se utiliza una de
las funcionales variacionales presentadas en el capitulo ante-
rior para mejorar los resultados. Reemplazando la ley de disper-

sién por expresiones conocidas en la literatura , llequmos a
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que el problema puede descripirse en términos de variables adi-
mensionales que simplifican notablemente el estudio del efecto
en cuanto a su dependencia con la energia de bombardeo y la na-
turaleza del proyectil y del blanco respectivamente. En la si-
guiente seccifn se comparan los resultados con los experimentos

y finalmente , se ofrecen algunos comentarios y conclusiones en
la Sec.V .,



16

IT - Planteo de la ecuacién de transporte

En la Fig. 3 , tenemos un esquema de la trayectoria tipi-
ca de un i6n retrodispersado desde una profundidad %, y con una
velocidad a la salida,jgs tal que forma un &ngulo & respecto
a la direccibn del haz . Si despreciamos la pérdida de energia
y efectos tales como el desplazamiento de los &Gtomos del blanco,
entonces el movimiento del idén es completamente reversible y el
problema puede tratarse como si fuesen dos particulas que salen
del mismo punto en z = 0 , con velocidades -V y V' respectiva-
mente, y que se mueven sin interactuar entre si . Llamemos (2,
?Uv; jhcx=“1a las posiciones y velocidades de las particulas en
un sistema de coordenadas de tipo cilindrico . Como las disper-
siones angulares en general son muy pequeias y despreciamos la
pérdida de energia , entonces podemos suponer:

1

si como

) .
lm}i‘ /Q& &« A ; t=1,2 (10)

La condicién (9) determina que las posiciones a lo largo del eje
'z' estdn univocamente determinadas por el tiempo t transcurrido

desde la partida en 2z = 0 por las igualdades:

De esta forma la distribucién de probabilidad para las particulas

1 y 2 estd completamente determinada por la funcidn:

- -5 - >
Fe2, 00,00 V2) (11)

De aquf en mids omitiremos el subindice ¢ en las velocidades por

ser esto innecesario.
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\

~
~
\

\O‘l ‘\

Fig. 3 Esquema de la trayectoria de un ién retrodispresado
desde la profundidad 2z, ; donde 1J, es la velocidad ini-
cial y Vg es la velocidad de salida, asi como v vV son

jas velocidades inmediatamente antes y después de la coli-

sién de retrodispersibn respectivamente.
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La ecuacibn de transporte que obedece la funcidén F la

obtenemos por el procedimiento usual del balance probabilig-
tico

F(%-/'SE ﬂ{/f”z T = Sz N/"}O F(i }pdl?z/? ‘Z/:J;—V";ﬁ;)f

(12)

t (1-622)-F(2 f-5 52 2 P d 52‘ AR

Vs t Yz

aqui
a > . h/v/a%?

es la seccibn total de dispersidén , donde 7) es el parametro de
impacto relativo a una de las particulas, y ag Yy ¢ son
los angulos de dlsper81on para la particula 1 y 2 respectivamen-
“e. Tanto /p como % ﬁ son vectores perpendiculares a la
direccibén 'z' vy ademds supondremos que /QZ/«L/;£=UZ , como
ciertamente ocurre para la mayoria de las colisiones a la velo-
cidad de nuestros proyectiles. Lo que hacemos es equivalente a
descomponer el material en laminas delgadas , perpendiculares
al eje 'z' y de espesores 8* . Dentro de cada l&mina solamen-
te puede haber un centro disé@sor y €l cambio en la direccidén
tiene que quedar definido dentro de ella . Desarrollando (12)
en serie.de potencias de oz y quedandonos con el primer térmi-

no no nulo , obtenemos:

oF 4 Ur of

22 NS 9,’0,’,

°F
°f, (13)

S l,s»

- - >

= de—r?[f:(-z//aj/l—%—17—};\""0954/7};"/‘?2)-F(%E'Z’?—g’v—i)]

Como en el experimento s6lo interesan las coordenadas re-
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lativas , haremos el siquiente cambio de variables

?
—-7

(2, f. R, V=% h- ) J-4 G - Fe2, PR,3,0)

- -y P - > -3
5) = Fl— F" ) v o= fd;— ’U:’ (14)
- o o - SN
R = 460 j Vo =% +,71>
-2 o - 5 D a2
De modo que: Fz, P,,,f,/%“’lfl) —Z F(%/ £ R /’U’, V)
y en vez de la Ec.(13) tenemos:
_ — -
o*r LY vV .oF _ (15)
2% ?/2 V5
%

‘%}, 3,

.‘—
=

integrando en R y

<V

y llamando
F(2,8,7) = fd/?oﬁ Fe2,2,R,7,7)

tenemos

X T2 NP [F(2,P,F-704) -7 3,2)] 010

73 ?F

donder £ = 64, (17)
Para la condicibén de contorno de F podemos tomar aque-
lla correspondiente a una fuente de pares de particulas que
emergen del mismo punto y con todas las velocidades relativas
igualmente posibles. Vale decir:

F(%:a/?,ﬁ”).—_ 5(?} (18)

La condicién (18) estd plenamente justificada por que la sec-
cibén eficaz de dispersién de Rutherford es aproximadamente
isotrépica para grandes &ngulos , que son los que interesan

para la retrodispersién. Para completar la derivacién de la
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=
ecuacién de transporte , introduzcamos el vector : K =

o ISV

con esta variable la Ec.(16) se puede escribir

Foaoe Y NI
aa"a ; 5"(%%, = N 2P [F2,f,R-24) -7 F 1 &)] (19)

T:(Z':D/)?/;)z 5(/?)

El flujo de particulas retrodispersadas desde un dado
espesor se obtiene de F integrando sobre todas las separaciones

relativas

Prz,) = JFi2,8,R)dF (20)

La funcidn ?’ es por lo tanto el objeto de nuestro cdlculo.
Obsérvese que la ecuacibén (19) es similar a aquélla de

dispersiones mdltiples excepto que ahora el angulo de disper-

sibn A} depende de la coordenada relativa F', en efecto re-

cordemos gue
= > -
A?’ = ‘;z"/% = 513(/}3-@- $(ﬁ) (21)

Las soluciones de (19) cuando se trata del movimiento de una
sola particula , es decir cuando en vez de A} tenemos solo
a‘ , ha sido objeto de una extensa investigacién durante
las dltimas dacadas , en particular durante la pasada se uni-
ficd el tratamiento del problema para un gran nimero de pares
proyectil-blanco y sobre un amplio rango de energias gracias a
la utilizacién de potenciales interatdmicos basados en los
modelos estadisticos para los electrones atémicosB_lO)
d$ posee una dependencia en ? gque introduce ahora una
complicacién importante para la solucidén de (19) y a su vez
es la causa de la anomalia observada en la retrodispersién.
Un andlisis cualitativo de la Ec.(19) permite ver c6mo
suceden las cosas. -

LD .
i- Si f es suficientemente grande entonces Ap toma
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valores differentes de cero en dos regiones de pardmetros de

impactos bién separadas , estas son:

= - =

1: ’? ~ O Yy 2: «P ~ —g

En efecto, la levy de dispersién ;$P$) en general se comporta
de forma que IZF('?),#‘O solamente en una cierta reqidén de
parémetros de impactos /1” Z‘Po y fuera de ella ?-90 ;
por lo tanto si I?I»’Po entonces solamente uno de los
dngulos de dispersibn por vez puede ser distinto de cero en
Zﬂ; + Y esto ocurre en las regiones 1 y 2 mencionadas arri-

ba. El término de colisidén :
_5
N-[#P[Fez, §,8-08) - Fr2,,%)]

se puede descomponer en sus dos contribuciones:

Nfdp-L 1 + N (4P [ 1
AT =
Pe p~-f

cada una en general diferente de cero . Este caso representa
el movimiento de dos particulas distanciadas en tal forma
que sus dispersiones angulares no guardan ninguna rclacidn.

ii- Si ?:-D entonces A¢=;D para cualquier parametro
de impacto y el término de colisidn se anula . Esto signifi-
ca que las particulas viajardn juntas sin que las dispersio-
nes puedan cambiar esta situacién . La correlacién es total.

Para el caso Ipl Z 7P el término de colisidn pue-
de tomar valores comprendidos entre cero y aquél del caso i-
(¢ >>4, ) , como veremos mds adelante , lo que ocurre en es-
te rango intermedio es que las colisiones producen,en pro-
medio,un 'enfocamiento' sobre las direcciones de las particu-
las y cuyo efecto es el de 'atraer' a aquellas que se mueven
préximas, como resultado de lo cual se produce un aumento en
el ndmero de particulas con &« ~ 0 .

En la siguiente seccidén nos ocuparemos de la solucidn
de la Ec.(19).



22

III - Solucibn aproximada de la ecuacidn de transporte.

La ecuacidn de transporte que nos ocupa es la siguiente:

F |3 o > I
= -.Lo(.’s?f; = H.'(AIPEF(&,?,%—A@—F(elf,cx)j (22)

con la condicibn de contorno:
S - -
F(2=0¢p,«) = 5(¢) (23)

Para resolver (22) es conveniente introducir la transformada

de Fourier:

F(2,9 ,Z) = (zrc)‘l’fﬂéc??atf e

-2
22 i@fﬁ
Afg+4 F(f/?/&é) (24)

e -
Multiplicando en ambos miembros de (22) por: OX?D(Jflﬁ-fAQLfi)

-3 -~
e integrando sobre & y.f , Obtenemos:

'2;?__ oF L =
e Fa7 T ZNGo (k) F +

+ (z::)z [@'ﬁ(zlgrﬁ)/ﬂf—;:%}/l

con la condicibn de contorno :

(25)

x4

—}5(7?:0,5,12): (ZT)—Z&%) (26)

—

donde : .
Y 4

G(k) = [AF(1- ¢

(27)

¢
5 . %’ ).ﬁ-%
- - A ~AY,
‘{’(@,12):-/4/}0(’/—6 Je i (28)
Digamos que la solucidén de la Ec. (22) nos interesa para obtener

la distribucién angular en funcibén de la profundidad (20)

}0(25,5?,) = [4¢ F(28,%,) = (zniz/péfgi %3, ﬁ(z,,§= 2% )

Quién con la notacién de producto escalar introducida en el

11)

Capitulo 1 podemos escribirla como sigue
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pla,) = (F, P20 SR,

(29
(z7)? ’

Vemos aqui , que la transformada de Fourier de la funcién g
introducida en el primer capitulo estd representada en este

caso por:

5(4)5 (2-2.) ej’i’t‘-?o

?‘: (30)
(270)%

Si llamamos

pN
I

LoF: ——if—/-ZNG;(ﬁ)i? (31)
2%

Asf como
52/5 - _ N d;?;’ff(z? g ZZ)/}(?—?’{:;)/Z (32)
|4 FEF RN
La Ec. (25) puede ser escrita como sigue
I A A L
g——g + (L.+IL)F =0 (33)

A
Lo que podemos ver aqui es que la ecuacidén (33) con SL:Oco—
rresponde al problema normal de dispersién mdltiple y sus so-
. . . 8-10) .
luciones son bien conocidas , como lo mencionamos ante-
riormente,Observando la estructura de la ecuacibn (33) resul-
A
ta tentador considerar al operador 5L como una perturbacién
y tratar el problema en forma aproximada partiendo de las so-
”~
luciones de la Ec.(33) con éL=0 y luego mejorar el resultado

por medio de algunas de las funcionales vistas en el primer

capitulo.
Requerimos entonces de las soluciones del problema direc-
to:
F A
% 4 L.F, =0 (34)

2¢
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o5 5ﬁzv
i ) (27&_)2'

s‘nl
\\

Y las soluciones del problema adjunto

9’—‘:7‘ 4 =+ _ I
_520 + Lo r-o = O (35)
con la condicién de contorno: -ﬁ.%
q/
= - 3
Flir=0 g,f): ——i) e
(2m)?
Mostramos en el Apéndice 1 que las soluciones a estos proble-
mas son , respectivamente: >
= _zwjdx G;(f/x)
= -
f(2,9,4) = é‘{“‘ 2) g (36)
(2m) *
Y -
. -3
507 AR, - ZNG (L) (3-2)
3 (9) >
(29,4 € (37)
(27)*
Utilicemos estas soluciones en algunas de las funciona-
les presentadas en el Cap.1l . Tengamos presente que no nos

interesa tanto el valor mismo de la solucién exacta o aproxi-
mada siné saber bajo qué condiciones puede esperarse que la
anomalia aparezca y cbmo depende ésta de las condiciones

del experimento. Probemos por lo tanto con la funcional 9%
ea
= =4 = = F1 3 .7 F
KRR = <F3>- [dedR, 2. T400R)
[a

-_—

Como F: es solucibn de la Ec.(34) , tenemos:

FANEE .Y

%CF—D/E.}-J; ,E' §> jcj-Z' <F-/ SLF> (38)
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Reemplazando (36) y (37) en (38) ; tenemos:
— 2 =2 2
e N 0 - _
F R, T)= 4+ 1 [“de (47 ]¢F,-25))" > (39)
(Zﬂ) 0

2,
-8 2 ING (42)(2,-2) — LN [ dx C(9x)
AT o(42) (eom2) = 2N [ dx O

Vemos aqui el sumando unitario que proviene de <§/j> , Y que
evidentemente no produce ninguna anomalfa en la distribucién
angular de los iones retrodispersados. Como veremos después
esta serd generada por el seqgundo término , quién para eva-
luarlo es necesario introducir una ley de dispersién en fun-

Cio‘n' del paréllletro de iI“pa'Cto' IIOL:OIlel“OS la Siguiellte:
?
_ I o 40
VLP) = S( 4#) (40)

Esta expresidén es muy utilizada en problemas de penetracién

de iones en s8lidos por su sencillez y porque el exponente

122 de

forma que (40) resulta de calcular la dispersién para peque-

S estd ligado directamente al potencial interatdmico

nos &ngulos con un potencial central repulsivo de la forma:

via) =~ Y,s

donde /1 ~es la distancia interatémica , de agui resulta
que la eleccidén del exponente s depenide de la energia del

par colisionante. Con (40) calculamos:
s
c = “ip .ap [1— T, Sspa (41)
otk) = (2r) [ Tap g [1~ To( T )]

2 /s

donde

r(1-1/s)
T 2™ (g4

s

siendo Jo(x) la funcién de Bessel de primera especie y de
™ . . 13)
orden cero, asf como /{(x) es la funcibn gamma .

Veamos la funcidn:

Dt(j, —3,3) = 21 j‘:ﬂa p [ L(rg)- Tilpa+ ?S(f)'?_‘,‘r)]
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haciendo la sustitucidn:

P = P P (42)
donde : P = (Csi’f’os)7/(s+4)
Obtenemos:
«6(%}’,—25) = ZTVF«},"ﬁS (9-Pm) (43)
donde:

hsz)= j:odgf-% [T, (y=)- T, (= Q_%_JJ (44)

de donde podemos definir la unidad de longitud:

(Cs ,Ps)"’-/s(su) (5+1)/(s43)

iiu,: { (45)
QILPLF yLSC'/S
y la unidad de &angulo :
s9Yts+1
[CS(/Po ] ) (46)
Con las cuales podemos escribir :
(5*3
T rz =+ _ 2 S+1 2/(5+ /(
J»D[Fa,r,]~4+ fol ")/C’gglf["‘ a(23, )" ] x
271,5 o
(47)
S+3)
541 Ys  Ys+1)
e (ﬁ)‘@)‘f{ * (1 Z’L5+z)}
donde: A
/if S T Ko/ ot

AGn cuando la férmula (47) resulta compleja , ésta debe calcu-
A e
larse una sola vez para un dado conjunto de 2, Yy 4%0 , ¥ lue-

go a través de las leyes de escala (45) y (46) y en la apropiada
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eleccidnflel exponente s se tiene la dependencia con la ener-
gia y las especies ib6n-blanco que se trate.

En la siguiente secciodn discutiremos el resultado de
evaluar numéricamente la Ec.(47) y se comparard con los resul-

tados experimentales.
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IV - Discusién de los resultados

En la Fig. 4 hemos graficado los resultados de cvialuar
numéricamente la Ec.(47) con s = 2 , digamos que también hemos
calculado la Ec.(47) para s = 1,5 pero el resultado es préctica-

mente idéntico al anterior por lo que resulta innecesario grafi-
carlo . Vemos alli que el aumento en el nimero de retrodispersa-
dos se¢gln nuestros cdlculos ocurre para 3\( < 3, y 2 Z 3,
casi independientemente de la potencia s elegida . Es interesantce
observar también que para 52 grandes ( y a i—cte.) el flujo de
particulas se hace ligeramente menor que la unidad , lo que provie-
ne del hecho que la correlacién en las colisiones, Jue es la causa
de este efecto,no es un mecanismo capaz de producir absorcién o
creacidn de particulas siné simplemente provocar la reacomodacidn
del flujo angular . De modo que el exceso de particulas alrededor
de 62 ~ 0 proviene de aquellas que hubiesen emergido con &ngulos
mayores y han resultado "enfocadas"” hacia &= 0 por efecto de la
correlacibn en las dispersiones. El "enfoque” a que hacemos referen-
cia significa mids exactamente que dos particulas que viajan préxi-
mas resultan con sus velocidades relativas disminuidas luego de la
colisidn. Esta es una propiedad general de los potenciales repulsi-
VOs y ocurre para cierto rango de pardmetros de impactos y separa-
ciones relativas.

Para efectuar comparaciones con resultados experimentales
tenemos que dar valores a CS Y Po Y asi pnoder evaluar las leyes
de escala (45) y (46). Con este propdsito consideramos que el po-

tencial interatdmico es del tipo Coulombiano apantallado:

2
Z2,2e
Vin)y = 222 0(%, ) (48)
n
donde f’ es la funcidén de apantallamiento que se comporta en

términos generales como sigue:

plo) = 1

(49)
@(x) >0 x> 1
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aquli & es la longitud de apantallamiento y su valor es del or-
den, o menor,que el radio atbmico. Siguiendo a Lindhardlz) , Si
la funcibn de apantallamiento proviene de suponer que la distri-
bucidn electrénica viene descrita por el modelo estadfstico de

Thomas y Fermi , entonces:
0,8853/ 2% 4 275)"2 5
a= @« 08853/ (2 + 27) (50)

donde @A, es el radio de Bohr.

Luego Cs Y P, Se obtienen de ajustar el potencial tipo potencia:
S
Lcn) ~ Yn (51)

al potencial de Thomas y Fermi:

(92]
o
~

2.2,
%F(’L)— —;’L—L%_F(/b/a.) (

para el rango de distancias interatémicas r en donde la potencia

s elejida se considere apropiada. Asi tenemos:

(53)

1
P.= apt es

donde

EM, a
(M, +M,) 2,2,eF
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Con las potencias s = 1,5y s = 2,0 cubrimos un importante
rango de distancias interatdmicas lo cual significa también un
amplio rango de energias de bombardeo. Una importante consecuencia
que resulta de utilizar la funcién de apantallamiento de Thomas y
Fermi es que las cantidades ™« vy 2. son funciones solamente
de A& vy & , con lo cual trasladamos a estas Gltimas variables
la dependencia con la energia , proyectil y blanco en el efecto
que nos ocupa,

En las Figs. 5 y 6 mostramos OQLy Zu en funcibén de la
energfia reducida €& para s=1,5 y 2,0 ; y&=0,1 A y 4 =
0,2 R , respectivamente. En ambas figuras hemos tomado la densi-
dad atémica igual a 0,07 at/i . Digamos que la dependencia
de QA con Zl % 22 es tal que con los valores tomados cubrimos
un amplio rango de proyectiles y blancos , p.ej. para He como
proyectil (z, = 2) esto significa : 2 Z z, Z 80

Con ayuda de las figuras 5 y 6 podemos entender ciertas
observaciones hechas en los trabajos experimentales de Pronko4’l4)
Asi por ejemplo , en uno de ellos se manifiesta que el efecto se
observa para protones contra Pt en el rango de energias : 0,4 £
E<Z 0,8 MeV pero no asi cuando E = 1,6 MeV , en unidades redu-
cidas esto significa la observacién del efecto en el rango:

37 € £ € 74 pero no para £ = 149 ; este sistema de 4= 0,11;
podemos estudiarlo en la Fig. 5 , alli vemos que para £ < 170

le corresponden O&&9'0,2° en cambio para & = 149 tenemos Oy
£ 0,2° y recordemos que 0,2°%s la resolucibn angular del experi-
mento , Por lo tanto , para H+ contra Pt a 1,6 MeV el efecto

podria observarse si se tuviera mayor resolucifén angular.

También se dice en aquellos trabajos qué para ( 0,2 £ E

< 2,5 MeV ) He+ sobre blancos de nmeros atémicos Z < 40
el efecto se torna apenas perceptible. En general , estos casos
tienen 4@ ~ 0,2 ; y por lo tanto debemos recurrir a la Fig.6
Tomemos el caso de Al ( Z = 13 ) en unidades reducidas el
rango de energias disponibles es 81 & £ € 1020 , a estas ener-
gias reducidas la potencia s = 1,5 es mis apropiada , y vemos
nuevamente que los correspondiente valores para o, son menores

que 0,2°. A esto hay que sumarle también el efecto de una menor
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103 T L LR | -

101 | RN | Lol 10-3
10! 10° 10°

€

Fig. 5 : Unidades de dngulo y profundidad de retrodispersidn
Ecs. (45) y (46) respectivamente, en funcién de la energia
reducida E , con radio de apantallamiento Q4 = 244'
densidad atbémica N = 0.07 at/Z°\3 , ¥y potenciales potencia

s =1,5 : lfnea cortada ; y s = 2,0 : linea continua.
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Fig. 6 : Unidades de &ngulo y profundidad de retrodispersién
Ecs. (45) y (46) respectivamente, en funcién de la energia

reducida & , con radio de apantallamiento Q = 0,2/? '
o]

densidad atémica N = 0,07 at/a3 y potenciales potencia

s = 1,5 : 1linea cortada ; vy s = 2,0 : lfinea continua.
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resolucién en profundidad ; en efecto , en estos experimentos la
resolucidén en profundidad depende del frenamiento del proyectil
en el blanco que se trate, dado que lo gue permanece constante
es la resolucién en energia de deteccidén de las particulas re-

trodisperadas , por lo tanto :

Mow =L K
é:—l (23
Ak

donde 4t es la resolucién en energia del sistema de deteccién

Y IdGYA&’ es el poder de frenamiento . Para las energias que

tratamos el poder de frenamiento es lineal con el nGmero atémico

. + .
del blanco , por lo tanto si para He contra Pt se tiene una
(-]

resolucidn de ~ 100 A , entonces:

0
AR(2,) = ;3’ . 1004

A

que para el caso de aluminio, resulta :

AR(AL) ~ 600 A

Vemos en la Fig.6 que para el intervalo de energias reducidas
que mencionamos 2, es siempre menor que la resolucién que cal-
culamos para el aluminio.

Finalmente para verificar una vez mds nuestras leyes de
escalas , en las Figs. 7 y 8 mostramos el contaje normalizado a
aquél medido a un adngulo &> 0°, en funcidn del &ngulo de obser-
vacién para iones de He+ retrodispersados desde la profundidad
donde el efecto es maximo. Estos datos fueron tomados de la Ref.
15 . La Fig. 7 contiene resultados de He+ sobre Pt a 0,5 ; 1,0 y
2,5 MeV respectivamente en cambio la Fig. 8 contiene resultados
de He+ a 1,0 MeV sobre blancos de Pt , Pd ,y Cu . Al lado de cada
figura hemos reconstruido las graficas con la escala de &ngulos
en unidades de Oy para s = 2 , Vemos el agrupamiento de los

distintos casos en,aproximadamente,una sola curva como deberiamos
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Fig. 7 : a) Ndmero de particulas retrodispersadas desde la

profundidad donde el efecto es mdximo , en funcidén del &n-

gulo de observaci6én y normalizado al valor de un &dngulo de

observaci6én grande, para He' sobre Pt a varias energias
A :0,5; e : 1,0 ; vy o : 2,5 MeV respectivamente.

b) Idem , en funcibén del &dngulo de observacidn medido en

la unidad definida en el texto ,Ec.(46), y para s = 2,0

Linea continua : resultado tedrico Ec. (47).
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Fig. 8 : a) Ndmero de particulas retrodispersadas desde la

profundidad donde el efecto es mdximo en funcidén del &ngu-
lo de observacidén y normalizado al valor de un &ngulo de
observacién grande , para He' a 1,0 MeV sobre varios blan-
cos : @ : Pt; 0 : Pd ;y A : Cu . b) Idem , en funcidn
del dngulo de observacién medido en la unidad definida en
el texto , Ec.(46) , y para s = 2,0 . Linea continua

resultado tedérico Ec. (47).
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esperar de nuestro cédlculo. Hemos también dibujado la curva
te6rica correspondiente a la potencia s = 2 y a la profundidad
del maximo efecto. Conviene hacer notar que la curva tefrica
subestima a los resultados experimentales a pequenos dngulos

y en cambio sobreestima a los mismos hacia dngulos mayores .
Esto puede entenderse si tenemos en cuenta que nuestro cdlculo
considera que el enfocamiento, ocurre una sola vez en la histo-
ria de cada parttcula retrodispersada, por lo tanto miltivles
enfocamientos pueden hacer crecer el flujo de particulas para
X ~ 0° por encima de nuestro resultado,que puede considerarse

como de primer orden en las colisiones correlacionadas.
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V - Comentarios y conclusiones

Hemos mostrado en las secciones precedentes cémo puerle
tratarse por medio de la ecuacidn de trasporte el problema de
la retrodispersién de Rutherford para aquellas particulas que
vuelven hacia la superficie préximas a la direccidén del haz,

Y hemos resuelto e¢n forma aproximada utilizando un procedimien-

to tomado del célculo variacional asi como recurriendo a leves

de dispersién basadas en el potencial de interaccién Coulom-
biano apantallado de Thomas y Fermi en la aprdximacién de po-
tencial potencia. De esta forma obtenemos una funcién gue nos
da el flujo de particulas retrodispersadas en funcién del an-
gulo de salida y la profundidad de retrodispersién. Resulta
tambien que esta funcidn se puede escribir en términos de va-
riables adimensionales , de modo que la dependencia con la
energia , el proyectil y el blanco queda limitada a las uni-
dades empleadas para medir los &ngulos y las profundidades.
En base a aquellas leyes de escala resulta inmediato compren-
der cudndo el efecto serd observable para una situacidn expe-
rimental dada . Como ejemplo de esto analizamos aquellos casos
en donde se investigé experimentalmente y resultd que el efecto
¢s apenas perceptible o bién completamente inexistente. En
ellos descubrimos que el aumento en el ndmero de retrodispersa-
dos deberia ocurrir en una reqgién de &dngulos o profundidades
inasequibles para la resolucidn experimental disponible.
Conviene repetir una vez mds que utilizar la funcional
9% y como argumentos de &sta a las soluciones del problema
de dispersién mltiple sin correlacidn en las colisiones , sig-
nifica que las correlaciones son consideradas una sola vez en la
historia de las particulas retrodispersadas. Esto vor lo tanto
introduce serios defectos a nuestros resultados para &X'~ 0 '
en donde estardn aquellas particulas que al salir por los mis-
mos lugares por donde entraron , en general , sufren muchas
colisiones correlacionadas. Existe en esto sin embargo , una
suerte de'errores que se compensan'; por un lado lo que acaba-
mos de mencionar limita nuestros cdlculos a ser vilidos sola-

mente para OC#an vequenas profundidades ; pero debemos decir
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que la cadena de colisiones enfocantes no puede seguir indefi-
nidamente por que cuando el tiempo transcurrido entre la
colisidn a la entrada y aquella durante la salida es muy gran-
de , el retroceso del blanco comienza a ser importante, y a
consecuencia de esto la correlacién comienza a perderse .

Se desprende de estas ltimas consideraciones due en un
tratamiento mds completo del problema deberia incluirse a las
sucesivas colisiones correlacionadas y al retroceso de los blan-
cos.

Un comentario gueremos agregar respecto al concepto de

15)

reversibilidad que se invoca en otro trabajo como ex-

plicacién del efecto. Este es:que la reversibilidad por si
sola es necesaria pero no suficiente. Lo que ademds necesita-

mos aqui es la propiedad de estabilidad , que en nuestro caso

lo proporciona el "enfocamiento" que mencionamos reiteradamente.
Mediante &1 , aquellas particulas que no revierten completamen-
te su estado de movimiento luego de la colisi6n de retrodisper-
sién pueden volver a acercarse a la trayectoria de entrada
aumentando en consecuencia el ndmero de particulas que emergen
con & ~ 0°. La reversibilidad no implica estabilidad , bien po-
drfa ser un mecanismo reversible pero inestable , y ¢l resulta-

do seria completamente diferente.



40

Referencias

1) En la seccibn eficaz de Rutherford podemos considerar que
las cargas con las que interact@ian el ién y el blanco son las
de sus nlicleos , porque a altas velocidades las dispersioncs
importantes ocurren para parametros de i1mpacto tan pedquefios
que los electrones no son eficientes en producir apantallamien-
to.
2) J.F.Ziegler (Ed.),New uses of ions accelerators,Plenum
Press ,New York ,1975.
3)J.W. Mayer y E.Rimini (Eds), Ion beam handbook for material
analysis,Acad. Press,New York,1977.
4)P.Pronko,B.R.Appleton,0.%W.Holland S.R.Wilson ,Phys.Rev.Letters
©43,779,(1979) .
5)O.H.Crowford,Phys.Rev.Letters,§£,185,(1980).
6)M.M.Jakas vy R.A.Baragiola,Phys.Rev.Letters, 44,424, (1980).
7)0.5.0en,Nucl.Instr.Meth.,194,87,(1982)
8) P.Sigmund y K.B.Winterbon,Nucl.Instr.Meth.,119,541,(1974)
9)A.D.Marwick vy P.Sigmund,Nucl.Instr.Meth.,126,317, (1975)
10) P.Sigmund,J.Heinemeier,F.Besenbacher,P.Hvelplund y H.Knud-
sen ,Nucl.Instr.Meth.,150,221,(1978).
11) Recordemos que si definimos:
(F,6) = (ddvd+ F.a

entonces para las transformada de Tourier F y G tenemos:

(F,G) = any';qazd;e Fa
12) J.Lindhard,V.Nielsen y M.Scharff,DetKong.Dan.Vid.Selsk.Mat
Fys.Medd. 36 Nol0,(1968).
13) M.Abramowitz y I.Stégun,Handbook of *ath. Functions,Dover

Publications Inc.,New York 1968.

14) P.P.Pronko,B.R.Appleton,0.W.Holland y S.R.Wilson,Nucl.Instr.
and Meth. 170,227, (1980).

15) B.R.Appleton,0.W.Holland y J.H.Barrett,Nucl.Instr.and Mteh.
191,507,(1981).



CAPITULO 3

"TRANSMISION DE MOLECULAS DIATOMICAS EN LAMINAS DLELGADAS"
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I - Introduccibn

Experimentos en donde l1iminas delgadas son bombardeadas
con proyectiles moleculares han sido muy numerosos y de gran in-
terés en los dltimos afios. Los mismos estdn motivados por las po-
sibilidades que ofrecen las moléculas para comprender la natura-
leza de la interaccién de iones rdpidos con la materia sdlida.
I'n efecto , cuando un sistema atémico se mueve dentro del s6-
lido se producen alteraciones a su alrfededor , entre las ciales
tonemos la redistribucidén transitoria de la noblacidén electrd-
nica del material. Si se utilizan proyectiles molecularcs 103
sistemas atdmicos se mueven préximos entre s durante ¢l pasaje
por la lamina y entonces las regiones por donde cada uno de
ellos viaja se encuentran modificadas por la presecncia del otro.
A raiz de esto se producen efectos de corrclacidn entre los no-
vimientos de los fragmentos moleculares. Lo interesante aqui
¢s que cada proyectil es testfgo de lo que el otro produjo dei-
cro del sélido , y estudiando las caracteristicas de sus esta-
dos de movimie.ato a la salida de la lamina tenemos indircctumen-
te informacién acerca de aquellas perturbaciones inducidas por
los ionces sobre el material.

MNos concentraremos aquil sobre una clase particular de a-
gquellos cxperimentos , »stos son los que observan parciculas que
emergen de la ldmina constituyendo también cspecics moloeculares.
Desde la primera observacién de Hi transmitidas en laminas de

)

. 1 . .
carbono por Poizat ct al , se han medido transmisiones de os-
+ 3) 3 + 3) +  2)

¢
pecios tales cowo 1UGU , el Yy H3 ontrae otras.

Il mecanismo de la transmisidn de moléculas por otra parte ,ha
sido en buena medida aclarado para el caso de Hi 4) . Im cfec-
to , con un modelo simple en donde intervienen solamente la re-
pulsién coulombiana entre los protones y las dispersiones mdl-

4)

tiples con los dtomos del blanco , Cue et al pudo calcular la
fraccién de Hi transmitidas en funcién del espesor de 1a lami-
na y la energia de pombardeo. Sin ewbargo , COmMO VCIrCmMOS mas ade-
lante con mis detalles , las aproximaciones usadas son muy gruce-
sas y poco apropiadas para tratar los casos en que sc requioere

que los fragmentos se encuentren a menor distancia para recons -



tituir la molécula , como por ejemplo el caso de HeH+ . Resulta
claro también que si queremos estudiar las caracteristicas do la
interaccidn de los iones con el sb6lido a partir de las fraccionces
de moléculas transmitidas , debemos ser capaces primeramente de
conocer las incertezas introducidas por las aproximaciones del
calculo o bién reducirlas.

El objeto de nuestro trabajo es precisamente, prescntar
un procedimiento para calcular la transmisién de molCculas di-
atémicas sobre una base mds confiable.

En el capitulo anterior vimos cémo tratar el movimiento
de dos particulas no-interactuantes. En lo que sigue veremos
cémo se extiende aquél procedimiento al caso de interaccidn
coulombiana , tal como ocurre entre los fragmentos moleculares
dentro del sélido. En la Sec.II se enumeran y discuten breve-
mente los mecanismos mids importantes que intervienen en la trans-
misién de moléculas. En la Sec.III se deriva la ecuacidn dc¢
transporte que gobierna el movimiento de un par de cargas su-
jetas a repulsién coulombiana entrr si , a dispersiones milti-
ples y a una pérdida de energia continua mds una fluctuacidn
en la misma. En la Sec.IV utilizamos una funcional variacional
para mejorar los resultados partiendo de soluciones aproximadas.
I'inalmente en la Sec.V se discuten los resultados y s¢ comparan

con mediciones existentes.
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IT - Mecanismos mis importantes en la transmisidn de moléculas

diatdmicas

La historia tipica de un proyectil molecular que atraviesa
una l&dmina delgada estd caracterizada por los siguientes eventos:
1 - Pérdida de los electrones menos ligados y ruptura de la

molécula en las primeras capas atdmicas.

2 - Repulsibn coulombiana entre los fragmentos.
3 - Dispersiones m@ltiples con los 4tomos del blanco.
4 - Pérdida de energia por procesos electrbnicos.

Discutamos brevemente cada uno de ellos.
1 - A las velocidades que nos interesa V'3 ¥y (ﬂ;:veloci—
dad de Bohr = 2,19 x 108 cm/seg) un sistema atdédmico no puede en
promedio retener a sus electrones menos ligados. Segan el crite-

5)

rio de Bohr una particula atémica moviéndose dentro del sdélido
no puede tener estados ligados a quienes corresponda una ve-
locidad media electrdénica menor que la del proyectil . De modo
gue para las especies que nos ocupa : H y He a 1r§tg estos se
encontrarén,practicamente,completamente ionizados. Por otra parte,
seglin recientes experimentos6) se requiere un tiempo del orden
de 2 x lO—lGSeg para que los proyectiles atbmicos alcancen la

situacidén de equilibrio en su estado de carga , por lo tanto lue-

go de atravesar una distancia X~ 'UB . 2 X% lO_lGSeg =4 x 10

cm las moléculas habridn perdido sus electrones enlazantes y los
atémicos hasta aquellos mds ligados sugin-<lo determine la velocidad
de los fragmentos. Este espesor tan pequeio en comparacifn con las
ldminas més delgadas que se obtienen en el laboratorioc , nos per-
mite suponer a los efectos del célculo que estos procesos ocurren
en el mismo instante en que la molécula penetra en el material.

2 - Una consecuencia inmediata de la ionizacidn de los frag-
mentos moleculares es la repulsidén coulombiana que actla entre
ellos y provoca un aumento continuo en sus velocidades y posicio-
nes relativas. Esta explosidn coulombiana como usualmente se la
llama, tiene importantes efectos sobre la probabilidad de recom-

binacién molecular. Asi por ejemplo , si no existieran otras fuer-

g
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zas como veremos después , a partir de un cierto tiempo de j.a-
saje , o espesor de lé&mina , los fragmentos conscguirdn tal vo-

locidad relativa a causa de la explosidn coulombiana que Jdifi-

cilmente podrian volver a constituir un sistema ligado.Se puo-
de mostrar cue la distancia Jl'entre dos cargas Zle y 4o,y
masas Ml Y M2 respectivamente , tales que a tiempo t = U se¢ en-

cuentran separados a una distancia ; y con velocidad relativa

nula, se relaciona con el tiempo a través de la exprcsidn:
r 1. 1 1
NI L z N 1 2
g, = zf(—g4) +4%[&J+ %—Q’]
MY { ny

donde : £ 4
onde . M, M, L ‘7/2
2 22, zzeZ(M4+nZ)

En la Fig. 9 mostramos @& en funcidn de Xﬂ;.Vemos allt
que la explosibn coulombiana se desarrolla entre OééxZQf?3'7,
a partir de entonces las cargas continfan alejidndose con velo-
cidad constante. Para tener idea de los &6rdenes de magnitud ,
cen la Tabla 2 mostramosln evaluado para los casos de Hg v

+
Hell

+ .

H2 el

ri[ﬁl 1,11 0,74

t, [£seq)] 1,58 0,54
Tabla 2

En la Fig. 9 vemos gue para i&:§7 la distancia alcanzada por los
nicleos es de dos a tres veces la separacidn inicial de modo que
teniendo en cuenta que la energia potencial de los estados elec-
trénicos ligantes tienden a cero rapidamente , podemos decir (ue
al cabo de aquél tiempo los fragmentos ya no podrdn recomponer
la molécula . Es importante observar la fuerte dependencia ue
cxiste entre el movimiento y la posicidén inicial e a través de
la escala de tiempo4ta . Esto tiene notables efectos sobre la
transmisién de moléculas y en tal sentido se ha podido observar
cque con distribuciones de separaciones iniciales diferentoes la

. . L . . 7
fraccién de moléculas transmitidas sufre cambios sustanciales ).
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to.



46

Debemos aclarar aqui sobre dos cuestiones.La primer. soe ro-
fiere a que hemos tomado a los fragmentos con sus cargas nuclea-
res sin tener en cuenta aquellos electrones que no son complota-
mente perdidos por los mismos y configuran su "curga clfectiva'.
La segunda tiene que ver con el apantallamiento dindmico d¢ los
electrones del medio sobre las cargas, esto modifica el potencial

8)

coulombiano puro a uno del tipo coulombiano apantallado™’ :
2
L

V(L) = (2)

donde:

n ’l)‘/(,uTp

4= (3)
aqui1yes la velocidad de los fragmentos ylgla frecuancia del plas-
ma electrdnico del material; en general Wp~ 10loseg_l de donde
resulta:¢¢"1ovb7dﬁhr.A lo largo de este trabajo despreciarcmos
estos efectos a menos que se haga mencidén de lo contrario.

3 ~ Durante el pasaje por el sélido los fragmentos molccu-
lares interactdan con los dtomos del blanco a través de la re-
pulsién coulombiana con los carozos de los mismos.Estas inter-
acciones son de tipo impulsivo y provocan,en general,pequcios
cambios en las componentes de la velocidad perpendicularcs a la
direccién del movimiento.Estas colisiones se suceden alcatoria-
mente con una distribucién de probabilidad dada por la seccitOn
cficaz de dispersidén eldstica.Todas ellas totalizan el fendme-
no de dispersién mdltiple y cuyo efecto es el de aumentar,cen pro-
medio,la posicidén y velocidad relativa de los fragmentos en pro-
porcién dirccta al tiempo de pasaje.En términos generales, este
mecanismo actda en contra de la recombinacidén molecular,sin em-
bargo como vimos en el punto anterior, a partir de cierto tiem-
po de pasaje por medio de la dispersién miltiple pueden volver
a acercarse aquellos fragmentos que por la explosibén coulombia-
na continuarian alejdndose indefinidamente.Sobre esto volverc-
mos durante la discusién de los resultados y como se verd, tiene
una gran importancia en la probabilidad de transmisidn de molé&-
culas en funcidén de la orientacidén inicial del eje internuclear.

4 - Cada uno de los fragmentos pierde energia cinética co-
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mo consecuencia de excitaciones e ionizaciones que produce sobre
el sistema electrénico del material.Para los proyectiles y run-
gos de velocidades que nos interesa , la encrgia media y la cner-

gia cuadrdtica media perdida por unidad de camino recorrido vice-

nen dadas,respectivamente, por las expresionesJ’g):
LY
T
/ééﬁ/: Tz e N2 Li(v) (4)
iCll,r, V-2

~

d R

[ A€ [= 4T 2refzr N (5)
Y

¢n donde Zp (p=1,2) vy ZT son los nimeros atdémicos de los proyecti-
les y del blanco respectivamente; W1 es la masa dcl clectrdn
y & su carga eléctrica ; N es la densidad atdmica del blanco,
y L(v) wuna funcién de la velocidad v de los iones y del matoe-
rial.

De las Ecs. (4) y (5) vemos que lucqgo de rccorrer una dis-
tancia R,no muy grande como para mantencr la pérdida de encrgia
pegquena comparada con la energfia inicial, los fragmentos tendrin

uaa distribucidén de velocidades centrada en los valores

V- .._E_. _a__élf I z:.‘fIZ G
MoV / AR /? v )

y una dispersidén cuadrdtica media

2
z - R AdE (o= 1,2 7
oy = vk [r pELE) o

De modo que la diferencia media entre sus velocidades , resulta:

T MR 2LENR st 3P r
= LEENE (3 - )r)

con una incerteza del orden de

_2 2 22 z
G = UnENR (Tt 22 /m2 ) (9)

Iz
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como puede verse, el frenamiento y la fluctuacibén en el fruna-
miento son mecanismos hdbiles para transferir energia cinética
relativa a los fragmentos moleculares. En consecucncia, si la
cnergia cinética relativa inicial es cero, a causa de aquellos
la posibilidad de recombinacién disminuird con el ticmpo de pa-
saje. Para los casos particulares de moléculas diatdmicas ta-
les que Zi/Ml = Z%/M2 , P-€J. H; Y HeH+ , entonces c¢l valowv
medio de la diferencia de velocidades (8) se anula. Como ha
sido observado,en estas condicioncs las fracciones de molcéculas
transmitidas disminuyen en funcidén del tiempo de pasajc con
menor rapidez en comparacién con los casos en los que aquél tdr-
mino no se anula , p.ej. DH+ , 3HeH+ 3’10’11).

Finalmente, si los fragmentos han de constitulr un sis-
tema estable tienen que capturar los electrones necesarios pa-
ra la formacién de los enlaces. Como vimos en 1. esto tiene
que ocurrir necesariamente a la salida de la lamina mediantc
un proceso de captura de electrones del s6lido. Dado que la
seccibn eficaz de captura radiativa es pequeina comparada con
las que tenemos aqui que son del orden de 10—16cm2 , deboemos
suponer (que la captura ocurre a través de un proceso no radia-
tivo o de varios cuerpos.

Como sabemos, segin la separacién de Born—Opponheimurlz)
cada estado electrénico determina una curva de energia poten-

cial para los nlcleos :

W ()

donde N es la separacién internuclear. Entonces en una aproxi-
macién cldsica , si EC es la energia cinética de los ntGcleos en
el sistema del centro de masas , para la formacidén de la molé-

cula debe cumnlirse :

E.+ W(r)-U(e) £ O (10)

Para la captura clectrénica a la salida de la lamina,so-

bre la cual se tiene poco conocimiento,se sigue un camino mas
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. . . + +
bién fenomenolbgico.Por ejemplo , para los casos de H., y lel
Lo
se suponen que la captura electrdnica es un proceso independien-
te del cumplimiento de (10) . De esta forma si Y es la fraccifn

de moléculas transmitidas , entonces
v - ¥ ¢ (11)

donde P es la probabilidad que se cumpla (10) y ¢ la probabilidad
de captura electr6nica. Luego para ¢ en el caso de HZ se 1lo to-
ma como igual a 2 ¢o , donde ¢a es la fraccién de H ncutros
que emergen de la lémina cuando se bombardea con H' de la misma

velocidad que las moléculas. Segln (11) tenemos

yH’; = 24P (12)

YH": /2 ¢D = P (13)

+ ) L
Para el caso de HeH , en Ref.3 se sigue un procedimiento un tanto
diferente y se construye la funcién ?5 a partir de los datos de

s + o .
la fraccidén de HeH transmitidas del siguiente modo: sc¢ suponc (ue

1a funcién s depende solamente del ticmpo de pasaje , ontonces ¢

se obtiene de hacer que YHeH+(t,v)/($ resulte on una curva in-
dependiente de la velocidad y ademés quc 96 coincida con

la fraccién de litio simplemente ionizado a la velocidad de 6,8 x

108cm/seg cuando se bombardea con iones de litio l&minas de carbo-
no. Cabe mencionar que la funcidn ¢ asi obtenida resulta muy
nréoxima a la de la fraccidn de Lit a la que nos hemos refe-
rido. Esto parece sugerir que para la captura dc sus dos clectro-
nes el sistema HeH+ actda con carga nuclear tres

En todo caso,lo que resulta de tomar Y/¢ en vez de Y ,es
que asi sc elimina la fuerte dependencia con la velocidad que exis-
te en el proceso de captura electrénica , tal como puede verse en
las Figs. 10 y 11 .

Digamos ahora que el objeto de nuestro trabajo es el estudio
y cdlculo de la funci6én P , a quién llamaremos probabilidad de

transmisidén reducida. La comparacién con los experimentos lo
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haremos a través de la definicién fenomenolégica P = Y/¢

tomando algunas de las aproximaciones mencionadas para la funcidén

b .
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Fig.1l0 Fraccién de moléculas transmitidas Y,y probabilidad de

. s . . +

transmisidén reducida Y/¢ , para el caso de iones de H2 contra
laminas de carbono en funcidn del tiempo de pasaje y varias cner-
gias de bombardeo : X : 2,0; A: 0,75;y O : 0,2 MeV respecti-

vamente. Datos de Ref.l0.
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0,8 McV respectivamente. Datos de Ref.
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III - Planteco de la ecuacién de transporte

Nuestro propGsito es describir estadisticamante el mo-
vimiento de un par de iones durante el pasaje por cl sdélido.

Al igual que para la retrodispersidén andmala, introduzcuamos

- >
aqui: ( ,ﬁ;, ﬂzjlg) , la funcidén de distribucidn nara los
iones a quienes llamamos 1 y 2 , en funcibén del ticmpo do¢ a-

saje £ . Para derivar la ecuacidén de transporte tendrenos 2n
cuenta los mecanismos enumerados en la seccidn anterior y-oa-
pondrecmos también que las velocidades que adquieren los ionoe:s
como consecuencia de aquellos son pequenas comparadas con la
velocidad inicial del haz v,.Definamos un sistema cartesiano
con el eje 'z' coincidente ;on la direccidén del haz y planteco-

mos el balance probabilistico para la funcién T
A

c, D T > = Py -2 s .
FOt+5k, By 05 7 05 ) = (1-SAU 2, ). F(>, -V Sk 7, - f;‘u,
(14)

-3 — P N -~ - = ) 5 2 —
AT T Tk) ¢ gSEN [Ap T LR 05 7, 5, 5)

Z
-

aquliﬁ f representan a las fuerzas que puedan actuar sobre
las particulas 1 y 2 respectivamente, ij es la scccidn ofi-
caz total de dismersién. En la inteqgral de colisién hemos in-
cluido también al frenamiento electrdnico y recordemos (que
éste actida sobre la direccidn del movimiento,en cambio las
dispersiones elasticas lo hacen en el plano perpendicular al
mismo.Por lo tanto si desarrollamos en seriesde potencias do
SQL% Y glaf, y nos quedamos con los términos de hasta el se-
gundo orden ,en la aproximacidén que las pérdidas de cnerglas

de 1 y 2 son independientes,obtencmos:

F(A+54,7C AT ) = (4_511421)./:(1‘,72’-?&,1};-%Flﬂ

ey Wil °OF 0 o'F

_TF5t - Pt N =g of & . } 5
M zg M, ) = JLIf{M r;v_— MZU‘@U' T (15)
J o

T 5iV:N/i(/P?[F(/t/7Z?lIY-Z‘_Z)‘)'§Z§’/7[) —’VZ_'U;%:)—F(;{/}[{/ 1?12/7{’;2—)]
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S, = Mdzg,jotﬁ(iv‘-l,}

donde: A
- A
_Q_?' = M;U;Z/dp (Zvj,a)

a<i como : ?ﬁ, = 4/57/1}; ; sz = UZI?/’U;

—

aqui Sv,;y Yy 51Z;fson los cambios en las componentes de las voe-
’ (]

locidades perpendiculares al haz debido a la dispersidon clas-

tica. Desarrollando (15) en series de potencias de X y quoe-

dindonos con el primer término no nulo en ambos miembros, tcne-

mos
2 (2o or MO ;’ 3
2F 4 LG M2 8 g e
T o T
(17)
-3 a A JS - _ 9 5 5
:qN’rd/F [F(i/ ll{;—UZ 9! Zav—-‘vd; 2)—r(i/ﬂ1llzl_p/11/u£)]

Las fuerzas que act@an sobre las particulas son en nues-
tro caso las de la repulsidén coulombiana ecntre los fragmentos,

de modo que:

i 2,2, = =
b= —5— T = - f
1 n3 bA (18)
= - 12
donde ﬂnfh@—ﬂz r 2.8 Y Z,e son las cargas nuclcares de los
fragmentos.
Introduzcamos ahora las varlables :
= =2 v; M zr+ -
Ve Vv 5 Vow = (MM ERXAGALD
- = - n
R= npe-ny | R?(h (M1ﬂ1+ M, Z)/(M4+nz) (19)

Con ellas vy teniendo en cuenta (18) la ecuacidn de transporte

—>;-a—'> -3
para la funcién de distribucidn FZf )2&1) se pucde cs-
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cribir como sigue:

—— - —

- o
OF V.7 “"?‘Tf../y_s__*__s_.w My Se Sy o
2t ‘,,? s M +pM, 9!/ Mz M, G A

_@(___Qj g, 96: L hhek F
vy, Lyz M/ o My 7T

(ACELSRLCERL ”, g\gn, 2
- -~ - ~y -
,Kcn,vmwf;( 4:f i: 4’2)] F(/t/L’V‘,RLH,VcM)}

donde: M = M«""z/(M,,+ M)

- -
Integrando en (20) sobre ﬂaq y %; dado que estas variables

son irrclevantes para el cdlculo de la recombinacibén , tcne-
mos:
—_ (A
a?-;F (51_54 o N 2, 2 aF
?;t‘ M ) 2U, Mt
’Z. 1 2 0 M4 l\’lz
(21)

Z

, BEEH O mfaeﬂ,:[t,ff,v?-oc@ﬁ)J- s, 7))
o W '

donde:

>

- > - - 3 > -
F(/'tlﬂ':v—): jd"\énd‘éh FOE, L,V Rep ) Ven )

Bajo la suposicién que los &ngulos de dispersibn grandes son
altamente improbables y que no existe correlacidn entre las

dispersiones de uno y otro ién , la Ec.(21) puede escribirsc:
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2

2 = = 2.2, e — -
oL v Ay Tp o N( 22 54)-%:
0Z" N /ﬁ/u. D

v, FF v OF (22)

—_ =, + — =,
/lmf‘w} As Uy

- -
- PA
P YOI )
4 2
K (Sl e D)

A )%;y As podemos llamarlas longitudes de dispersidn mil-

i

donde:

tiple y de fluctuacién en la pérdida de energia rcspectivamcn-
te, y @ su vez las podemos interpretar como las distancias me-
dias recorrida por los iones entre dos eventos tipicos de cada
uno de los procesos mencionados. En (22) podemos ver 1o gue

ya dijimos en la seccibn anterior en relacidn al frenamiunto:
si Sl/Ml = Sz/M2 entonces el Gltimo término de la izquicrda
en (22) se anula y solo queda la fluctuacibén en el frenamien-
to en condiciones de transferir energia cinética relativa. En
la seccidén siguiente y en vista a tratar los casos de Hﬁ V%
nent supondremos que acquél término se anula . Es interosante
decir que la ecuacién (22) describe el movimiento de una par-
ticula de masa M puesta en un medio en donde las componentes
de la velocidad en el plano "x-y" se difunden a un ritmo di-
ferente que aquella de la direccibn 'z' , y a su vez esté
sujeta a dos tipos de fuerzas : una central y otra constante
en la direccidén 'z' , la primera es debida a la repulsidn
coulombiana y la segunda a la diferencia de frenamientos .Co-
mo puede verse se trata de un medio inhomogéneo y anisotropi-
co. Digamos adcmés qgue ALQ? estd dado por la FEc.(5),y para
'%ns recurrimos a la aproximacidn de pequenos angulos dada por

Lindhard (Ref. 12, Cap.2) para el potencial Coulombiano:
-
LoD LYV . 2 .
S ‘P,i ‘EP = a My &1&/[(“(*”1')'&1 y 4= 12

donde MT es la masa del blanco, 5; es la energia reducida vy

A, la longitud de apantallamiento definidas en el Cap.2 .
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IV - Solucibén aproximada de la ecuacién de transporte.

Tenemos la ecuacibn

= 2 ~ - 3 2. 3 T,
oF + 2i2e /T,Zf + ydt _ Vo 77 + Yo X (23
A /ﬂ/u U w /\MS')?}‘;Z A 'D’t/;"
con la condicibén de contorno
F(}f=0, 71«*/’[;): 5(}{—;;)45('1/-4{"-) (24)

Esto proviene de suponer que las moléculas son producidas con se-
paracién y velocidad relativa bién conocidas . Mas adelante hare-
mos iﬁ:zr e integraremos sobre todas las orientaciones para ﬁ[
Para comparar con una situacién real tendremos que integrar toda-
via sobre una posible distribucién de separacioncs internucleares
dada

De la Ec (23) con la condicidi. de contorno (24) conocemos

_oluciones exactas en aquellos casos en que se anulan algunos de

sus términos , p. ej. , la solucién de la ecuacibn
— 2 - — -
oy BEhe N T ) (25)
" Qﬁ/u 2 20T
es simplemente
F(I,/T,’if’): 5(7{*7{6)5(""—{4) (26)

- -
donde ﬁ; y V., son las soluciones de la ecuacién de movimiento de

una particula de masa /& en el potencial coulombiano:

con las condiciones iniciales

—p Y

/Z-C(‘t:a) - /z_t. ) /Ifc(/f::a)—_'./lf;

Por otra parte la ecuacién

’

o @I | Y% 2F, Y 20 (27)
It DA AMs 202 A 2V,
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la cual es separable en cada dimensidn y en cada una de cllas re-

sulta una ecuacidén del tipo

OF w3 _ WU (28)
2% n A Ul

Fe. (28)admite como solucidén a la funcidn fﬁqs(ﬁ,ilﬂvj (la quoe

para la condicibén de contorno (24) se escribe como:

A3

F;‘1$ (7é,/l/V') =

ARV,
(29)
? 2
x exip __’L[(U'—V;! L 3a-m) 5(7}.1@)(/1,4')]
A%t A%V? A R

el subindice MS lo utilizamos para seflalar que esta solucidn
corresponde a la del problema de dispersidén miltiple en la aproxi-
macién gaussiana,como se la denomina frecuentemente y vale pava
altas energias y la zona central de la distribucién : o
N~

De la Ec.(23) en cambio no conocemos su solucidn exacta,
y si ésta existe puede ocurrir que se trate de una cxpresidn
algebraicamente poco sencilla. De modo que resulta teutador elegir

wna forma funcional que contenga,en cierto modo, a los casos 17mi-

tes (26) y (29) . En tal sentido podemos proponer:

t

FIAEV) ~ Fuo(#, A= +7 [ 7-%+7:)  (30)

7

en donde f;sft)ﬁ: ;) significa en realidad el producto de tres
funciones (29) , una para cada dimensidén . Es fdcil ver
que (30) es solucidén de (25) y (27) haciendo los limites apro-
piados en cada caso , sin ambargo no lo ecs de la BEc. (23) .Fisica-
mente esta aproximacién representa lo que ocurre si la rcpulsidn
coulombiana entre los niicleos y la dispersidén miltiple actuaran
sucesivamente durante un tiempo t cada una de ellas y en el or-

den mencionado . Naturalmente , (20) es una buena aproximacidn
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a la solucién de la Ec.(23) para tiempos pequefios , o para I~
K} ? Vo~ 32 -En cambio para el caso que nos ocupa ¢l donde
necesitamos conocer F para VY~0 Yy il~ﬂ%jik#: distancia de ecquili-
brio de la molécula) la aproximacidén (30) es ciertamente mala y
ademds sobreestima el valor exacto. Esto dltimo es facil de ver:
s se permite & la dispersidén miltiple actuar a posteriori do

la repulsidén coulombiana , entonces los ndclcos puedcen volver

a acercarse tanto como se quiera sin ninguna repulsidén que se lo
impida. Tal vez en el caso de ‘El* grandes este efecto sea dc
menor importancia , pero tan pronto vamos al caso de HeH+ 1
aproximacidn (30) produce probabilidades de transmisién mucho ma-
yores que las observadas.

En el cdlculo de transmisién de H; hecho nor Cue ct a1t
se utiliza también este tipo de aproxim;cién y los resultados se
encuentran en buen acuerdo con los experimentos » Sinembargo, en
aquel trabajo se aproxima también ﬁ1s y en vez de tomar aquella
solucién de la ecuacidn (27) con los argumentos desplazados como
en (30) , se la aproxima por un producto de gaussianas al tiempo
que se desprecian también las fluctuaciones en la pérdida de ener-

gia , en suma :

- - 2 - -
Z& ~ 5( V%—\/C,*)-g(i'ic).g)(F{_ (qué) . (lj?;:—vz/f)

aqui Fc y'-l-)::f son las componentes Eerpendifulares al haz de Ecy 17;
respectivamente, idem para §' 1% ¢? de N vy U srespectivamentoe;
C@ yG; son los anchos de las distribuciones de posicién y velogi-
dad por las dispersiones midltiples. Lo que podemos ver,es que al
no tener el término de correlacién entre R % 3:, cémo conticne
(29) esto hace que para AP0y A~V~0 se verifique

f— F
+;s = Cue (32)

Lo que parece ser entonces que el buen acuerdo obtenido por Cue
es el resultado mds bién fortuito de dos errores gue se compensan.

Como fuese que estas cosas ocurran , tenemos agquf que de la
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ge. (23) conocemos solamente algunas soluciones aproximadas . Sin
lugar a dudas el terreno apropiado para mancjarse con aquellas
es el cdlculo variacional ., De &l ya hemos visto , se obtienen
las funcionales variacionales que en cierta forma proveen de la
mejor estimacién de la cantidad que querramos calcular. In

nuestro caso nos proponemos evaluar

P(z) = [IRdT F(t=¢t,1,7) 50('7/”7) (33)

-~
donde 315}Vj es la probabilidad de recombinacién . Como vimos en

la Secc.II , tenemos:
1 . 0 <v £ \(-—2.2/(.(/1—)
. - ! N /L(_
g(/;,,if) = (34)
0 j tw stro caso .
donde livﬂeas la energfa potencial del estado ligante el quec supon
dremos es tnico y viene dado por la aproximacién de Marselz):
Ulr) = U, x(2-2)
(35)

x = exp[-(rno)/a]

los pardmetros Mb,/% y & se determinan para cada caso, digamos
que N, es la distancia de equilibrio de la molécula y U la

energia de unidn
Recordemos que s1 queremos una estimacién wvariacional de

(33) necesitamos también una solucidn aproximada del problema
adjunto

Ft +

2L HTFT = 0 (36)
22X

con la condicién de contorno:
+ .z Pl — _ - -
F(/fz. //l,'V-) = ?(/L/’V-)

para resolver (36) usaremos el mismo tipo de aproximacidn que

para (23) . Como ya vimos , en el problema adjunto el tiempo
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transcurre invertido . De modo que F#-coincide con g- a tiempo
A-7 , luego cada uno de los puntos de 9— evoluciona hasta £=0
segin la repulsién coulombiana y luego por igual cantidad de
tiempo actda la dispersién midltiple.

con F', F“F y la funcional variacional

4 % +"“-—l
g“ U oi4q _ ' _ At(F,/sf.“U ‘

obtendremos la 'mejor' estimacién de (33) dentro de las aproxi-

maciones empleadas. Reemplazando cada una de ellas , tenemos:

(F \/F >
~ L} f y -
Pe)~ FIF E?] = (Figo @)‘Pz jc'x <+"if'>} (38)
donde:
A K4 — -
v Zite (L -2).2 (39)

M n> Q? T

Aqui ?(") representa lo que en la Sec.II llamamos probabilidad

de transmisién reducida para el caso en que las moléculas tie-

nen a £=0 posiciones relativas bién definidas . Para comparar
con los experimentos tendremos que integrar sobre todas las

orientaciones posibles

CRE) = L [dE FIFF] (109
€;

Finalmente , podrd integrarse sobre las separaciones iniciales
si estas no estdn bién definidas como ocurre cuando se utili-
zan distintos tipos de fuentes idnicasj)
En la siguiente seccién discutiremos los resultados cvalua-

dos numéricamente.
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V - Discusidn de los resultados

En las Figs. 12 y 13 tenemos los resultados de eviluar nu-
méricamente la Ec. (40) , quién nos da la probabilidad de tranc-
misién reducida en funcidén del tiempo de pasaje y para los ca-

sos de H; % HeH+, respectivamente . En ellas vemos tambi’n
los resultados experimentales tomados de las Ref. 3 y 4 , vy quie-
nes para ser llevados al grdfico son procesados como sc indicd

en la seccidén anterior, esto es : dividiendo las fracciones de
moléculas transmitidas por la probabilidad de captura clectrdni-
ca en alguna de las aproximaciones ya mencionadas. Para el caso

4)

de H; también mostramos el resultado tebrico de Cue Nucs-
tros cdlculos fueron obtenidos tomando una separacidn inicial
bién definida e iguales a los valores medios de las distribucio-
nes de distancias internucleares iniciales recientementc medidas
13). En cada caso hemos evaluado la Ec.(40) para dos velocida-
des del proyectil : 3 y 5 en unidades atbmicas respectivamente,
con intenciones de averiguar la validez de la suposicidn general-
mente aceptada que la probabilidad de transmisidn reducida no
depende de la velocidad. En las Figs. 12 y 13 vemos que nuestros
resultados muestran que esto no es asi , especialmente para el
caso de HeH+ . Es muy dificil , por otra parte decir si los re-
sultados experimentales muestran una tendencia en el sentido de¢
nuestros cdlculos debido a la gran incerteza de los primeros,
aqui hablamos solamente del caso H; dado que los puntos corres-
pondientes al HeH' no dependen de la velocidad por el procedi-
miento empleado para llevarlos al grafico ( ver pdg.49 o Ref.3).
En las Figs. 14 y 15 tenemos la probabilidad de transmi-
sién reducida para los casos de HZ y HeH+ con velocidad v =
5 u.a. Yy para diferentes distancias internucleares iniciales.
Tal como habiamos adelantado este pardmetro tiene efectos muy
notables sobre la transmisidén de moléculas. Vemos alli que
aquellos pares nucleares que inicialmente se encuentran mas se-
parados tienen una probabilidad sustancialmente mayor de recom-
ponerse como molécula a cualquier tiempo de pasaje respecto de

aquellos con distancias internucleares iniciales menores. El
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Fig.1l2 : Probabilidad de transmisidén reducida para moléculas de
Hi en funcidn del tiempo de pasaje sobre laminas de carbono.Linea
cortada : resultados de Cue et al 4) . Linea continua: nuestros

cidlculos para diferentes velocidades.
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_Fiq. 13 : Probabilidad de transmisién reducida para moléculas de
lleli’ en funcién del tiempo de pasaje sobre laminas de carbono.
Linea continua : nuestros cilculos para diferentes velocidades.

Lesultados experimentales : Ref. 3 .
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Fig. 14 : Probabilidad de transmisién reducida para moléculas de
H; en funcidén del tiempo de pasaje sobre ldminas de carbono. Linea
cortada : resultados de Cue ct al 4)

resultados para diferentes distancias internucleares iniciales.

. Linea continua : huestros
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10-3 |

10—4 -

Y/®

Fig. 15 : Probabilidad de transmisidén reducida para moléculas de

+ . 3 . . -
ilel en funcidén del tiempo de pasaje sobre ldminas de carbono.Li-
nea continua : nuestros cdlculos para diferentes distancias inter-

nucleares iniciales.
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O, 5 B X X\m\, — T
X 22/-~x
8
< 6
- ~ e X
C) | l ] | ] i | | 1 |

! i
10 F . b) HeH™ -
Y(8) X V/Vg=5
Y(90°) \<1

Fig. 16 : Probabilidad de transmisidn reducida en funcidn del
dngulo 0 que forma el eje internuclear con la direccidn del
movimiento,y normalizada a aquella para 0 = 90°., Esto a su vez ,
para distintos tiempos de pasgaje indicados en cada curva en unida-

des de 101> seg.
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- ; + s
efecto es mds pronunciado para el Hell dado que aqui las distun-
. L +
cias iniciales son menores que para el caso de H, . Esto fué

7) N

observado experimentalmente por Kanter quién ha medido la
transmisidn de HeH+ proveniente de dos fuentes de iones difcren-
tes y el resultado muestra que al mismo tiempo de pasaje la
transmisidn es mayor cuando se utiliza la fuente caracterizada
por producir iones de HeH' con distancias internucleares ma-
yores. Se desprende de estos hechos que para comparar los cilcu-
los con resultados experimentales o para la interpretacidn de
estos filtimos se debe tener especial cuidado respecto a las con-
diciones en las que fueron generados los iones moleculares.

En las Figs.lha v b tenemos ahora la probabilidad de trans-
misidén reducida calculada para H; Yy HeII+ en funcidn de 1la
orientacidn inicial del eje internuclear respecto a la direccidn
del haz y normalizada a aquella evaluada con el eje internuclear
perpendicular al haz , esto a su vez para diferentes tiempos de
pusaje sobre un blanco de carbono. Vemos alli un pronunciado
efecto de la orientacidn inicial sobre la transmisién molecular,
especialmente para el HeH+ . Resulta de nuestro cdlculo que la
probabilidad de recomponer la molécula aumenta con el angulo
que forma el eje internuclear con la direccidén del movimiento
y esto es mas pronunciado con el aumento del tiempo de pasaje,
al menos para los tiempos que estamos considerando. La explicacidn
de este comportamiento se desprende de lo que sigue : como ya
dijimos anteriormente las dispersiones mltiples actfian en el
plano perpendicular a la direccidén del movimiento , en cambio
sobre esta Gltima actfia la fluctuacidn en la pérdida de energia;
el efecto de estos mecanismos es el de indeterminar las respecti-
vas componentes de la velocidad y la posicibn a lo largo del
tiempo de pasaje , ocurre por otra parte que la fluctuacidi. en
la pérdida de energia es relativamente poco eficiente para este
efecto y podemos despreciarla . Tenemos entonces que aquellas
moléculas que penetran con su eje internuclear paralelo al haz
y con velocidad relativa nula tendrdn un continuo aumento de las

componentes de la velocidad y posicidn relativas en aquella di-
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Pig. 17 : Posicién relativa media de los fragmentos de Hell+
que se recombinan a la salida de una l8mina de carbono en fun-
cién del tiempo . Las barras representan la dispersidén media
de la posicidn . Calculos hechos para tiempos de pasaje :

X : 3x10—lsseg,y o : 8x10-lsseg.
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v[vB]

Fig. 18 : Nlmero atdmico efectivo en funcidén de la veloci-
dad de bombardeo para oroyectiles de HeH+ transmitidos en una
lamina de carbono de 8#g/cm2 .Experimento : circulos llenos
Linea cortada : nuestros cllculos sin considerar cargas cfec-
tivas para los fragmentos . Linea continua : considerando car-

gas efectivas para los fragmentos.
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reccidn a causa de la explosidn coulombiana y ademds una proygre-
siva indeterminacidén de sus componentes perpendiculares quoe en
todo caso solo contribuyen a aumentar aun mds la distancia intcr-
nuclear y la velocidad relativa. En cambio para algunas de acque-
llas que entren con sus ejes perpendiculares al haz , puede ocu-
rrir que la dispersidén mGltiple actle de forma tal que sc opone
al aesarrollo de la explosidén coulombiana y por lo tunto esto
permitird que a la salida de la lamina se encuentren con velo-
cidades y separaciones relativas pequenas tales como las reque-
ridas para reconstituir una molécula. Es imprescindible para
comprender lo que dijimos tener en cuenta que la explosidn coulom-
biana se desarrolla en general en tiempos pequenos (~ lO-lbseg)
de modo que desde entonces casi todas las moléculas resultarian
impedidas de recombinarse a no ser fundamentalmente por la dis-
persidén mGltiple.

Discutiremos ahora brevemente un problema de grédn interés
en el tema de trensmisidén de moléculas cual es el frenamiento
de las mismas. El frenamiento de los fragmentos moleculares mues-
t-a efectos de interferencia vy por lo tanto la pérdida media
de energia de la molécula no es simplemente la suma de las co-.
rrespondientes pérdidas de energias de cada uno de los fragmentos.
Tedricamente se demuestra que la pérdida media de cnergla por uni-
dad de camino para un par de cargas : Zle Yy Zze moviéndose con

velocidad 7% en un medio a quién se lo aproxima por un gas de

electrones degenerados viene dado por la expresiodn 14%

At {ur 2, 5t LR
T e

donde Efﬁ-w) es la constante dieléctrica del gas de electrones
en funcidn de la frecuencia y del vector nimero de onda de la
excitacidn; y n es la separacidén ecntre las cargas.

En la aproximacidn de altas velocidades , tenemos:

IW\[/,/é(/Q (4) ] ~ ; LS(W w{‘)—(g(k)-/u),é)/] (42)
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Por lo tanto (41) nos queda

sEy (%) dn( £ (2 l10E) o

donde

r = J ”ML J, ({”LJ-) (ki) /'(""v('{zl/{tq) (44)

z Z
LQZ = Lq; 4-( tiﬁ%/lnd) (45)

aqui M es la masa del electrdn y “? la frecuencia del plasma

electr6nico . Ademéas ﬁly”41son las raices de la ecuacibn:

t 2

[4 2
CU; + (-A1Q/§bu) - %V =0 (46)

Lo que interesa aqui es que seqgln (43) v (44) el frenamiento de
1A molécula dependerd de cudl ha sido la trayectoria scguida por
los fragmentos durante el pasaje por el sélido. Para el caso de

IIeI-I+ tenemos

>/ = 660?) *51«({” [5+Y 4] (47)
Hep

que nodemos escribir como

/6¢e>/ _ (%e:)/l{. (5+4G) (48)

A altas velocidades en general podemos escribir para cualquier

otro proyectil de nlimero atdmico Zp la igualdad:

AT\ _ (AE 2% (49)
;z‘ﬂ‘>zp" ,m> “p, off

bonde es un n{imero en general menor gue ZD Yy represen-

p,eff
ta la "carga efectiva " con la que un dado proyectil actGa para

el frenamiento .Esto ya lo hemos discutido , proviene de que el
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proyectil atémico no pierde completamente todos sus clectrones.
La Ec.(49) por lo tanto define al "nlmero atdmico efectivo" el
que puede ser extendido al caso de la molécula.Debemos hacer

sin embargo la siguiente aclaracién : cuando se trata dec molécu-

las el Z tiene dos contribuciones,una es aquella de la que

eff
ya hablamos originada por la retencidén de los clectrones mas li-
gados y otra es de naturaleza propia de las moléculas y se de-

be a los efectos de interferencia cuya medida lo da ¢l valor que

tome la funcibén G definida en la Ec. (44) .Por claridad , con-

vendria llamar a la primera Zé (p=1,2) y luego :
22 _(molec) = z!° + 212 + 22'2..G (50)
eff 1 2 B

En la Fig.18 tenemos los resuliados experimentales para
‘ . + . - .
eL Ze%f con proyectiles de Hel en funcidén de la velocidad

sobre un blanco de 8;1g/cm2 de carbono ; alli se toma en realidad

Zéff /7 por que en el trabajo de donde se tomaron los resultados
experimentales4)masupuso que G £ 0,5 . Para evaluar csta funcidn

, necesitamos conocer la trayectoria media seqguida por aquellos
fragmentos que luego se recombinarédn a la salida de la lamina.
Para esto tomamos nuestras aproximaciones de orden cero y cal-
culamos la posicién media en funcidn del tiempo t comprendido

entre cero y el tiempo de pasaje :
- + < =
JdR dv T, (R0 4) X B ALV %)

) (#) = (51)
[ARF FyZ, VY FA,T %)

J

T

Como ya hemos visto, las moléculas de HeH+ transmitidas son en
buena parte aquellas cuyo eje internuclear es perpendicular a
la direccidén del haz , entonces (D>~ 0 , si ademis <%>(f=§)=o
por simetria lo seguird siendo a cualquier tiempo, luego sdlo

queda <x> .En la Fig.l17 mostramos los resultados de evaluar (51)
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para v = 4,VB y distintos tiempos de pasaje. Vemos primeramen-—
te que la suposicibn de que aquellos fragmentos que se recoubinan
son los que han permanecidos pfoximos durante el pasajc por cl
blanco no es en general cierts especialmente para grandes ticu-

pos. Con estos resultados y evaluando la funcidén G obtenemos

el Zeff correspondiente a las moléculas de Hel” . Los ntameros
atémicos efectivos para el .hidrbdgeno y el helio los tomamos Jde la
) 15)
expresibn :
z/
2! = 2,-(1- e ) (52)
(3

Ista relacidén ha sido obtenida empiricamente a partir de 1la

Ec.(49) y mediciones de frenamiento . Resulta intcresante tam-
bién evaluar el Zeff de las moléculas transmitidas pero con
Zé = Zp (p=1,2) a los efectos de ilustrar cull es la con-

tribucidn del efecto molecular o de interferencia al nGmero
atébmico efectivo. Ambos resultados lcs podemos ver cu la Fig.18
y de donde podemos concluir que el efecto molecular representa

solo una pequeiia parte en lo que hace al nlmero atdmico efectivo.
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VI - Conclusiones y comentarios

Utilizando la teoria de transporte y una funcional varia-
cional hemos calculado la probabilidad de transmisién de moldlcu-
las normalizadas a la probabilidad de captura de los electroncs
o bién lo que llamamos la probabilidad de transmisidn reducida.
Los resultados muestran un buen acuerdo con las mediciones exis-—
tentes y permiten ademds interpretar los mismos en términos do
los mecanismos elementales que entran en el cilculo. Conviocnce
repetir que en tal sentido la transmisidén de molCculas pucede
ser obtenida sin recurrir a otros ingredientes que'no scan lu
explosidén coulombiana , el frenamiento y la fluctuacibén en cl mis-
mo , y la dispersibén mGltiple. Aun cuando hemos discutido la de-
pendencia de la transmisidn sobre un buen nmero de pardmctros,
podria decirse que recién estamos en el principio del largo y
pormenorizado estudio del problema requerido para poder sinte-
tizar un conjunto muy grande y disperso de informecidn experi-
mental que en una buena parte ha sido hecha con ideas no muy
bien fundadas sobre los posibles mec.nismos que intervienen du-
rinte el pasaje de iones moleculares por el s6lido,tales como
la fuerza de polarizacidén ("wake forces") y que con nuevas evi-
dencias experimentales esté&n perdiendo importancia. Enumcremos
brevemente ‘cuales son las posibles lineas sobre las cuales seria

conveniente continuar investigando :

1- Efectos de diferentes potenciales de dispersidn clisti-
ca y su correcta inclusidén en el calculo.

2- Estudio de la captura electrdnica vor los fragmentos
moleculares a la salida de la lamina.

3- Dependencia de la transmisidén con el material de la
lamina.

4- Extender el cdlculo a la descripcidn del movimiento del
centro de masas de la molécula , con lo cual se podrd estudiar
apropiadamente la distribucién angular y el frenamiento de las

moléculas transmitidas.
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APENDICE 1

Nos ocuparemos aqui de buscar las soluciones de las

ecuaciones

—° + o o =
3
22

T
. I LA
4 o
Fo(%:%alél{(‘)z q) /(271)1
donde,recordemos
/\ -y
L, = _3.;224, NG ()
Ay 3.2 2N G
= e N °
4 2 )

haciendo el cambio de wvariables:
—-v' -y Y
' = 1q+g}%

Al-7 se puede escribir

22
entonces: 2
> _eN[dxq(k'-gx) ., |
R(z,3%4)=e of [ %' 3)

Al-1

Al-2

Al-

wl

Al-6

Al-7

Al1-8

Al1-9

Al-10
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donde A, es una funcién que la obtenemos de la condicidn

de contorno Al-3 y resulta

¢

7 LN AxG, (3X)
s M e * S 220
FO(%,qr,ﬁ) = (m* | Al-11
0 j2< 0

—

4
Luego para E, el procedimiento es completamente similar vy
no vale la pena por lo tanto repetir datalladamente los pas-
sos algebraicos necesarios para obtenerla , damos simplemen-

te el resultado final

$(4) -ifz.%—-‘ZNO;({c)(zo-z)
. —fL“’L,i e <2,
iz, d by =
0 )T 72,

APENDICE 2

Ofrecemos aqui brevemente algunos detalles del céalculo

g N -1
de la funcidn FH‘(/t,}J{,}) asi también como de la cantidad <F+,Vt‘)

(ver Ecs. (38) y (39) pdg.61) utilizadas en el Capitulo 3 para

evaluar la transmisién de moléculas por medio de una funcio-

nal variacional. Como ya sefialamos en el primer capitulo nues-

L ] .
tro procedimiento para obtener F'* se basa en la expresion:

Ft- (do CT+§L A2-1

4
donde G+ es la funcidén de Green adjunta del problema de trans-

porte dadoy gladistribucién de fuentes del mismo. En nuestro

caso:

15 pHROy) Lo

ﬁ'(tlzﬁ'a}): g(t"to) x . A2-2
0 ; FRYVFUR) >0
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donde WY es la energia potencial nuclear en un estado ¢lec-

trénico ligante. Luego hacemos la aproximacién

+ 5 > —_ > - - = -
G (A Y 2AA0) = By (A2 Rt by T vy ) AZ-3
donde Fyg ©s la solucibén de la ecuacibébn de transporte con

dispersién miltiple y fluctuacidn en la pérdida de energia

pero sin repulsibén coulombiana y con la condicién de contoino

f;s(/t:o, -/2,17’) = 3(71,-/7,6).5(17'-5}} A2-4

- -
y donde . y U_, son la posicibén y la velocidad respectivamen-—
te de una particula de masa A en un campo coulombiano al

tiempo t y tal que al tiempo ¢t,

-

%’

fU‘
4

Por lo tanto la evaluacidn de cantidades tales como:

—y

2 - -»
/V) f’()\‘.,/l, V)

fl

CFPES
CFLURS = [ARIT U2, ) VFw,R, )

las podemos escribir como:

A
- -3 4 - -~ = > ) > -
F e = deA'lffdzﬁld.U;_d,/?‘Gf (,t',nt,zg-»,t,fbllr)g(/(:',f& ) F(t,7%,0)

- --x - RS S Bl - - A -
(Ffl?F} = jdﬂzdv’jdx’dl{gdﬂ,‘@ (£ /’Lb'Vt”’t:”/V)g('él,ﬂﬁ'v;)VH/t,/L/V}

Vemos aqui que éstas requieren de una integracidén multidimen-
. . g —>
sional , aquellas en las variables /2 y 24~ pueden hacerse
- -y
analiticamente pero sobre n% Yy U} lo hacemos por el mé&-

todo de Monte Carlo






