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Abstract

We present the model of a two-dimensional vertically
fractured o0il reservoir with wells in production. The model
is based on the Finite Element analysis. Both variational
methods and the Galerkin procedure have been used for the
sake of comparison. Tle model we present here is isothermal,
for a single phase anc a single component, which may be either
gas or compressible non-saturated liquid. The density of the
fluid is considered tc be a function of pressure, and the
rock porosity and permeability are arbitrary functions of
the coordinates. In addition, the porosity is a funciton of
pressure. The formulation can be extended to multiphase,

thermal and compositicnal models.






Resumen

Se presenta un modelo de un reservorio bidimensional de
petr6leo que contiene fracturas verticales y pozos en produc-
ciébn. El modelo ha sido formulado en base al anflisis de ele-
mentos finitos, empleando tanto el método variacional como
el de Galerkin, con el prop6sito de compararlos. El modelo
que presentamos en isot&rmico, monoffsico y de un solo compo-
nente que puede ser gas o ligquido compresible no saturado.
La densidad del fluido se considera una funcibén de la presibn
y la porosidad y permeabilidad de la roca son funciones ar-
bitrarias de las coordenadas. La porosidad es, adem&s, una
funcibén de la presién. La formulacibdn puede ser extendida

a modelos multifisicos, térmicos y composicionales.






Introduccibn

El método de Elementos Finitos (MEF) (1) se emplea para
la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales. El pro-
cedimiento empleado consiste en subdividir el recinto de
solucibn en muchos Elementos Finitos, los que pueden ser
tridngulos o cuadrildteros en dos dimensiones, o tetraedros,
pir&mides o prismas en tres dimensiones. Sobre cada elemento
se definen varios puntos llamados Nodos. Dentro de cada ele-
mento, la funcibén incbgnita se aproxima, generalmente por
medio de un polincmio lineal, cuadr&tico o cfibico en las
coordenadas. Los coeficientes del polinomio se expresan en
términos de los valores de la funcibén inc6bgnita en los nodos
del elemento, llamados los valores de Nodo. Los valores de
nodo se convierten en las incb6bgnitas del problema, pues su
conocimiento permite determinar la funcién inc6gnita en todos
los puntos del recinto.

La ecuacibén diferencial y las condiciones de borde se
reemplazan por una formulacién integral, usualmente la mini-
mizacidtn de un funcional de la funcién inc6gnita sobre todo el
recinto, o bien en el método de Galerkin, la exigencia de
ortogonalidad entre el "error" cometido en la ecuacién dife-
rencial y las funciones de base empleadas para la aproxima-
cibén.

El MEF posee considerables ventajas si se lo compara
con el método de diferencias finitas. El empleo de funciones
contfinuas en el MEF permite establecer un teorema de conver-

gencia de la solucidbén (1,2), que garantiza la correccibén



matemdtica de los resultedos. MEF es un método directo (in-
clusive en el tiempo, si se desea, pues los elementos finitos
pueden definirse también en el tiempo), no se requieren ite-
raciones , y se obtiene asi una economia muy grande en la
cantidad de c&lculos que deben realizarse en el computador.
Los elementos finitos empleados por el MEF pueden ser mucho
mis grandes que los blogues empleados para diferencias finitas,
pueden tener cualquier forma para amoldarlas a la forma del
recinto dado y las aproximaciones no necesitan ser lineales
sino que pueden ser cuadrédticas o cfibicas, todo lo cual per-
mite reducir muchisimo el nGmero total de nodos, y con €l

la cantidad de ecuaciones y el tiempo de computacifn necesa-
ria para resolverlas.

Han aparecido ya los primeros trabajos que emplean el
MEF para problemas de flujo en medios porosos (3,4,5). Las
ventajas apreciadas, junto con el desarrollo de nuevas téc-
nicas de computacibn principlamente por parte de A. George
en Waterloo University y de F.Gustavson en el Watson Center
de la IBM, hacen pensar gue en un futuro prbximo la mayor
parte de los simuladores de reservorios de Petr6leo, acui-
feros, etc., trabajar&n en base al MEF.

Aqui presentamos los elementos tefSricos necesarios para poder
formular un modelo de reservorio bidimensional. isotérmico
monofdsico y de un solo componente que puede ser gas o liquido
compresible no saturado. El reservorio puede tener cualquier
forma, pueden existir fracturas verticales de cualgquier forma

y posicibn y pozos en cualquier n@mero y posicibén. La den-



sidad del fluido se considera una funcién de la presién. Los
pardmetros de las rocas, porosidad y permeabilidad, son fun-
ciones de las coordenadas y pueden especificarse punto por

punto, tanto en las fracturas como en el reservorio. La po-
rosidad es ademds una funcibén de la presién. La formulacidn
que presentamos es, sin embargo, general, y puede ser exten-
dida facilmente a modelos multifésicos, térmicos y composi-

cionales en dos o tres dimensiones.

La ecuacidbn diferencial y las condiciones de borde

La conservacibdn de la masa del flufdo que fluye est8 expresada
por la ecuacibn de continuidad (ver la tabla de sfmbolos

al final):

—335 (¢p) + V.(pV) + m = O (1)

y la pseudovelocidad estd dada por la ley de Darcy:

v=-Xy (2)

Reemplazando (2) en (1) obtenemos la siguiente ecuacibén di-

ferencial, que gobierna el flujo:

g% (8p) - V. (p% VP) + m = 0 (3)



La ecuacidn (3) contiene como Gnica incbgnita la presidn p.
La densidad p del fluido es una funcién de p solamente (flujo
isotérmico). Los parametros de la rocé ¢ y k son funciones

de las coordenadas, y ¢ ademds es una funcién de p. La vis-
cosidad y es considerada constante. La ec.(3) no es lineal.

Para el caso bidimensional que nos ocupa la ecuacibn es:

3 ek 3p) , 3 gk ap, _ B =
s (5D vy @R ID) - o) -m= 0 (4)

La masa de fluido producida en la unidad de tiempo de la
unidad de volumen es m.
En todos los elementos finitos m=0, excepto en aquellos

que tienen un pozo, donde se impone;

0
m= —=_ (5)
A(e)h

Para imponer las condiciones de borde suponemos un reservorio
cerrado y exigimos v¢=0 sobre toda la superficie S que lo

rodea, sea:

an S
O bien:
9p op =
[ax}s n, + [ay]s ny 0 en S (6)

La Pseudopresidn

La introduccidén de una pseudopresidén similar a la de Al-



Hussainy (6,7) permite simplificar la ecuacibén diferencial
(4) v su correspondiente formulacibén en términos de un fun-

cional a minimizar. Se define:
Pg
M =(1) [ ek 4
ok’o b " P (7)
donde p, €s algGn valor particular de la presibn, usualmente
la presidén méxima inicial pues asf M=0 para t=0 y (u/pk)o es

el valor de (u/pk) a esa presibn Py- Se tiene:

M _ _(u,y ek M _ _(xy ekodp
dp pko u IX pk’o u 3x
M _ Xy £k 3 M _ (2 ek 3p
Ay pk’o u 3y ot pk’o u 23t
3(pd) _ 3(p0)3M

ot oM 2

y definimos:
Vo= (2
m (pk)om
= (M, 3(p2) _ _ u 3(pe)

Usando (7) y (8), la ecuacibén diferencial (4) se transforma

en:



2 2
g-;”g+g—y”§+f(m%+m'=o (9)

y la condicibén de borde (6) queda:

(2

X 3y S ny =0 (10)

oM
(E)S n

La introduccidn de M es conveniente pues se simplifican mu-

chisimo las f&6rmulas de Elementos Finitos.

La minimizacién de un funcional

Para resolver la ec. (9) con su condicién de borde
(10) por medio del MEF pueden emplearse dos caminos diferentes:
encontrar un funcional apropiado y minimizarlo, o bien el
método de Galerkin. Ahora vamos a presentar el primer pro-
cedimiento (1,8). El funcional siguiente adquiere un valor
estacionario cuando se satisface la ecuacibén diferencial

(9) y su condicién de borde (10):

2 2
y = f % l:(%) + (%) -]dv - f M [f(M)%% + m'|dv (11)
% - v

La minimizacibén de x se hace respecto de éM,6(3M/3x) y

6§ (3M/3y), y se emplean pasos de tiempo. En la segunda inte-
gral, £(M) y 3M/3t se consideran constantes durante cada
paso de tiempo, y sus cambios se incorporan al finalizar
cada paso de tiempo (8, pag. 213). Por eso, en la segunda

integral s6lo se varia M. Es conveniente cambiar la forma



del funcional (11) y para ello se define el vector:

M
ax

{g}= M (12)
y

con lo cual el funcional queda:

X = [ % (g {g1av - J M |f(M)3§ + m'|dv (13)
\Y% \Y%

Las integrales de volumen se calculan como suma de integrales

sobre cada elemento finito:

T (e) T
(=T J %{g(e)} {g(e)} dv_J (e [f(M(e))aMat Yo (@] gy
(e)} “y (e) v(e)

(14)

El pr6ximo paso antes de poder minimizar y es expresar M en

funcién de los valores nodales @ y las funciones de forma N(e):

me) _ [_N(e) (%) (15)
donde las funciones de forma son:
I:N(e)— er.(e),NSe), ...,N(e)_
- _ 1 J r




y el vector de valores de nodo de M es:
T
" = {0,.0, ....0.}

Entonces, en términos de estas definiciones:

{g(e)} = I:B(e) I{¢} (16)

donde:
[ (e (e) (e)
Ny aNj - aNr
(e) X X axX
B = (17)
on, (&) gy (®) o ()
1 J r
oy 3y y
Usamos (15) y (16) en (14), y obtenemos para cada elemento
finito:
_T i - — — -—
. (&) =f %{Q!}T [B(e) 'B(e) {¢}dv—J £() () lN(e) {¢}|:N(e) a;%} av
v(e) - T 7 vie) - - -
-f me (€) N‘e’_]{gs}dv (18)
v (e) - -

Ahora calculamos la variacidn con respecto a {@}, manteniendo

f(M(e)),a{¢}/®ty m'(e) constantes durante el paso de tiempo,

y obtenemos:



(e) - -
X (e) (e)| 3{g} (e)
=TT = [:k _{¢} + l:c | ¢ + f (19)
donde:
- - - T -
[k(e) _ f ‘_B(e) l‘B(e) av
- V(e) - — -
(e) (e) (eI ey
] <o @ [0l [utay
- V(e) — - -
- T
(ed{ _ .  (e) | (e)
{f } = —Jv(e)m I:N ) av

Efectuando la suma indicada en (14) y definiendo:

[cl=) c(ef

[K] = Z l—k(e)—
(e) -

(e) - -

{Fi=J {f(e)f (20)
(e)

se obtiene finalmente:

[c]agf} + [K1{g} + (F} = 0 (21)

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales,
cuyas incb6gnitas son las componentes del vector {g}. Se lo
puede resolver por medio de diferencias finitas, estable-
ciendo pasos de tiempo apropiados, o bien dividiendo el
tiempo en elementos finitos y empleando el MEF (8, pag. 360).

En ambos casos se obtiene un sistema de ecuaciones lineales,



10.

cuya resolucidn es materia rutinaria. El resultado es el
vector {@} que permite emplear la (15) para calcular los
valores de la pseudopresidén M en cualquier punto del reser-

vorio.

Liquido compresible

El cdlculo de las matrices {;(e) de la ecuacién (19)

requiere especificar propiedades del fluido y de la roca.
Lo haremos para el caso de un lfquido compresible cuya com-

presibilidad c se define por:

C & = —— T = — (22)

La compresibilidad Ce de la roca se define en relacién con

la porosidad como sigue:

1 3¢

Usando (22) y (23) en la definicién (8) de f(M) se obtiene:

f(M)=—% (c-cg) o+c

£ (24)

La relacibén (24) es general por cuanto no se ha hecho ninguna
hipbtesis sobre c ni Ce- Si ahora hacemos la hip6tesis que k,u,c vy
Cg son constantes, se puede obtener expresiones cerradas

La integracidn

para M, £f(M) y las matrices de elemento [;(e) .



de (22) y (23) suministra:

Usando (25) en (7) obtenemos f&cilmente:

c(p-p_)
M=gl[i—e ©
C

O bien la relacidn inversa:

p=p,_ + % In (1-Mc)

Usando (28) en (26):

—cf/c
¢=1—(1—¢o)(l—Mc)

y reemplazando (24):

_ —cf/c
f(M)=§ (c=cg) [1-(1-9 ) (1-Mc) -

La expresidn (30) se utiliza para calcular los valores

k

11.

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

Eisf(Mi(e)) en los nodos. Dentro de cada elemento f(e)(M)

se aproxima linealmente:



12.

f(e)(M) - [&(e)

{E(e>} (31)

y la expresibén (31) se emplea en (19) para el cilculo de

las matrices de elemento L?(e)

Metodo de Galerkin

Ahora presentaremos el procedimiento para resolver la
ecuacibébn diferencial (3) por el método de Galerkin. Se puede
trabajar directamente en términos de la presibn p, no siendo
necesaria la introduccibén de la pseudopresibdn M. Dentro de
cada elemento finito, la presién p se representa de la manera

usual, anf8logamente a (15):

p =1 N.P. (32)
i

donde Pi son los valores de nodo de la presibn, y Ni las
funciones de forma. Cuando la aproximacidén (32) se sustituye
en la ecuacién diferencial (3), el resultado del segundo
miembro no ser& cero, sino un cierto "error". El1 método de
Galerkin consiste en minimizar este error exigiendo que sea
ortogonal a todas las funciones de forma dentro del recinto

de solucién:

pk o 3(pd) |
JVNi[V-(u Vp)-m =T -}dV—O (33)

para todo i donde p estddado por (32). De esta manera se de-



13.

terminan los valores de nodo p; que luego permiten calcular
P en cualquier punto del reservorio. Las derivadas segundas
son divergentes en las fronteras entre elementos. Por lo tanto
hay que eliminarlas de la (33). Para ello usamos la identidad

vectorial:

Obtenemos de esta manera:

N, m dv-( Nia—i-—)dv =0

jﬁN. kap-Eds—[ﬁVp-VN. dv—[ 0?
S i u 1 v at
(34)

]— \Y \%
El resto del cdlculo no se desarrollari aqui pues sigue 1i-
neamiento andlogos a la minimizacién de un funcional. Las
condiciones de borde (6), sin embargo no estén automdtica
mente incluidas en el formalismo. Su efecto se tiene en
cuenta cuando, una vez ensamblada la matriz del sistema de
ecuaciones lineales final, se reemplazan las ecuaciones aso
ciadas a los nodos superficiales del reservorio por las ecua

ciones correspondientes a las condiciones borde (6). Para



14.

un liquido compresible, la expresidn para 3 (p¢)/3t puede ob-
tenerse usando la definicién de las compresibilidades (22)

y (23):

—
©
L=
~—
]

[c@ + Cf(l—¢)1p %% (35)

Conclusiones

El anflisis de Elementos Finitos se ha usado para for-
mular la teorfa de un reservorio bidimensional que contiene
fracturas verticales y pozos en produccién. Se ha utilizado
tanto el procedimeinto de minimizacibén de un funcional como
el método de Galerkin. El caso particular de un liquido com
presible fue tratado y formulado. La teoria estd completa y

lista para el c8lculo numérico.



Lista de Simbolos

(e)

Area de un elemento finito.

Matriz definida en la ec. (17).

Compresibilidad del liquido.

Compresibilidad de la roca.

Vector definido en la ec. (12).

Vector g especificado para un elemento (e).
Espesor vertical del reservorio.

Permeabilidad de la roca.

Produccién (masa por unidad de volumen y de tiempo).
Parémetro definido en (8).

Par&metro m' especificado para un elemento (e).
Pseudopresibn.

Pseudopresibn especificado para un elemento (e).
Normal saliente a la superficie s.

Componentes de n.

Funciones de forma para un elemento (e).

Presibn

Presién mé&xima.

Produccidn de un pozo (masa por unidad de tiempo).
Cantidad de nodos en un elemento finito.
Superficie que rodea el reservorio.

Tiempo.

Pseudovelocidad.

Volumen total del reservorio.

Volumen de un elemento (e).



X,¥,2

Griegos

Coordenadas.

Porosidad de la roca

Valores de nodo de la psewdopresidn, ec.

Funcional, ec. (11)
El funcional de un elemento (e)
Viscosidad del fluido

Densidad del fluido

(15).
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