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Esta publicacion va dirigida a los estudiantes del
primer curso de Fisica General de las carreras de Ciencias
Fisicomatematicas. :

Convencidos como estamos, que es indispensable poner
en contacto desde el primer momento al alumno universita-
rio de ciencias exactas con los métodos cientificos, publi
camos este pequefio texto para que le sirva de ayuda en su
formacién experimental. :

Debido a quienes va dirigido, hemos escogido los ejem
plos simples que ilustran los distintos asuntos que se tra
tan, de los primeros capitulos de la fisica. Al tratar es—
tos ejemplos se ha supuesto el conocimiento por parte del
lector de la teoria de los mismos, cuando ésta no es indis
pensable para el asunto al cual se refiere el ejemplo. Tra
tédndose de ejemplos corrientes, bastard en caso de necesi-
tarlo el lector, consultar la teoria en cualquier texto u-
niversitario de Fisica General.

J. A. Balseiro.



CAPITULO I

7 ERRORES DE MEDICION

§1.- SIGNIFICADO DE LA MEDICION DE UNA MAGNITUD.- Medir una magni-

tud fisice es asociar a la misma un valor dimensionado en relacién a
la unidad gque arbitrariamente se ha definido para medirla. Asi, medir
una distancia, significa establecer el numero de veces gue la unidad
de longitud (cm, m, pulgada, etc.) esta contenida en dicha distancia.

La operacién de medir una magnitud supone a priori que tal mag-
nitud tiene un valor verdadero, no obstante las dificultades 1l6gicas
aue aparecen en cuanto se trata de precisar con rigor el significadoc .
de este concepto. No existen ni pueden existir instrumentos gue per-
mitan medir sin error alguno una magnitud fisica. Podemos medir p.e.
la cargz del electrén con una aproximacién tanto mas grande cuanto me
jor sea el método que imaginamos para hacerlo; pero en ningun caso po
demos medir la "verdadera" carga del electrén. Ademds, en muchos ca-
sos, en cuanto extremamos ls. aproximacidén con gue medimos una magni-
tud la propia msgnitud carece de sentido. Asi, si medimos la longitud
de una barra rigida con una escala métricz, con un catetometro, con
- métodos opticos, etc. obtenemos valores de esa longitud gque decimos
son sucesivamente mas aproximados; peros; qué sentido tiene medir esa
longitud con una aproximacidén del ordean o mayor que la distancia '
(107 em) que separa a los dtomos que forman la barra rigida?.

Solamente como una excepcidén muy particular, cuando el numerc
que mide una magnitud es necesariamente un numero enterp se puede a-
firmar que es rigurosamente exacto. P. e. el numero de franjas de in
terferencia que es necesario determinar en los distintos métodos in-
terferenciales.

Con las restricciones que el casc 10 exige necesitamos del con-—
cepto de valor verdadero de una magnitud, al menos como hipétesis de
trabajo. las adelante, al tratar de los errores estadisticos pcdre~
mos precisar algo mas este concepto (Ver § 11). Lo que importa, ahors,
es destacar gue la medida de una magnitud difiere siempre en algo del
verdadero valor de la misma. Dar simplemente un numerc comoc medida



de una magnitud sin precisar el error de que esta afectado, sea apro
ximadamente, sea en términos de probabilidades no significa mucho. U
ne medida tiene sentido so0lo cuando se puede valorar en una u otra
forma el error de que esta afectada. ’

Apreciér el error de una medicidén es el objeto del cdlculo de €
rrores.

§ 2.- ERRORES. ERRORERELATIVO. PRECISION DE UNA OBSERVACION Y DE UN
INSTRUMENTO.~ Se llama error de la observacion X' respecto de cierto
valor X a:

AX = X - X

Segun el significado de X (valor verdadero, valor medio o valor
aproximado) es la denominacién que se le da al error AX. Por ahora,
supondremos que X es el valor verdadero; en tal caso AX es el error
absoluto o error verdadero. '

1 solo enunciado del error de una observacién no es suficiente
para caracterizar la aproximacién o precisién de la misma. Sea p. e.
la medida de una distancia de 1 mm con una regls gue produce un error
de 2 mm. E1 error por unidad de escala (el mm) es:

N
1000

Si medimos, en cambio el didmetro de un alambre de 1 mm con un torni
1lo micrometrico gque nos da un error de 0,01 mm el error por unidad
de escala es de 0.,0l. En el primer caso tenemos por unidad de escala
un error cinco veces menor gue en el segundo. El error por cada uni-
dad en las cuales se mide la magnitud a determinar se llama error re
lativo:

= 0.002.

AX

_—

X

Para los fines practicos solo se requiere valores aproximados del e-
rror relativo, de modo gue

X  x

AX AX AX
+ AX Xt

define el error relativo de la observacién X', y es calculable siem-
pre que se pueda valorar AX.
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A veces el error relativo no se da por cada unidad sino por ca
da 100 unidades. En tal caso se define el error porcentual:

A X

Cuando se dice que el error es del 2 % significa que se comete un e
rror de dos unidades por cada cien de las mismas. El valor inverso
del error relativo mide la precisién de la correspondiente medicién.
En esta forma definimos la precision de una medicién: el numero de u
nidades afectadas de un error eguivalente a una de dichas unidades:

X X!
AX ~ AX

K =

Veamos, ahora qué se entiende por precision de un instrumento o
de un método de medida. Debemos suponer que el instrumento o el meto
do no producen errores siempre constantes y del mismo signo (lo que
mis adelante estudiaremos con el nombre de errores sistematicos). En
tales condiciones, la mayor o menor precisién de un instrumento o de
un método de medida es la facultad de uno u otro de repetir en mayor
o menor grado los valores correspondientes a mediciones de una misma
magnitud realizadas en ideéenticas condiciones.

Entre la sensibilidad de un instrumento y su precisidén no existe
una dependencia directa. Veamos cowo ejemplo el caso de una balanza
de pesas. La sensibilidad de una balanza aumenta cuando el centro de
gravedad del sistema mévil se acerca al punto de suspensién del mis-
mo. Cerca del caso limite en que ambos puntos estan muy proximos se
tiene una sensibilidad muy grande pues siendo el equilibrio casi in-
diferente, para una pequefia sobrecarga la desviacion del fiel es muy
grande. Pero por la misma razén la posicidén de equilibrio del fiel
serd précticamente cualquiera. Es decir, la balanza en tales condi-
ciones no reproduce absolutamente las mismas observaciones para la
misma sobrecarga: la precisibén en tal caso es nula o casi nula.

Esta particularidad es caracteristica siempre que la sensibili-
dad se lleve al limite de lo posible. En general es necesario hacer
un compromiso y operar con sensibilidades tales que la precisiodn sea
aceptable.

Al estudiar la teoria estadistica de los errores veremos como

es posible asociar a este concepto de precision de un instrumento un
numero gue lo mide.

§ 3.- CLASIFICACION DE LOS ERRORES.- Segun el origen de los errores
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distinguiremos entre:

ERRORES SISTEMATICCS.- Son los errores provenientes de una im-
perfeccidén o ajuste inadecuado del instrumento de medida, de 1la apli
cacién de un método erréneo, de la accion permanente de una causa ex
terior, etc. Asi, p. e. la desigual longitud de los brazos de una ba
lanza; una posicion inadecuada del observador que introduce un error
de paralaje; la medida de la diferencia de potencial entre los extre
mos de una resistencia con un voltimetro cuya resistencia interior
€s comparable con la primera; la accioén del campo magnético terres-
tre sobre instrumentos con campos magneticos, producen errores siste
maticos, Estos errores son siempre practicamente iguales ¥y del mismo
signo. Sobre esta clase de errores no puede hacerse ninguna teorisg
general. En casos particulares, sin embargo, existen métodos para po
nerlos de manifiesto y, en otros, es posible aplicar a las medicio-
nes las correcciones que los eliminan.

ERRORES DE APRECIACION.- Las determinaciones exXperimentales se
reducen, en ultima instancia, salvo escasas excepciones, a la lectu-
ra, mediante un indice, de una escals graduada. Al efectuar la lectu
ra, el observador se ve precisado de apreciar una fraccion de la di-
visién minima de la escala. En esta apreciacidn va implicito cierto
error que, por su naturaleza, llamaremos error de apreciacion. La ex
periencia del observador le permite conocer segun el instrumento, de
que orden es el error de apreciacion que comete.

ERRORES CASUALES.- Si una misma magnitud se mide cierto numero
de veces con el mismo instrumento, y en las miswas condiciones los
valores obtenidos no son idénticos y difieren entre si en peqgueiias
cantidades. Naturalmente que estas diferencias provienen en parte de
los errores de apreciacién. Pero son atribuibles, también, a una can
‘tidad de otros factores no previsibles, como peguefias variaciones de
las condiciones ambientes (temperatura, presidn, movimiento de los
soportes) otros provenientes del observador (variacion de la aten-
cion, fatiga de 1la vista, errores de paralaje) Yy finalmente otros que
se deben al mismo instrumento (tensiones accidentales en los sopor-
tes de los organos, movimiento browniano, etec.).

Los errores casuales obedecen a leyes de caracter estadistico ¥y
a ellos se refiere la teoria estadistica de los errores.

B) . ERRORES SISTEMATICOS

§4.- ELININACION DE CIERTOS TIPOS DE ERRORES SISTEMATICOS.- Clasifi
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caremos a 1los errores sistemsaticos con vistas a su estudio y a su po
sible eliminacidn en:

a.- Brrores producidos por la defectuosa construccidn o defecto
permanente de la escala de medida de un instrumento, tales como una
mala calibracién de dicha escala, un desplazamiento del cero de la
misma o una, desviacién del indice cde medica.

En el primer caso se hace necesaria la calibracidén de la escala
mediante el contraste del instrumento, entendiérdose por tal a la o-
peracidn de comparar las medidus efectuadas con el instrumento en
cuestidn con las de otro instruuento similar o ndé gque merezca garan-
tias respecto de su exactitud. Il contraste de un instrumento permi-
te construir curvas o tablas gue perumiten corregir las lecturas obte
nidas de la escala de dichno instrumento. Los errore$s provenientes de
esta circunstancia no serdan, en general constantes dentro del alcan-
ce del instrumento y estas curvas o tablas deberén cubrir, en tal ca
so, el intervalo correspondiente a dicho alcance.

Los errores debidos al desplazamiento del cero de la escala 0 a
la desviacién del indice de medida son constantes y féciles de eclimi
ner si se determina previaumente el valor y el signo del desplazamien
to o de la desviacién.

Ejempl o.— Debido al uso o a un defecto ce construccion frecuen
temente en los tornillos micrométricos el cero estd desplazado, en
general debido a la primera causa hacia los valores negativos, pro-
duciéndose en tal caso un error por defecto. 5i d es este desplaza-
miento y L una determinacidén el valor corregido es Iop =1 + d. Zsa
correccidén es negativa si el cero esta desplazacdo hacia los valores
positivos de la escala.

b.— Errores provenientes de un desperfecto, de la deficie:te
construccion o funcionamiento de un instrumento tales como los eiro-
ree gque produce una balanza de brazos desiguales o los de un croné-
metro que adelanta o atrasa. EZste tijo de error sistemdtico son los
mas dificiles de corregir y ningun instruuento practicamente esta to
talmente desprovistc de ellos; so6lo gque en los buenos instrumentcs
son sensibleuente menores gue los errores de apreciacidbén o casuales.

Los casos en 1035 cuales es posible eliminar, a veces, ec<.0s e-
rrores sistemdticos son aqueéellos cn gue las condiciones de wedida im
plican cierta clase de simetris. In general, cuando ello es posible;
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el valor medio de dos determinaciones realizadas utilizando las con-
diciones de simetria permiten eliminar esta clase de errores.

Ejemplo I.-Unos de los errores sistematicos mas frecuentes
en las pesadas de precision es el producido por una desigual longi-
tud de los brazos de la cruz de la balanza. E1 método de la doble pe
sada permite eliminar este error. En efecto: sea P el peso del cuer-
PO en el platillo correspondiente al brazo de longitudf1, y P +€ en
el otro correspondiente al brazo de longitud e . En el estado de e-
quilibrio se cumple:

Pl = Pols : Boly =P &€ e .

siendo PO el valor exacto del peso. Eliminandoﬁh v Lg se obtiene:

o =\P {P +E)

El valor exacto del peso el cuerpo es el promedio geométrico de las
dos pesadas. Si la diferencia E entre ambas es pequefia 1o que siem~
bre acontece aquel valor puede aproximarse por el promedio aritméti-
co (ver§ 1, 4 C4p.II):

P0=—%-[P+(P+E)] =P+%

Zjemplo II.- Para determinar la direccidén de las lineas de
fuerza de un campo magnético homogéneo se emplea una aguja imanzda.
La deteruminacién es exacta, siempre que la direccidén indicada por los
extremos de la aguja coincida con la direccién de la linea N-S que u
ne los polos magnéticos de la aguja. 51 asi no fuere, dos determina-
ciones sucesivas invirtiendo las caras de la aguja permiten, tomando
el valor medio de las dos observaciones, determinar con buena preci-
sidén la direccién de las lineas de fuerza. Ses a el angulo comprendi
do entre la linea que une los polos magnéticos y la que determinan
los extremos de 1la aguja; L. la lectura correspondiente a una posi-
cién de la aguja y L, la lectura obtenida invirtiendo las caras de
la aguja. Si D es el angulo formado por las lineas de fuerzas y la
recta dada por el centro de 1la aguja y el cero del instrumento, se
tiene:

D= =g

DN = LIS

De donde:
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¢.— Errores sistemiticos inherentes al método de medida. En ge-
neral no se puede dar un método para eliminar esta clase de errores
y s6lo una discusién minuciosa en eada caso particular permitira es—
" tablecer, cuandc ello es posible, la eorreccibn aplicable a la medi-
da.

Ejempl o.~ La medida de una resistencia éhmica con auperimetro
y voltimetro. El amperimetro A mide la intensidad I de la corriente
y el woltimetro ¥V la diferencia de potencia E
entre los extremcs de la resistencia R. EI va-
lor de esta Ultima queda dada por la ley de
Ohms

E
=5

fiq.nel
Esto es totalmente correcto si en vez de voltimetiro se emplea un elec
trémetro., Pero en nuestro caso por el vocltimetro circula una intensi
dad i, de modo que rigurosamente I = I' + i siende I® la intensidad
que eireula por la resistencia: :

E E

e mgnel o ]
Boasowy —x=8

El error sistemdtico que se comete al tomar el valor R' no corregide
es: '

I-3i R

En este caso es posible eliminar el error inherente al método si se
conoce la resistencia interna del voltimetro g, pues se tiene:

. R
i=—
g

d.- Por tltimo, debemos afiadir los errores sistemdticos produ-
cidos por las condiciones en que se realizan las observaciones. Asf,
la pesada de un cuerpo, cuya densidad es distinta a la de las pesas
estd afectada siempre por el empuje gue recibe del aire; en las de-
terminaciones calorimétricas por la cantidad de calor absorbide por
el bulbe del termdémetro, ete. Estos errores son, en general, calcula
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bles en forma de correcciones para cada instrumento o cada método en
particular.

C). ERRORES DE APRECTACION

§ 5.~ MEDICIONES DIRECTAS E INDIRECTAS.- Llamaremos medicidn directa
a la operacién de lectura en un instrumento aplicado a medir -cierta
magnitud P. e. la determinacidén de una distancia con una escala mé-
trica, la de un peso con una balanza, la de una intensidad de corrien
te con un amperimetro, son mediciones directas.

Una medicidén indirecta es la que resulta de una ley fisica que
vincula la magnitud a medir con otras magnitudes medibles directamen
te. A81, la aceleracién de la gravedad determinada con un péndulo i-
deal.

1T2

relaciona la magnitud g a medir con ) ¥y T medibles en forma directa
con una regla y un cronbmetro, respectivamente.

9 6.— ERRORES DE APRECIACION DE LAS NEDICIONES DIRECTAS.- Los errores
de apreciacién en la lectura sobre la escala de un instrumento depen
de del tipo de dispositivo de lectura ¥y de la habilidad del observa-
dor para realizarla. Su valoracidén no puede hacerse sino en forma a-
proximada dependiendo esta valoracién tanto de la habilidad del ob-
servador para efectuar la lectura como de su experiencia para asig-
marle determinado valor. E1 signo del error de apreciacién es tanto
negativo como positivo y su valor mdximo es practicamente constante
Para un mismo observador operando en iguales condiciones.

Cuando se mide una distancia con una escala graduada en milime-
tros un observador no experimentado podra observar fracciones de 0.5
& 0.3 mm mientras que un observado hidbil puede garantigzar la frac-—
cibn 0.2 mm. Los errores de apreciacién serdn, pues, de 0.5 mm, 0.3
m 6 0.2 mm, respectivamente. En el caso de una escala provista de no
nius de la relacibn 9/10 podrid no poderse apreciar la coincidencia de

‘una divisién del nonius con una divisién de la escala sind con una in

determinacidn de una divisién del nonius; en tal caso el error es de
0.1 de divisidn. Si se trata de un nonius de la relacién 49/50 podra
ser la indeterminacién de 2 & 3 divisiones del nonius.
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Analogamente se procede en el caso de cualquier instrumento pro-
visto de escalas y nonius como balanza, termometro, bardmetro, goniod-
metro, instrumentos eléctricos, etc.

Un caso particular es el de la medida de intervalos de tiempo
con cronémetros de disparador. La aguja del crondmetro no se mueve u
niformemente, sino que, debido al mecanismo del mismo (escape de an-
cora) se mueve a saltos, y entre salto y salto transcurre un lapso
de 1/5 6 1/10 de segundo segun el tipo de cronbmetro.

El tiempo de reaccion, en general, para una persgona normal es
menor que 1/5 de seg. de modo que en el primer caso no interviene es
te factor como fuente de error, no asi en el caso que el cronometro
registra el 1/10 de seg. En ambos casos no puede determinarse un lap
so cualgquiera con errores de apreciacion inferiores a 1/5 de seg. o
a 1/10 de seg. respectivamente. En este Gltimo caso el error puede
ser mayor si se tiene en cuenta el tiempo de reaccion del observa-
dor.

Si tratamos de medir p. e. el periodo de oscilacién de un pendu
lo del orden de 1 seg. un error de 1/5 de seg. es considerablemente
grande y, en general, invalidard la medida. Sin embargo en el caso
de mediciones de periodos (de oscilacidn, rotacidn, etc.) este error
puede atenuarse considerablemente con sélo medir lapsos correspon-
dientes a un numero suficientemente grande de periodos. En efecto:
Sea t el tiempo de n periodos de duracidbén T:

Ho=nT

El error de apreciacibén de la medicién de © sea dt - 1/5 seg. Se tie
ne:; ;

L

At = AT == AT =
2 5

I
e X
El error AT disminuye en forma inversamente proporcional gl numero
de periodos que se tienen en cuenta.
Reciprocamente si fijamos el error podemos calcular el numero
de periodos que es necesario tener en cuenta para no cometer errores
superiores al tolerable. Por ejemplo, si al medir un periodo T= 2 sgeg.
no gueremos cometer un error superior al 0.1%,

AT o 100 .
g e e O
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obtenemos n = 10C oscilaciones.

Cuando se trata de medir una velocidad uniforme determinando el
tiempo durante el cual el mévil recorre cierto espacio conocido, se-—
gun v = e/t. no puede, naturalmente, aplicarse el método expuesto an
teriormente para atenuar el error del cronéumetro. Sin embargo, en es
te caso, también es posible eliminar, en parte, este error. Con un
cronbmetro de 1/5 seg medimos el tiempo t que emplea el mévil para
recorrer la distancia AB. (fig.2). La velocidad en primera aproxims-
cidon con un error en t de 1/5 seg estd dada

/

I : Dividimos este valor e, en un numero conveniente de in
Jie tervalos; sea p. e. en tres: AC, CD y DE. Realizamos
ahora, la medida del tiempo gque tarda el mévil en pa-—
sar de C & B, y resulta p. e. el mismo valor del tiem-
po. Efectuamos a continuacidén la misma determinacioén
entre DB. Resulta t-1/5 seg. La distancia que mejor a-
tenla el errcr del crondémetro es DB pues el tiempo t-
1/5 que da determinado con un error menor que 1/15 seg.
la velocidad esta dada pues,

| CB

: e

fig.2

§ 7.~ ERROR DE APRECIACION DE LAS MEDICIONES INDIRECTAS. Sea una wmag
nitud L que nos interesa medir, una funcidén conocida de otra nagni—
tud X que medimos directamente:

L= P (X)

Se plantea el problema de determinar en cuanto afecta a I el error de
apreciacion cometido al medir X. De la medicioén de X obtendremos un

valor X' = X + AX, siendo AX el error de apreciazcién. Al calcular L
con el valor X' obtendremos cierto L' =L +AL = £ (X + AX), donde

AL es el error de aprecizcidén de L.

ANGEL JOSE ROVELRE
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Si desarrollamos la funcién £ (X + A X) en serie de Taylor ('):
Ax%®
2!

L' = £(X + AX) = £(X) + AX £'(X) +35—£"(X)

y consideramos queﬂX%&ﬂX obtenemos en la aproximacidén en la cual
los términos de potencias superiores de AX scn despreciables frente
a AX:

Lt - £(X) = ' - Li s AL = £'(Z) AX

El error de apreciacion de L no depende solamente del valor AX
sino también de f'(X). Cuanto mayor es este coeficiente tanto mas sig
nificativo es el error en L por el error X ccmetido al medir X.

Puesto que en general no conocemos el valor verdadero X, para el
cdalculo de AL podemos aproximar el valor de f£'(X) por £'(X'), de modo
que:

AT = £'%(X") 4 X

Ejempl o.- Determinar la aceleracién de la gravedad g con un

péndulo ideal de longitud 1 bien conocida:
o
g:Tz L

4Tl2‘

Medimos 100 oscilaciones dobles. El error de apre01acién de T, efec~
tuando la medida con un crondmetro de 1/5 seg es:

En este caso L = g, X 2 T y la funcién f£(X):

Al et o 5 90 peg.

(') La serie de Taylor nos da el valor de una funcibén f(x) en un pun
to x + h, si conocemos el valor de dicha funcidén y de todas sus deri—_
vadas en el punto x, mediante el desarrollo: -

" ™

20z + B) = £(2) % BEt(x) +- 20(x) 4 s0e G

2 f
gsiendo f£'(x), f"(x) ... fﬁﬁ (x), las derivadas primera, segunda ...
enésima de la funcidén f(x) en el punto x.

La serie de Taylor de una funcioén de dos variables x, y estd da
da por:

2 2 2
T (x+h,y+k) = £(x,y) + h— k-ﬁ + B o+ ks ¢ K g el

a M' aﬂ. F az f i . s s = [
siendo5z ,%%my s 3¢ --- las.derivadas parciales de distintos ordenes

de la funcion f.
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Sean: -
£= 171.7. cm.
100T = 262° 4.
Puesto que
dg _ 472
ar = = *ps L
tenemos:

g ,
w1~ LAT 2 + 3 cu/seg?.

beg = ++

i+

El valor de g, resulta:

g = 983 cm/seg?.

con un error de + 3 cm/seg®.

‘Cuando se trata de una magnitud L a medir expresada como fun-
cién de mds de una magnitud medible directamente:

el significado del error de apreciacidén de I es el mismo, a sabzr:
Las medidas de X, Y Y Z estdn afectadas de ciertos errores de apre-
ciacién AX, A Y, A Z, respectivamente, de modo que los valores ob-
servados X' =X + AX, Y' = Y+ AY, 2' =7+ AZ, permiten cal
cular el valor'L' =L + AL siendo A L el error de apreciacibn de I.
Fara calcular este valor operamos en la misma forma que en el caso
de una sola variable, desarrollando en serie de Taylor y desprecian-
do los términos de orden superior:

~

L' = £(X',Y',2') = £(X+4X,Y+AY,2442) = £(X,Y,2)+4% O :”-ai PYTLis
- - = Y Y oL

L' - £(X,Y,2) = A1 = .t-a—fAX iﬁﬂy _-tﬁ Az
=By - QY 3z
La mayor o menor contribucién de los errores de X, Y, Z depen-
de del mayor o menor wvalor de los coeficientes:

of 42t 3
X 9y JZ
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razén por la cual estos coeficientes se llaman factores de propaga-
cién de los errores AX, AY y AZ, respectivamente. El signo de es
tos errores como el de los factores de propagacién puede ser tanto

negativo como positivo. El méximeo error de I se producird cuande to
dos los términes que definen a AL tienen el mismo signo. Por defini
cién este valor mdmimo de AL es el error de apreciacién de L. Es de

clr:
AL ::.nt{ %A‘j l+|%ﬂiﬂ

El error relativo de L, estd dado en funcién de los errores relati-

vos de X, Y y Z pors
AL {(_&a_f),a_x +/(1_Di)é.{|}
P L X/ X L ALl Z

Zn este caso los factores de propagacién de los errores relativos
son:

of
— DX +
o¥

+

Y ¥\ AY
(T3] T

o)

z 9f
T 3 &

9

e

df
3y

| <

H><

474

=
=

Cuando todos los términos de la Ultima expresién son del mismo
orden los errores de las mediciones de X, Y y Z contribuyer en pro-
porciones mds o menos equivalentes al error de L. Sim embargt, acon
tece con frecuencia que algunos de los coeficientes de propagacién
de los errores relativos son considerablemente menores que 0tros. In
tal caso el error de L proviene casi exclusivamente de los términos
mayores., Poner de manifiesto este hecho es de iwmportancis préctica,
pues é1 nos da la pauta de cuales son las mediciones que debemos e-
feetuar con mayor cuidado eligiendo convenientemente el método y el
instrumental de medida. Por otra parite es completamente inoperante
esforzarse en medir con precisién las magnitudes cuyos errores no
contribuyen mayormente zl de L.

8.~ APLICACIONES DE LA VALORACION DEL ERROR DE APRECIACION.- Me—
diante la discucién de los errores de apreciacién previa a la reali-
zacién de las observaciones destinadas a medir una magnitud podemos
obtener los resultados siguientes:

a.- Cdlculo del error miximo de una determinacién. En general,
al realizar una medida si se trata de obtener el mejor valor posible
ne es suficiente una sola cobservacién. Sin embargo, con frecuencia
no se necesita obtener el valor mids preciso posible y en tal caso se
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réd suficiente una sola observacién. Pero ya hemos visto que un mime
ro como medida de una magnitud no significa mucho, sino se especifi
ca cual es el error, al menos aproximado de que estd afectada. Su-
puesto que el instrumento o el método de medida no estdn afectados
por errores sistemdticos con una sola observacién sélo podremos es-—
pecificar cual es el error miéximo de nuestra medida debido a los e-
rrores dé apreciacidn que se cometen.

EJjemplo.- En una pesada deprecisibén el peso estd dado por:

siendodc el cero de la balanza descargada, ¢; el correspondiente a
la balanza cargada con el cuerpo y las pesas P,. y S la sensibili-
dad de la balanza. Supuesto que no existen errores sistemdticos pro
venientes de la balanza o de las pesas los dnicos errores que inci-
den sobre P son los producidos en las observaciones de olo y of;» Los
errores de apreciacién en una balanza de precisién corriente son
del orden de una media divisién de escala. Es decir,

Ax= pg,~ 0,5 div.

Iuego:
|i A ola
S

SERTYER ,

En una sola pesada el error mdximo posible garantizando la aprecia-
cibén de media divisibén de escala es del orden del factor de mérito
de la balanza.

b.— Eleccién del instrumental. A veces se presenta el problema
de medir magnitud L con cierta precisién dada. En tales casos hay
que disponer de criterios para seleccionar el instrumental o el mé-
todo de medida para alcanzar tal precisibén. En las mediciones indi-
rectas si L = £(X,Y,Z) se presenta un problema andlogo cuando una
de las magnitudes madibles directamente, por tener un factor de pro
pagacién grande respecto de las otras limita la precisién de la me-
dida de L., Supongamos que en tal caso se encuentre la magnitud X.
No necesitamos medir Y y Z sino con una precisién tal que:

f AZ

f AV . Z 3f A%
¥ L z

o]
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de donde obtenemos gue

2f <t

Ay= 3% Ax Az =—— AX
Cf A
Tl P

Disponemos, asi, de un criterio para elegir el instrumento o el mé-
todo adecuado para medir X[y Z. Para efectuar el cdlculo anterior
sblc necesitamos valores aproximados de X, Y y Z que pueden oblener
se répidamente sea a simple vista, sea con métados rdpidos y rudi-
mentarios.

Ejemp1l 0.-- Medir el calor esﬁecifico medio entre la temperatu
ra ambiente y 100° C de un cuverpo de masa m, con el calorimetro de
mezcla. Se tiene el calor especifico medio C expresado:

c M +T) (b —1ti)
i m(100 —tf )

siendo T el equivalente en agua del calorimetro gue suponemos conc-
cido M la masa de agua del calorimetro, t. la temperatura inicial y
t,. la temperatura final observada después de introducir el cuerpo a
100° ¢C.

Podemos valorar M simplemente mediante la capacidad del ealori
metro y m por comparacién al tacto de una pesa. Sean:

M = 2.000 gr

m= 300 gr

t; =17° 3 ¢C
tp = 21° 2 C
éﬁﬁ}_@@ﬂl‘,,lﬁﬁﬁnhlti dC ﬂtF| +|t_i-i«'>£ Ati
C “IC M H c mm c M C i t
MIC _Mamo , H 3¢ tf 100 —tt i
C MW~ M ¢ 4 Tt =ty 100 =tf ~ *°

ti 0C t<

I 1 n
mT T an T wh
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S1 las temperaturas €1 y tf las medimos con un termémetro que apre-
cia el 0°1 C en el mejoxr de Los casos el error de apreciacién serd
de 0°05C. Tenemos, asi: |

AC AN Am 0.05
c ¥ *m *42% 30

0.05 AN Am
- m -

+ 3. = _*_'m 1-0@02

i M

Para que el error cometido al medir M sea significativo el e-
rror relative de la misma tendrd que ser del orden 0,02, es decir,
AM { M« 0,02 = 40 gr. Andlogamente deberd serAm { 6 gr. No tendrs,
pues sentido medir M é m con wna balanza de precisién pues en nin-
gun caso, midiendo mejor estas masas tendremos valores mas precisos
de C.

Si medimos I de modo que AM K 40 gr y4 m& 6 gr. el error re-
lativo mdximo de C es:

AC

c 0,02

siendo despreciables los errores de Ml ¥V m.

Ejempl o.~ Se trata de medir el médulo de Young por traccién
con un error del 1%. El médulo de Young E estd dado por:

LP 2

sispdo L la longitud del alambre, r su radio Yy P el pesoc que produ-
ce un alargamiento d.

Sean los valores aproximados:
L = 1.000 mm
P =2 kg
r = 0,5 mm
d = 0.3 mmn
El error porncentual de E esta dado:

_AE _ AL AP Ar Ad
8% = E 100 _—I-_—loo +—P-—:zoo._+ 2T 100 e 100

W
ol
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Si medimos T con una regls podsmos lograr fécilmenis un error de a-
preciacibén del orden del milimetro, con lo gue:

aLLIOO . oI

Si el peso P lo determinamos con un error de 2 gréLE-x 100 = 0,1%.
Estos errores son despreciables frente al error ep = 1%, En conse-
cuencia solo debemos esmerarnos al medir r y 4 de modo que:

Parg ello hacemos:
Axr Ad
0y o O mrsliceall gl
e 0.005 q 0,005

Luego:
br =0,001 mu Ad =0.001

con ellos no se cometan errores de apreciacién mayores que los sefia
lados.

Los instrumentos con que hay que medir r y d deberdan ser tales que
a

e.~ Acotacién del nimero de cifras. Si calculamos el valor de
C en el ejemplo I del paragrafo anterior, encontramos:

C = 0:20873....cal/gr.gCe

En este como en la generalidad de los easos s& plantea el pro-
blema de saber qué nimero de cifras podemos garantizar con nuestra
determinacibn en la que los errores de la temperatura son del orden
de 0°05 C. E1 error mAximp calculado es de 0.04 eal/gr.g€. Podemos
garantizar pues @l 8 de la tercera cifra., Las cifras subsiguientes
carecen de sentido y sblo se deben a una operacibén numérica. En to-
do caso podemos aproximar por exceso o defecto la Ultima cifra. De
moda que el calor especifico media determinado sera:

C = 0.209 cal/gr.gC con un error miéximo C = 0,04 calé?d?

d..- Condiciones 6ptimas de trabajo. Tratédndose de mediciones
indirectas a veces, puede disponerse de una de las magnitudes medi-
bles directamente asigndndole un valor arbitrario. Es el caso Do €.
cuando se mide el momento de inercia referido a un eje que pasa poOr
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el centro de gravedad de un cﬁerpa suspendido en forma de péndulo.
El mowento de inercia no depende paturalmente de 1la longitud el pén
dulo, valor éste que interviene, sin embargo, en el cflculo del pri-
mero.

Se trata de saber si existe un determinado valor de una tal va-
riable experimental, para la cual el error cometido al medirla no a—
fecta al valor de la magnitud a medir. Sea 2 la magnitud que tiene
la propiedad enunciada. En la expresién:

AL=|"’T§ Ax |+|§_§ Aylfl%izazl

los factores de propagacién, en general dependen de Z. Si existe un
valor Z = Z, para el cual se cumple

('gfé)mo
22,

tenemos:
b1 =| 5 8x [+[ 2 ay|

En tal caso, decimos que trabajemos en condiciones 6ptimas. La
relacién:
Af
(faz)z; C
define una ecuacidn en Z que permite determinar su valor.

EJjemplo.~ Sea medir el momento de inercia de un volante refe-
rido al eje del mismo,-suspendido en forms de péndulo y haciéndolo
oscilar segun el plano perpendicular a dicho eje. E1 mencionado mo-~ ~
mento de inercia estd dado por:

iy 2
I = mgd e " md" .

siepdo m la masa del volante, T el periodo de oscilaciébn, g la acele
racibén de la gravedad y d la distancia entre el centro de gravedad
del sistema y el punto de suspensibén. Se trata de determinar el va-
lor de 4 para el cual el error cometido al medirlo no afecta al va-
lor de I.
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Tepnemos:
2 2
L R L e e
== gdigge =8 aretedepr gge 08 T - ad

Paras determinar la longitud 6ptima d dop. hacemos:

(r’gé)d-dap =0

Iuego:
pe
4T?

3
dp—'-z'-g

Como &l variar d varia el perfiodo T esta dltima relacién no nos per-
mite determinar directamente dgp - Para hallar este valor podemos pro
ceder de la manera siguiente: Medimos para distintos valores de 4 el
periodo T, hasta lograr un valor de d que satisfage aquélla relacién
(Ver ej. 1 $ 3, b del cap.III).

Podemos también, introducir el valor de d,, en la expresién de

1 T2 2 2 )

I:2mePEngmdup=mdop

Si determinamos un valor aproximado de I = I' con un valor cualguie-
ra de d, calculamos dop de

]
dop & im—

D). ERRORES CASUALES

TEQRIA ESTADISTICA DE LOS ERRORES

Hasta ahora hemos considerado como se puede valorar aproximada-
mente el error de una medicidén directa o indirecta de una sola deter
minacién, suponiendo que los errores sistemdticos y casuales son des
preciables frente a los errores de apreciacidén. Sin embargo, atin su-
poniendo que los errores sistemédticos son nulos o despreciables una
medicibén estd afectada siempre de errores casuales cuyo origen ya he
mos enunciado. Debido a esta circunstancia, cuando se trata de hacer
medidas de precisién y asignarle a esta medida un error lo mds peque
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fio y aproximado posible es indispensable recurrir a la repeticién
de la misma medida un numero de veces convenientemente grande. En
esta forma los errores casuales aparecen distribuidos a2l azar y es
posible hacer una teoria estadistica de estos errores. Observemos
que, desde este punto de vista los errores de apreciacidén también
estéan incluidos dentro de los errores casuales, y una repeticién de
las observaciones implicard una reparticidén estad{stica de estos e-
rrores, lo que en definitiva tiende, como veremos, a una disminu-
cion del error a medida que se aumenta el numero de observaciones.

§9.— DEFINICIONES. Sea X el valor verdadero de uns megnitud y Xi,
Xog X3geeee X%' n observaciones experimentales de esta magnitud.

Se llama error verdadero o absoluto de la observacidédn X al va-

lor:
§i= X = Xy (9.1)

Valor medio o promedio de las n observaciones

E=%(X1+X3+X3+ e +X1?) (9-2)

Error aparente de la observacidn Xi.

X = f == X‘L (E\'s:'j

Error zbsoluto del vazlor medio.

Error medio cuadratico se 1lama a la cantidad

2 3 n -
m-—w/XI +xan+ e x%l___\!%zc)(_%)a (9.5)
=1

Por Ultimo el error relativo referido al valor absoluto o del valor
medio es como sabemos
5¢

7R

xn|l:d

respectivamente.

De las anteriores definiciones se deducen las consedéuencias si
guientes: a. De (9.3) y (9.2) formando el valor medio de los erro-

ANGEL JOSE RCVERE
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res agparentes:

1=

n
%—Z_ Xi = & a-%EEXi
1=1 1

Se sigue de zqui que por definicibn lea suma de los errores apa
rentes es nula:

n
Z % =0 (9.6)
1-1

b. Si obtenemos el valor medio de los errores absolutos
i m
1 : i . 1 : v
il 5 =30 G-m)=x-jZH=¥-k=2 (3.7)

E1l error absoluto del promedio es, pues, el promedio de los e-
rrores absalutose.

¢. Desarrollando los cuadrados que aparecen en (9.5),
— 2 2 2
(X - %) =X = 2XXi +Xi

sumando,ahora de 1 4 n,

F =gt =¥ o > %
X = X1 = M - 2 X X1 o+ :
T T -iqut
y dividiendo por n, obtenemos:
1S : 2 -2 L s 2 S 2 -2
m2="rTZ (¥ = xi) =X ~2% = 7 xi*%Z— Xy "";’LT.ZX-L”X
11 T g i1 il
N2 =2
m* = X - X
m =¥ -x?* | (9(.8)

El error medio cudrdtico puede definirse también, como la raiz
cuadrada de la diferencia entre el promedio de los cuadrados de los
valores experimentales y el cuadrado del promedio de 1os mismose
‘Ahora bien: el valor medio de una serie de cantidades que no difie-
ren mucho entre si referida al nimero de estas cantidades es sensi-
blemente constante, particularmente cuando este pamero no es muy re
dueido. La férmula (9.8) muestra, asi,.que el error medio cuadrati-

. B Bt B R
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co de una serie de observaciones es sensiblemente independiente del
nimero de las mismas slempre que éste no sea muy reducido.

10.- POSTULADOS FUNDAMENTALES DE LA TEORIA ESTADISTICA DE ERRORES,
Lla teoria estadistica de errores, debida principalmente a GAUSS, se
funda en tres postulados fundamentales:

I. E1 valor mds probable de una serie de mediciones, efectuadas
en idénticas condiciones, es el valor medio de las mismas.

II. Es igualmente probable cometer errores verdaderos de igual
valor absoluto y distinto signo.

ITII. En una serie de observaciones es tanto mis probable un e~
rror verdadero, cuanto menor es su valor absoluto.

Estos postulados, atn siendo relativamente simples e intuiti-
V08, no son ni mucho menos evidentes. Su aceptacibén como fundamento
de la teoria sélo puede hacerse a posteriori por las consecuencias
que fluyen de la misma.Si estas conclusiones son satisfactorias y
no estan en contradiccién con hechos experimentales los postulados
son aceptables como tales. Muchas tentativas se han hecho para ex-
cluir al primer postulado y obtenerlo como consecuencia de otros mi.
simples y evidentes. Pero, en general, puede admitirse que, al me-
nos, en una presentacidén elemental de la teorf{a, no hay forms mds
simple y rigurosa que la dada por GAUSS.

El postulado II significa que si al realizar cierto nimero de
mediciones en idéntices circunstancias de una misma magnitud se come
te m veces cierto error absoluto + § en términos estadisticos se co-
meterd también m veces el error -§. Debemos aclarar que se entiende
por "en términos estadisticos". Cuando decimos p.e. que la probabili
dad de obtener un as al arrojar un dado es 1/6, significa que de ca-
da seis tiros, en términos estadisticos obtendremos un as; esto es,
81 nos concretamos a seis tiros no tenemos la seguridad de obtener
un as. Pero si efectuamos 600 tiros tendremos 1l1a seguridad que el nu
mero de veces que aparecerd al as es miy préximo a 100.

11.- ERROR DEL PROMEDIO DE UNA MEDICION DIRECTA. Si pudiéramos cal
cular rigurosamente el error del promedio E, con su correspondiente
8igno, claro estd que podriamos conocer el valor verdadero dado por
X — X = E. Pero esto no es posible y sélo nos es dable calcular E en
sentido estadistico, en forma tal, que no podemos establecer un va-
lor bien determinado de X sino un intervalo bien definido dentro del
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cual se encuentra este valor. Decimos que:
X - E( ¥‘$LX + E

es decir, el error del promedio F define alrededor del valor medio
X un intervalo de inseguridad de longitud 2E dentro del cual se en-
cuentra el valor verdadero X. Naturalmente, cuante menor es este in-
tervalo, tanto mayor es la precisibdn k = T del valor medio.

Veremos a continuacidén como se calcula este intervalo o lo gue
es 1o mismo el valor E. Partimos de las definiciones (9.1) y (9.3)%
por diferencia encontramos:

S’f_,»- Zp = X = X =
xi =%, - E

donde el indice I caracteriza como antes una determinacién cualquie-
ra. Con la Ultima expresiébn formamos el error medio cuadrdtico se-
gin la definicidn (9.5):

L 2 1 _n 2 : n 2
SN PR ¥ NS R A

T {1 ks

bt

"
'}']' 5_ 3.1 Ez

Al

Segun la férmula (9.7) esta Wltims se transiorma:

2 12 & \ 2 j_h 2 -2.
o =5 5 -2+ =7;31 - &

Tenemos, tambien de la (9.7), elevando 21 cuadrado
Y i % "
nzg +F§j}ti = E
donde significa,

1+]§f g §2 gl §~'3 +”@+'§1§:n+ ‘éa §1+§2 55 +.”+§2 §‘n +...+§n_1§“

Con esto, obtenemos: Sl ey

1 2 2 1 o
ngt.—-hE f-»niaﬂgl.?]

: ; 2 . : 2
e introduciendo este valor en la Ultima expresidn de m :
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2 o 2 3 &

: }i Ei‘

1%

Iuego:

2 m? 1 Eﬁ e
S e i e 555

Esta expresién vale rigurosamente, pues la hemos obtenido mediante o
peraciones algebraicas partiendo de las definiciones (9.1), (9.3) y
(9¢5). E1 primer término de E es calculable pues estd dado en funcidn
de los valores experimentales X;, Xp «co X4 ¥ del nimero n de éstos.
Pero los restantes términos no son calculables pues involucran los e-
rrores absolutos %19 Ea ceo §, que se desconocen. Adhora bien: segin
el IT postulado si obtenemos un error + gt con igual probabilidad ob-
tenemos el error “ﬁgi@ Es decir, en términos estadisticos tendremos
por cada valor +5; "§iuno negativo - % §; . Estos valores se anulan,
pues, en términos estadisticos y en este sentido resulta:

o
Ewy—— | (12.1)

En esta forme tendremos el velor verdadero definido por:

S n = n L
Eome T AR e (11.2)

Habitualmente, por razones de simplicidad estas desigualdades se
expresan en forma simbélica

X=3(-:.; L

"V m=1
bero con la interpretacién que se desprende de la notacién (11.2)

Ya hemos visto (¢ 9, e¢) que para un nimero convenientemente gran
de de obserwvaeiones (8 & 10 p.e.) el error medio cuadrdtico m es préc
tipamente constante y no depende del nimero n de observaciones. Esta
propiedad del error medio cuadrdtico es de singular importancia, pues,
al considerar la expresiém (11.1) de E se observa E disminuye en for-
ma inversamente proporcional al nimero+n —= I.

La cireunstancia anotada, ademds de su considerable importancia
préactica nos permite dar una definicién apropiada del velor verdade-
ro de upna magnitud. En la expresién (11.2) cuando n.tiende a un valor
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muy grande, el error del valor medio tiende a cero y el valor medio
¥ tende en la misma relacién hacia el valor verdadero X. Es decir,
el valor verdadero de una magnitud es el valor medio de infinitas ob
servaciones realizadas con un instrumento carente de errores sistems
ticos. Si bien esta definicibn nos permite obviar las dificultades
légicas sefialadas en el ¢ 1, desde el punto de vista prdctico ya he-
mos visto (¢ 4, b) ,que no es posible disponer de instrumentos de me-

dida carentes en absoluto de errores sistematicos.

Por otra parte si consideramos la expresibn Xy =%, = E vemos
que cuando el numero de observaciones es muy grande a un error apa-
rente le corresponde un error absoluto de igual valor.

Ejempl o.— Medir el didmetro de una esferita de acero con un
tornillo micrométricoe.

Realizamos primeramente cinco observaciones:

Valores Valor medio Errores apar. E. me Co. E. del v m.
X, =1.2mm X =1.2mm x, = 0O m=0.,078 E = 0.039
Xai= 213 " x, = =0.1
Xe = 11 ¥, = 0.1
Xy = 1.2 ™ Xy = 0
Xg = 1.3 " Xg = —=0.l

X =1.20 + 0,04 mm

Mediante 14 observaciones:

Valores

1.2 1.3 1.1 1.2 1.2 1.4 1.2 1.1 1.2 1.2 1.2 1.2 1.3 1.2
Valor medio

X = 1,214

Errores apafentes

0.02 -0.,08 0.12 0.02 0.02 =0.,18 0.02 0.12 0.02 0.02 0.02
0.02 =-0.08 0,02 |

Error medio éuadratico
m = 00074
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Error del valor medio
E = 0.0206
X =1,21 + 0.02 mm

El error del valor medio ha disminuido al aumentar el ndmero de 0b-
servacién de 5 4 14. En este ejemplo el error de apreciacién es, en
el mejor de los casos de 0.05 mm sensiblemente mayor al error del
promedio en ambos casos.

9 12.— ACOTACION DEL NUMERO DE CIFRAS. Al hallar el valop medio de
las observaciones, por 1a operacidn de dividir por el numero n de
observaciones en el caso mis general tendremos un ndmero indefinido
de cifras. Si conocemos el error de apreciacidn disponemos de un
criterio como ya se ha explicado (§ 8y, ¢) para acotar el nimere de
estas cifras y no tener que efectuar cdlculos engorrosos y sin im-
portancia alguna al calcular el error medio cuadrdatico. En todo ca-
so0 si el nimero de observaciones es considerablemente grande (15 6
20, p.e.) conviene tomar una cifra mds del valor medio que la acota
cibén que da el error de apreciacién, debido al hecho que el error
del promedio disminuye al aumentar el ntmero de observaciones. Por
ejemplo, si el valor medio es 32.453215... y el error de aprecia-
cibn 0.1, conviene tomar para el c4lculo de m el valor 32.45.

£l valor de E, resulta p.e. 0.07, entonces el resultado final
es:

X = 32.45 + 0.07

Se ve, con esto, que es mfs correcto tomar para el cdlculo de
E el valor medio 32.45 y no 32.4.

$13.~ SIMPLIFICACION DE LOS CALCULOS. Cuando es necesario realizar
una serie numerosa de observaciones, el cdlculo del error del valor
medio implica operaciones engorrosas si el nimero de cifra de los
valores observados no es muy reducido. En tales casos se puede sim-
plificar notablemente los cdlculos en la forma siguiente:

Sea Xi un observacién cualquiera de una serie de n observacio-
nes. Podemos elegir un valor Xy que, & simple vista, sea el gque me-
Jor aproxima a todos los valores.Xio Tendremos, asi, cada observa-
cién expresada:



X1 = Xy +A{

siendo Ai la diferencia entre la observacibén Xi y el valor aproximg
do X, formando el valor medio:

1 L
5 XO“"H‘ Z‘)'l. g)(o "*A-

1=l
siendo N\ el promedio de las diferencias RU Como estas diferencias
serédn siempre nimeros relativamente pequefios y de un escaso nimero
de cifras el valor A se halla rdpidamente y con ello el valor X
Los errores aparentes quedan expresados:

:'fsxi = A ﬂ)ti,

y el error medio cuadrdtico

1 2 2 1
n® =-n§1 xat:n[h/\ mQAZ}L +)] N

VM3

M A8

1<l

o

EJjempl o.— lledimos la viscosidad del agua a 15°C diez veces.

'|'(a105 poise A A
1138 X, =1142 -4 16 A0 = -1.2

1142 o 0

1147 5 25 TE.;.J.{Js = 1140.8 poise
1136 -6 36

1141 -1 T 10 = 19,2

1135 -7 49

1137 -5 25 10°E =\(%= 1.6
1148 6 36

1145 '3 9 M.10° = 1.140,8 + 1.6 poise
1139 =3 g

§14.-— VALOR NMAS PROBABLE DE LAS MEDICIONES INDIRECTAS. Pasaremos,
ahora, a estudiar los errores casuales gque inciden sobre una medi-
cién indirecta. Supondremos, por razones de simplicidad, que nuestra
magnitud L es funcién solamente de dos variables experimentales XeY:




o8
L =£(X, ¥)

Sean n mediciones directas de Xy que designaremnos X;, Xzeoo XH
ylde Y1, Y,, Y5400 Yp. En total tendremos m x? observaciones, Eli-
giendo un par de valores Xi " Y; podemos calecular el valor,
que define una determinacién de L. Combinando cada valor de X con ca
da valor de Y tendremos mn.! valores de L:

Ly L Liz vee Lgp

II21 1121 IJ22. e IIQ_E

Hoce

m an .'Ln3 ooo Liml
Disponiendo de estos n.l valores de L se plantea el problema de defi
nir el valor més probable de L. Para ello podemos considerar a estos
n.? valores experimentales de L como si fueran observaciones direc—
tas, con lo que, segin el I postulado, el valor m4s probable estd da
do por: .
L= fnoen + Dyp+ T+ I, +eeok " T AP M S
- —4 'n‘? 11 2 eece ]E 21+ 22 e e zr"aoo nl'll' .qa ﬂhmo. ,hE P ,n‘E L__-‘i, 'L] I

Este calculo resulta muy engorrosc si el ndmero de observaciones no
es muy reducido y particularmente si f(X, Y) no es una funcibén sen~
cilla.

Veremos, sin embargo, que existe una forma muy simple de calcu~-
lar el valor L.

Sean X e Y 1los valores medios de las n observaciones de X y de
lasgohobservaciones de Y respectivamente, Si Xi e y{ son los corres-
pondientes errores aparentes, tenemos:

X, = X - x4 ; Ya.:?:;rj

Desarrollando en serie de Taylor Yy considerando s6lo los térmi-
nos de primer orden: '

.. r > .V i .F
L =]P(X=— x”y.-—‘jj,) ='F(X9y) “xl;g‘é "yi%_
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obtenemos el conjunto de relaciones:

Ly = £ ({7) = x,9f —y 9t

oK ¥
= V) — x. 2 _qof
Lp =1 (Y) = x% .yaag
L = £ @Y) - xp0f  —npdf
14 ‘ 13* :}Pa?
- - of of
L =1 (XY) - Hag— = _
n Y YIBY
3 of
) = f (X - Ko =y (14.1)
=R =R S
- _h i
Lypg =£ (XV) - x,— "'Y{’af—
¥ 3y
. o
I =2 @) - 3 -yl%
af
I =1 (y) - Xngyy - Y, of
Yy
: . _ R
Sumando todos los términos:
— df ?f
Il-i_. - f XY g : s g ® 8o -
,121]_ g =t (XY) -0x Y (Yr + Yo + yg)axf
sl 20Ty =V, O o (4 e Wt Yo
X Y
4+ L0 e ceacscr st sc0 s es s GReERBCEADNBRORERSS +
- - f (B
s 201y =lxn—== (4 = Hons Y9 ) —
_ ﬂ'ax Y1 / y? 37
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Como la suma de los errores aparentes de X e Y es nula (9.6) re
sulta:

2 Lij = = o f (X )
y de aqui:

B s Lij = £(XY) (14.2)

El valor mids probable de una medicidn indirecta es el que se ob
tiene calculando la correspondiente funcién con los valores medios
de las variables experimentales.

§15@- ERROR MEDIO CUADRATICO DE MEDICIONES INDIRECTAS/ Definimos
por simple generalizacidn de (9.3) el error aparente de Lij:

bj=1 - Ly 5

y al error medio cuadrdtico de I:
1 2
m = ix/ Tx? Zﬂ by

Podemos dar, aquf también, una forms mis sencilla de m, que no
exige el cdlculo de los valores Lijo '

De (14.1) y (14.2), obtepemos elevando al cuadrado:

o= %2 (%)“ fyfi (%—g)z ate %g—f
G U R S
: EfEE %2 (giiz + ¥y (—;%2 - 2%, —g—fa—;

o 2 (%f‘ 3t —;—§1 - eny, XX

few

ANGEL JOSE ROVERR
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S8 SN e e of Af
2l = 7, (33—() + ¥4 (a?) 2 X Ve 3% 39
h 2 3f\2 g ¢¥E3 df df
E'T'l p (a)_() + ¥, -a—)_{) 2 Xp Y1 WW
= a ,0f\% 2 ¥\ df AF
bn=an )+ %0 (35 - 230 5 3
£ : 2 ,9f\2 2 b Af ¥f
bp = =5 (ai) +¥ G -2 x5 305
Sumando:
3L\2 2 9 afﬂ. d f
E]E _X) + (yl + ¥, teeoy E) (a 231(5’1_*31'_"“'3"8) i +
£ £ ¥f
il x: —3-7)9-+ (yf‘ + y: +...yg) ( ) 2xa.(yl + Yy teoe¥p) Si_ 5
+ LN ] - L ® & © & & & B 9 C 2 @ " OB O B 0D e S 0N . * 0 0 - e @ o ® o &a o ® o & 8 ® & 8 O & 8 s 08 +
e ' LEACH £ 21
¢ x%(ﬁ) + (Y% + .V: ) ( = 2%y (y; +yy+---5p) gi % =

2 2 R
E(xl L x.,l) (31) + W (2 +y2 + e y3) EBY" .+ 0

Puesto que la suma de los errores aparentes de X e Y es nula,
obtenemos dividiendo por mxl:

1 2 2 1 £
m% o iZ]]' ? ]—? (x1+ xl-n-...x,,l) (BX 7 (y; + y; +“.ye)(3

Llamando y Jmlr a los errores medios cuadratlcos correspondien
tes a las mediciones™X e Y

obtenemos finalmente:

ol =1{(f)2_ n}i + (@—Jf:):L m? (15.1)
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La generalizacién para un nimero cualquiera de variables expe-
rimentales
L= £(X; X, Zyas) -
es inmediata, obteniéndose para el valor mds probable:
Ti= £(X, ¥, Zyes) (15.2)
Yy para el error m|.

¥f, 2 Af\2 o 2f\2 2
m = (SY) my + (W m1j+ (_‘) mz "’ il (15"3)

0

$16.- ERROR DEL VALOR MAS PROBABLE DE DETERMINACIONES INDIRECTAS.
Se trata de establecer cual es el error absoluto E, del valor mis
probable L:

E, =L ~1 (16.1)

Si nos concretamos, por ahora, a una funcibn de dos variables,
el error absoluto de un valor Lij es:

A= L - Lij . (16+2)

el error aparente:

bj= T - L; (16.3)
Se determina inmediatamente que, como en el caso de observacio-
nes directas la suma de los errores aparentes es nula:

2 %= nxb. T -7 1ij =0 (16.4)
Ademds se encuentra por diferencia entre (16.2) y (16.3):
Mj-liy =1 -T =5 (16.5)
Finalmente, en la Ultima expresién sumando sobre todos los valo
res de i, j, teniendo en cuenta la (16.4) y que el nimero total de

sumando es n.! se obtiene:

1 & Mj =B (16.6)
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Partiendo de estas definiciones y relaciones andlogas a las del
§ 9 se encuentra la expresibén que permite calcular E, en forma com-
pletamente andloga a la realizada para determinaciones directas. Sé-
lo que, para ésto, debemos admitir vale el II postulado referido a
los errores absolutos /. j .

Se encuentra asi,
mL

EL:iV"ﬂxP - 1

siendo:

m| el error medio cuadratico de las mediciones L, . calculable direg
tamente mediante la expresién (15.1). J

n el nimero de observaciones efectuadas de la magnitud X
P el ntmero de observaciones efectuadas de la magnitud Y
Finalmente, el valor verdadero:
I8 4147 +EL
0o como habitualmente se expresa

L=1L=x+E

Cuando se trata de mds de dos variables experimentales, obte-.
niéndose n observaciones de X, m de Y, p de Z, etc., resulta:

o me
= \Vnxmxp-1

EL"—'-
siendo m; calculable mediante la expresién (15.3)

Ejempl o.- Medicién del médulo de Young por traccién.

2L
E=Trea
siendo ¢ 1a longitud de alambre R su radio y P un peso gque produce
el alargamiento 4 .

51 se discute la influencia de los errores cometidos al medir
P y 0 se encuentra que son despreciables frente a los errores de R
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y A (ver ej.II, 9 8, b). De modo que basta para estas magnitudes
realizar una sola observaciébén. Se obtiene asi la expresién del e-
rror medio cuadriatico de E:

‘1_2( Pl 2 ( Pt )2
e T R'A Bp * Vg2 At

E2 B\*
E mi=2(§) III:_'--l-(T) m;

oean los valores:

P=1kg b = 1140 mm

Valores Valor medio Erro£es apérentes
R mm R X r® m @
0.28 -0.003 9.10™
0.27 =277 0.007 49 0,007
0.27 - 0,007 49
0.29 : =0,013 169
0.27 - 0.007 49
0.28 -0.003
0.28 -0.003 9

A mm A 2
0.312 0.08048 243.10“’ ma
0.320 0.3168 ~0.0032 105 0.012
0.318 -0.0012 144
0,316 : 0.0008 64
0.318 | -0.0012 144

E = 14.900 Kg/mm

2 ' 8
2(2) =57.100 (D = 25.10

810

m6=810 E=ivﬁ‘-‘-l4o

E = 14.900 + 140 kg/mm




COMPARACION DE MEDICIONES DE DISTINTA

PRECISION

§17.- NOCION DE PESO DE UNA OBSERVACION. E1 postulado de la media
arithética se refiere exclusivamente a mediciones realizadas en i-
dénticas circunstancias; esto es, con el mismo instrumento, en las
" mismas condiciones ambientes y por el mismo observador. Se trata,
ahora, de establecer cual es el valor mis probable de una magnitud,
cuyas observaciones no han sido efectuadas en las mismas condicio-
nes. Sea una misma magnitud medida directamente con dos instrumen-
tos de distinta precisién. No es posible definir al valor més proba
ble como el valor medio del conjunto de ambas series de observacio-
nes. Tampoco conviene desechar las observaciones de menor precisién,
pues, como veremos, operando convenientemente con el conjunto de las
dos series de observaciones puede lograrse un valor mas probable que
el que se obtiene sdlamente con la serie de observaciones miss pre-—
cisas. Naturalmente, estas Ultimas deben tener mas preponderancia
respécto de las otras en la definicidn del valor mas probable. Esta
mayor o menor preponderancia de una observacién o de una serie de
observaciones frente a otras es 10 que se llama peso de las mismas.
Observaciones realizadas con distintas precisiones se dice gue tie-
nen distintos pesos. Estos pesos estan directamente vinculados con
los factores de reduccidén de las distintas precisiones a una preci-
sién comin, en la misma relacidn que cuvando compzramos centimetros
y pulgadas p.e. necesitamos efectuar la conversién a una unica uni-
dad, el milimetro p.e.

18.- ERROR MEDIC DE UNA OBSERVACION. Para efectuar la comparacién
de una serie de observaciones de distintos pesos, es indispensable
disponer de un criterio de reduccién. Con este objeto es conveniente
introducir el llamado error medio de una observacibn que es el valor
medio cuadratico de los errores absolutos.

: m
Jo=yaLSs NES BN, (18.1)

LT
Esta definicién no permite calcular practicamente el valor A mien-
tras no sea posible expresarlo en funcidén de los errores aparenteso
Para ello desarrollamos:
2
L

WoLZk-xpt =nix’ -2 Zxe 2268 - x" - 2xX + 33X

Sl
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De la definicién (9.4), obtenemos:

— — 2
E' = x* - 2xX + X

y sustituyendo en la expresién anterior, y teniendo presente (9.8)

— 2
,119’-'-'— Et-Xa‘+-%—in = E£L +m

Recordando las expresiones del error del valor medio (13:1) ¥
del error medio cuazdrdtico (9.5):

2 nm? g m* _m 145 _a
M= el L S hoaaiE & __1-ﬁ-§1 X
Luego:
_ 1 9 .2 ‘

™

Podemos, ahora, expresar el valor de E por el de $

e m M _
S e (28.3)

El error U no tiene la importancia prédctica de E en las deter-
minaciones experimentales. Su introduccién tiene un cardcter formal
y su utilidad es la que hemos sefialado como criterio de comparacién
de observaciones de distinta precisién.

19.~ PESOS DE OBSERVACIONES DE DISTINTAS PRECISICNES Y VALOR LE-
DIO PONDERADO. Con el objeto de inducir cual es la expresién del va
lor mas probable en el caso de observaciones de distinta precisidn
consideraremos primeramente un caso particular. Si efectuamos varias
series de observaciones de una misma magnitud y cada una de ellas
en las mismas condiciones, pero de modo que cada serie esté consti-
tuida por un nidmero distinto de observaciones el valor medio de ca-
da una de estas series tendrd distinto reso. Sean p.e. tres series
de observaciones obtenidas en las condiciones enunciadas:

X{ ’ Xa. e o e 0 X'e
X'lt L] Xli e e e 0 0 X‘-;-".

X':.L" Y '?I" e s a0 Xlg‘
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El valor medio, es en este caso particular el mas probable:

Sy ] 1] ] n e e in
K = "1 =+ X 2 + s Xé o i ‘+E 2 -+ . e o Xm - X 1 L X 2 T s X-n
+ I + N

Llamaremos X' , X" y X"' a los valores medios de la primera,
segunda y tercera serie de observaciones respectivamente. Todemos,
asi, escribir al valor medio de todas las observaciones:

= lE +mE 4 onEw
e l+m +n (19.1)

Supcngamos que ¢ y m sea pequefios frente a n. El1 valor X", pre
domwrina, pues, en la suma;_ decimos en tal easo que este valor tiene
11 peso mayor que los de X' y X". En el caso particular que trata-
.ncs, aparecen los numeros m y n como una medida de los pesos de los
respectivos valores medios.

El error de los valores medios parciales estda dado en funcidn
del error medio de cada observacidén (18.3):

ot M pn M
Ve EY

De donde obtenemos las igualdades:
VP E' ={m E" ={u E"=(TM

El valor M es interpretable como el error del promedio de una
serie de observaciones de peso unidad. Esta propiedad permite inme-
diatamente generalizar nuestro resultado para el caso de observacio
nes de distinta precisidn. Consideremos, ahora el caso en gue cada
una de las tres series de observaciones hayan sido obtenidas con
rrecisiones distintas. Introducimos los valores p, g, I'y que en ge-
neral, no seran, ahora, nunieros enteros de modo que se cumpla:

Vp E' =\q E" = r E" = L = const. (19.2)
En tal caso el valor correspondiente al dado por (19.1) es:

E _ 'p%' +4 E{-" + I':Jt:'"
- p+ g +T

gque se llama valor umedio ponderado. Volviendo a la expresidén (19.2)
veremos su significado. Siendo X el valor mas probable los errores
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relativos de las distintas series son respectivamente %%
Dividiendo la (19.2) por X:

E L L S
Vo ¥ = Qx = ir X ~ 3

Esto nos dice que los valores {Py VG ¥ (T son los factores de
conversién de los distintos errores relativos al error relativo de
una observacidén que se le atribuye peso unidad. Resulta, también,
que estos pesos son proporcionales al cuadrado de la precisibén del
respectivo valor medio.

Para efectuar prdeticamente el cdlculo del valor medio pondera
do se sustituyen los pesos por el correspondiente valor que resulta
“de (19.2):

AT & I, (&) T

El'
AL Y2 kN A )2
E') & (Eu "' (E"')

‘X_p=

Cancelando el valor, M obtenemos, finmalmente:

G T e (T (g T
X = T T (19.4)
) + &) + ()

920.- ERROR DEL VALOR NEDIO PONDERADO Se trata de determinar como
se calcula el error del valor medio ponderado E;.

Supongamos que se trate de comparar el valor X de (19.1) con o
tro valor:

_ Br Y 4 @' Y@ _,_. roym

correspondiente a la misma megnitud. A X habrd que atribuirle el pe-~
so £ +m+nyaYelpesol' 4+ m* 4+ nt, Andlogamente el peso del
valor X de (19.3) es p + g + r: En otras palabras el peso del valor
medio ponderado es la suma de los pesos de las dimtintas observacio
nes. Segun esto el error E debe ser tal que cumpla

B+ T+ FEp=(pE = QB = VF B =i
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De aqui obtenemos:

Ep = o= - 1
1 2 i 8
e e B G G e ¢ ) S )
O biens
- ‘ (20.1)

EP =
1 i
V S G

Finalmente, el valor verdadero X se expresa:

X =Xp + Ep

E jempl o.— Peso.especifico del aluminio obtenido con dos méto-
dos: mediante la balanza de Arquimedes y el picndémetro:

§ = 2,72 + 0,04 g/em  §" = 2,74 + 0,07 gr/cd
2,72 2,74

§ =L ’24) i (O’T) = 2,726 g/cd Ep = 0,030
(0,04) * (0,07)

§= 2,726 + 0.030 gr/cm

LEY DE DISTRIBUCION DE GAUSS

§ 21.- GENERALIDADES SOBRE EL CALCULC DE PROBABILIDADES. Se define
como probabilidad simple de un acontecimiento casual a la relacidn
entre el numero de casos favorables y el de los casos posibles. Al
tirar un dado la probabilidad de obtener un as es 1/6; un caso favo
rable (el as) y seis casos posibles (las seis caras del dado).

S1 dos acontecimientos pueden verificarse independientemente,
la probabilidad de que uno de ellos se realice indistintamente es
la suma de las probabilidades simples (probabilidad total). Asi,
por ejemplo, la probabilidad de obtener al d“fOJar un dado un as o
un seis es 1/6 + 1/6 = 2/6.

La probabilidad de la realizacidén simultanea de dos aconteci-
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mientos independientes/es el producto de las probabilidades simples.
Si arrojamos dos dados, la probabilidad de obtener dos ases es 1/6 .
1/6 = 1/36. (probabilidad compuesta).

Existe, ademds, la posibilidad que el nldmero da casos posibles
formen un continuo. Por ejemplo, si arrojamos esferitas sobre un pla
no inclinado con obstdculos regulares, podemos preguntarnos cual es
la probabilidad de localizar una esferita en cierto intervalo de la
base del plano inclinado. Is también, el easo del tiro al blanco: si
apuntamos al centro del blanco, podemos preguntarnos euzl es la pPro
babilidad que la bala pegue en cierta zona del blanco. Este tipo de
probabilidades se llaman probabilidadzs continuas ¥y la soluciébn de
un problema de este tipo exige la introduccién de una funcidn llama
da funcién de distribucibén de probabilidades. L1 problema de esta~
blecer cual es la probabilidad de cometer un error comprendido en-
tre dos valores dados es también un problema de probabilidades con-
tinuas. La funcidn que resuelve este problema se llama funcidn de
distribucibén de errores o simplemente funcidn de Gauss.

+ 22.~ DEFINICION Y PROPIEDADES DE LA FUNCION DE DISTRIBUCION DE E-
RRORES. Si efectuamos un numero muy grande de observaciones con un
instrumento desprovisto de errores sistemdticos hemos visto (§ 11)
que los errores aparentes se aproximan a 1los errores verdaderos en
la medida que el nimero de las observaciones pueden considerarse in
finitas. Al hablar de la funcién de distribucién de errores, habla-
mos de una funcidén de argumento continuo cuyo campo de variabilidad
es el intervalo (+ o y = ® ) En tal caso es indistinto considerar
que este argumento son los errores verdaderos o 1los errores aparen-
tes. Como practicamente no puede disponerse efectivamente de un nu-
mero infinito de observaciones, los errores verdaderos se sustitu-
yen por los valores aproximados de los errores aparentes. De modo
que, aun para el caso de un numero finito pero grande de observacio
nes consideraremos a la funcién de distribuciédn como funcidén de los
errores aparentes.

Se introduce la funcidén de distribucidn de errores de modo que
la probabilidad de obtener el error x comprendido entre dos valores
infinitamente préximos x y x + dx esté dado por:

Y (x) ax

Sin conocer 1la expresién anal{tica de la funcién? (x) podemos
antieipar las siguientes propiedades de esta funcidn:

ANCEL JOSE ROYERE



= 41

a). Por el II postuladc ¥ (x) debe ser una funcién par, es de-
cir debe satisfacer la condicién $ (x) =4 (=x)

b) . Por el postulado III la funcién debe ser wixima en el ori-
gen es decir ¥ (0) = miximo.

¢c). la Pfobabilidad de cometer un error comprendido dentro de
un intervalo finito X,, X, es la suma de las probabilidades elemen-
tos ¥ (x) dx. Si llamemos P (x,, x,) es dicha probabilidad debemos
tener: ’

Xy
P (x, x,) = ¢ (%) a&x
I
d). La probabilidad de cometer un error en el intervalo <o, ~0o
es la certeza de modo que debe cunplirse:

JEZX) dx = 1

e). La probabilidad de cometer un error infinitamente grande de
be ser nula de modc que debe cumplirse:

f (=) =7 (=) =0

f£f). La probabilidad de cometer en dos observaciones sucesivas
los erxrores X4 y X. comprendidos en los intervalos %, X, + dx J
Xpy ¥o + dx, respectivamente es la probabilidad compuestas

P (x,) ax. f(x2) dx

liediante estas propiedades se demuestra que la funcidn de dis-
tribucion es de la forma:

h e-h“ﬁ
V n

donde h es una constante cuyc significado hallaremos mas abajo.

Y ix) =
La representacién geométrica de la funcién ¥ (x) es la dada por

la fig.3. Como sabemos, la probabilidad elemental de cometer el e-

rror x comprendido entre x y x + dx esta dado por ¥ (x) dx, valor

que graficamente esta representado por el area rayada. La probabili
dad de cometer un error comprendido en el intervalo x; X2 dado por:

~£§Ex) dx .

i,



¥ (x)

dx<
fig.3
esta representada geométricamente por el area cuadriculada.

Observemos, ademés que el area comprendida entre el eje’de las
abscisas y la curva Y (x) vale 1, pues:

h[:;’(X) dx

§ 234~ SIGLIFICADO DE h. Para hallar el significado de la constante
h obtengamos la representacidén de la funcidn ¥ (x) para dos valores
distintos de hy, h, y h,, fig.4 y fig.5 respectivamente.

il

la ordenada en el origen (x = 0] vale V%; En el priumer caso, la
curva es mas alta en el origen gue en el segundo. Cowmo las &areas en-
cerradas por las curvas en ambos casos debe ser 1 se sigue inmedia-
tamente que en el segundo caso la curva es mads extendida que en el
primero. Se observa que la probabilidad elemental de un error peque
fio en el caso de la distribucidn correspondiente a h,es mayor para
un mismo valor de x que en la correspondiente a ha2. Lo contrario su
cede para errores grandes; es menos probable cometer errores grandes

gn el primer{Faso que en el segundo-
(hyx)

Y(haX)

ﬁg.s

Sk

x Xx
En otras palabras, en el caso de hy)> h, los errores estdn mas
concentrados alrededor del valor cero.

Hemos visto que la precisidn de un instruuento o de un método
esta referidu a la propiedad de los mismos de repetir en umayor o ne
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nor grado los mismos valores para observaciones realizadas en igua-—
les condiciones. Cuando un instrumento o un método reproduce un buen
grado los mismos valores los errores aparecen concentrados alrededor
del valor cero cdel error. In cambio si un instrumento no reproduce
bien los mismos valores para las mismes observaciones la dispersién
alrededor del cero de los errores es mayor. Se ve, pues,; que la cons
tante h que aparece en la ley de distribucién de errores, €s en cier
to modo una medida de aquellaﬂ precisiones. Por esta razdn Gauss l1a-
mo a esta constante precisidn del wétodo o del instrumento.

¢ 24.~ CALCULO PRACTICO DE h. Sea n un ntmero grande de observacio-
nes. El error medio cuadragtico es:

£ 2'\]
+ Xp o+ c0. X))
De estos n errores habra algunos que son iguales o miy préximos
a X7. 51 definimos un intervalo pequeiio 8x, alrededor de este error
tendremos nq errores gue caen dentro de este intervalo. Podemos ob-
tener en esta forma la expresién el error medio cuzdratico:

2 e 2 s

2 _ M1
~TX +—-—X2+.-.T x,

n 1 n

Siendo ny el numero de veces Queé aparecen errores muy préximos
a X7 dentro del intervalo A X7 la relacidn ™M mide la probabilidad
de obtener, haciendo n observaciones el error Xy dentro del mencio-
nado intervalo. 5i nos referimos, shora a la funcidn de Gistribucidy
debe ser:

-1—1‘11:? (x4} O x

Tendrewmos asi:

m* = x4 § (x1) 8%, + x5 F(Xe) dxateex2P(x )0 x =2 %3194 (z0h =

nd
s

Cuando el numeroc des observaciones sumenta los intervalos
tienden a cero y la suma anterior tiende haciz la iategrel

»
mn® = j x* f (x) ax
=0C
En esta foruma queda definido el error medioc cuadrdtico cuands e
mero de observaciones es infinitemente grande. Claro estd, gue des-
de el punto de vista prdctico tal cosa es sélo posible coumo proceson
ideal. Sin embargo la relacibén anterior nos provee de una vinculz-~
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eioén entre h y m que vale para un ndmero finito de observacicnes en
la mismae relacidn que la suwma mencicnada arribe es aproximable por
la correspondiente integral.

El velor de la Wltime integral resulta ('):

= h ([ o leg2 1
x* (x)dx=~—]r—f X e ax = —
_fm ‘P TI Loo 2hz

Obtenemos asi la relacién entre h y m:

Jal, o (2591)

En el caso prdactico en que n es un numero grande pero finito
de observaciones se tiene:

h -Vf _?

1

COMPENSACION DE ERRORES

25 .~ FROBABILIDAD MAXIMA DE OBTENER UN CONJUNTO DADO DE ERRORES.
Consideremos nuevauente el caso en que una misma magnitud se mide
con stintos instrumentos o umétodos a cada uno de los cuales corres
ponde una grecisién h Sean las tres series de observaciones:

BB Uy seees A con presicién h; y valor medio X'
x'l ,Xlz! s Sareiae Xl.:n i1 " 112 L} L1 " c'X“-"l!
Xlli ,X!il g ecaceeE X':'L‘ (1] " h3 1 n 1] .x_m

(*) Cdlculo de la integral

: Iv—-/ dx

Hacemos la sustitucion de variables g h x, e integrando por partes

I:W j 2 g-%" ag
-3 |: +ﬁE§zﬂg

El primer termino &e anula, y rscordendo gue

1 ol a_fz dsre 1l
'S_

obtenemos

2 h?
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ILa probabilidad de cometer 105 errores Xy, Xz, ess x 'y sucesiva
mente al efectuar la primera serie de observaciones, estéd dada como
sabemos por:

h‘a Y-n' (z* +x'% + x'5)
(ﬁ) B Nl 2 T orre S Ax! AR ... AXY
siendo Ax!, Ax} ... Ax') respectivamente los intervalos dentro de
los cuales se encuentran comprendidos aguellos errores.

ILa probabilidad de cometer en las tres series de observacilones
sucesivamente 1los errores:

X{y Xp oee Ty
b S X'y oeoe X

X X'5 eeo x"n_

estd dada por:

] 2 2 2\ 2 "l 02 w2
\[] T N

iy
/

2 2 2
+ ha. (B0 & xS 4 eew XY

x bxy Bxy ... Bxp. dxy Bxy ... Bxi.o xM o x"p ... sl

Supongamos, ahora, que los errores mencionados estéan referidos
a la cantidad X = X, que hace mixima esta probabilidad. Evidentemen
te un valor tal serd el valor mis probable. For el cardcter de la
funcidén de probabilidad sin mds, podemos afirmar que dicha funcion
es maxima cuando el exponente es minimo. Dicho exponente es la fun-
cién de X:

2 2 2 e s
T wu r = ||2 \ w2 whE ~r A2
+h:[( —Al} + (E-x{z) +,“(X«—Xm}] +h§ [(X-—X,'} Foiee L.—Afg

La condicién para gue esta funcidn sea minima para X = X, es:

5
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0 bien efectuando la correspondiente derivacién e iguvalzndo X = Lo 2
ghia [(Ko - X!) + (Xo - X!) tooo(Xy ~ KE) + 2hz (Xg - XY) +
+ (X - XD e Xg - x| el [ (X - x el [, - xm) s
| +.“(XO~X:') =0
de donde despejando X4,y Obtenemos:

_ hi (X% + X% +.0.XY) + b2 (X% + XY +0.0X%) + By (X0 + X% 40X

£h§+mh§_+nh§

X

0

1n? 3-(' + m h3 i" + n h? 3'{""

o = iR + @ B ¥ & (25.1)

X

Veremos que cuando el nimero de observaciones de cada serie es
suficientemente grande, este valor mis probable corresponde al va-
lor medio ponderado (19.4). En efecto: Teniendo en cuenta 34 rels—
cién entre la precisién y el error medio cuadritico (25.1) tenemos
rara la primera serie de observaciones:

2 1 1

y andlogamente para las otras series de observaciones, con lo gue
la (25.1) se reduce a la (19.4).

De aqui obtenemos también que el peso de una serie de observa-
ciones es proporcional al cuadrado de la precisién y al numero de
les mismas del correspondiente instrumento o método, pues haciendo:

p = cln} g = Cmh r = Cnh?

la (25.1) se reduce a (19.3). En el § 19 hemos obtenidc que el peso
de una serie de observaciones realizados en las mismas condiciones
es prororcional al cuadrado de 1la precisién del valor medio de las
mismas. Sélamente que la constante de propercionalidad tieme un sig
nificado distinto.

Nuestro resultado nos indica que en el caso mis general (obser
vaciones de distinta precisién) el valor més probable es aquél que
hace minima a la suma de lo0s cuadrados de los errores multiplicados
por los respectivos pesos de las correspondientes observaciones pues
teneumos:
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s:i{P

l > ' n M o
Z:x{- + q E: xQ? + T E: xﬂf}
121 1i=1

1=1

En general si la observacidon Xi de peso p; esta afectada de un
error Xi, el valor mas probable es aquél que hace minima a la expre
sién:

2
5 =) pi Xt (25.2)
L
§26.— COLFPENSACION DE ERRORES FPOR EL METODO D& LOS CUADRADCS MINI-
Li0S. Sea: ; ;
£(a, B, C, X, Y, Z) = 0O (26.1)

una ecuacién correspondiente a una ley iisica que vincula las magni
tudes X, Y, Z con ciertos parametros A, B, C. Supuesto gque las pri-
meras sean medibles en forma directa, se trata de determinar los va
lores de A, B, C. Cuando estos valores, que en nuestro caso hemos
supuesto son tres, se reducen a uno solo, lo hemos tratado al consi
derar las determinaciones lndirectas. El1l caso presente es pues, una
generalizacidén de aquéllos.

Para poder determinar los valores de A, B, C, se debera dispo-
ner por lo menos de tantas ecuaciones comc numero de pargmetros a de
terninar involucra la ley considerada. En nuestro caso deberan dis-
ponerse por lo menos de tres ecuaciones. Lstas ecuaciones se logran
variando las condiciones de medida tantas veces coimo sea necesariloOo.

Veamos un ejemplo. La ley general de dilatacibén lineal de una
barra que a cero grado tieme la longitud L, es:

1 = e 1 dees 4 g £ 2 ¥ 4 v

siendo t la temperatura centigrada, o, @, f, los coeficientes de di-
latacion lineal de primero, segundo y tercer orden, respectivamente.
En general es suficiente tener en cuenta so6lo los dos primeros, de
modo gue podemosS expresar:

o le

Lo
siendo A la dilatacién relativa de nuestra barra. En este caso, X e
Y son los valores A y t. Los parametros A y B son los coeficientes

a(y'@. Para poder determinar estos dos coeficientes necesitamos por
lo menos dos ecuaciones que las logramos variando la temperatura: rea

=A =Lt + g t%
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lizando una observacion de A a la temperatura t, y otra a la tempe~
ratura t2:

i\

«ty + gt - D=0

D(tp_'f' @'tg— %2:.:0

En esta forma podewmos determinar los valores de « y@ . Pero es
ta operacidén equivale a una sola medicibn de o Yy @ - El problema se
presenta cuando se trata de aumentar la precisidén de estas medicio-
nes aumentando el numero de observaciones.

Volviendo al caso general, supongamos sean n las observaciones
realizadas en distintas condiciones. Sean Xi, Yi ¥y %1 los valores
medidos de las magnitudes X, Y, Z para una cualguiera de aquellas
condiciones. Estos valores experimentales no estan desprOV1stos de
errores, de modo que introducidos en (26.1) obtendremos:

T (A! By Cy X1y Yi, Z‘L)

siendo ex el error proveniente de los errores de que estan afecta-
dos los valores X, Y, Z.

Sabeinos, por otra parte, gue los valores mas probables de A,
3, Cy que designaremos, A, B, C, son aquéllos para los cuzles la su
ma:

M
2 2

S= ei+ez+a-oem Z

1#1

es minima. O bien:
m

S = E: fi(A, B, C, Xi, Yi, 2¢) = minimo para A = A, B=3, C = C
11
La condicién de minimo es:

7 n ' n
S Y - _ . fi ) _
(aa)n =4 2: a3 dx O (aB)a@ "Z: i 3B Ui ( "§:

L1 i1 il (26 2)

Estas tres condiciones nos proveen de tres ecuaciones que vin-
culan _log valores experimentales X, Y, Z con los valores mas proba-
bles 4, B; C, y de las cuales podewmos calcular estos valores.

Ejemplo I.- Medir la constante elastica de un resorte. Entre
el peso P y el alargamiento Z que produce este peso existe la rela-
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cidn:
E=k 7
siendo k la constante elastica. Tenemos:

kZi - Pi = e}
Debe ser

5 =) (kZi - Py)* = mfnimo
Se tiene zplicando la condicién de minimo:
22k 24 - Py) = 0

Obtenemos de aqui para“el valor mis probable de k:

= _ L zi P
LZit
Sean los valores:
P gr Z cm z° T Z
20 1.2l 1.46 24,2
40 2.43 5.90 97.2 -
60 3.60 13.000 216.0
80 4.86 23.60 388.8
100 6.08 37.00 605.0
5 2 B
Zi{ = 80.96 Y Pi Zi = 1334.2
i=1 L=
) k =-%%%%E-= 1.640 gr/cm

£ jenmnplo II.- En el ejemplo puesto més arriba de la determi-
nacién de los coeficientes de dilatacidén lineal de primer y segundo
orden:
2 ; :
ti + @ t1 - A\i =ei
N 2 N2
As=t2l(ouc,; + Bt - AL)

La condicidén de minimo es:



50 -
( ) Ztl(ﬂt1+@t1-—7\)=0;

(AB)pg ;ti (i +p th -} =0 .

— —

de donde obtenemos el sistema de dos ecuaciones en y
i1

“:’-i ‘tﬁi +@i ti=§: tidi
k4] 1=4

‘—:I .

=1

&i w2 1B 8= ¥ 3

il
=1 1:1 11

T jemplo III.- Determinacién de momentos de inercia y la cupla
directriz con el péndulo de torsién.

El péndulo de torsién el periodo de oscilacion T, el momento de
inercia del sistema respecto del eje de oscilacibon y la cupla direc-
triz D estan relacionados mediante:

-
Ly =2l\7g

Cuando se trata de determinar I y no se conoce el méculo gde
torsidén del alambre de suspensibén que permite conocer D, es necesa-
- rio disponer de otra ecuacidn. Se logra disponiendo lateraluente
dos cilindros que varian el momento de inercia del sistema mévil.
Si m es la masa de uno de los cilindéros P su radio y d la distancia
del eje del cilindro al eje de oscilacidn el momento de.inercia adi
cional debido a los dos cilindros es:

' 2
sz(P2 + 2 4)

51 se tiene un dispositivo gue permita variar dy para cada po-
sicidbén de los cilindros se tendra un momento de inercia adicional:

Ji =m (p 5 4Ly

Il tiempo de oscilacidén del péndulo para cada posicidén de los
cilindros queda dado:

Ti =271

Consideramos que J1.= O que corresponde a la foérmula anterior
de T, cuando no se colocan los cilindros.

ANGEL JOSE ROVERE



Tenemos asi
2
%DF-I--JT;J%.

y aplicando la condicidén de minimo:

n 2
dS 2 ,Ti
15 - Z T G

D_I_JL) - O; k-é_l)lci 2

L. 2
z (%i D-I-Ji) = O

11

Con lo cual obtenemos el sistema de ecuaciones gue nos permi-
ten determinar I y D midiendo TL ¥ dr-

ol =

D 7’

-
£
S

Sk

=

D

~

&

n

—
-
—_

iz

§ 27.- ECUACIONES NORMALES. Las ecuaciones (26.2) son particularmen
te simples cuando la funcién f£(4, By...X, Y..) es una funcion lineal
de los pardmetros A, B,... Cuando esto no sucede la resolucién del
sistema (26.2) se hace dificil sino imposible. En tales casos ha-
bria que aplicar métodos numéricos de resolucibén no siempre simples.
Es preferible, entonces, aplicar el método que describimos a conti-
nuacién, que exige el conocimiento previo de valores aproximados de
Ay By ame

Sean Aey Bojes. valores aproximados de los parédmetros 4, B,...
y a, b... los errores de estos valores aproximados.
A=A,+a B=B°+buoo
Introduciendo estos valores aproximados en la correspondiente
funcibn £{A,ces)

f'\_ (Aqg Baa\'&b X'l.-’ Y:L Dob) =£"l (27*1)
siendo li en este caso, los errores aparentes que involucran tanto
los errores a, b,... como los errores de medicibén de las magnitudes

Xi, Yi,.-. Los errores i son calculables directamente mediante la

(2T.1)

Por otra parte, tenemos definido los errores absolutos:



9e =

Bi (i By vy Dty B ome ) B84 (27.2)

que no son calculables directamente, pues desconocemos los valores
verdaderos A, B, ...

La solucion se logra calculando los valores mas probables de
los errores, a, b, ... que llamarenos ay; b, ... pues en esta forma
quedan definidos los valores més probables

A= A, +8 B= By + b aes
De (27.2), por desarrollo en serie de Taylor obtenemos:

e‘L = f(Ao + a,Bo + batoXi ,Yl lan) = f'i.(AO f:BO""“"“i a.eY-i_gne} +

+a-a—f +ba—f + eaa
940 3B,
O bien de (27.1)
ei =21 4+ oy g + Pt D + ... (277.3)
llamando

valores, estos, que son calculables directamente.

Tenemos, ahora, que la suma Ge 10S cuadrados de los errores ab
solutos dados por la (27.3) debe ser un miniuo para los valores nas
probables de a, b,..., es decir, debe cunplirse:

h
2 — _
S = E: (lis &ig + i v) = miniwo para 2 =a, b=D> ...
1= .
dg) BS) )
(_a_a' T G (‘a"ﬁ . = ° (27.4)

lo que nos da el sistema de ecuaciones
h

h £
o(i.[oqé + 1 B 7 s +/Ei,} =Za<i1i =0
i =1 =
Bifoa + Bi b+ cou wli] =Y B li =0 (27.5)
- 1:1

=1

—t



=53

Este sistema lineal respectc de las incégnitas a, b, ... son
las llamadas ecuaciones normales de Gauss. Es fdcil ver que el nume
ro de estas ecuaciones es igual al de incdgnitas. En esta forma pa-
ra cualquier f{(A, B, +.. X, Y,..) se reduce a resolver un sistema
de ecuaciones lineales.

§ 28.- ERRORES MEDIOS OBTENIDOS CON EL METODO DE LOS CUADRADOS MINI
HOS. E1 error medio, como sebemos esta definido mediante los erro-
res absolutos:

2
i
1

7f~1ﬂ.

L
e

2
Necesitamos calcular 2 )i a fin de conocer el error medio de los valo
res a, by, ... Para ello multiplicamos la (27.3) por ei y sumamos:

%
z&g—.: idi.eig + z (3":. eid + ...Zei 11
=1

1:1

Teniendo en cuenta las expresiones (27.5) resulta:
T n
ZE%-:EE-LD,"L !
1 101 '
Ahora, multiplicando nuevamente la (27.3) pornﬂiy sumando:
- o 2
Zeih= Ze?i_ = 2otia i 9 4 Z@iﬂi b + .,.ZEi
obtenemos finalmente:
_ _ R 2
)1%%{(20@91) a + (LBili) B 4 ...‘Zh}
Esta expresidn permite calcular el error medio de los valores

E,E, ... Se encuentra, también, resolviendo el sistema (27.5) y sus
tituyendo los valores de a, b, en la ultima expresidn: '

e

siendo r el numero de incégnitas.

9 29.~ RESUMEN DE LAS FORMULAS DE USO EN LA PRACTICA. Mediciones di-
I'eC'taS, X-q,,XE, &« s X]ﬁl-

Valor medio (9.2)
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X =-_-n]—'--(3£1 + Xy, + oo + X))

Irror medio cuadriatico (9.5)

11)‘

1 ey 4e N2 et 2 = ‘.2
m=JT[(X“L1) +(J{—X2) £ e (ﬁ-}ih_,]

- IZrror del valor medio (11.1)

Valor verdadero (11.3)
}:zi-

liediciones indirectas. L = f(X, Y,
ciones

X':v Xzs
iy gy
Z‘tn ZZ,

+ B

—

Zy..o) en funcion de las observa

L X‘E
Ym

7
~mn

LR

® 0 € 28 90808 0e 00

Valor mas probable:

Zrror medio cu:zdratico:

a6

zrror del valor mas probable:

af\2 9T\
m: + (—£9 ws o+ (——J B 4 e

Fonderacién de observaciones

1 observaciones Xty X} oo X
Xy,
X XY ... X7

! 1" n n
i) £y} e.e X2

n n

de valor medio X' de pPeso p
_K-IT I il

Tm o onoum
Fiv

q
T

L] L1} it



Valor medio ponderado:

3)

oo oo (3

Ell
1) 4 )2 L \e
EI &= El + ]:IN
ml
TS o
= T
i _ mll
= = m- 1
E"I - 4 ml’ll
=\ =

Error del valor medio ponderado:

o TEr EF - (a

= 55






CAPITULO ITI

APROXIMACIONES .

§1J- ABREVIACION DEL CALCULO DE OPERACIONES NUMERICAS.- Cuando es
necesario efectuar calculos que involucran un numero no my reduci-
do de cifras es posible aplicar, en ciertos casos, formas aproxima-
das que simplifican notablemente las operaciones numéricas. Estas
aproximaciones serdn licitas siempre que el error que se comete al
hacer uso de la forma aproximada sea despreciable frente al error
que se espera cometer al hacer una medicidn.

Enumeraremos los casos mas frecuentes que se presentan:
a). Cuando se trata de calcular expresiones de la forma:
o«
X = (1 + e)

siendc e un numero pequefio respecto de 1 y & un numero cualquiera,
entero, fraccionaric, irracional positivo o negativo. El cdlculo di
recto puede ser engorroso segun el velor ded . Asi el valor de:

2fs
(1 + 0.0001986)
no nos seria posible calcularlo sin recurrir a logaritmos.
En tal caso tangamos presente el desarrollo en serie de Taylor

de la funecibdn:

& ) 2 iy 2 1 3
X=(1+e) =1 +de +T,05(d=-l)e +T,°C(<1-1) KL = 2) e 4 cos
Supuesto que e & 1, resultan los términos de potencias de e su
periores a la primera, despreciables respecto de e. Se logra asi,
una buena aproximacién si s6lo tenemos en cuenta los dos primeros

térmipos:
a
(1L +e) =1 +ae (1.1)

El error X que se comete en esta aproximacidn estd dado en un

|
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valor bastante aproximado por el termino %?d (oe--l)e2 pues, éste
domina sobre los términos restantes.

El ejemplo anterior se reduce simplemente a:

2
(1 + 0.0001986)"° = 1 + 2/5.0.000-.986 = 1.0000794
AX“:—j;:-.% —g-—l) (2x20*) =-2.10°

Ejemplos:
14 3
Vo,.99831 = (1 - 0.00166) — 2+0.00169 = 0.99958 (AX = -3.10 ; )

L
=

— 0.004328 = 0.995672 (AX =~ + 18.10°)

L
B

7 0041‘32 = (1 + 09004328)'*

1 + 0.01136 = 1.01136 (AX = 9.10° )

W 00 68-)2
(0-99432) Sy 000

b). Si la expresién es de la forma:
F=(1 e.,)d1 (1 + e)® oo (2 + )
Desarrollando cada factor segun la (1.1),
F2(l+xie) (1 +ctes) eoe (1 +0n em)

efectuando los productos y despreciando los términos cuadrdticos se
obtiene la aproximacidén:

F21+D‘1 e-1+0(262 e B & +dn‘ Er, (192)
Ejemplos:

& 2 %
(09998_21 ) = (1-0.00179) (1 + 0.000343) = 1 ~0.00358- 0.000686 =
1,000343 = 0.995734

"—mz (1 + 0.00118) (1 + 0.00087) = 0.99972

¢). 5i la expresibén a calcular es de la forma:

(A + e)m
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|

se convierten en las anteriores mediante la extraccibén de A fuera
- del paréntesis:

(A + el= £ (1 +L %) (1:3)

En este caso se requiere que-§4§; 1

Ejempl o 8.~
§ﬁ2.01248 C (324 0.01248) = 2(1+ —1953i§) = 2(1+ 6.00077) = 2.00154

145.02198 _ 145

0.2198 0.00352, _ 145 8.2198  0.00452,
14.00352 44 )(1- ) = (1 + ,

L1 145 4.4 148 )

d). E1l promedio geométrico de cantidades que difieren muy poco
entre si puede ser aproximado por el promedio aritmético.

Sean A, Agy Ag,-.- A, cantidades tales que:

Ae = Ar + €2

...........

siendo e 4 €4y €3.0+ €, & 1. E1 promedio geomeétrico Ag

h J E—
Aa =V.A1 AQ o 08 A‘h =:.V}i-|‘ (A1 + Bz) (A‘l + 95) a0 (A‘I + el\-‘)

Sacando el valor A4 fuers del radical podemos escribir en vir-
tud de (1.2) y (1:1)

" 3
AG:A*JJ(] +'-§—:_)(1 +:—j e +—2‘) [1 +_}_ ee +93 em)]

n A-| A-'[ A1
1 1, |
=5 (Ay + Aq + €2 + Aq + €3 4.0 hy + em) == (A1 + Ay Hewedm) (14

Ejemplo.-
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\/1259323 x 125.385 = # (125.323 + 125.354) = 125.3385

e). La funcién sen © es expresable mediante la serie:

3 i 5

sen 6 = 6 =-%? e % 51 © oo (1.5)

Cuando se trata de dngulos pequefios tales que 95« © queda la a
proximacién:

sen 6 = O

* I3 1 .
Puesto que el término =1 6’ domina sobre los restantes,; el error
relativo cometido en esta aproximacién es aproximadamente:

A@ b -

~3 s ~3
=

sen © T senB

e? 1 .2
e

1
=

d). Ia funcién cos © sdmite el desarrollo

1 6

0089:1_%!— 62 '&’%'H: 94 "—"‘Ere ®0 o

En las mismas condiciones que en el caso anterior se logra 1la
aproximacidn:

cos 8 = 1
con un error relativo aproximadamente de:

Ao
cos ©

2

al
=-50

g). La funcién tang 6 desarrollable mediante la serie:

T3 2 s
‘tang 6_9+—36 +—?]36 o6 e

es aproximable mediante el valor
tang © = 0

h). Las funciones arcsen y ¥ arcos y son expresables mediante
las series.

ANGEL JOSE ROVERE
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arcsen y

T

—
e
o

—

1 1 .3
"é"" ""'Y — -'E_Y - ewmoo

arccos Y

obteniéndose para argumentos peguefios las aproximaciones respectiva
mente

arcsen Y = ¥

arccos vy =—%—T‘{ =Y

i). Ia funcibn arctang y admite dos desarrollos en ceris. se-
gun que el valor absoluto de y sea wenor o mayor que 1:
% 1 3 1l s

arctang y =y -3 ¥ +F YV e (1yt ¢ 1)

aE
arctang y =% -—%+—§% w%?(lﬂ 20 1)
En el primer caso, si |yl & 1 se obtiene la aproximacidn

arctang y = ¥y (1yl « 1)

In el segundo si -3'—3 & *3,— 0o lo que es lo mismo y? % 1 resulta la a-
proximacibn:

~
—

arctang y lzr _.._%. (¥y2» 1)

j). La funcidén log x es desarrollable mediante la serie:

3 5
xml,_:_L_x.-l) 1(zx-1 ]
logx=2[x+1+3(x+1 +5(x4-1) seo

Para valores de x proximos a 1, los términos de orden superior
al primero son déspreciables. En tales condiciones vale la aproxims
cidn:

X - 1
log x = 22—
& x + 1
Como caso particular, si x e y son dos valores prbéximos, la an
terior se convierte:
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ok sl S
10gyﬁ'2u\X+y

§ 2.- APROXIMACIONES EN LAS MEDICIONES FISICAS. Frecuentemente la
expresién analitica mediante la cual se calcula una magnitud contie
ne términos que no siempre son significativos. En estos casos es de
interés establecer si el error que se comete, al no tener en cuenta
tales términos influye en la precisibn que se espera alcanzar de la
medicidn. En otros casos se trata de saber si una férmula es aproxi
mable por otra mas simple cometiendo con ello un error menor que
los errores de observaciodn.

Los casos que pueden presentarse son casi tan numerosos como
mediciones de magnitudes o mi*odos de medida se conocen. Sélo enume
raremos algunos casos simple como ilustracion del método a seguir.

a). EFn el péndulo ideal de longitud ! que oscila con una ampli
tud cualquiera 6 el periodo de oscilscidn ests dado por:

e L1l 0,9 o O |
T = _E'(l tg YN 5 tgrsen 4 v sia) (2.1)

Para oscilaciones pequefias tales que podemos adoptar la apro-
ximacién dada por la (1.5) tenemos:

T=2Rg(l +f%g‘ez) (2.2)

Mediante esta expresién para determinar experimentalmente el
valor de la aceleracion de la gravedad g necesitamos medir la lon—
gitud‘f el periodo T y la amplitud ©. Si se desea medir & con cier-
ta precisién dada, mediante la conocida expresién valida para ampli

tudes muy pequefias:
T 2”\"2_ (2.3)

se trata de determinar la amplitud maxima compatible con la preci-
si6on fijada. :

Introduciendo la (2.3) en la (2.2) obtenemos:



1 error relativo que se couete al towar el valor T, en vez de T es:

AT AT _ 1 e
S

E1l error relativo de g esta dado por:
._A_g = 2 IH +—.é..£.
g T Ji

Como el error en AL es despreciable frente al erroxr 2 ﬁiT to.

A
nemos: E

Ae __2_ e®
g 16

Tuego:

Sea p.e. determinar la guplitud méxima tolerable.pazra mediv Je

aceleracion de la gravedad con un error e 0.1%, con la exiresion
(2.3) en vez de la (2.2). Debe ser %E5= 0.C01.

iuego:

Si se trata de un péndulc de 1 m de longitud esto signiiice ur
apartamiento aproximadamente de 9 cm ce la verticai.

b). Para un péndulo fisico formado por una esferz de radio r
que oscila con una amplitud suficientemente pequefla el periocdo ests.
dado por:

PEL2, o
59
T =2n

&k
que podemos transformar en: 3
jo8

m = 27 2 t

g
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El ﬁérmino-g‘ = interviene como correccién de la longitud en
la expresién correspondiente del péndulo ideal (2.3). El1 error que
se comete en la determinacibén de | sl no tener em cuenta esta correc
cidén es:
. 2
who e L
1 1

Si, como en el caso anterior fijamos el error tolersble sl me-
dir g del 0.1% deberéd ser:

(GIECRE

AR 2 r? ‘
—_——— — = 03001
S
Sean como ejemplo los vaiores I = im y r = 1 cm. Resulta,

g2 an4
. 10 © & 0.001

Para lograr la precisién dada de g no es necesario tener en
cuenta la correccién que cons.deramos.

¢). Une pesada de valor P se reduce al vacio mediante la férmu
la:

PmEi =/

" "1 <-6/o

siendo, O = 0.00129 gr/em’® el peso especifico del aire, d el de las
resas y D el del cuerpo pesado.

Considerando el pequefio valer de o frente a d (d = 8.4 gr/bﬁ
para las pesas de bronce que son las mAs comunes) y corrientemente
también frente a D podemcs aproximar aquella férmula, en los casos
en que D no sea sensiblemente menor que 1 mediante la aproximacioén
dada por la (1.2):

- i 1
PO=P+P (“)5"‘?)

En los casos en que esto es posible el término P o (l - %) es
le correccifn correspondiente a la reduccién al vacio de Pa pesada P

. S1 prescindimocs de esta correccién, el error relativo de la pe
sada estd dada por:

AP P, ~P 1 1
i ) e e e
P 0 (5 =5l

e =
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Si prefijamos el error tolerable en la pesads podemos determi-
nar si corresponde o nd introducir la correccidén gue consideramos.

Con una buena balanza de precisidébn se logran pesadas con un e~
rror relative del orden 10 *. Podemos determipar para que valor de
la densidad del cuerpc pesade no interesa reducir la pesada al vacio
por ser la correspondiente correccién inferior al error propio de la
balanza.

Debe ser:
e ( 1074
Resulta asi:
a _ 8.4 - 3
D) d &.4.10% = O &r/em

i 8.4.10"
1 + G 10 1 + 000013 .
Para una buena balanze de precisién no interesa, entonces, re-
ducir las pesadas al vacio operando con pesas de Pronces y cuerpos
cuyas densidades estdn comprendidas entre 5 gr/ecm y 8.4 gr/em .

Cuando el cuerpo pesado es de densidad superior a la de las pe
sas la correspondiente correccién es negativa. Se tiene entonces:

1 1
e = (@7

Si en las mismas condiciones anteriores tratamos de determinar
cual es la densidad waxima hasta para la cual no interesa reducir al
vacio encontramos:

D« pd - 0834

t=='_°' '4 . .

1 3 10

El osmio es el cuerpo de mayor densidad conocido y su valor es
22.5 gr/cm. Es deecir, prédcticamente no interesa introducir la correc
cién de la reduccibén al vacio cuando se pesan cuerpos de densidad su
perior a la de las pesas de bronce. Este no es el caso, sin embargo

cuando se emplean pesas de aluminio.

=2 23 gr/cm

(o)}

d) . Cuando intervienen en el cadlculo de una medicién mimeros
irracionales ¢ trascendentes interesa saber cuantas cifras de estos
numeros deberdn %enerse en cuenta, por una parte para lograr la pre
cisién deseada, por otra, para no vernos precisados de efectuar cdlicu
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los inutilmente largos.

Sea p.e. medir el volumen de un cilindro de largo 1 y diametro
DV =410 p2jp ,

Teniendo presente el error que sometemos al tomar sélo cierto
numero de cifras den , tenemos

Av _, 8D AL And
vV D T "
ﬂ" 2 AD ﬂ-E
El error Al debe ser del orden o menor que los errores 2 5 y-jr
1

Asi, si medimos [ Y D en forma tal que

A D, AR .
2—5—me 0.001
debe ser_ﬂll< 0.001; es decir, para esta precisién basta tomar T =
= 3,142, T
/

§ 3.~ APROXIMACIONES SUCESIVAS. Acontece g veces gue la magnitud L
2 medir estda dada por una relacién de la forms.:

L = £(X, L)

en la cual £(X, L) no es una funciébn sencilla tal que permita expre
sar I = F(X). En un caso tal, se opera en la forma siguiente:

Se obtiene en alguna forma un valor aproximado de L, sea Lye
Mediante este valor se calcula:

L, = £(X,L )
L, = £(X,L,)

Basta repetir la operacion un ntmero n de veces tal que I, =
L+w.4q - En general si LD es suficientemente aproximado bastas ura 0
dos iteraciones para obtener un valor de L satisfaetorio.

EJjemplo I.- Al medir el coeficiente de dilatacién de los ga
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ses (o0 al medir una temperaturz) con el termémetro de gas, cuando no
se tienen en cuenta las correcciones debidas a la dilatacidén del bul
bo del termémetro y al volumen nocive, se tiene en primera aproxima-
cién:

QO Pioe - Pg
o8 =
100 x Po

siendo Po la presidn que soporta el gas estando a cero grado y Pie
la correspondiente a 100°C.

Cuando se tienen en cuenta ambas correcciones:

1 + 40 100 +‘z Pioo
1l + C ta Py

a:du{l'l‘k

siendo k la relacién entre el volumen nocivo y el volumen del bulbo
y ¥ el coeficiente de dilataciém cubica del vidrio del cual ests
construido dicho bulbo y ta la temperatura ambiente.

En segundas aproximacién podemos calcular @ poniendo en la ex-
presién anterior el valor de o en vez ded :

1 +d 100 Pioo
g = -
1 Ao { I ‘+ k 1 +(Io ta } +g 5

(o]

Una tercera aproximecién la lograriamos:

Paoco
PO

1 +d4 100 }
A= & : _
2 °{1+kl+d1‘ba +i

EJjemplo II.-El peso especifico de un cuerpo obtenido median
te la balanza de Arquimedes, sin reducir las pesadas al vacio es:

e

o =-§~:—§;-P2

P

siendo, P el peso del cuerpo en el aire y PB el peso del mismo su-
mergido en un liquido de peso especifico P!. La densidad reducida
al vacio resulta (ej. ¢ § 2)

1

1
P=P [ 1+0 (5-5)

il

Las aproximaciones sucesivas son:
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1 1

) P‘! *‘Pq[l'!-G' —Em—ﬁﬂ
1

P =B [ 1+ + ~5)]

Sea:
PL = 1, Po = 0,10001 G = 0.00013qr./cm
Resulta P4 = 0.10117 gr/em P, = 0.10116 gr/cm. La aproximacién Ps

es suficiente, pues comparsda con la subsiguiente resultan iguales
hasta el orden correspondiente a 1los errores de observacién.

EJjemp1lo IIl.- Sea determinar ls intensidad I de corriente ab
sorbide por un motor de potencia mecanica P conocida y de resisten-
cia interna R (despreciando las pérdidas por histérisis y otras cau
sas). Se tiene, siendo V la tensibén de alimentacién:

T ¥ =P wb 1

El término R I? da las pérdidas por efecto Joul. Escribiendo:

T = BRI
vty
En primera aproximacidn
_ P
IO-':—V—
Las restantes aproximaciones:
2
R 15
I1=I°+ T
R I,
I = I, +——

-]
L3

Sean V = 440 voltsy; R = 0.40 P = 13 kw

_ 13.000

o =430, - 31.8 Amp.

'

0.4 x (3108)2
440

—
-
i

3.8 «+ = 32.7 Amp.
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"

31.8 +

31.8 +

= L e 7\2
(Jh4 X \oceiy

440

0.4 x (32.8)°

440

= 32.0 Amp.

= 32.8 Anmp.






CAPITUZLO I 11

METODOS GRAFICOS.

§1,- REPRESENTACION GRAFICA DE UN CONJUNTO DE OBSERVACIONES.- Se
presentan a veces, casos en que una magnitud L depende de otra X no
conociéndose exactamente la relacion funcional que las vincula. En
tales casos se presenta el problema de establecer experimentalmente
esta relacidn. Para ello se hace necesario medir la magnitud L para
distintos valores de X. Asi, si se trata de establecer la dependen-
cia de la viscosidad de un liquido determinado con la temperatura,
fijado cierto valor de ésta, se mide aquélla. En esta forma se pue-
de construir una tabla de valores en la que se da L en funcibn de
X. Disponiendo de esta tabla de valores resulta frecuentemente, de
gran utilidad, representar graficamente el valor de L en funcién de
X. Se emplea para ello, invariablemente, un sistema ortogonal de
coordenadas, sobre cuyo eje de las abscisas se toman los valores de
X y sobre el de las ordenadas los de L. lLa curva que asi resulta,
permite visualizar en forma inmediata la dependencia de L con X. A-
deméds de esta ventaja, esta forma de representacién, permite, a ve~
ces, ciertos tipos de determinaciones y calculos graficos que no se
ria posible en otra forma. Veremos en lo que sigue los métodos de
representacidén y sus correspondientes aplicaciones.

§ 2.- TRAZADO DE CURVAS EXPERIMENTALES. Experimentalmente sélo pue-
den obtenerse un numero finito de observaciones cada una de las
cuales lleva implicito cierto error. Cada una de las observaciones
0 serie de las mismas realizadas para un valor dado de X en la re-
presentacién grafica significan un punto de la curva. Dado gue ca-
da uno de estos puntos no estan excentos de error no debemos espe-
rar que la curva que mejor representa la variacién de L en funcién
de X pase exactamente por estos puntos. Por otra parte, en general,
salvo casos especiales, la dependencia entre L y X estd dada por
una funcién continua y que no tiene variaciones bruscas de un pun-
to a otro muy préximo (de derivada continua). Por esta razén pode-
mos obtener dicha curva, a pesar de los errores de que estan afec-
tados los puntos experimentales, mediante un trazo continuo que im-
plique una interpolscidén entre estos puntos.

ANGEL JOSE ROVLRE
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Obtenidos los puntos experimentales, el numero de curvas proxi
mos entre si que es posible trazar por interpolacién es, por cierto,
considerable. Debemos tener presente que los errores de observacién
pueden ser positivos o negativos con igual probabilidad. Préctica-—
mente esto es equivalente a trazar la curva en forma tal, que que-
den igual numerc de puntos de uno y otro lado de la curva.

4

fig.e
En la fig. 6 la curva de trazo continuo es la curva de interpo

lacién que mejor representa la variacién de L en funcién de X, no
asi la punteada.

Segun las condiciones en que se realizan las observaciones la
precisién correspondiente a un punto no es necesariamente la misma
que la de otros puntos. Asi por ejemplo, al determinar la dependen
cia de la viscosidad de un liquido con la temperatura, operando con
un viscosimetro de Ostwald, & baja temperaturas las determinaciones
tienen mayor precisién que a temperaturas elevadas, debido a que,
disminuyendo la viscosidad con la temperatura, la medicién de los
tiempos de escurrimiento en el primer caso estdn afectados de un e~
rror relativo menor que en el segundo.

En estos casos puede interesar tener una visién de conjunto de
cémo varian los errores para cada punto experimental. Es necesario,
entonces, efectuar varias mediciones de 1L para un mismo valor de X.
El punto estd representado mediante el valor medio de L, y los erro
res de este ralor medio se representan mediante segmentos proporcio
nales a los mismos segin se desprende del significado de la expre-
sion (11.2, cap. I), y como estd representado en la fig. 7.

No es necesario y, a veces presenta ventajas, representar so-
bre los ejes de las abscisas y las ordenadas los valores X y L. Se
pueden llevar sobre estos ejes los valores que resultan de un cambio
de variables (tomar p.e. la inversa, el cuadrado, el logaritmoe, ete.
de X 6 L). El1 criterio que se sigue para ello es que mediante este
cambio de variables se obtienen curvas més simples, en particular
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: ¥
fig.?
rectas. As{, por ejemplo, si se trate de una relaciém tal como I° =
=%x3 81 en vez de representar L y X directamente obteniendo una
curva de terger grado, representamos sobre el eje de las abscisas
los valores ¥y sobre el de las ordenadas los valores 12 obtenemos
como representacién una recta. E1 trazado de la curva es en este ca
80 sensiblemente més simple y exige un numero mds reducido de obser
vaciones. :

;
i

S61lo mencionaremos sin entrar en mayores detalles el método que :

generalmente se sigue para representar una funcién L de dos varia-

bles X e Y. Fijando el valor de Y = ¥, la funcién I = £(X, Y,) pue-
de ser representadas como en el caso de una funcién de una variabdble.
Si domos a Y otro valor Y, tendremos otra curva que la variacién de

L en funcidn de X para el valor Y = Y. . Se obtiene asi una familia

de curvas o red de curvas como la dada por la fig. 8 y que en con-

junto representan la funcién L = f£(X, Y).

f(X,Y4)

Ya
Y3

7

Y4

‘Fig.a
$ 3.- EMPLEO DE LAS REPRESENTACIONES GRAFICAS. Ademds de la ventajs

de disponer de una curva que nos de un conjunto la variacién de una
magnitud en funcién de un pardmetro, el trazado de las mismas pre-

Prere Iy
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senta las siguientes ventajas y aplicaciones:

a). INTERPOLACION. El nimero de puntos observados es necesaria
mente no muy grande. Una curva bien trazada es un excelente medio

para determinar cualquier valor dentro del intervalo que cubren las
observaciones.

EJjemplo.~ Variacién de la viscosidad del agua con la temperau
tura.

toC 5 10 15 20 25 30 40 50 60 70 80 90
10°n poise 1520 1310 1140 1005 895 800 660 550 470 405 355 315

HH 3
;g = = i s
4
D FEHEE
H 3
e 182
i =iax
ill
k HT
E e
T 1 Id - L
i
i e
K HH :: 0
5 3 zzu
i i HHE il
0 10 20 30 40 30 60 10 80 90 L

fig.0
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Para obtener ls wiscosidad p.e. a 35°C bastars tomar sobre la
curva el correspondiente valor para esta temperatura: |}, 10° = 740
poise.

b) . SOCUCIONES GRAFICAS. Sea una magnitud L que medimos direc-
tamente vinculada con un parémetro X mediante la relacién funcional
que no conocemos L = f(X). Interesa determinar aquél valor de L que
vinculado cor X mediante otra relacién conocida L = F{X) satisfaga
simiultdneamente ambas relaciones para un valor de X desconocido.
Trazando la curve representativa de L = f(X) y la correspondiente
a L = F(X) el punto de interseccién de ambas curvas nos da el valor
de L buscado. '

Ejemplo I.~ Sea el caso de determinar la longitud éptima de
un péndulo fisico para obtener con ello el momentc de inercia del
mismo referido a un eje que pasa por el centro de gravedad (Ej. de
§ 8, d, cép. 1)-
La relacién L = f(X) es en este caso:

™ 1
42 € = .a

+ 4

en la cual desconocemos 21 velor del momento de inercia I.

La relacién L = F(X) es la gue vincula el periodo con la dis-
tancia 6ptima 4.
2

T
78 = dov

Conviene en este caso hacer un cambio de variables representan
do sobre el eje de las ordenadas los valores de

T?.
3 4y 8

En esta forma la segunda relacidén representa una recta que pa-
sa por el origen de coordenadas y tiene una pendiente unidad. La in
terseccidén de esta recta con la curva que representa a la relacién

e I
] 412 € “oma ' %a

nos dara el valor d = dop buscsdo.
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dem 5 10 15 20 30 40

T seg 1.35 1.10 1.07 110 1.18 1.35

8?3,-gcm 22.5 15 14.2 15 18.3  22.5

33 asaiin
B H feHH H
i i
i 31 1
i = % sEsie i ﬂ
F - : :rf
B T : ﬁ
HH
i , i
it R i
1282 ! aui H
i i H H 5
== H
| o1 “ T b ﬁ ## ! i
E : :::&i‘:::g i
B - == : i
&Eﬁ::::u P
e ! H H : S
i i::::'E:: H HHE i
E H H
=r=5sss = == o

figio

h Se ha tomado para la representacién de la curva, por razones
de comodidad un sistema de referencia en el cual el segmento que re
presenta a la unidad sobre el eje d no es el mismo que sobre el eje

de las ordenadas sobre el cual se representan los valores

TE
8 n?

g
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ademds no es cénveniente tomar como origen el punto:

T2

8 Mz

sino el punto:
. 12

8 n?

En estas condiciones la recta:

T?.

gn*

no tiene en esta representacién una inclipacién de 45°;

0

10

d

sino la que

determina la unidad del eje de las abscisas y la unidad del eje de
las ordenadas. Ademds pasa por el origen real del sistema de ccorde
nadas y no por el aparente que hemos tomado en el valor 10: Resulta

del grafico dop= 14.3 cm.-

Ejemplo

IT.~- Determinacién de la posicién de isocronismo en

el péndulo reversible. Para determinar la aceleracién de la gravedad
con el péndulo reversible, es necesario hallar la posicién de las
masas del péndulo para que en la disposicién ab (fig.ll) y en la ba

a

Fi

|
[
' %
fig.11 -
J . 2
dos curvas da el punto x
cuye coordenada hemos variado.

los periodos de oscilacién sean
los mismos.

Basta para ello tomar los
tiempos de oscilacién dejando fi
ja una de las masas (la superior -
en la pesicién ab), variando la
posicidén de la otra. Repitiendo
la misma operacién en la posi-
cién ba pueden trazarse las dos
curvas correspondientes a cada
posicién representando el perio
do en funcidén de le distancia X.
El punto de interseccién de las

que nos determina la posicién de la masa

d = 14.3 cm
Posicibn ab
X cm 6.6 12.6 16.7 21.4
T seg 2.32 2,10 2.00 1.92




78 -

Posiciém b — . :
xcm 21.4 16 T .12.6 9a6 6.6
D seg 2.02 2.04 2.05 2,06 2.06
‘ ' 2 sestatis it
‘tsegft i i
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fig.12

Resulta del grafico para X, = 15.4 cm.

C). EXTRAPOLACION.- Se presenta, a veces el problems de deter-
minar uno o varios valores de L, que, pcr el hecho de ser muy gran-
des o muy pequefios o por ser valores limites o por otra circunstan-
cia no estdn comprendidos dentro del intervalo que cubren las obser
vaciones. En tales casos una extrapolacién de la curva obtenida,cuan
do ello es legitimo, permite determinar aquel o aquellos valores. Es
necesario observar, sin embargo, que la extrapolacidn es segura y
bastante precisa cuando la dependencia de L y X es una funcién li-
neal y tenemos a priori la seguridad que permanece lineal hasta el
intervalo dentro del cual se encuentra los valores a determinar. Si
la dependencia funcional entre L y X no es lineal de extrapolaciédn
también es posible, siempre que tengamos igualmente garantias que
hasta el intervalo de extrapolacidén la funcibn se comporta normal-
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mente y sin variantes respecto al comportamieato dentro decl interva-
1o que cubren las observaciones. -

EJjemplo I.- Al determinar la variacion de la viscosidad con
la temperstura (Ejemplo de § 3, a) es muy dificil hacer las observa
ciones para temperaturas cercanas al punto de ebullicién e imposi-
ble hacerlas para temperaturas superiores a ésta, con los metodos
corrientes para wedir viscosidades. ZIste es el caso del ejemplo ci-
tado, para el cual no es posible la determinacidn directa de la vis-
cosidad del agua a temperaturas superiores a los G0°.C. Como la curva
correspondiente es muy regular y la viscosidad nc varia sensiblemen-
te con variaciones relativamente grande la presidn por extrapolacién
podemos hallar la viscosidad del agua a temperaturas superiores a
100° C como se obtendrian si el agua estuviera sometida & presiones
superiores & una atmésfera.

Ei i Emee
1!u1ﬂspﬂl it ¥
1000 ¥ fr A 4
i i i i i
o o
800 S £
100 # :: BT
figas
000 FrrrErERE 4 Tizaiesiies : FH # SIIIaiiisiiiiss sIzimomrinazs
500
3 T 5" + 1
i : i i i i
400 P —- : ST rhre meaiamam
" # i # i
0 H 3
oo it ‘ﬁ?: - =%;
200 i § HE L
w0 B i il e FHHEH
20 40 60 80 100 120 W to°C

Resulta de la extrapolacién los siguientes valores aproximados
de la viscosidad:

T° C 100 110 120 130 140

10 poise 2.8 2.6 2.3 2.1 1.9
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Ejemplo II.- En un electrolito el grado de disociacién esta
dada:

H=J\
N oo

siendo N la conductibilidad equivalente Z/ﬁ (1 la conductibilidad
especifica de la solucidén cuya concentracién molar esn ) y A--el mis
mo valor de una solucién infinitamente diluida. Este valor no es po
sible medirlo directamente debido a que una solucidén electrolitica
infinitamente diluida tiene una conductibilidad nula. Midiendo \ en
funcién de la concentracién molar, por extrapolacién hacia el valor
cero de las concentraciones es posible determinar el valor de A .« ¥y
asi, el grado de disociacidén para cada concentracidn.

Los valores siguientes corresponden al nitrato de plata (NO3Ag}

6 gr-equive.

10°n 1itro 0.5 1 2 5
114 113 112 110
A
e e -
A i 7 ::.'31;1
ghi e i e e
Y jaazsnaenny H’ Frb g
114 : ! : ?F#ﬂ H # : :: :I,
; e EEE%’*.:: S e
% t i . H # :'! S ﬁ:n T %
ne g 7 it i 22
ﬁ:::: H s 1 ;‘rﬁ
i i i : ; ]
8 | [1] ﬁ:a;ﬁa HEH :gﬁ-::: et 4
. FHIT HHHHITH S RHER3 SRS R0 EERHE EEEESH. iz e
fig.14

Mediante la extrapolacidén (representada por la parte punteada
de la curva) obtenemos el valor:

."Illln [ 115 06

ANGEL JOSE ROVERE
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§ 4.- DERIVACION GRAFICA. Sean L y X dos magnitudes vinculedas me -
diante una ley experimental L = f(X) de 1s cual se conoce la repre-
sentacibn ‘grafica. Se trata de determinar los walores de la funeciép
-%%-e No conociendo la expresién analitica de 1(X) tales valoree se
encuentran mediante la derivacién grdfica, cuyo fundamernto es la pro

pie definicibén de derivada.

iz i T =
3t i # f
¥ i Y i > R EH
1 I : :
EE e i : 3t
= i :I:::# &E : H H ;i'n. H J!E
3 R 4 ot i i 3
it mmaaaanss secaasy b : i ﬁ : s H
¥ . l‘w iStstssasa i :ﬁrﬂ:::::!ﬁ EH
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: s
R i E s g
5 H T i i
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i Sheemasmmaeman=rm ﬁ % -:
= ::ﬁi :
i S i :
) R iiiiatiniiai:
if FHH
= muemnmn il:i: H
: IIIIIIII iiiiﬁ"“

ﬁgjs

Sea la de la fig. 15, a la curva reprecentativa de la funciédrn -
L = £f(X). Encontramos primeramente el vslor de la derivada para un
punto L.. Recordemos que la derivada de una funcién representada en
un sistema de ccordenadas cartesiapas es igual a la pendiente de 1la
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tangente trazada por el puntc gue se coas idera. En auestro casc g
la pendiente de 1la tangente a8s 31 por 4, trazawos un seguento hori-
zontal AC =1, y por C levuntamoe una perpendicuvlar el segmento CB
mide 1ls ppndiente de la tangente AB. La derivads en el punto A, ege-
te wedida, pues, por el segmento C3. '
Construimos ahorz un sistema cartesiano (fig. 15 b, sobre cuyo

eje de las ordenadas representzmos los valcres ce-&k-a 51 deseauos
obtener la curva representativa de la funcién:

af

- df
tomamos el valor CB para un sbscisa igual a 1s abgCl ga de Aj « Z1 pua
to A} asi obtenido representa un punte de la curva derivade. Repi -
tiendo la operacidn para los puntos Aoy A3zy Ag «.. Obteneuos los pua
tos de la curva derivada A, A}, A} ... respectivamente.

Fara evitar el uanejo de regla y coumpas conviene user pars es-
tas construcciones papvel milimetrado.

Ejemplo L.~ Determinar la velocidad de caida de una esferi-
ta en un liquido de viscosidad no muy elevads. Lediante métodos fo-
tograficos pueden cbtenerse las posiciones de la esferite al cabo de
intervalos regulares y pequefios de tiempo. Con estas posiciones tra
zamos la curva de la fig. 16 a que nos da el espacio recorrido en
funcidn del tiempo..liediante la derivacidn grafice obtenemos los Va
lores de: :

de
ol

que representados en le curva de la fig. 16, b nos da la dependen—

cia de la velocidad en el tienipo.

1 § t#
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Del examen de la curva de velocidades se desprende quf en los
primeros momentos la esferita cae con una veloeidad anroxima§ﬁmente,
uniformemente acelerada convirtiéndose des ués en una veloc¥dad uni
forme (cuando la fuerza de roce se hace igual a la fuerza que pradu
¢ée la cafida de la esferita).

§ 5= OBTENCION GRAFICA DE CURVAS INTEGRALES. Si se dispone de la
curva que representa a la funcidén f(X) la obtencidbén de la integral:

X
FX) = [1X) &

greficamente, es el proceso inverso de la derivacién grafica. Es ne
cesario observar que la integral queda definida en menosg una cons-
tante de integracibn; esto significa, que si no se concce un punto
de la funcién F(X) la curva integral se la obtendréd desplazada arbi
trariamente segun el eje de las ordenadase.

Sea AD (fig.1l7) un arco ée la curva f£(X) gque suponemos aumen-
tado. Se trata de hallar la fyncién F(X) correspondiente al misme
intervalo OX2. Para ello recordemos que F(X,) = /*;(X) dX supues-
to gue F(0) = O representa al Zrea OADX,. Trazamos por un punto M
una vertical CXI tal que las dreas ABM y NCD sean equivalentes, 1o
que es facil lograr a simple vista si el intervalo 0X, es suficien-
temente reducido. En esta forma el area OADX, es equivalente a la
suma de las dreas de los dos recténgulos OAB% y X4CDX,. El area del |
primero representa la integral /'f(X) X = F(X 1 Sl marcamos el punf
to -1 y trazauos el segmento gue une este punto con A y por el punto
O trazamos una recta paralela a este segmento, logramos el punto
F(Xy). E1l segmento F(X,) X+ mide el valor del 4rea del rectansulo
OABX pues por semejanza de los tridngulos OGA y OF(X,) X, tenemos:

{
!

R

de donde F(X,) X; = X,;0.0A. De lo dicho se sigue que F(X,) es un pun
to de la curva integralo Trazando la horizontal DE y por E el segmen
to EG, haciendo pasar una paralela de éste por el punto F(X,;) obtens
mos el punto F(X.) gque por las mismas razones que F(X1) es otro pun-
to de la curva integral pues se tiene que F( X, ]ﬁ £(X) ax +
[ £(X) ax.
>

Esta construceibn se repite tantas veces como intervalos se ha
dividido la curva f(X) y se obtiene asi una poligonal 0, F(X,),
F(X2)... que es fdcil convertir en la curva integral.
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EJjemplo I.- Hallar la curva que representa a la funcién Q =
= £(t) que da la cantidad de calor Q absorbida por un cuerpo de ma-
sa unitaria a la temperatura t.

Experimentalmente se mide el calor especifico medio C correspan
diente al intervalo de temperatura A t mediante la relacion:

AQ= LAt (m=1)

widiendo &4 Q con método calorimétricos. El1 calor especifico medio
queda definido por: -

En el limite cuando A% es muy pequefio el calor especifico a 1la
temperatura t queda definido por:

aqQ
C = ~3at °
Midiendo el calor especifico medio correspondientes a intervalos pe-
quefios de temperatura puede construirse la curva que da C en funcién
de t. La funcibén que tratamos de hallar es Q = ‘fC(t) dt = £(t), que
se obtiene mediante la integracién grafica de la curva experimental
que representa a C(t).
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§6.- CLLCULS GRAFICO DE INTEGRALES DEFINIDAS. S5i @isponemos de la
curva experimental que representa a I = £(X) el valor:
Xz
I= | £(X) &
'3

representa, como es sabido al drea comprendidz entre lz curva £(X) ¥
el eje de las ebscisas entre los valores Xl ¥ sz Bl céliculo de estas
integrales se reduce pues, -a la valoracién de dichas sreas.

E]l método més simple consiste en trazar la curva sobre papel
cuadriculado. Tor simple cédmputo del numero de cuadros y fracciones
de éstos comprendidos nos permite efectuar aquella valoracién. Ls ne
cesario tener en cuenta en estos casos, gue la unidad representada
sobre el eje de las abscisas no necesariamente es eguivalenie a la
de las ordenadas. Asi, si trazamos la curva que representa ¢l enfria
miento de un cuerpo, sobre el eje de las abscisas tomamos la unidad
del tiempo, el minuto, p.e., representada por el lado del cuzdrado
elemental. Sobre el eje de las ordepadas representamos la teuperatu-
ra en grados tomando como unidad el segumento de longitud igusl a tres
lados del cuadrado eleumental. La unidad de area de dimensiones 1 mi-—
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nuto x 1 grado es el rectdngulo de base 1 y altura 3. E1 valor del
drea que mide a la integral es el nimero de veces que este rectiangu -
lo estéd comprendido en esta 4rea. El cémpute se hace fdcilmente con
siderando que cada cuadrado elemental vale 1/3 minuto x grado. Si
contamos n cuadrados el valor de I = 1/37 (minuto x grado) .

Otro método que resulta miy simple en su aplicacidn consiste
en efectuar la integraciédn mediante rectangulos parciales. Dividi-
mos el eje de las abscisas en un ntmero n conveniente de partes i-
guales de amplitud . X suficientemente pequefia como para poder con-
siderar al segmento de la curva f(X) comprendida en este intervalo
como un segmento de recta. La integral:
v L) £ ¥

I = fﬁf(x) ax = | £(X) ax +

J PR X eaa + [ f(X) ax,

£ 3,
¥ ¥is o

Cada integral parcial, p.e. la __I;:f(X) aX es equi.valente al -
rea del rectdngulo de base /. X y altura L . De modo gue:

IriX (L1+-L-3+L%n.- Lw—._.‘ )

SRS

i

s
e

ﬁ::::::::*iiﬂ

= AX eSS = = *
fig.19

Cuando se trata de una curvas que varia lentamente en una re-
gibén y rapidamente en otra conviene tomar para esta Ultima un inter
valo L X' tanto menor respecto de ’ X como sea necesario.

En este caso la irtegral estd dada por:

I=_X(L: +L-+L:-4+L,+L.) +LX (Li + Ly + 1§ + L% + LY + 12)
3
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$7.- CALCULO GRaFICO DEL VALOR LEDIO DE UNa FVNCION..El-valor medio
de le funcién f(X) en el intervzlo %, - X, esté definida por:

:L ?(-X'!s
s f(X) éx
1).-“. s J{ 1 j?*i (

£ =

3i couo en el caso tratado anterioruente dividimos el interva-
1o £9 — X4 en n partes de amplitudes iguales a A Z, tenemos X, -

— L4 = n AX, y obtenemos 2si para el valor medio:

1 . - 1
f=-“m—"£\ i {L‘ +'L"I T sso I"‘l'-‘h } =L"'IJT(IJ{+L‘+ s 00 I"h-‘)

Ejemplo I.-Calculo de la constante de enfriamiento.

Un cuerpo gque se encuentra en un wedio de tamperatura constan-
te T, se enfriz segun lz ley:

aT ~
Tra

Z1 valor &« se llama constante de enfrismiento y se trata de de-
terninar experiuentalmente su valor. EZ1 enfriamiento A T gue se ope-—
rz en el lapso to, - t1, esté dado por:

to
t4

Bsta integrzl esta dada por el ares courrendida entre la curva de
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enfriamiento y la recta que representa T, ¥ Mos tiempos ¥ y %, (fig::)

® minutos 0 2 4 6 & 10 12 14
T Co 70  67°5 65°2 63 61 59 57 5502
T = 200 .

Trazamos la curva representa&a en la fig.2l. La unidad de drea gC°%x
mint. corresponde al recténgulo rayado que-es la fraccibén 4 del cua-
drado elemental. E1 &rea abarca: 147.3 cuadras,

Luego: . S = 147.3 X 4 = 539.2 gC°x mint.
Siendo: T =70 = 5522 = 34°8
- . _ 14,8 .

obtenemos: T 589.8 T 0.0262 1/mint.

T°C

$1+
% i
60
ﬂﬂ.m
40 i i ' e
20 : iEH SRl . I s
2 4 6 8 10 12 14 tmin.

fig. 21
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-
Ejemplo II.- Se trata de determinar 1z ‘cantidad de calor Q
que paca & través de un tabique de superficie O, espesor d durante
el tiewpo t que separa dos medios: uno de temperatura constante To
y otro que se enfria z través del mencionado tabique.

In el tiempo diferencial dt pasa la cantidad de calor:
S pm
4Q = A= (2 - T) at
siendo A la conductibilided térmica del tabique. Integrando:

t t
N~ _ 3.8 . si] _ABBlY [ -
u = )‘-"d [ /o"'rl s TQ) u.l...] H—a[—*‘t L T dt - TG]
o

la ultiua integrral define la temperatura media T en el recinto
gue se eniria. '

Ge tiene asi:

4+ minutos O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
T 90 80 772°4 6594 5904 51i% 48°5 43°8. 39°3 32°5 32°5
Trazando 1. curva de la Tigacse determinan l1o0s valores:

o T, i & i . L T, 0

7692 6899  57°3 5694  51°C  45°1  41°3  38°3  34°7

¥

La temperatura media esta dada por:

Resultsa:
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