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Resumen

En esta tesis se estudian algunos aspectos del comportamiento de la ma-
teria fuertemente interactuante en el marco de modelos de quarks relativistas
con interacciones no-locales entre quarks que incluyen el acoplamiento a un
pardmetro de orden asociado al confinamiento.

En el Cap. 1 se realiza una breve introduccion a los temas que se desa-
rrollan en la tesis, se presentan motivaciones y objetivos.

En el Cap. 2 se hace una revision de algunas nociones de la Cromodi-
namica Cudntica. Se presta especial atencion a las simetrias que estan rela-
cionadas con las transiciones de fase de restauracion de simetria quiral v
deconfinamiento.

En el Cap. 3 se describen el modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) y
el formalismo necesario para incluir en el modelo temperatura y potencial
quimico finitos. Se explica ademads el acoplamiento de los campos fermionicos
al loop de Polyakov, dando lugar al modelo de Polyakov-Nambu-Jona Lasinio
(PNJL). Se introducen dos potenciales alternativos para la descripeion de la
termodinamica del loop de Polyakov.

En el Cap. 4 se detalla el modelo de NJL no-local (nINJL), en el que las
interacciones entre quarks son no-locales con lo que se alcanza una descrip-
cion mas realista de las mismas. Con este modelo se describen propiedades
mesonicas a temperatura cero. Se describe asimismo la inclusion del loop de
Polyakov, con lo que queda presentado el modelo de PNJL no-local (nlPNJL),
marco en el que se desarrolla la parte central de esta tesis.

En el Cap. 5 se analizan las transiciones de restauracion de simetria quiral
v deconfinamiento para el caso de potencial quimico cero utilizando el modelo
nlPNJL. Se estudian el efecto de modificar el parametro de escala que aparece
en el potencial del loop de Polyakov y la dependencia de las temperaturas
criticas con la ruptura explicita de la simetria quiral.

En el Cap. 6 se estudian los diagramas de fases para materia fuertemente
interactuante considerando los casos de potencial quimico imaginario y real.

En el Cap. 7 se describe el comportamiento de algunas propiedades mesoni-
cas como funciones de la temperatura.

En el Cap. 8 se resume el trabajo realizado y se exponen las conclusiones.



Abstract

In this thesis, we study some aspects of the behavior of strongly interact-
ing matter within relativistic quark models with non local interactions that
include coupling to an order parameter associated with confinement.

In Chap. 1. a brief introduction of the relevant subjects is made, and
motivations and objectives are presented.

In Chap. 2 , we go over some basic ideas of Quantum Chromodynamics.
Special attention is paid to the symmetries that are related to deconfinement
and chiral symmetry restoration phase transitions.

In Chap. 3 we describe the Nambu-Jona-Lasinio (NJL) model and the for-
malism required to include finite temperature and chemical potential. More-
over, we present the coupling between the Polyakov loop and the fermionic
fields, resulting in the Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL) model. Two al-
ternative potentials for the description of the thermodynamics of the Polyakov
Loop are introduced.

In Chap. 4 the non local NJL (nINJL) model is described, where interac-
tions among quarks are non local with which a more realistic description of
these is achieved. With this model, mesonic properties at zero temperature
are deseribed. The inclusion of the Polyakov Loop is described giving rise to
the non-local PNJL (nIPNJL) model, which is used in the main part of this
work.

In Chap. 5 the transitions of chiral symmetry restauration and decon-
finement are analized using the nIPNJL model, for the case of zero chemical
potential. We study the effect of modifying the scale parameter that appears
in the potential of the Polyakov loop and the dependence of critical temper-
atures with explicit breaking of chiral symmetry

In Chap. 6 we study the phase diagrams of strongly interacting matter,
considering the cases of real and imaginary chemical potential.

In Chap. 7 the behavior of some mesonic properties as functions of tem-
perature is described.

In Chap.8 we summarize the work and show our conclusions.
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Capitulo 1

Introduccion

Actualmente se considera que las particulas que son sensibles a las inte-
racciones fuertes, es decir los mesones y bariones conocidos en forma conjunta
bajo el nombre de hadrones, estan compuestos por quarks que interactian por
medio del intercambio de gluones. En el marco del llamado Modelo Estandar
de particulas elementales [1] la teorfa que describe dichas interacciones es la

i

Cromodindmica Cuantica (o QCD por su nombre en inglés) [2]. Esta teoria
tiene dos caracteristicas principales: la libertad asintética y ¢l confinamiento.
En procesos en los cuales el momento transferido es muy grande, tales como
dispersiones profundamente inelasticas, la interaccion mediada por gluones
es poco intensa (libertad asintética) lo cual permite obtener predicciones a
partir del lagrangiano fundamental de la teoria, considerando a las interac-
ciones como perturbaciones a un sistema de quarks no-interactuantes. Sin
embargo, en el régimen de bajas energias (E < 1 GeV), o equivalentemente
distancias largas, la constante de acoplamiento se vuelve grande y la teoria
no-perturbativa. En este régimen los quarks no existen como particulas libres
sino sélo formando hadrones (confinamiento), y la simetria quiral, presente
en el lagrangiano de QCD en el limite en que los quarks tienen masa nula, se
encuentra espontdncamente rota. Estas caracteristicas de QCD hacen que,
en principio, se puedan distinguir dos fases de la misma: i) fase hadronica
de quarks y gluones confinados y simetria quiral rota; ii) fase deconfinada
y de simetria quiral restaurada, a la que se denomina genéricamente plasma
de quarks y gluones (QGP). En condiciones normales la materia fuertemente
interactuante se encuentra en la fase hadrénica. Sin embargo, bajo ciertas
condiciones extremas de temperatura y/o densidad puede producirse una
transicion a la otra fase. Se cree que en la Naturaleza el plasma de quarks
y gluones existio en el universo temprano, es decir en los primeros microse-
gundos posteriores al Big Bang cuando la temperatura era muy elevada, y
que luego, a medida que el Universo se fue enfriando, tuvo lugar el proce-
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so de hadronizacion. Hoy en dia se considera que es posible que ain exista
alguna forma de materia de quarks deconfinados en el interior de objetos
compactos, como las estrellas de neutrones [3, 4]. El fuerte interés por estu-
diar las propiedades de este tipo de materia y las condiciones bajo las cuales
es posible producirla ha motivado en los tltimos afios la construccion de
grandes facilidades experimentales que permitan obtenerla en el laboratorio.
Una de las facilidades donde se llevan a cabo estudios relacionados con el
plasma de quark y gluones es el Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC) en
Brookhaven, USA [5], donde tienen lugar colisiones entre iones pesados a
encrgias relativistas. También en el Large Hadron Collider (LHC) ubicado
en el CERN en la frontera franco-suiza cerca de Ginebra se realizan experi-
mentos de este tipo, estando el detector Alice especialmente dedicado a este
fin [6]. Ademds de éstas, existen otras facilidades en construccion, el Facility
for Antiproton and Ion Research (FAIR)[7] en Darmstadt, Alemania, v el
NICA [8] en Dubna, Rusia.

Desde el punto de vista tedrico, hasta casi finales de los "90 en general
se creia que el diagrama de fases de QCD constaba solamente de las fases
antes mencionadas, es decir fase hadronica a bajas temperaturas v densidades
v QGP a altas temperaturas y/o densidades, separadas por algin tipo de
linea de transicion de fases. Recién en ese momento, y a pesar de que ya
habia sido sugerido a partir de mediados de los "70 [9], se comenzo a aceptar
mayoritariamente la posibilidad de que se formen pares de Cooper en la
materia de quarks a bajas temperaturas y altas densidades. De esta manera,
el correspondiente condensado rompe la simetria local de color SU(3) dando
lugar a la existencia de fases superconductoras de materia de quarks. Cuando
se comenzé a estudiar en detalle la superconductividad de color surgieron
otras fases posibles [10]. En una de estas fases, para potenciales quimicos
suficientemente grandes, la materia se halla distribuida de manera tal que
los quarks up., down y strange estan apareados en un condensado conocido
como Color-Flavor Locked (CFL). Sin embargo, dado que la masa del quark
strange cs un orden de magnitud superior a las de los quarks up y down, se
cree que para potenciales quimicos mas bajos deben aparecer condensados
que s6lo contengan estos ltimos, dando lugar asi a la fase conocida como Two
Color-Flavor Superconductivity (2SC). También se ha sugerido la posibilidad
de que existan fases no-homogéneas [11]. Otra cuestion que atin esta bajo
estudio es la relacion que existe entre la transicion de deconfinamiento y la
de restauracién de simetrfa quiral, Por ejemplo, si bien se cree que a bajas
densidades dichas transiciones ocurren de manera mas o menos simultanea.
a densidades mayores puede que exista una fase de quarks confinados con
simetria quiral restaurada llamada usualmente fase quarkonica [12]. En la
Fig. (1.1), tomada de la Ref. [13], se puede observar un esquema de como se
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Figura 1.1: Esquema de como se cree actualmente puede ser el diagrama de

fases de QCD [13].

cree actualimente puede ser el diagrama de fases de QCD.

Para poder describir la materia hadroénica y de quarks, asi como sus distin-
tas fases, es esencial disponer de métodos que permitan analizar la dinamica
asociada a QCD. Como ya ha sido mencionado, en el rango de momento
transferido grande es posible utilizar teoria de perturbaciones en términos
de la constante de acoplamiento quark-gluon. Sin embargo, para momentos
transferidos pequenos no es posible abordar el estudio de QCD de esta for-
ma. Dado que para describir las propiedades estéticas de los hadrones (1nasas,
constantes de decaimiento, ctc.), asi como para estudiar la transicion entre
la fase hadrénica y la de materia de quarks es necesario considerar el rango
de momentos transferidos pequenos, resulta fundamental desarrollar forma-
lismos que permitan estudiar la teoria en esta region. Uno de ellos consiste en
resolver numéricamente las ecuaciones de movimiento en un espacio-tiempo
discretizado, lo que se denomina QCD en la red o lattice QCD (LQCD)[14].
Disponiendo de suficiente poder de computo es posible disminuir el espacia-
miento de la red e incrementar el tamano del sistema de manera de acer-
carse tanto al limite del continuo como al termodindmico. Al mismo tiempo
es posible muestrear un namero suficientemente grande de configuraciones
de manera de disminuir el error estadistico. Sin embargo, los métodos tipo
Monte Carlo cominmente utilizados para evaluar la funcion de particién son
confiables solamente en el caso en ¢l que ¢l potencial quimico es cero. La
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extension de los calculos a potencial quimico finito presenta grandes dificul-
tades v, como veremos en el Cap. 2, si bien existen ya algunos resultados. se
encuentran aun en discusion.

Una alternativa frente a estos inconvenientes es utilizar modelos efectivos
que incorporan las simetrias de la teorfa y permiten estudiar los observables
de interés recién mencionados. Uno de los modelos efectivos mas utilizados
para estudiar las propiedades hadronicas en el régimen no perturbativo es
el modelo propuesto por Nambu y Jona-Lasinio en 1961 [15]. Originalmente
fue utilizado para describir nucleones interactuantes como campos fermioni-
cos sin masa que adquieren la misma por medio del mecanismo de ruptura
espontdnea de la simetria quiral cuando la interaccion es lo suficientemente
intensa. Mas adelante el modelo fue reinterpretado en términos de campos
fermionicos de quarks que interactiian localmente. Este modelo permite en-
tender el mecanismo de ruptura espontdnea de simetria quiral v la conse-
cuente aparicion de los piones como bosones de Goldstone. En particular, ha
sido ampliamente utilizado para estudiar, por ejemplo, propiedades hadroni-
cas tales como masas, amplitudes de decaimiento, ete, asi como el fendmeno
de restauracion de simetria quiral por efecto de la temperatura y/o den-
sidad [16]. También ha sido uno de los modelos mds usados para investigar
sobre la existencia de fases superconductoras de color [17]. Sin embargo, para
dar cuenta del mecanismo de deconfinamiento no bhasta con un modelo pura-
mente fermionico sino que es necesario incluir en forma explicita la dindmica
de los grados de libertad gluénicos. Recientemente ha sido propuesto incorpo-
rar los mismos mediante el acoplamiento de los quarks a un campo de fondo
de color asociado al parametro de orden usualmente utilizado para describir
el deconfinamiento. es decir el llamado loop de Polyakov [18. 19]. El modelo
asi obtenido se conoce bajo el nombre de modelo de Polyakov-Nambu-Jona-
Lasinio (PNJL) [20, 21, 22, 23).

Sin embargo, tanto el modelo de NJL como el de PNJL presentan al-
gunos inconvenicntes. En efecto, el precio a pagar por la simplicidad de los
mismos, basicamente debida a la localidad del acoplamiento entre quarks, es
la necesidad de regularizar las integrales que aparecen en el cdlculo de los
diagramas involucrados en la determinacion de la autoenergia de los quarks,
las masas de los mesones, las constantes de acoplamiento, etc. En general
esto se lleva a cabo adoptando una forma extremadamente esquematica de
la interaccion debida a QCD: se la considera constante para bajos momentos
p < Aygp = 0,6 — 0,7 GeV y cero para p > Ayyp. Este tipo de prescrip-
cion da lugar a ambigiiedades en el tratamiento de los 6rdenes superiores
de la expansion en lazos, inconsistencias en el tratamiento de los procesos
anémalos, cte, Para evitar este tipo de inconvenientes y a la vez incluir
una descripeién més realista de las interacciones entre quarks se ha suge-



rido utilizar interacciones no locales [24]. En verdad, el cardcter no-local de
las interacciones surge naturalmente en el contexto de diversos métodos bien
establecidos para describir la dindmica de bajo momento de los quarks, co-
mo por ejemplo el modelo de liquido de instantones [25] o las técnicas de
resumacion de Schwinger-Dyson [26]. Mds atin, utilizando este tipo de in-
teracciones es posible obtener dependencias en el momento del propagador
efectivo de quarks que son consistentes con las obtenidas mediante técnicas
de QCD en la red [27]. También ha sido mostrado [28, 29, 30, 31] que los
modelos con interacciones no-locales proveen una descripceion satisfactoria de
las propiedades hadrénicas a temperatura y densidad nula. Finalmente, se
ha encontrado que bajo ciertas condiciones es posible derivar los ingredientes
principales de los modelos no-locales comenzando directamente a partir de
QCD [32].

A partir de estas consideraciones surge el interés del principal objetivo
de esta tesis que es investigar el comportamiento de la materia fuertemente
interactuante a temperatura y/o densidad finita en el marco de modelos de
quarks con interacciones no-locales que incluyen el acoplamiento al loop de
Polyakov. Por motivos de simplicidad solo nos concentraremos en rangos de
temperatura y potencial quimico donde no es de esperar que existan fases
superconductoras de color. La tesis estd organizada de la siguiente manera.
En el Capitulo 2 se describen las caracteristicas principales de QCD, sus
simetrias y algunas pautas de su comportamiento a temperatura y densidad
finitas conocidos a partir de caleulos de QCD en la red. En el Capitulo 3 se
introducen en cierto detalle los modelos de NJL y PNJL. En el Capitulo 4
se consideran las extensiones no locales de los mismos. En el Capitulo 5 se
analizan los resultados para la temperatura critica a potencial quimico nulo,
asi como su dependencia con el pardmetro de escala del potencial para el
loop de Polyakov, y con la masa corriente de los quarks. En el Capitulo 6 se
aborda el analisis del diagrama de fases de QCD tanto para potencial quimico
real como imaginario. En el Capitulo 7 se describen algunas propiedades
mesonicas, masas v ancho de decaimiento del mesén sigma para temperatura
finita. En el Capitulo 8 se exponen las conclusiones de este trabajo.
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Capitulo 2

Revision de algunos aspectos
generales de la Cromodinamica
Cuantica

Como hemos anticipado en la introduccion, en esta tesis abordamos el es-
tudio de propiedades de la materia formada por quarks y gluones utilizando
un modelo efectivo de la Cromodindmica Cuantica (QCD). Los modelos cfec-
tivos son teorias aproximadas que se construyen imitando caracteristicas de
la teoria original. Por lo tanto, antes de adentrarnos en la descripeion del tipo
particular de modelo efectivo utilizado en este trabajo, hacemos una breve
revision de algunos aspectos generales de la QCD. En este capitulo dedicamos
especial atencion a las simetrias de QCD que estan directammente vinculadas
con las transiciones de fase que describimos més adelante. Exponemos ademas
el formalismo utilizado para incluir temperatura y potencial quimico finitos,
asi como algunos resultados obtenidos utilizando téenicas de QCD en la red.

2.1. El lagrangiano de QCD

La Cromodinamica Cudntica es una teoria de gauge no-abeliana que
describe las interacciones fuertes entre quarks y gluones. La densidad la-
grangiana de QCD estd dada por [2]

EQC’D = eqm:rk 7 -C'.'nasa + fcg{m_qe
7 = . 1 :
= () iy, D" ¥(z) — Y(z)m(z) — IGH e, (2.1)

[y
donde ¢(x) = (u(x),d(x), s(x)...)" es el campo de quarks de N, = 3 colores y
Ny sabores, ¢(x) = ¢(x) 'y y 1 = diag(my, ma, my, . . .) es la matriz formada

-1



2. Aspectos generales de QCD

por las masas desnudas de los quarks. La derivada covariante
D,=08,-igAA, (2.2)

que incluye los campos de gauge Af, con a = 1...8, acopla los sectores
fermionico y gluénico. Aqui g es la constante de acoplamiento fuerte y A son
las matrices de Gell-Mann, que constituyen la representacion fundamental
de los generadores del grupo de color SU(3). Estas matrices satisfacen las
relaciones

A AN =0i e, te(APXY =087 (2.3)
donde f%° son las constantes de estructura totalmente antisimétricas. El
tensor de campo gluénico Gy, que aparece en el 1iltimo término de la Ec. (2.1)
se define como

G2, = BA% ~B,A% + gf AL, (2.4)

it J
Este término del lagrangiano es responsable de la autointeraccion de los cam-
pos de gauge. muy relacionada con el confinamiento, que es una de las ca-
racteristicas principales de QCD.

Tal como esta constituido, el lagrangiano de QCD es invariante ante trans-
formaciones de gauge SU(3) en el espacio de color. Por el cardcter no abeliano
del grupo de gauge, QCD tiene ciertas caracteristicas que la diferencian de
una teoria de gauge abeliana como la Electrodinamica Cudntica (QED). Al-

gunas de estas particularidades son:

s Universalidad: Existe sélo una constante de acoplamiento g para todas
las interacciones entre quarks y gluones. Esta es una consecuencia di-
recta de la invariancia de gauge local sobre el grupo SU(N,.). Ademas,
el lagrangiano de QCD conticne autoacoplamientos gluénicos (vértices
de tres y cuatro gluones), por lo que los gluones transportan carga de
color.

s Libertad asintdtica: A muy altas energias los quarks se comportan como
particulas libres, Esto es, el acoplamiento se vuelve débil a cortas dis-
tancias o, equivalentemente, grandes valores del cuadrado del momento
euclideo @Q*. A orden de un lazo, dicho acoplamiento resulta

2()2
=t ____
dm (11 = $N5) (@2 /Adep)
donde Agep es el pardmetro de escala de QCD, el cual puede deter-
minarse, por ejemplo, ajustando la ultima ecuacion a datos experi-
mentales para grandes valores de Q. De esta forma, se encuentra
que Apep >~ 200 MeV. La Ec. (2.5) cs la base fundamental para el
tratamiento perturbativo de QCD en el régimen de momentos grandes.




2.2. Simetria quiral y su ruptura espontanea

» Confinamiento: Inversamente, la Ec. (2.5) muestra que el acoplamien-
to se vuelve intenso a bajas energias. Por tal motivo, no es posible
aplicar teoria de perturbaciones en QCD para describir ninglin proceso
con energias menores que ~ 1 —2 GeV. Esto hace que resulte dificil
comprender en detalle el fenémeno de confinamiento, es decir, el hecho
de que objetos de color, como quarks y gluones, no existan como grados
de libertad fisicos en el vacio. Es esta caracteristica la que nos obliga
a proponer modelos efectivos que puedan reproducir las propiedades y
simetrias de QCD, pero que ofrezcan un mecanismo mds simple, para
poder estudiar ciertas propiedades hadronicas (como masas, constantes
de acoplamiento, constantes de decaimiento débil, ete.) y de materia de
quarks (condensados, campos efectivos, etc.), que se observan dentro
de este rango de energias.

s Simetria quiral: En el limite de masas de quarks nulas, el lagrangiano
de QCD es invariante ante el grupo quiral SU(Ny)r @ SU(Ny). de
transformaciones globales. Esta propiedad se explica con mds detalle
en la proxima seccion, para el caso de dos sabores de quarks.

s [nvariancia de escala: Dentro del limite quiral, el lagrangiano de QCD
no contiene pardametros dimensionales, por lo que resulta invariante
ante la transformacion de escala ¢(x) — A%2(Ax). La corriente di-
latacional correspondiente no es una corriente conservada debido a co-
rrecciones cuanticas que llevan a la anomalia de traza.

2.2. Simetria quiral y su ruptura espontanea

Consideremos el lagrangiano (2.1) para dos sabores, u y d, en el caso que
se conoce como limile quiral, esto es, considerando que m, = my = 0. De
esta manera resulta £,,q0.. = 0, entonces tenemos que

- 1

L35 =)y, DPpls) = —G,GH, (2.6)

Z Jis

Gracias a la quiralidad bien definida que tienen los campos fermiénicos en

este caso, Lz puede separarse en dos partes iguales e independientes. Si

introducimos los campos dextrdgiro ¢ v levdgiro i segin

]. -I_ ‘)"5 2‘!':] ﬁ,‘ - ]_ — TS
g ~ 9

- L

YR = . (2.7)
el primer término del lagrangiano (2.6) se puede reescribir como

Louark = YrivD* Y + P 19, D" 1, (2.8)
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y es invariante ante transformaciones globales del grupo
U2)r®@U(2)L =SU(2)p®U(1)g® SU(2), ®U(1),
cuya accién sobre los campos ¥y v ¢ esta dada por
U2)r: g — e™%Ryg
U@): €™y, (s=0,1,2,3) (2.9)

Aqui aj, ; son los pardmetros de las transformaciones, y 79 = laxa y 75, con
s =1, 2,3 son las matrices de Pauli. Las corrientes de Noether asociadas son

b = dpyrabr, Y = drytrab (2.10)

y se verifica que 9,.J!; = 0,.J%; = 0. De manera alternativa podemos escribir
estas corrientes conservadas en términos de las corrientes vectorial y axial

VFE = glar(z), A =)y (), (2.11)

]

que estan relacionadas con las corrientes R, L segin
i . 1 bmi 4“ - ) 1‘)
Tt (@) = 5[V £ k()] (2.12)

Como resulta que 9, V* = 9,A" = 0 la simetria quiral es equivalente a la
TR T I
invariancia frente a las transformaciones

U@y : o — explinal v
U@a: % explivsmal)y, (2.13)

del grupo
U(Q)r QU2 = SUQ2)y ® U(l)v & SU(?)A @U(1)a4.

Podemos observar que en el término Lgq,q. N0 estdn presentes los campos
fermionicos, por lo tanto el lagrangiano (2.6) es invariante ante transforma-
ciones quirales. Sin embargo, cuando consideramos el término de masa L,,,qs,
presente en el lagrangiano (2.1) encontramos que en general las cuadridiver-
gencias de las corrientes no son nulas. En efecto, tenemos que

8, Vi (x) = 2i(x) [:r??.‘ T,;] U(x), (2.14)
9, AL (z) = 2ip(z){rh, 7, st (x). (2.15)

Las transformaciones SU(2)y y U(1)y son las transformaciones unitarias
correspondientes a la conservacién del isoespin y del mimero barionico, res-
pectivamente. Las transformaciones quirales SU(2) 4 y axiales U(1) 4 alteran
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2.3. QCD a temperatura y potencial quimico finitos

la paridad de un estado dado. Por ello, la realizacion de dichas simetrias en la
naturaleza, deberia implicar para cada multiplete la existencia de otro mul-
tiplete de paridad opuesta. Esto no es lo que se observa experimentalmente,
de ahi se induce que tanto SU(2) 4 como U(1)4 son simetrias que, de alguna
manera, estan rotas.

Se sabe que SU(2) 4 es una simetria espontaneamente rota. Al ocurrir es-
to, en el caso de quarks de masa nula, aparecen tres modos de excitacion de los
campos de quarks y gluones, de masa nula, llamados hosones de Goldstone.
Estos tres bosones se asocian con los piones, ya que se observa experimental-
mente que la masa de los piones, si bien es no nula, es mucho menor que la
de los nucleones. La expresion matematica de una simetria es la conmutacion
del hamiltoniano del sistema con el operador U correspondiente a la cantidad
conservada, esto es, [H, U] = 0. Cuando una simetria estd espontaneamente
rota, lo que ocurre no es que el conmutador deja de ser nulo, sino que el vacio
deja de ser invariante frente a las transformaciones del grupo de simetria del
operador U. Como consecuencia de esto, el estado fundamental deja de ser
nico y pasa a estar degenerado. Esto se puede expresar como [H, U] = 0,
pero con U | 0) #| 0), lo que implica que los generadores A del dlgebra del
grupo al que pertenece el operador U, no aniquilan el vacio, esto es A | 0) # 0.

Por otro lado, la simetria U(1) 4, estd rota a nivel cudntico por la llamada
anomalia axial. Esto significa que, si bien la teoria clasica posee una simetria
dada. en el proceso de cuantizacién ésta se pierde porque la corriente de
Noether recibe una contribucion extra que hace que su cuadridivergencia
deje de ser nula.

2.3. QCD a temperatura y potencial quimi-
co finitos: Formalismo de Matsubara y
tiempo imaginario

Para estudiar una teoria cudntica de campos incluyendo temperatura y
potencial quimico finitos es usual considerar la matriz densidad p, cuyos
alores de expectacion (¢|p|¢) indican la probabilidad de que, para una tem-
peratura 7'y un potencial quimico p especificos, el sistema se encuentre en
el estado |¢). El factor de normalizacion es la funcién de particion

=% g (2.16)
donde la traza es evaluada tomando la suma sobre todos los valores de ex-

pectacion posibles en una base completa. La funcion de particion Z es la he-
rramienta mediante la cual se obtienen todas las propicdades termodinamicas

11



2. Aspectos generales de QCD

del sistema. En general, el valor medio de un operador A se puede obtener
usando

(Ay=Z'"TrpA. (2.17)
La matriz densidad se puede construir a partir del hamiltoniano H

p=eM (2.18)

donde 3 es la inversa de la temperatura (suponiendo que la constante de
Boltzman es k = 1). Como en general nos interesa estudiar la estadistica de
sistemas con la posibilidad de creacion y destruccion de particulas. utilizamos
el hamiltoniano correspondiente al ensamble gran canonico

H=H-uN (2.19)

donde N es el operador de niimero de particulas.

Recordemos que en una teoria cuantica de campos a temperatura cero,
la amplitud de transicién entre dos estados se puede escribir, utilizando in-
tegrales funcionales, como

(1, 1) 1)) = (1] exp(~iH(ts — t)Iga) = N' [ Do, (2.20)

donde ¢ es la variable de campo, N' es una constante de normalizacion y S
la accion definida por

ta
g={ o / &z L, (2.21)
ty .

siendo £ la densidad lagrangiana del sistema. Si escribimos la funcion de
particién utilizando una base de estados |¢,)

2 = [ dgu (@ale™H)g,) (2.22)

vemos que podemos identificarla con la amplitud de transicién (2.20) si in-
terpretamos la accion de e~ ##H=#¥) como la de un operador de evolucion en
un tiempo imaginario t = if3, con la condicién de que los estados inicial y
final coincidan (para campos bosénicos). Asi entonces es posible expresar Z
como una integral de camino [33]

&= fqu;e‘SE, (2.23)

la relacién entre Sg v la accién en espacio-tiempo euclideo esta dada por

8
Sg=Sg+puN= | dr / d*z L + BuN, (2.24)
0 JV



2.4. Loop de Polyakov, simetria Z3 y confinamiento

la integracion en 7 es entre 0 y g, y los campos satisfacen condiciones de
contorno periodicas o anti-periddicas

8(#, ) = £6(, 0)

—
Bo
[N}
(abs §

e

segin se trate de campos bosonicos o fermionicos.

Cuando pasamos al espacio de momentos, encontramos que la integracion
sobre un intervalo finito implica que las frecuencias en la transformada de
Fourier asumen valores discretos en vez de continuos. Las distintas condi-
ciones de contorno determinan los posibles valores para dichas frecuencias,
conocidas como frecuencias de Matsubara, y éstas resultan

2nm
g para hosones
e =14 2.26
& 2n+1)n 0 28]
—5— pan fermiones
L

2.4. Loop de Polyakov, simetria Z35 y
confinamiento

En la introduccién hemos mencionado que segin predicciones realizadas
por cdleulos de QCD en la red (LQCD por su nombre en inglés), en for-
ma aproximadamente conjunta con la transicion de restauracion de simetria
quiral, para cierta temperatura finita y potencial quimico nulo, ocurre la
transicion de fase de confinamiento - deconfinamiento, cuyo parametro de
orden asociado es el loop de Polyakov [18]. En el caso de la teoria de gauge
pura las fases confinada y deconfinada se pueden distinguir haciendo uso de
otra simetria de QCD. Esto se detalla a continuacion siguiendo los pasos de

la Ref.[34].

2.4.1. 73 center symmetry

Tomamos como punto de partida el limite m, — oo para el que el la-
grangiano (2.1) toma la forma

1
‘Cgau.gc = _'é Ty G,uqu)- (227)

Ante las transformaciones del grupo de gauge SU(3) de color

Q) = 'welehs, (2.28)
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2. Aspectos generales de QCD

los campos gludnicos transforman segin

Ay » A =Q(A,+0,)Q
Gw = G, =006, (2.29)

y, dado que Q Q' =1 y que la traza es ciclica, tenemos que
Tre G =TeDG,0'06P0 = TG, 6", (2.30)

es decir que el lagrangiano (2.27) resulta invariante.

Por otra parte, como fue probado por t'Hooft [19], en una teoria de gange
local SU(N) aparece una simetria global Zy, que se conoce como el centro
del grupo. Los elementos de Zy conmutan con todos los elementos de SU(N),
por lo tanto son proporcionales a la identidad,

0. = eI, (2.31)

Como ademads son elementos de SU(N) el determinante de 2. es uno, por lo
que debe ser

) = —— i = == !
b="5  J=01..,(N-1). (2.32)

Si consideramos la teorfa a temperatura finita, segin lo expuesto en la
seccion anterior tenemos que la funcion de particién es

; p 3. pE e
z=[DAew —/0 dr /1 &z LB, ), (2.33)
donde LE s la versién en espacio-tiempo Euclideo de (2.27). En la medida

qauge
de integracion DA aparecen campos que, como también hemos descrito en la

seccion previa, obedecen condiciones periddicas de contorno. Es facil ver que
estas condiciones siguen satisfaciéndose cuando actiia sobre los campos A, un
operador que también es peridédico en 7, es decir, que Q(F. 7+ ) = Q(Z, 7).
Ahora bien, existe otra posibilidad para preservar dichas condiciones, v es la
accion de transformaciones de gauge periddicas a menos de un elemento del
centro del grupo.

QE, 7+ B) = QUZ, 7). (2.34)

Aplicando un elemento tal a A, encontramos
Az, T+ 8) = QT 7+ B8)(AuZ, 7+ 8) + 8,04z 7+
= QOF,7)(Au(F,7) + 0,)Q1,(F, 7)Qf
e ~: f
= QA (Z7)0l
= A (% 71) (2.35)

14



2.4. Loop de Polyakov, simetria Zz y confinamiento

Es decir que en general existe una simetria Zy que, en principio, puede estar
espontaneamente rota. Esto permite distinguir entre las fases con quarks
confinados y deconfinados. Por otra parte, debe notarse que en presencia de
campos de quarks, que son anti-periddicos en tiempo Euclideo, la simetria Z
estd explicitamente rota. Esto es asi porque ante una transformacion como
(2.34) tenemos que los campos de quarks transforman verificando

V(Z 7+ 8) = QU T+ 3@ T+ 8)
= =QQ(Z, )z, 1)
— —g’:"(ff T)._ (2.30)

y s6lo se mantiene la condicion de contorno (2.25) si 2, = 1. Es decir que
mientras existen N maneras de satisfacer las condiciones de borde para los
campos bosénicos, y por lo tanto N formas equivalentes de describir la teoria
de gauge pura a temperatura finita, existe una tnica forma de hacerlo si
incluimos en ella quarks dinamicos. Por lo tanto, en el caso de QCD con
quarks dindmicos la simetria Z3 es sélo una simetria aproximada.

2.4.2. Loop de Polyakov

Un pardmetro de orden para la transicion de ruptura espontdanea de la
simetria Z3 se puede construir utilizando la linea de Wilson térmica

L(#) = Pexp [ ig [[ " dsldridn ) (2.37)
J 0
donde P indica ordenamiento del camino en la exponencial, g es la constante
de acoplamicnto fuerte y Ay es la componente temporal del campo de gauge
Euclideo. Aute transformaciones del grupo SU(3) la linea de Wilson térmica
transforma como un objeto de la representacion adjunta.
A partir de L se define el loop de Polyakov

H(F) = %’I&‘L(f‘.‘) (2.38)

El loop de Polyakov es un campo escalar complejo que depende de la posicion
espacial de una fuente de color estdtica. Ante la accién de un clemento de Zy
transforma como un campo con carga uno

O(T) = ¢'(T) = e ¥o(a). (2.39)

Para comprender qué representa el loop de Polyakov tomemos la funcién
de particion para un sistema de gluones en presencia de un quark de prucba
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infinitamente pesado:

Zq = [ DAY o), (2.40)
donde
4 3, rE
St = /ﬂ dr K d'zLE,, (2.41)
Podemos calcular el valor medio del loop de Polyakov, esto es
1 - zZ 3F
() = Ei/ DAg(E)eeeoell = 22 = 767, (2.42)

Es decir que hallamos que (¢) es el cociente entre las funciones de particion
para el sistema de gluones con y sin una fuente externa de color, por lo
tanto es una medida para la energia libre F de un quark estdtico externo.
Entonces, en el caso de quarks confinados, debe cumplirse que (@) = 0, ya
que la energia libre de un solo quark es infinita. En cambio, si los quarks se
encuentran deconfinados, F es finita y (¢) # 0.

Como hemos discutido, en presencia de quarks dindmicos la simetria Z3
esta explicitamente rota, entonces el loop de Polyakov deja de ser un pa-
rametro de orden riguroso. Sin embargo, aiin se lo puede utilizar como un
indicador de la transicién confinamiento - deconfinamiento.

2.5. QCD en la red. Limitaciones y algunos
resultados

Hemos mencionado en la introduccién que existe un método ab initio para
tratar la dindmica de QCD a bajas energias. Este consiste en discretizar el
espacio-tiempo y reescribir la acciéon de QCD en forma también discretiza-
da [14]. En este contexto la funcién de particién se puede estimar utilizando
el método Monte Carlo, es decir, aproximando la integral como una suma so-
bre configuraciones que estdn pesadas por la accién. El método de muestreo
por importancia permite reducir los calculos a un nimero limitado de con-
figuraciones, segin la probabilidad con la que ellos pueden ocurrir, e—5E,
Claramente, este método tiene sentido si la accion Euclidea es una cantidad
definida-positiva. El formalismo de tiempo imaginario que hemos visto en
este capitulo, util para estudiar QCD a densidad finita, implica reemplazar
pg por ij, por lo que la accién en este caso es en general una cantidad comple-
ja. Esto implica a su vez que no hay manera de comparar las probabilidades
asociadas a distintas configuraciones. Esto es lo que se conoce como el pro-
blema del signo. Para p = 0, utilizando LQCD libre del problema del signo,
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2.5. QCD en la red. Limitaciones y algunos resultados

se estima que para dos sabores livianos la restauracion de la simetria quiral
ocurre como una transicion suave (crossover) a 1, = 173(8) MeV [35], mien-
tras que cuando se incluye el quark strange masivo la temperatura critica es
levemente mds baja [36, 37, 38, 39]. Estos calculos predicen ademés, que la
transicién de deconfinamiento ocurre en forma aproximadamente conjunta
con la transicion quiral [40].

En cuanto a la posibilidad de extender los cdlculos a potencial quimico
finito existen varias alternativas. Una posibilidad es hacer un desarrollo en
serie de potencias de y/T" alrededor de y = 0 [41], donde no estd presente el
problema del signo. En esta expansion el radio de convergencia esta limitado
por la singularidad mas cercana en el potencial termodinamico que es, a lo
sunio en un punto critico. Por lo tanto, esta alternativa puede ser 1til para
estimar la posicion del punto critico final, que es el punto sobre la linea que
separa las fases con simetria quiral rota y restaurada en la que el cardcter
de la misma cambia. Se ha utilizado ademés para estudiar la curvatura de
la linea de transicion quiral en la zona de crossover [42]. Otra alternativa
es utilizar una téenica conocida como multi-parameter reweighting [43, 44],
que consiste en tomar para g # 0 el mismo ensamble que para u = 0,
ambiando los valores de las masas de quarks y constante de acoplamiento
de manera tal que ciertas cantidades fisicas no cambien. Pero los resultados
que se obtienen de esta forma presentan muchas fluctuaciones debido al hecho
de que en realidad las configuraciones a potencial quimico finito que ocurren
con mas probabilidad no son las mismas que a ¢ = 0. Finalmente, es posible
estudiar qué ocurre con un potencial quimico imaginario [40, 45, 46] y, usando
argumentos de continuidad analitica, extrapolar los resultados a potencial
quimico real y finito. De esta manera se han calculado varios puntos del
diagrama de fases para yu imaginario, estimandose en particular la posicion
del punto critico asociado a la asi llamada transicion Roberge-Weiss (RW),
que es un cambio de fase asociado a la ruptura de la simetria Z4 extendida que
posee QCD en el caso de potencial quimico imaginario [47]. Esta transicion
se describe en detalle en ¢l Cap. 6, pero vale la pena miencionar aqui que por
ejemplo en la Ref. [40], se encuentra que para el correspondiente punto critico
es de primer orden y que ocurre a Try = 185(9) MeV. En cualquier caso,
estas estrategias se han utilizado para realizar cdlculos para valores pequenos
del potencial quimico y los resultados se encuentran ain en discusion.

Por otra parte, una limitaciéon que se encuentra en los cdlculos con téc-
nicas de LQCD, es que en la funcion de particion aparece el determinante
fermiénico que resulta muy dificil de calcular. Por este motivo, muchos cal-
culos se han llevado a cabo utilizado el llamado quenched limit, que consiste
en suponer una masa infinita para los quarks lo que hace que los mismos
permanezean estdticos en los sitios de la red. Si bien hoy en dia el gran pro-
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Figura 2.1: Valores de masa de pién M, y espaciamiento de la red a, para
los que han sido realizados cdlculos con técnicas de LQCD para 2, 2+ 1y
2+ 1+ 1 sabores [52].

greso en las facilidades de calculo ha hecho posible incluir quarks dindamicos,
en general los cilculos todavia se realizan con valores de masa por encima de
los valores fisicos procediendo luego a algun tipo de extrapolacién para al-
canzar los mismos. Asimismo, en relacion a las limitaciones debidas a los los
altos costos computacionales, debemos mencionar la imposibilidad de hacer
cdlculos tomando un espaciamiento de red pequeno, es decir, en un espacio
discretizado pero tendiendo al continuo. En la Fig. (2.1) se esquematizan las
regiones a las que hasta ahora se ha accedido para realizar célculos con téc-
nicas de LQCD en el plano M;-a, donde a es el espaciamiento de la red. Se
puede observar que, si bien se ha avanzado notablemente tanto en el sentido
del limite del continuo como hacia el valor de la masa de pién fisico, los mis-
mos aln no se han alcanzado. Estudiando la temperatura critica en funcion
de la masa del pion para valores de masa fuera del punto fisico, resultados de
LQCD indican que T, aumenta linealmente con la masa, y que el parametro
de la pendiente es A < 0,05 [48, 49, 50, 51].

Considerando, ademas de T y pu, la masa de los quarks como un parame-
tro variable es posible construir diagramas de fases teéricos que facilitan el
estudio conceptual del comportamiento de la materia de quarks, y pueden
compararse con resultados de LQCD. En la Fig. (2.2) se muestra lo que se
espera resulte de generalizar el diagrama de fases a potencial quimico cero
tomando como pardmetros libres las masas corrientes de quarks livianos, wu,
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2.5. QCD en la red. Limitaciones y algunos resultados

d y strange s, considerando m, = my. En este diagrama encontramos para
qué valores de masa de quark la transicion de restauracion de simetria quiral
es un crossover o una transicion de primer orden. Tanto en el limite de la
teoria de gauge pura, m, = mg = m, = 00, como en el limite quiral de tres
sabores, m, = my = m, = 0, se espera que la transicion sea de primer orden,
mientras que se espera encontrar un crossover en el punto fisico.

En los Caps. 5 y 6 de esta tesis investigamos el comportamiento de las
transiciones de fase en condiciones en las que los resultados pueden com-
pararse con resultados provistos por cdlculos de LQCD. Esto es de gran
importancia ya que la consistencia entre ambos resultados permite validar
el modelo utilizado, asi como también extrapolar los resultados de LQCD.
Antes de presentar nuestros resultados, debemos introducir el modelo que

hemos utilizado. Comenzamos en el capitulo siguiente presentando el modelo
de NJL.
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2° orden
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Figura 2.2: Columbia Plot. Indica el orden de la transicién de fase para dis-
tintas masas corrientes para los quarks u, d y s. PF corresponde a la posicion
esperada del punto fisico.
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Capitulo 3

Los modelos de
Nambu-Jona—Lasinio y
Polyakov Nambu-Jona—Lasinio

Como se menciond en la introduccion, el asi lamado modelo de Nambu-
Jona- Lasinio [15] (NJL) fue originalmente introducido en 1961 para describir
un sistema de nucleones fuertemente interactuantes en el cual los mismos
adquieren su masa mediante el mecanismo de ruptura espontanea de simetria.,
Con el advenimiento de QCD, hacia mediados de los anos '70, los grados de
libertad fermiénicos del modelo fueron reinterpretados en términos de quarks,
vy las interacciones locales entre ellos como interacciones efectivas resultantes
de los procesos gludnicos.

El modelo de NJL permite incorporar las simetrias globales de QCD, en
particular la simetria quiral asi como su ruptura espontanca a baja tem-
peratura y densidad. En el contexto de este modelo es posible estudiar en
detalle el mecanismo de generacion dinamica de la masa de quarks, la forma-
cién de condensados y el rol de los piones como bosones de Goldstone [16],
El modelo de NJL también ha sido muy frecuentemente utilizado para es-
tudiar la restauracion de la simetria quiral por efecto de la densidad y/o
temperatura [16], asi como la aparicién de fases superconductoras de col-
or [17]. Sin embargo, para dar cuenta del mecanismo de deconfinamiento no
basta con un modelo puramente fermiénico sino que es necesario incluir un
acoplamiento con el campo de fondo de color asociado al pardmetro de orden
usualmente utilizado para describir dicho fendmeno, es decir el llamado loop
de Polyakov (PL) [18, 19]. El modelo asi obtenido se conoce bajo el nom-
bre de modelo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL) [20, 21, 22, 23]. En
este capitulo describimos primeramente el modelo de NJL local mostrando
como aparccen los piones como bosones de Goldstone, Luego exponemos ¢6-
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3. Los modelos de Nambu-Jona Lasinio y Polyakov Nambu-Jona Lasinio

mo extender el modelo a temperatura y potencial quimico finitos e incluir el
acoplamiento con el PL.

3.1. El modelo de NJL local

En el modelo de NJL més simple se consideran como grados de libertad
fermionicos los quarks livianos u y d, mientras que los grados de libertad
gludénicos son tenidos en cuenta a través de una interaccion quiral efectiva
local entre los quarks. En tal caso se puede escribir el lagrangiano como

Ly = (P — )Y + Lint, (3.1)
donde i = diag(m,, my) es la matriz formada por las masas desnudas y
Lint = G[(y)? + (binsTe)?] (3.2)

es la interaccion local de cuatro fermiones. Este término es invariante ante
transformaciones de los grupos SU(2) g®SU(2) . y SU(3)cotor ¥ posee simetria
CPT.

3.1.1. Aproximacion de campo medio

Para estudiar el comportamiento del sistema se suele utilizar primera-
mente la aproximacion de campo medio de Hartree en la cual se reemplazan
en la interaccién (3.2) los términos (¥T'4)? por 24T (¥ T4), donde (¢'T4) es
el valor de expectacion en el vacio y I' cualquiera de los operadores de dicha
interaccion. Como el vacio es invariante de Lorentz y tiene buena paridad, el
finico valor de expectacion no milo posible es (Y1), es decir, el condensado
asociado con la densidad escalar . La ecuacién de Dirac en la aproximacién
de Hartree resulta entonces

(i@ — i+ 2G ()] () = 0. (3.3)

Vemos por lo tanto que cuando la interaccion escalar entre fermiones es lo
suficientemente fuerte se genera una masa efectiva

M = m + 2G (). (3.4)

La Ec. (3.4) es conocida como ecuacion del gap, en analogia con la ecuacion
que determina el gap de energia en un superconductor. Dicha ccuacién se
puede representar diagraméticamente como se muestra en la Fig. (3.1).
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(vw)

Figura 3.1: Representacion diagramética de la ecuacion del gap (3.4). Las
lineas fina y gruesa representan el propagador del quark desnudo y vestido
respectivamente. El lazo fermidénico representa al condensado de quarks.

En la aproximacién de campo medio, el condensado (i) esta dado por
() = —i Tx[Sp(0)] (3.5)
donde Sp es el propagador de Dirac, definido como

d‘iI) C_..Ep(.‘r -Y)
2m)tp— M + i€

Se(e~y) = ~{TREIWN) = | (3.6)
En la Ec. (3.5) Sp(0) refleja el lazo cerrado de la Fig. (3.1). con la linea
fermionica comenzando y terminando en el mismo punto del espacio-tiempo.
Como la masa dindmica M aparece en la integral de (uiu’r). la ecuacion del
gap es una ecuacion autoconsistente.

La integral Sp es cuadriticamente divergente y requiere, por lo tanto,
de un procedimiento de regularizacién apropiado. El método mds sencillo
consiste en introducir un cut-off para las componentes espaciales de momento
Aj e integrar sobre la componente temporal py en la Ec. (3.6). De esta forma

se obtiene o o
s i\'c.f'\"f Ag
2

: M
(Yh) = — P Adp

donde N, y Ny son el ntmero de colores y el niunero de sabores respectiva-
mente. Por lo tanto, el condensado ('t,-“—'-’"t,-'"e'> representa la densidad escalar de la
energia negativa de Dirac, integrada hasta el momento | € Az. La ecuacion
del gap describe la interaccién de un fermién con la parte “activa™ del mar
de Dirac. De la ecuacion (3.7) se obtiene la ecuacién del gap

2GN Ny fAs _, M ;
——— | Pl (3.8)
T VP 2 — M?

Considerando el limite quiral, m = 0, es sencillo ver que esta ecuacion tiene
una solucion no trivial con M # 0 cuando la constante de acoplamiento G

(3.7)

M=m+
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3. Los modelos de Nambu-Jona Lasinio y Polyakov Nambu-Jona Lasinio

excede un valor critico Gy = 72 /A3, Cuando G > G,y los quarks adquieren
una masa dindmica, y. junto con esta generacion dinamica de masa, encon-
tranios una reestructuracion del vacio: aparece un condensado (¢*) no nulo.
Como la densidad escalar 1) rompe la simetria quiral, el estado fundamen-
tal no tiene la simetria SU(2)zr ® SU(2),, del lagrangiano. La simetria quiral
es espontdneamente rota, y el condensado () es itil como pardmetro de
orden para este cambio de fases.

Se distinguen dos casos de realizacion de la simetria quiral (ver Fig.(3.2)):

1. La fase Wigner-Weyl, en la cual (¢) = 0 y los fermiones no tienen
masa. Equivalentemente, la carga axial Qs = [d*zA(z) aniquila el
vacfo: Q5 | 0) = 0. En el modelo NJL este es el caso para G' < Gy

9. La fase Nambu-Goldstone en la cual () # 0 y los fermiones tienen
masa. En esta fase existe un bosén de Nambu-Goldstone no masivo. La
carga axial no aniquila el vacio: @5 | 0) # 0. En el modelo NJL esto
sucede cuando G > Gt

Por otro lado, para el caso de m # 0, a pesar de que la masa dindmica
nunca es estrictamente cero, se obtiene un comportamiento similar al descrito
para m = 0, resultando una curva asintética (curva de trazos de la Fig.(3.2))
a la respectiva al limite quiral, tanto para ¢l rango de G pequenos como
también para G > 1.

3.1.2. Bosoén de Goldstone pseudoescalar

La ruptura espontédnea de simetria global implica la existencia de un
modo de frecuencia cero, llamado bosén de Nambu-Goldstone. En este caso
se trata de un modo fermién-antifermion pseudoescalar neutro (J™ = 07),
identificado con el pién. Su espin y paridad reflejan la simetria axial U(1)4
rota.

Para ver como emerge del modelo el pién de Goldstone sin masa, cons-
truimos la matriz T, que surge de resolver la ecuaciéon de Bethe-Salpeter
(ecuacién de dos cuerpos) en el canal fermion-antifermion pseudoescalar para
un dado cuadrimomento cuadratico ¢* del meson:

K,

Trr 2=h’-r I':rr'rr 21I’rr o= - .

(3.9)

En la Fig. (3.3) se ilustra esta ecuacion autoconsistente.
La interaccién en cste canal estd dada por el término G(ivsy)? del la-
grangiano (3.2). Entonces, K, = 2G es el micleo de la interaccion, y J; es la
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3.1. El modelo de NJL local

Figura 3.2: Representacion de las masas dinamicas en funcion de la constante
de acoplamiento. Se observan las dos realizaciones de la simetria quiral: 4 la
Wigner-Weyl para G < G4 vy 4 la Nambu-Golstone para G > G . La linea
de trazos representa el caso fisico, mientras que la linea sélida corresponde

al limite quiral, con m = 0.

Figura 3.3: Representacion esquematica de la ecuacion de Bethe-Salpeter
para la matriz quark-antiquark 7. Los propagadores de mesones aparecen
como bhandas sombreadas, las lincas sélidas corresponden a los propagadores
de quarks vestidos en la aproximacion de Hartree (ver Fig. (3.1)).
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integral del lazo de interaccion dada por

d'p i 1 o 1
ol 0 55 Y5
21| Tprd-Mie  p-L-Mie

Lmﬂ:aﬂf( (3.10)

El proceso de regularizacion de esta integral es idéntico al usado en la ecua-
cion del gap (3.4).
La masa m, del pién queda determinada por los polos de la matriz T, es
decir, por la condicion
1= 2GJr|pp=mz = 0. (3.11)

A partir de la ecuacién del gap (3.4) se puede ver que en el limite quiral
una solucion de esta ecuacion es m, = 0. Esto significa que el pion es un
pseudo-boson de Goldstone. un modo de masa nula como consecuencia de
una ruptura espontanea de simetria. Para ver esto notamos que fijando ¢* = 0
en la Ec. (3.10) y utilizando que Trp[vs(p+ M)vs(p+ M)] = Te(M? — pp) =
—4(p® = M?), se puede obtener que

d'p 1 i
e S O, 6

.],r|q2=“ — 41\'}1\'}-?‘- /

Comparando con las ecuaciones (3.4) y (3.5) se observa que

I"nJr[q'a:ﬂ = _gg (ff-'?m =1, (313)
m
por lo que se verifica la validez del teorema de Nambu-Goldstone.

El modelo de NJL satisface diversos teoremas validos en QCD para el
limite de masa de quarks pequena. Por ejemplo, introduciendo un término
de ruptura explicita de simetria quiral, 6£ = —m%, donde m es una masa
fermiénica desnuda no nula. es posible encontrar la relacion de Gell-Mann-

Oakes-Renner: )
m2 f% = —m{u). (3.14)

donde f- es la constante de decaimiento del pion, definida por el elemento
de matriz

(0] Au(0) | w(q)) = (0| ¥1,75%(0) | 7(q)) = 2ifxq, (3.15)

el cual describe el decaimiento del pion via la corriente axial A,. La Ec. (3.14)
es de gran importancia puesto que conecta los pardmetros de la ruptura
explicita y espontdanea de la simetria quiral con las constantes de estructura
correspondientes del pion: el condensado () en términos de la constante de
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3.2. Modelo de PNJL

decaimiento del pion f,. La masa fermionica desnuda finita m eleva la masa
del pién m, desde el valor nulo que tenia en el limite quiral, de tal manera
que m, es proporcional a /m. Se puede notar que el teorema de Goldstone
se verifica nuevamente a medida que m — 0.

Como ya ha sido mencionado el modelo de NJL ha sido muy frecuente-
mente utilizado para estudiar las propiedades de los hadrones (incluyendo
aquellos que contiene quarks extranos), estudiar la restauracion de la simetria
quiral por efecto de la densidad y/o temperatura, asi como para la aparicion
de fases superconductoras de color, ete. [16, 17]. Sin embargo, para dar cuenta
del mecanismo de deconfinamiento no basta con un modelo puramente fer-
midnico sino que es necesario incluir un acoplamiento con el llamado loop de
Polyakov (PL). Las caracteristicas principales del modelo resultante, llamado
usualmente modelo de Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio (PNJL), son discutidas
en la seccion siguiente.

3.2. Modelo de PNJL

Teniendo en cuenta lo mencionado al final de la seccion anterior, para
poder investigar sobre el comportamiento de la materia fuertemente interac-
tuante a temperatura y densidad finitas incorporando una descripeion del
deconfinamiento debemos extender lo detallado en ella de manera de: i) in-
cluir estas cantidades en el formalismo, ii) incorporar el acoplamiento al PL.
En cuanto al punto i), como se ha mencionado en el Cap. 2, la accién a
temperatura T y potencial quimico u finitos se puede obtener utilizando el
formalismo de Matsubara de tiempo imaginario, lo cual implica:

= Hacer para la componente cero del impulso el reemplazo
Po — twn + 1, (3.16)

donde w,, son las frecuencias de Matsubara que correspondan, segin se
trate de bosones o fermiones, como se indica en la Ec. (2.26);

» Modificar la integracién sobre el espacio de momentos cambiando la
integral sobre dicha componente por sumas sobre frecuencias segin

! . +00 dli )
/(%‘; ST Y /(2—;;, (3.17)

n=—o0

En cuanto al punto ii) se puede hacer uso de algunas caracteristicas cono-
cidas del comportamiento del PL en funciéon de la temperatura para cons-
truir un modelo efectivo para una teoria de gauge pura. que luego se acople
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al modelo de NJL. Dentro de estas caracteristicas podemos mencionar, como
hemos visto en el capitulo anterior, que (¢*) = (¢) = 0 implica confinamien-
to. Ademas, existen calculos de LQCD para el valor del PL como funcién de
la temperatura que indican que la transicién de deconfinamiento en ausencia
de quarks dindmicos ocurre a una temperatura Ty = 270 MeV y que es una
transicién de primer orden [53]. Por lo tanto. es posible construir un potencial
efectivo para ®, el valor de expectacién del PL en la aproximacion de campo
medio, de manera tal que el valor del mismo obtenido por minimizacion de
dicho potencial vaya desplazdandose de acuerdo a las estimaciones de LQCD,
estoesien @ =0si T < Ty, y en T = Ty pasar a tener un maximo local en
cero y un minimo en un valor de ® > 0 como sefial de la transicion de fase.
Esto se corresponde con la ruptura de simetria Z; que se describio en el capi-
tulo anterior. Este minimo debe acercarse a & = 1 cuando la temperatura
continia aumentando por encima de 7j.

De los potenciales para describir la termodinamica del PL que pueden
construirse con estas caracteristicas en esta tesis utilizamos dos. El primero,
basado en el ansatz de Ginzburg-Landau [23] que tiene la forma polindmica:

i {
u!—’n!y(q)‘(b T) bﬁ( )‘I’q)* b}( +(I) ) {}4((1)(1—) ) (-?’18)
T 3
donde 7, T T
bo(T) = ap + a1 + ;)“+a.3(%)3. (3.19)

Los pardmetros del potencial estan ajustados de manera tal que se puede
reproducir la ecuacion de estado para la teorla de gauge pura y el valor de
expectacion del loop de Polyakov.
ag = 6,75, a; =-195, ay= 2,625,
ay=—-7,44., by =075 by =7175. (3.20)
La segunda forma alternativa, que esta basada en la forma logaritmica de la
medida de Haar de integracién asociada con el grupo SU(3) de color [54], es

Uno @ 0 T) _ Lo pygae 4 b(T) In1 — 600" — 3(00°)2 + 4(D° + &)

T 2
(3.21)
con los cocficientes parametrizados segin
To T: T
al)=a,+a(z) +alz)? vy WD) =blx) (32

Ajustando una vez mas cl valor de las constantes a resultados de la teorfa de
gauge pura en la red se obtiene

ag =351, @ =-247, ay=152, by=-175 (3.23)
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3.2. Modelo de PNJL

En relacion al parametro Tj que fija la escala para el potencial del PL, ha sido
argumentado [55] que su valor debe ser modificado en presencia de quarks
dindmicos segiin Ty = 208 MeV para Ny = 2 y T = 180 MeV para Ny = 3.
En los célculos llevados a cabo en esta tesis se analiza el efecto de este cambio
sobre las distintas magnitudes de interés para el caso en el que p = 0.

En el panel superior de la Fig. (3.4) se muestra la seccion correspondiente
a ® = @* de estos dos potenciales para una temperatura 7' = 100 MeV, para
la que todavia la transicion de deconfinamiento no ha ocurrido: la simetria
Z(3) no estd rota, y el inico minimo del potencial se encuentra en ¢ = 0. Una
vez superada la transicion de fase, a medida que la temperatura aumenta el
minimo del potencial se va desplazando a valores finitos de &, y ® = ( se
convierte en un maximo local. En el panel inferior de la Fig. (3.4) se puede
ver este comportamiento. En la Fig. (3.5) se muestra el comportamiento
del PL en funcién de la temperatura para ambos potenciales, junto con los
resultados de LQCD a los que se ajustan los parametros (3.22) y (3.23).

Hasta aqui tenemos el modelo de NJL para los quarks por un lado v,
por otra parte un potencial para el PL que involucra al sector gludnico.
El acoplamiento entre ellos se puede llevar a cabo utilizando la derivada
covariante. Esto es, en la Ec. (3.1) reemplazar

D, D=~ (3.24)

con A, = g G \*/2, donde G son los campos de gauge de color de SU(3).

Por simplicidad, en general no se toma en cuenta la dependencia espacial
del PL, es decir que se asume que los quarks se mueven en un tondo constante
de un campo de gauge de color, A; = iA,. Ademds, trabajando en el llamado
gauge de Polyakov, la matriz Ay tiene representacion diagonal

A_] == f_fl);'jz\;j + Cl'bg/\s (325)

de manera que hay sélo dos variables independientes: ¢3 v ¢x.

Entonces, la traza del PL, & = %Tl exp(F(@3As + ¢sAs)), que puede
tomarse como pardametro de orden para el confinamiento, se puede escribir a
nivel campo medio como

& = £ [exp(~28) + 2 exp(—=22) cos(/T) (3.20)
= — |lexp(——== exp(—=—=) cos(¢: . 2
8" BT P\ BT O
El modelo de PNJL ha sido ampliamente utilizado para estudiar el dia-
grama de fases de materia de quarks [23, 54, 56, 57, 58|, asi como también
para describir propiedades hadrénicas [59, 60, 61]. Se ha empleado ademads
en el estudio de estrellas compactas [62]. Sin embargo, los modelos de NJL
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Figura 3.4: Potencial termodindmico del loop de Polyakov para T' = 100 MeV
(arriba) y para T = 300 y 350 MeV (abajo). La linea solida representa al
potencial logaritmico y la linea de trazos al potencial polinémico. Se observa
cémo ambos potenciales pasan de tener un minimo en ® = 0, a tener alli un
méximo relativo y un minimo en algin valor de ® > 0 que se desplaza hacia
la derecha al aumentar la temperatura.
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Figura 3.5: Loop de Polyakov en funcién de la temperatura para los poten-
ciales polinémico y logaritmico. Se muestran con puntos cuadrados resultados
de LQCD tomados de la Ref. [53].
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v PNJL presentan ciertas limitaciones. Podemos mencionar por ejemplo que
aparccen cantidades divergentes que deben ser regularizadas de alguna ma-
nera. Para resolver este inconveniente una posibilidad que ha sido sugerida es
reemplazar el término de interaccién por una interaccién no local y separable,
como se describe en el proximo capitulo.
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Capitulo 4

Extensiones no-locales del
modelo de NJL

En el Cap. 3 hemos visto un modelo para la descripcién de un sistema
de quarks interactuantes, con interacciones invariantes quirales y locales. El
caracter local de las interacciones es un aspecto ventajoso dado que simplifica
enormemente los cdlculos. Sin embargo da lugar a ciertas inconsistencias y
ambigiiedades, ademds de ser ciertamente poco realista.

En este capitulo introducimos una generalizacion del modelo de NJL que
representa un paso hacia una descripeion mas realista de las interacciones en-
tre quarks. Explicamos asimismo el procedimiento de bosonizacion, mediante
el cual pasamos de describir el sistema en términos de quarks a hacerlo en
términos de campos mesonicos. Mostramos ¢émo obtener los valores de ex-
pectacion en el vacio de los campos bosénicos a nivel de campo medio, y ¢como
encontrar, incluyendo las fluctuaciones mesénicas, propiedades como masas
mesonicas, constantes de acoplamiento, etc. Finalmente, y luego de detallar
como parametrizar el modelo introducido, presentamos resultados numeéricos
para estas propiedades en el caso de temperatura y densidad cero.

4.1. Nucleos de interaccion no-locales

La forma mas general para la accion efectiva en el caso de dos sabores de
quarks estd dada por la accion euclidea

d*p - y 4 '
Sp = / m W(p) [P — ™) Y(p) + Sine, (4.1)
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con el término de interaccién

B d? p1 n"'p] d'py d'p
mt = 2/ (27‘_) (2 ) Klilz’(f pP p) X

U1 (p1) 2 (p2) U (P)vov(py). (4.2)

Aqui hemos usado la notacién P = (p; +pa)/2, p = p1 — pe. Los indices 1, 2,
1" y 2" corren sobre color, sabor y espacio de Dirac. Por supuesto el niicleo
de la interaccién Ky 0 (P, p; P',p') debe respetar la conservacion total de
momentos asi como las simetrias basicas de QCD detalladas en el Cap. 2.
Estas restricciones no alcanzan sin embargo para especificar completamente
su forma explicita. Para ello se debe recurrir a modelos fenomenologicos
que den lugar a ecuaciones relativamente sencillas de tratar. Una posibilidad
frecuentemente utilizada en la literatura (ver p.ej. Ref.[63]) es suponer que la
interaccion corresponde al intercambio de un gluon efectivo entre corrientes
vectoriales con color de quarks. Es decir

Sine = = [ d'zd'y jo(2)Gae - )ibw) (4.3)
donde ;
Julz) = ?b(x)?,,?”'r!f'(:r)- (4.4)

Suponiendo que las componentes diagonales del propagador efectivo de glio-
nes son las dominantes (es decir, G% (r — y) ~ 6,,0°°G(x — y)) v utilizando

las transformaciones de Fierz [17, 24] se obtiene que esta interaccion da Ingar
a un nicleo de la forma

Kisyw(Pop; P, p) = —8wG(P — P') Y cahAZ 1. (4.5)

En esta ecuacion A® representa productos de matrices de color, sabor y Dirac,
v ¢, son los coeficientes que surgen de las transformaciones de Fierz. En
general, en los modelos mas simples s6lo se retienen las componentes singletes
de color relevantes para el mecanismo de ruptura de simetria. Es decir

ch %A% — Y TR, (4.6)
(83 o

donde I', = (1,4v57,) con a = 1,2, 3. En cuanto a lo que hace a la dependen-
cia en los momentos, la dada por la funcion G(P — P’) lleva a ecuaciones del
gap tipo ecuaciones integrales no lineales que son complicadas de resolver.
Por ese motivo, es conveniente introducir una simplificacién adicional que
consiste en asumir que la interaccion es separable, es decir

G(P —P') = Gg(P)g(P) (4.7)
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4.1. Niicleos de interaccion no-locales

Figura 4.1: Representacién diagramatica de la Ec. (4.8). En el diagrama de
la izquierda K es un nicleo de interaccién de cuatro puntos que depende de
todos los momentos, mientras que en la derecha aparece en cada vértice el
factor de forma g(p), que depende de un solo momento.

donde g(0) = 1. Teniendo en cuenta las aproximaciones hasta aqui men-
cionadas una forma adecuada para el nicleo de interaccion es

{?31’2’(‘033 P',p') = =6y G g(P)g(P" )Tl 5 (4.8)

donde la suma sobre o = 0, 1, 2, 3 esta sobreentendida. El reemplazo (4.7) estd
representado en la Fig. (4.1). En la funcién g(P) se encuentra la informacion
acerca de la no-localidad de la interaccion, y es por esto que en general recibe
el nombre de regulador o factor de forma. Notemos aqui que desde el punto
de vista del nicleo de interaccion el modelo de NJL corresponde a utilizar la
Ec. (4.8) con g(p) = 1.

En este punto es importante notar que la forma méds general del propa-
gador fermionico es

Z(p)

S0 = =5
donde M(p) es la masa efectiva y Z(p) la llamada renormalizacidn de funcidn
de onda (WFR por las iniciales en inglés) de los quarks. Si bien el ntcleo
dado en la Ec. (4.8) puede dar lugar a una masa efectiva no trivial el mismo
implica Z(p) = 1, lo cual no esta de acuerdo, por ejemplo, con los resultados
encontrados en calculos de QCD en la red que indican que a momento cero
las correcciones de la WFR pueden ser hasta del orden del 30 % [64, 65, 66].
Para dar cuenta de estas correcciones es necesario introducir una interaccion
entre quarks adicional. Una forma conveniente cs [67]

K10 (Pipy Py 0) = Gpdor [(P) f(P)PE P45 (4.10)

Por lo tanto, en lo que sigue utilizaremos la suma de los niicleos dados en las
Ecs. (4.8) y (4.10) para modelar las interacciones entre quarks generadas por

(4.9)
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QCD en el régimen no perturbativo. Antes de terminar esta seccion conviene
aclarar que la forma dada en (4.10) no es la tnica que da lugar a una funcion
Z(p) no trivial. Una forma alternativa ha sido introducida en [68], la misma
es

Kfc';,l'z*(f)-?); P\p)= G Oppr f(P)f(‘D!) 2B (4.11)

Es posible ver que dentro de las aproximaciones usualmente utilizadas para
tratar este tipo de modelos efectivos (ver secciones siguientes) este tipo de
interaccion alternativa conduce a resultados muy similares.

4.2. Modelo quiral de quarks no-local

De aqui en adelante consideramos un modelo de quarks quiral no-local
para dos sabores, con acoplamiento entre los quarks dados por la suma de los
micleos (4.8) y (4.10). Expresada en términos de campos definidos en espacio
de coordenadas, la accién efectiva euclidea correspondiente estd dada por

Sk = / dd:"-" {1;("3)(—?"7;;811 + 7?7‘) . % [ju('?:)‘}iu(m) +?P(3)}P(r)]} : (412)

donde ¢ = (u,d)” es el doblete de fermiones, y m = diag(m,,,my) es la
matriz de masas corrientes. Asi como en el caso local, consideramos simetria
de isoespin, m, = mg = m. El término de energia cinética en la Ec. (4.12)
incluye el operador 7,0, que en espacio Euclideo estd definido como - v +
Y40/, con 4 = 17%. En el término de interaccion aparecen las corrientes

no-locales j,(z) y jp(x) que estan dadas por

2 /dd: g(:)-d—.-‘ (.r + %) | PR (.r - g)

jplz) = / d'z F(z)v (.‘E + é) ;Tp-u'ﬁ: (1 - é) (4.13)

donde ', = (1,1757), ¥ u(;r’)?-n(:r) = w(2')0v(z) — d.u(x)v(x). Las fun-

ciones G(z) v F(z) en (4.13) son factores de forma covariantes no-locales
que caracterizan las interacciones correspondientes. Notemos que las cuatro
corrientes j,(z) requieren el mismo factor G(z) para garantizar invariancia
quiral, mientras que el acoplamiento jp(z)jp(z) es invariante ante transfor-
maciones quirales, La componente escalar-isoescalar de j,(z) genera en el
propagador una masa de quark que depende de su impulso, mientras que
la corriente jp(r) es la responsable de la renormalizacion de funcion de on-
da que depende del impulso. Por conveniencia definimos una constante de
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4.2. Modelo quiral de quarks no-local

acoplamiento comin (g para ambos términos de interaccion, notando que
la fuerza relativa entre estos acoplamientos estd regulada por el pardmetro
dimensional &, introducido en (4.13).

Conviene en este punto realizar una bosonizacion de la teoria lo cual
nos permite tratar directamente con los grados de libertad fisicos de bajas
energias, es decir los mesones, en lugar de con grados de libertad de quarks.
Para esto, tomamos como punto de partida la funcional generatriz

Bi= ]'DJD{, exp[—Sg], (4.14)
donde S estd dada por la Ec. (4.12). Es decir,

& = /D-J;Duf: exp wfd"la: U(z) (=i @+m) z,-ﬁ(r)} X

Gg D P ) ; : _
exp |52 [ d's Lula)iala) + e(a)in(a)]). (4.15)
Si consideramos la relacion
1lite)] = [ DS 8l0(e) - ()] F(S(a)), (4.16)

donde hemos introducido el campo auxiliar §(z), v hacemos uso de la repre-
sentacion de la funcién § dada por

8[0(z) — j(z)] = N/’DM exp [/ d*z M(z)[0(z) — J(J‘)]} ; (4.17)

donde M(z) es un campo bosoénico y N es un factor de normalizacion, vemos
que

flite)] = N / DODM exp

/' d'z M(z) [6(z) - j(q:)]] FO(x).  (4.18)

Utilizando la relacién (4.18) es posible escribir las exponenciales de los pro-
ductos corriente-corriente que aparecen en la segunda linea de la Ec. (4.15)
de una manera mds conveniente. Obtenemos asi

Z = /T)UI'D?T;\.DUZ X

/ DJ:DJ; exp

= / d*z (x) [ — i @+ m+ o (z)jox)
+7e(2) Ji () + Ug(ar)jp(ar)} 'tf!(:{f)] X

/ DS, DP, DS, exp

[ [(01(1')51(;1:) By oS
G, )
+?S(Sf(.,t) + Pk(;E)Pk(:L') -+ S_;(t))H [4.19)
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4. Extensiones no-locales del modelo de NJL

donde Sy, P y S, son los campos auxiliares asociados con las corrientes jg,
Ji Y jp respectivamente y oy, T v 09 los correspondientes campos bosonicos.
Notemos asimismo que no hemos incluido los factores de normalizacién ya
que los mismos no son relevantes para los calculos posteriores. Utilizando la
forma explicita de las corrientes dada en la Ec. (4.13) junto con el formalismo
convencional que se puede encontrar, por ejemplo en [69], la integral sobre
los campos fermionicos se puede realizar en forma sencilla. Por otro lado.
la integral sobre los campos auxiliares que aparece en la tercera linea de
la Ec. (4.19) se puede hacer en forma inmediata completando cuadrados.
Transformando por conveniencia todos los campos al espacio de momentos
se obtiene finalmente

Zi= /DalDagD??exp[—Sl_’f“], (4.20)

donde

s Lo dlp .
=52 = — Indet A+2—G;/ oL [a1(p)or(=p) + 7T(p)7(=p) + a2(p)oa(—p)] .

y el operador A es, en espacio de momentos

Alp,p) = —(B+m)2m)'6W(p—p)

+p B -
+g (1%) [o1(p) = p) + ivs7 - 7(p — )]

+f (P;p) ﬁ;;ﬁ as(p' —p). %2a)

Debido a la invariancia de Lorentz las transformadas de Fourier de G(z) v
F(2), g(p) y f(p) respectivamente, pueden ser funciones solo de p*. Asumimos
que los campos oy 5 tienen valores medios no triviales, mientras que el valor
medio de los campos pseudoescalares 7; son cero, debido a que el vacio tiene
buena paridad. De esta manera podemos escribir

oi(z) = & +doi(x)
o9(z) = Kpo2 + doa() (4.23)
T = dnla)

Reemplazando en la accién bosonizada, y expandiendo en potencias de las
fluctuaciones mesdnicas, obtenemos

Stos . GMFA | gaued | (4.24)
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La accién por unidad de volumen a nivel campo medio es

QMES Crd'p 5 K263 |
70 == /(4;) Trp In[Dg " (p)] + G] + 2(.,: (4.25)

donde el propagador de quark en la aproximacién de campo medio Dy(p) estd
dado por

__ Z) -
Dy(p) = — A+ M (4.26)
Con
Z(p) = (1-aaf(p)™
M(p) = Z(p)(me+aig(p)). (4.27)

El término cuadratico se puede escribir como

4
wmf__\; / il - Gu(p?)SMP)OM(-p), M =oy00m  (4.28)

donde o y o' estin relacionados con o5 por

Jo = cosfldo; —sinf o, (4.29)
do' = sinfdo; + cosbdoy (4.30)

y el angulo de mezcla € estd definido de manera que no exista mezcla entre
o y ¢’ a nivel cuadrdtico. Las funciones G (p?) introducidas en la Ec. (4.28)
S0

Gx(p*) = Cr]s —8N,_.f (;{ () 9% (¢ )%)éf(—z__)) x [q+ g
M(g*)M(q7)], (4.31)
con ¢t =q+p/2y D(q) =+ M(¢?), y
&, lpf) = Goroi (P°) -: Gy (P°)
q:J [Goroa (P)] + {G”“”(pz) ;G"’-""l(pg) 2 (4.32)
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donde
Gorn#) = = =8N, [ e PO BT oo™ - Mg )]

o _ 1 8N d'q 4. . Z(a")Z(q)
Gon®) = g3+ g | Ty O D00

X q+ q —A[(Q+)ﬂf(q*)+(q+)2(q_)22;2(}+ q )T
., a2y _ 8N di Z(q*)Z(q")
Goarl#) = === [ G 901O 530
-[.«, M(g*) +q*M(g")] . (4.33)

4.2.1. Aproximaciéon de campo medio

En una primera aproximacion trabajamos a nivel de campo medio (MFA),
en la que s6lo tenemos en cuenta los valores de expectacion no-nulos de los
campos bosonicos, ;4. Estos deben ser tales que minimizan la accion. Es
decir,

BSEIFA

7 0 (4.34)

de donde obtenemos las ecuaciones del gap

b Z
51~ 8NGs [ 3 59(0) (pD)éf)(p ) = 0 (4.35)
i d'p f(p)Z(p) _ 4
&5+ 8N.Cs / By R D) 0. (4.36)

a partir de las que podemos encontrar los valores de expectacion requeridos.
Luego. a partir de ellos se pueden obtener cantidades relevantes como el va-
lor medio del condensado de quarks, (§q) = (iu) = (dd). Estos condensados
se calculan haciendo la variacién de In ZMF4 = —SMFA con respecto de las
masas corrientes de los quarks. Como esta cantidad resulta divergente la regu-
larizamos sustrayendo el valor del condensado para quarks no interactuantes.
Obtenemos asi

d*p p)M(p)  m. o
(qg) = —4Ne / ( D(p) TP+ m.E) ' el
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4.2. Modelo quiral de quarks no-local

4.2.2. Masas mesonicas

Para hacer contacto con la fenomenologia hadrénica es necesario ir mas
alla de la aproximacion de campo medio e incluir fluctuaciones mesonicas.
De hecho, a partir de la acciéon cuadrética (4.28) se pueden obtener las masas
de los mesones resolviendo la ecuacion

Gu(=mj;) = 0. (4.38)
En el caso del sistema o — o' el dngulo de mezcla esta dado por 6(—m2 ),
donde 2, ()
: 2Gs10:(0° {
tan 20(p®) = = e —. (4.39)
Grrzﬂ-_: (pz) - Gﬂtm (pZ)
Las constantes de acoplamiento mesén-quark gyr,; estan dadas por
= s . dG a(p)
.g}\ffqu = Gﬂfim(_l'r”if) = T (140J
D ; 5

2 i
==y

Notemos que, debido a la mezcla presente en el canal escalar, el correspon-
diente vértice tiene dos componentes. Entonces, para el vértice oqq tenemos

" (0) np+p
Vo = 51+ a
i
donde
(U)_ o o _‘9' {I.}_ s - AE 0 41)
Yoqq = Hogq COSU, Yaqq = Haqq SINU. ("1 “)

4.2.3. Constante de decaimiento débil del pion

En la Ec. (3.15) definimos la constante de decaimiento débil del pién. Con
el objeto de obtener una expresion explicita para la corriente axial, debemos
aplicar una transformacion de gauge a la accion efectiva Sg, introduciendo
un conjunto de campos de gauge axiales A7 (z). Para una teorfa local, usual-
mente esta transformacion de gauge se realiza haciendo el siguiente reemplazo

8,8, + ;;—75?- A (). (4.43)

Pero en este caso, debido a la no-localidad de los campos involucrados, se
deben realizar reemplazos adicionales en los términos de interaccion [70]

Pl —2/2) = Walz, o — z/2)0(x — 2/2)
Wz +2/2) = ¥z + 2/2)Walzx + 2/2,2). (4.44)
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4. Extensiones no-locales del modelo de N.JL

Aqui, z v z son las variables que aparecen en las definiciones de las corrientes
no-locales (4.13), y la funcion Wy (z, y) esta definida por

e %
Wa(z,y) = Pexp B/ ds,ys7 - Auls)| (4.45)

donde s corre a través de un camino arbitrario que conecta x con y.

Una vez construida esta accién efectiva “gaugeada”, resulta facil obtener
la corriente axial como la derivada de esta accién con respecto a Aj(z),
evaluada en ./E“(;I?) = (). Realizando luego la derivada de las expresiones
resultantes con respecto a los campos de mesones renormalizados, se puede
finalmente identificar las correspondientes constantes de decaimiento débil
de los mesones. Luego de algunos calculos se puede obtener

m O " ;
fr = T0ra g md), (4.46)
m

m

con

Fy(p") = SNL-./ (:ﬂ§4y(q.*)gg+§f)((i:))

xlg" g™+ M(gt)M(q7)). (4.47)

Es importante notar que la integral sobre la variable de camino s de la
Ec. (4.45) sc puede resolver en forma exacta, lo que implica que la misma es
independiente del camino de integracion. En el limite quiral, la expresion de
la Ec. (4.46) tiene una forma relativamente simple, dada por

_ M(0)
fe gwqqz(o)'

la cual conecta con la relacion de Goldberger-Treiman.

(4.48)

4.2.4. Ancho de decaimiento

Si expandimos la accion hasta tercer orden en las fluctuaciones mesonicas
podemos calcular el ancho de decaimiento del mesén o a dos piones 'y 7r.
Para tal fin es necesario calcular

bos
0S)
!
60 (q)om*(q1)d7"(g2)

donde los campos mesénicos estdn ya renormalizados. En términos de los
campos sin renormalizar, y teniendo en cuenta la mezcla ¢ — a3, tenemos

Core(0? 6%, 62) = Goug(0") Graa( @) Graa(@?)Gonn (4P, 41 63, (4.50)

= (2?")464((1 +aq+ 92)§ﬂbGoﬂﬂ(qgn fﬁe G"rj)e (4.49)
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A
: ; m -
Figura 4.2: Diagrama de Feynman para el decaimiento ¢ — nm

donde

Comn(d?, G2 2) = Gormn (0 62, ) €08 0(q2) = Gloyan(?, 1 63) sin 0(°).
(4.51)

v las expresiones de las constantes de acoplamiento entre oy y @; y dos piones

sin renormalizar se pueden obtener de la expansion de la accion. Obtenemos

R the\ (ktki) (k+k
Gmrrrr(q‘afqli“qi) - _—161{\ ](O}T ( : )g( g l) q( E )

WOV (i

M (ka)k - Ky — M(k)M (k)M (k2)]
o n 8N, r d* ki + k: k+k k+ k;
Gaawﬂ(ffﬂ‘Qfaqg = = = / ﬂ-)d f( 1 2) 3}'( : J) Q( . 3)

o (2

Z(k)Z (k) Z (k)
XD(J;)D(&II)D o [u by + k3K - ky
+(ky + k) - [M(ky) M (k _;~M(A )M (k)k

)k
+ M (ks) M (k)ky]] (4.52)

donde ky =k+q, ks =k — g y ¢ = (@1 + ¢2)*. De manera similar para o'
tenemos

Gonn(@* 01, @3) = Gorag(0°)Grag(@)) Grgs(@) Gornn (a0, @3),  (4.53)

donde

Clo’mr(qza qlga G’j) = Gglﬂﬁ(qg‘ qrA{ qg) sin g(qg) + GGQW(QB- q?: qf) cos 8(q”).
(4.54)
En términos de garrr = Garer(mi;, m2,m2), el ancho de decaimiento se
puede expresar como

3 Ghinr 4m?2
D = ot g ] == (4.55)
216mm, ms
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Otras cantidades de interés como las constantes asociadas a la dispersién
pion-pion se pueden obtener incluyendo en la accién potencias mas grandes
de las fluctuaciones.

4.2.5. Parametrizaciones del modelo NJL no-local

Para completar la descripeion del modelo que hemos presentado debemos
fijar los valores de los pardmetros y elegir una dependencia funcional para los
factores de forma f(p) y g(p) que caracterizan la interaccién entre quarks.
Siguiendo la referencia [27] utilizamos tres sets de pardmetros diferentes.

En primer lugar consideramos un set de parametros en el que fijamos
Z(p) = 1y utilizamos un factor de forma exponencial para g(p). Lo llamamos
set A vy resulta util para analizar los efectos de considerar WFR.

Para el que llamamos set B tomamos los frecuentemente utilizados fac-
tores de forma exponenciales

g(p) = exp(—=p*/A3),  f(p) = exp(—p*/A}) (4.56)

Los parametros Ag y A; determinan el rango de no-localidad de la interaccion
para cada canal en espacio de momentos. Fijando la masa corriente de los
quarks y el condensado quiral a los valores m. = 5,7 MeV y (gg)'/? =
240 MecV., el resto de los pardmetros se determinan de manera tal que se
reproduzean los valores empiricos fr = 92,4 MeV y m, = 139 MeV, y Z(0) =
0,7, valor que estd dentro del rango sugerido por resultados de LQCD [66].

Y en el tercer caso, que llamamos set C, usamos como factores de forma
funciones Lorentzianas

B 1+ 0. B 1+0; amfnlp)— m-rrnzf:(p)
(}(p] . 14 ﬂzfz(P) f:(p)! f(p) o 14 (-Y;f;:(p) Qi — Melrs
(4.57)
donde
o)=L+ G/, L) = [+ GAD)TT @58)

Eligiendo m, = 2,37 MeV, a,, = 309 MeV, a. = —0,3, Ap = 850 MeV y
A, = 1400 MeV se pueden reproducir bien los resultados de LQCD para las
dependencias con el momento de la funcién de masa f,,(p) y la funcién de
renormalizacion Z(p), asi como los valores empiricos de m, v f.. Esto se
puede observar en la Fig. (4.3).

En la tabla (4.1) se resumen los valores de los pardmetros correspondientes
a las tres parametrizaciones propuestas.
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4.2. Modelo quiral de quarks no-local

Set A Set B Set C

m, MeV 578 5.70 2.87
G,A2 20.65  32.03 20.818
Ao MeéV 7522 81442  850.0
A MeV ... 10345  1400.

i GeV ... 4.180 6.034

Cuadro 4.1: Sets de parametros utilizados en el modelo de NJL no-local.

p [GeV]

Figura 4.3: Funciones f(p) (arriba) y WFR, Z(p) (abajo), para las tres
parametrizaciones del modelo de NJL no-local comparados con resultados
de LQCD [66]. En el panel superior se muestra también la forma escalonada
de la funcién de masa en el modelo de NJL local.
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4.2.6. Resultados numéricos a temperatura y densidad
nulas

En la tabla (4.2) se presentan los resultados para las propiedades de
campo medio, las masas de los mesones y los parametros de decaimiento,
para los tres sets de parametros descritos en la seccién anterior. Como se
puede observar en esta tabla para las parametrizaciones exponenciales (sets
A y B) los valores empiricos de f, y m, son consistentes con condensados
de quarks que estdn dentro del rango de los valores fenomenolégicos citados
usualmente —(gq)'/® >~ 200 — 260 MeV [71, 72] mientras que con el set C se
obtiene un valor del condensado de quarks un poco por encima de ese rango.
Por otro lado, la masa de quarks corriente obtenida con ¢l set C es un poco
menor a las obtenidas con los sets A y B. Esto merece cierta atencion. Tanto
el condensado como las masas de quarks son cantidades que dependen de
la escala. En particular, los valores fenomenolégicos citados anteriormente
corresponden a una eleccion de escala de renormalizacion g = 1 GeV. En
el set C algunos parametros han sido determinados para obtener una buena
aproximacién a los resultados de LQCD para la funcion Z(p) [66]. con una
eleccién para la escala de renormalizacion p = 3 GeV. Pero dado que el
lagrangiano de este modelo satisface [67] la relacion de Gell-Mann-Oakes-
Renner (3.14), y que para todos los sets f, v m, se ajustan a sus valores
empiricos, estd claro que la calidad de la descripeion del condensado de quarks
y de las masas corrientes estan muy relacionadas entre si. Utilizando las
relaciones estandar para pasar de la escala de 3 GeV a la de 1 GeV. se obtiene
que —{gGq)'"* ~ 284 MeV lo cual esté alrededor del 10 % por encima del limite
empirico superior. Una posible forma de reducir el valor del condensado en
este set seria reducir el pardmetro Ag. Para Ag ~ 600 MeV por ejemplo, se
pueden obtener valores para las masas y condensados de quarks que estén
dentro de los limites fenomenolégicos. Sin embargo, este valor implica reducir
demasiado el campo de aplicabilidad del modelo.

Por otro lado, la masa y el ancho del mesén o muestran cierta depen-
dencia de la parametrizacion. Sin embargo esta dependencia es menor que la
que se encuentra en el modelo de NJL local. Los valores obtenidos para
las masas son algo mayores que los valores obtenidos experimentalmente
478121 £17 MeV [73] y 390 738 MeV [74], mientras que los anchos son com-
patibles con los valores experimentales 324732 MeV [73] y 282717 MeV [74].
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Set A Set B Set C

7 MeV 424 529 442
Gy ... =043 —043
M@O)  MeV 430 375 311
Z(0) 1.0 07 0
—(G)"* MeV 240 240 326
My MeV 139 139 139
Bra 462 574 474
A MeV 924 924 924
My MeV 683 622 522
o 508 597  4.60
g 077 —0.26

Do MeV 347 263 182

Cuadro 4.2: Algunos resultados obtenidos utilizando tres sets de pardmetros,
en el caso de temperatura cero.

4.3. Acoplamiento al PL: modelo nIPNJL

De la misma manera que describimos en la Sec. 3.2, es posible acoplar el
modelo NJL no-local al PL para construir un anico modelo que incluya la
descripeién de los grados de libertad de quarks y gluones. Como ya lo hemos
detallado en el capitulo anterior, para esto se procede utilizando la derivada
covariante. D, = 0, — iA,, donde A, son los campos de gauge de color. De
esta forma se puede escribir la accién efectiva Euclidea [75]

i - ‘ " sl oo
Sp = [ {5 (Dt i) ¥la) - @i
+ip(@)jn(@) + U@AE@D} | (4.50)
donde ¥ = (u,d)” es el doblete fermiénico de N; = 2 sabores, y m =

diag(my, mg) es la matriz de masas corrientes de los quarks. Asi como en el
capitulo anterior, asumimos simetria de isoespin, m, = my = m. El operador
.0, en espacio Euclideo se define como 7 - V4 10/0T, v las corrientes
no-locales j,(z) y jp(x) que describen la interaccion entre quarks son las
definidas en las Ec. (4.13). Los pardmetros que empleamos son los que figuran
en la tabla (4.1).

Este modelo es el que se utiliza en los proximos capitulos, tomando como
punto de partida la accién (4.59). Valiéndonos del formalisino de Matsubara
y tiempo imaginario una vez mds, podemos incluir temperatura y densidad
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finitas. En cuanto al potencial U(®, T), que controla la termodindmica del PL
hemos introducido dos formas alternativas, una expresién polindmica (3.18)
y otra logaritmica (3.21). Ademds, la teoria se puede bosonizar, tal como
en la Sec. 4.2. Haciendo una aproximacion a nivel campo medio podemos
obtener el potencial termodindmico que nos permita obtener los valores de
expectacion de los campos bosonicos y a partir de ellos, las cantidades que son
de nuestro interés. En particular, en el capitulo que sigue nos concentramos
en estudiar las temperaturas criticas para las transiciones de restauracion de
simetria quiral y deconfinamiento en el caso en el que el potencial quimico
8 Cero.
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Capitulo 5

Transiciones de fase a potencial
quimico cero

En este capitulo analizamos, en el contexto del modelo de Polyakov-
Nambu-Jona-Lasinio no-local (nIPNJL) para SU(2), las temperaturas criti-
cas para las transiciones de restauracion de simetria quiral y deconfinamiento
cuando el potencial quimico es nulo. La inspeccion de las transiciones en es-
tas condiciones es de fundamental importancia debido a que para = 0 es
posible estudiar QCD a bajas energias utilizando técnicas de LQCD, por lo
tanto, existen resultados de este método ab initio con los cuales contrastar
aquellos obtenidos utilizando modelos efectivos como el nIPNJL,

Tal como mencionamos en el Cap. 2, la mayoria de los calculos de LQCD
utilizan valores de masa corriente de los quarks m que equivalen a masas
de pién superiores a su valor experimental. Por lo tanto, es de gran interés
analizar si las predicciones del modelo muestran consistencia con los resulta-
dos de LQCD, tanto para comprobar la validez del modelo, como para poder
extrapolar los resultados de LQCD hasta el valor fisico de la masa del pion.

Por otro lado, resulta que uno de los problemas del modelo de PNJL local
es que, una vez que el potencial del PL ha sido ajustado para reproducir los
resultados de LQCD para la teorfa de gauge pura se encuentra [23] que la
temperatura critica para las transiciones de restauracion de simetria quiral
y deconfinamiento para p = 0, T, & 220 MeV, es un poco alta en relacion al
valor que provee LQCD aceptado actualmente para dos sabores livianos, que
es T, = 173(8) MeV [35]. Una solucién para esta dificultad sigue de la obser-
vacion hecha en el contexto del modelo “Polyakov quark-meson” [55] donde
se afirma que en presencia de quarks dindmicos el parametro Ty que fija la
escala del potencial del PL debe reducirse. Sin embargo, en contradiccion
con resultados de LQCD, en el modelo PNJL local esto causa una separacion
notable entre las temperaturas criticas para ambas transiciones [76]. Si bien
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es posible subsanar este inconveniente, esto requiere incorporar acoplamien-
tos adicionales con nuevos pardametros libres. Se ha sugerido incluir una in-
teraccion extra entre ocho quarks [76] o bien asumir que la constante de
acoplamiento quark-quark es una funcion ad hoc del PL [77].

Dedicamos la primera parte de este capitulo a estudiar cudl es el impacto
sobre las temperaturas criticas de variar el pardametro Tj en el marco del
modelo de PNJL no-local para dos sabores. Mostramos que en este caso la
temperatura critica puede hacerse naturalmente compatible con las estima-
ciones de LQCD sin estropear el entrelazamiento entre las temperaturas de
transicién para el deconfinamiento y la restauracion quiral.

En la segunda parte de este capitulo, analizamos la dependencia de las
temperaturas criticas con la ruptura explicita de la simetria quiral, determi-
nada por la masa corriente de los quarks comparando los resultados con los
que se obtienen utilizando el modelo de PNJL local asi como también con
caleulos realizados con técnicas de LQCD.

5.1. Modelo no-local de quarks quirales a
temperatura finita

Para abordar el estudio de las temperaturas criticas a potencial quimico
nulo, consideramos el modelo de quarks quiral no-local de dos sabores que
incluye acoplamiento entre los quarks y los campos de gauge de color que se
ha descrito en el Cap. 4.

En el caso en el que el potencial quimico es cero, debido a las propiedades
de conjugacién de carga del lagrangiano de QCD, se espera que la traza del
loop de Polyakov sea una cantidad real. Puesto que ¢3 y @s, las dos variables
en términos de quienes escribimos al PL en la Ec. (3.25), adquieren valores
reales, esta condicién implica que ¢g = 0. Por lo tanto, la expresion (3.26)
para la traza del loop de Polyakov se reduce a

d = d* =[1+2cos(¢3/T)] /3. (5.1)

Partiendo de la accién (4.59), haciendo una bosonizacion y la correspon-

diente extension a temperatura finita encontramos que, en la aproximacion
de campo medio. el potencial termodinamico se puede escribir como

i AT (pS.2)% + M35 ;)] of + k203
OMFA . _ "~ / 151 n.p n,p 1 p-a d.T) (5.2
) = ; dp In Zg(p;_ﬁ) e 3G +U( ) {5:2)

donde M(p) y Z(p) estan dados por
Z(p) = (L - a2f(p))™" M(p) = Z(p)(m + a19(p)). (5.3)
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También hemos definido
(pep)? = [@n+ 1)rT + 6" + 5 (5.4)

donde las cantidades ¢, provienen de la relacion ¢ = diag(¢,, &g, ¢p) =

diag(¢s, —¢3,0).
Para regularizar

en la Ref. [78], esto es

QJ‘\H‘A = Q'U'F4 eru +p_fur -1—”,“‘ (GSJ

req reg

QMFA ytilizamos la prescripeién que puede encontrarse

donde /7€ se obtiene de QF F4 tomando oy = 0, = 0,y Q,{:’f‘” es la expresion

regularizada para el potenmcxl termodindmico de los qucnkb en ausencia de
interacciones fermioénicas,

iz dJ“ .+ 15,
Qf:;‘ = —iT/ Y Reln [l + exp (_&_’?ﬂ)

f'_r,g,b s=x1

(5.6)

con €, = v/p? + m?. Finalmente, el dltimo término en (5.5) es una constante
fijada por la condicién Q4 =0 para T = 0.

Una vez que se ha obtenido el potencial termodindmico regularizado, se
pueden encontrar los valores medios a2 y ¢ resolviendo el sistema de las

ecuaciones del gap

BpSA B O 0

00y da do3
Entonces, a partir de estos valores medios, es posible estudiar el compor-
tamiento de otras cantidades relevantes. Nos concentramos en particular en

el condensado de quarks quiral

(Gq) = OQMEA /om, (5.8)

TEY

y en el modulo del loop de Polyakov |®|, que sirven como pardmetros de
orden para las transiciones de fase de restauracion de simetria quiral y de-
confinamiento respectivamente, Las susceptibilidades asociadas se definen
como

Xew = 0(qq)/Om (5.9)
Xo = d|(1)l/dT (51{))

Cuando las transiciones son de primer orden, las mismas estan senialadas
por una discontinuidad tanto en los pardmetros de orden como en todas
las funciones termodindmicas. En cambio, cuando éstas ocurren como un
crossover 1o existe una unica y clara manera de definirlas. En lo que sigue,
tomamos como temperaturas criticas en esos casos aquellas temperaturas
para las que encontramos un maximo en las susceptibilidades recién definidas.
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5. Transiciones de fase a potencial quimico cero

5.2. Estudio de la temperatura critica en
funciéon del parametro 7T

Comenzamos analizando las transiciones de fase para potencial quimico
cero en funcion del pardmetro Ty. Para cllo, resolvemos las ccuaciones del gap
considerando los sets de pardmetros A, B y C y, para cada uno de los sets,
los dos potenciales del PL, logaritmico (3.21) y polinémico (3.18). A modo
de ejemplo, en la Fig.(5.1) se muestra el comportamiento de los pardmetros
de orden relevantes para las transiciones de restauracién de simetria quiral
y deconfinamiento y las susceptibilidades correspondientes para el set C y
algunos valores de T, el pardmetro que fija la escala en el potencial del
PL. En particular hemos considerado los valores caracteristicos 270, 208 y
180 MeV, que corresponden a los casos de 0, 2 y 3 quarks dindmicos respec-
tivamente [55]. En primer lugar, encontramos que las temperaturas criticas
coinciden para un amplio rango de Tj, siendo el entrelazamiento entre es-
tas transiciones notablemente fuerte en el caso del potencial logaritmico.
Ademds, notamos que para este set las transiciones son de tipo crossover,
y encontramos también, que éstas son siempre mas suaves para el potencial
polinémico. En particular, en el caso del potencial logaritmico las transi-
ciones ocurren basicamente a la misma temperatura critica, como indican
los picos de las susceptibilidades correspondientes. Se puede observar que a
medida que Tf decrece la susceptibilidad quiral tiende a volverse asimétrica
alrededor de T, haciéndose mds ancha en el lado de temperaturas mas al-
tas. Esto podria ser una indicacién de que para valores pequenos de Ty la
simetria quiral es restaurada a temperaturas levemente mas grandes que las
senaladas, sin embargo, ain a Ty = 180 MeV la separacion entre ¢l pico prin-
cipal y lo que podria considerarse un segundo pico es menor a 10 MeV. Para
el potencial polinémico observamos que los picos en las susceptibilidades es-
tan en general levemente separados, y esta separacion es mayor para valores
menores de Tj. Sin embargo, la diferencia entre las temperaturas criticas
para ambas transiciones no llega a superar los 10 MeV para el rango de T,
considerado. Para Ty = 208 MeV la diferencia entre las temperaturas criticas
es tan sélo AT, = 3 MeV para los sets A y By de AT, = 5 MeV para el
set C. Estos valores son mucho menores a la separacion que se encuentra
en los modelos locales que es ~ 40 MeV. Asimismo, es interesante senalar
que el crecimiento del PL con la temperatura resulta mas suave que el que
se observa en los modelos locales, estando en mejor acuerdo con recientes
resultados de LQCD [37].

También es importante senalar que si bien la buena coincidencia entre am-
bas temperaturas de transicion se encuentra en los tres sets de pardametros, en

o
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Figura 5.1: Pardmetros de orden (arriba) y las susceptibilidades asociadas
a ellos (abajo) para ;1 = 0 para valores de T, correspondientes a 0, 2 y 3
quarks dindmicos. En los paneles de la derecha se muestran los resultados
correspondientes al potencial logaritmico, y en los de la izquierda aquellos
obtenidos utilizando el potencial polinémico. Todos los resultados correspon-
den al set C. Notar que en el tiltimo caso las susceptibilidades que se muestran
estdn multiplicadas por un factor 2.
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5. Transiciones de fase a potencial quimico cero

el caso del potencial logaritmico el cardcter de las mismas puede ser diferente
en uno u otro set. Se puede observar esto en la Fig. (5.2) donde graficamos
los valores de temperatura critica como funcion de Tj. Para el set A, que es el
que no incluye renormalizacién de la funcién de onda, la transicion se vuelve
de primer orden para valores de Ty por debajo de ~ 235 MeV. Por otro lado,
para el set B esto ocurre a un valor més bajo, T >~ 180 MeV. Finalmente,
para el set C las transiciones son tipo crossover para todos los valores de
T, considerados. En el caso del potencial polindémico no encontramos ningiin
ralor de Tj) dentro del rango considerado para el que las transiciones sean de
primer orden. Cabe destacar que para T = 208 MeV, que es el valor de este
pardmetro que corresponde a nuestro modelo de dos sabores, las tempera-
turas criticas estdn en buen acuerdo con las estimaciones de LQCD. Estos
valores son T.(0) = 173, 171 y 173 MeV para los sets A, B y C, con el potencial
logaritmico, y 7.(0) = 178, 178 y 180 MeV para los sets A, B y C, con el po-
tencial polindmico, respectivamente. Es de gran importancia remarcar que la
naturaleza de estas transiciones para dos sabores livianos es ain un tema de
discusion en LQCD. Mientras la mayorfa de los estudios [79, 80, 81, 82, 83]
estan a favor de que la transicion quiral es de segundo orden en el limite
quiral, hay también quienes sefialan [84, 85] que ésta es una transicién de
primer orden. El presente modelo favorece la posibilidad de que la transi-
cién sea tipo crossover ya que eso es lo que se encuentra para ambos tipos
de potenciales de PL en el caso de las parametrizaciones mas realistas que
incluyen renormalizacion de la funcion de onda.

5.3. Dependencia de las temperaturas criti-
cas con la cantidad de ruptura explicita
de la simetria quiral

Como ya hemos mencionado, es interesante estudiar la dependencia de las
predicciones del modelo PNJL no-local con la cantidad de ruptura explicita
de la simetria quiral para poder compararla con los resultados obtenidos en
LQCD. Para llevar esto a cabo, se puede variar m, la masa corriente de los
quarks, manteniendo el resto de los pardmetros del modelo fijos en sus valores
para el punto fisico. Como primer paso analizamos en esta seccién cuin bien
esto permite describir el comportamiento de la masa del pion y su constante
de decaimiento a temperatura cero determinados por célculos de LQCD, para
luego estudiar qué ocurre con las temperaturas criticas cuando modificamos
el valor de m.

Nuestros resultados para la masa del pién y su constante de decaimiento
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Figura 5.2: Temperaturas criticas como funciones de 7} para los sets de pa-
rametros A (arriba), B (medio) y C (abajo), y para los potenciales del PL
polinémico (izquierda) y logaritmico (derecha). Para el potencial logaritmico
las T, para ambas transiciones coinciden, y para los sets A y B existe un 7j
por debajo del que las transiciones son de primer orden. Para el potencial
polinémico las transiciones siempre son tipo crossover, las 7. son levemente
distintas sin que la separacion entre ellas supere los 10 MeV, disminuyendo
al aumentar Ty.
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5. Transiciones de fase a potencial quimico cero

a temperatura cero en funcién de la ruptura explicita de simetria quiral se
muestran en la Fig. (5.3). También se muestran en dicha figura los resultados
que se encuentran en el contexto del modelo de (P)NJL local asi como los
provenientes de calculos de LQCD. Como es usual en la literatura relacionada
con LQCD elegimos utilizar m, en lugar de m como variable independiente en
los gréficos. La razon principal para esto es que m, es un observable, es decir,
una cantidad que no depende de la escala, mientras que, como m si depende
de la escala, estd sujeta a posibles ambigtiedades relacionadas con la eleccion
del punto de renormalizacién. En la figura, las lineas de punto-trazo, trazo y
solida corresponden a los sets de pardmetros A, B y C respectivamente, mien-
tras que la linea de puntos corresponde a las curvas obtenidas con el modelo
de NJL, utilizando los pardmetros de las Refs. [54, 86]. Los puntos represen-
tan resultados de lattice QCD que se encuentran en la Ref. [87]. En el panel
superior se muestra el comportamiento del cociente m?/m como funcién de
m.. Notemos que para dar cuenta de las posibles ambigiiedades relacionadas
con el punto de renormalizacion, las masas corrientes correspondientes han
sido normalizadas como para coincidir con el valor m? ~ 4,452 MeV en el
punto fisico [87]. En la figura observamos que tanto el modelo local NJL como
los nIPNJL reproducen adecuadamente los resultados de LQCD. Particular-
mente, la curva correspondiente al set C es la que muestra mejor acuerdo.
Sin embargo, la situacién para f,, que se muestra en el panel de abajo, es
diferente: mientras que los resultados de los modelos nIPNJL describen el
crecimiento de f, con m, de acuerdo con la prediccion de LQCD, el modelo
local falla en la reproduccién de este resultado. Es posible mostrar que este
problema no se resuelve aun modificando en forma simultanea el valor de la
constante de acoplamiento Gg, que hemos tomado constante en los modelos
no-locales [86].

Hemos analizado esta discrepancia considerando distintas parametriza-
ciones para el modelo de NJL, asi como también regularizaciones con cuttoff
3D y 4D. En todos los casos los pardmetros fueron determinados como para
obtener en el punto fisico los valores empiricos de la masa del mesén psecu-
doescalar y su constante de decaimiento, ademds de una masa efectiva de
quarks A en un rango fenomenolégicamente adecuado de 300 — 600 MeV
(ver Ref. [17]). Verificamos que (i) para un dado valor de M, el compor-
tamiento de f, como funcién de m, es similar para ambas regularizaciones, y
que (ii) para valores més bajos de M (y por lo tanto, cutoffs mas altos [17])
la discrepancia entre los resultados de LQCD y el modelo de NJL disminuye.
Sin embargo, ya para M = 300 MeV la diferencia es bdsicamente tan grande
como se observa en la Fig. (5.3) (la correspondiente parametrizacion lleva a
M = 325 MeV [54, 86]). Encontramos que M deberfa reducirse hasta valores
cerca de 250 MeV, demasiado bajo desde el punto de vista fenomenolégi-
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Figura 5.3: Propiedades del pién a temperatura cero como funciones de la
masa del pién en modelos quirales de quarks con interacciones local y no-
local. Los paneles superior e inferior corresponden al cociente m? /m y cons-
tante de decaimiento débil del pién [, respectivamente. Los resultados de
LQCD estédn tomados de la Ref. [87].
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5. Transiciones de fase a potencial quimico cero

co, para reproducir de manera aceptable los resultados de LQCD. De esta
manera, los resultados que hemos obtenidos se pueden considerar como una
indicacion més a favor de la inclusién de interacciones no-locales como un
avance hacia una descripcion realista de la dinamica de QCD a bajas ener-
gias. La concordancia con los resultados de LQCD indica ademds que los
pardmetros del modelo no deberian cambiar significativamente con m. En
relacién a la dependencia explicita que aparece en la ecuacién (4.57) corres-
pondiente al set C, podemos mencionar que a pesar de haber considerado
por consistencia que m varia como la masa corriente de quark, el efecto de
este cambio es completamente despreciable.

Analizamos ahora la dependencia con la masa de la temperatura critica
para las transiciones de deconfinamiento y restauracion de simetria quiral en
el caso de potencial quimico cero. Comenzamos considerando la dependencia
con la temperatura de los pardmetros de orden asociados a estas transiciones
junto con las correspondientes susceptibilidades, para algunos valores tipicos
de la masa del pion. Los resultados para el set C y Ty = 270 MeV se muestran
en la Fig. (5.4). Como ya hemos mencionado, consideramos dos potenciales
para la descripcién de la termodindmica del loop de Polyakov, mostramos los
resultados para el potencial polinémico en los paneles de la izquierda y para
cl potencial logaritmico en los paneles de la derecha. Para los otros sets de
parametros y/o valores del parametro Tj se obtienen resultados que son cua-
litativamente similares, con excepcion del caso set A para Ty dependiendo de
la masa de los quarks (por ejemplo, Ty = 208 MeV para el valor fisico de m.)
donde la transicién es de primer orden para todas las masas indicadas. Discu-
tamos primero los resultados para el potencial polinémico. Podemos ver en la
figura que ambas transiciones ocurren como un crossover, tal como se espera
segin predicciones de LQCD. Observamos que, a medida que m, aumenta,
las posiciones de los picos de X ¥ Xo se mueven simultaneamente hacia val-
ores mas altos de T, manteniendo siempre una diferencia entre ellos que no
excede los 5 MeV. También vemos que, al aumentar m, la transicién quiral
tiende a ser mas suave mientras que la de deconfinamiento se vuelve cada vez
mas pronunciada. En el caso del potencial logaritmico también observamos
que las temperaturas de transicién aumentan con m,. Sin embargo, en este
caso, para un dado valor de m,, la restauracion quiral y el deconfinamiento
son ambas transiciones mds abruptas que el caso del potencial polinémico
y la correlacién entre ellas es més fuerte (la diferencia entre las tempera-
turas criticas es de alrededor de 0,02 MeV para m2"*), De hecho vemos que
ya para m, = 500 MeV las transiciones son de primer orden. En el caso
del potencial polinémico, la masa critica para la que la transicién comienza
a ser de primer orden es més alta, m<™ 2 700 MeV. Segiin resultados de
LQCD, se espera que para cierto valor critico para la cantidad explicita de
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ruptura de simetria quiral las transiciones de fase comiencen a ser de primer
orden [88]. Sin embargo, estimaciones actuales [89, 90, 91], indican que la
correspondiente masa del mesén pseudoescalar deberia estar en el rango de
algunos GeV (por ejemplo, Ref. [90] indica m&* ~ 40T,); por lo tanto el
cambio temprano en el cardcter de la transicion se puede interpretar como
una aspecto poco realista de los modelos efectivos. En este sentido es muy
importante senalar que nuestras predicciones son confiables dentro de un ran-
go limitado de valores de m,, con una cota superior que estimamos alrededor
de 600 MeV. Ademds, se puede considerar el efecto de correcciones que van
més alld de la aproximacion de campo medio. A pesar de que se espera que
el rol de estas correcciones sea menos importante a medida que aumenta la
masa de los quarks [92], en el rango de masas aqui considerado pueden ser
lo suficientemente considerables como para suavizar las transiciones y bajar
las temperaturas criticas [93]. Aunque no esperamos que este efecto aumente
los valores de m<™ tanto como para alcanzar el rango de los GeV, deberia
contribuir en la direccién correcta para llevar la masa critica hasta valores
por encima del limite superior de validez de nuestra aproximacion. Algunas
correcciones més alld de campo medio han sido estudiadas [92, 94, 95], sin
embargo atin no existe un formalismo totalmente no perturbativo para con-
siderar fluctuaciones mesénicas en modelos no-locales. Tal como se indica en
la Ref.[96], estas fluctuaciones podrian también ayudar a evitar las inestabi-
lidades termodindmicas que pueden aparecer en este tipo de modelos.

Los resultados para la dependencia con la masa de las temperaturas criti-
cas para el deconfinamiento y la restauracion quiral, determinadas con nues-
tros modelos no-locales, se muestran en la Fig. (5.5) para los dos potenciales
de PL considerados con Ty = 270 MeV y T; dependiente de la masa. Se
muestran también resultados tipicos obtenidos en el marco del modelo de
PNJL local de la Ref. [54], para ser comparados. Antes de discutir en detalle
los resultados del modelo no-local hacemos algunos comentarios en relacion
a aquellos que se obtienen con el modelo PNJL local. En la Fig. (5.5) obser-
amos que en todos los casos ya en el valor fisico de m, hay una separacion
notable entre la temperatura de restauracién de simetria quiral T, (linea
discontinua) y la de deconfinamiento Ty (linea de puntos). En cuanto a la
dependencia en m,, notamos que ésta es mas fuerte en el caso de Ty, cuando
la comparamos con Ty. Como consecuencia de esto la separacion entre Ty,
y Ty aumenta con m,, resultado que no es respaldado por los resultados
existentes de LQCD [49, 97] que indican que ambas transiciones coinciden
hasta valores de m, atin mas grandes que los aqui considerados. También es
interesante notar que, comparando los resultados para los dos potenciales de
PL alternativos, los correspondientes al potencial logaritmico exhiben una
separacion mas grande entre ambas transiciones.
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Figura 5.4: Pardmetros de orden (paneles superiores) y las correspondientes
susceptibilidades (paneles inferiores) como funciones de la temperatura para
algunos valores representativos de masa del pién. Los paneles de la izquierda
y derecha corresponden a las formas polinémica y logaritmica del potencial
del PL respectivamente.
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Pasamos ahora a los resultados para el modelo no-local, comenzando por
el caso Ty = 270 MeV. El primer punto para mencionar es que las distin-
tas parametrizaciones llevan a resultados que son cualitativamente similares.
Ademas es importante remarcar que, contrariamente a la situacién en el mo-
delo de PNJL local, en el modelo no-local las transiciones de restauracion
quiral y deconfinamiento ocurren basicamente a la misma temperatura para
todos los valores de m, considerados. Aun méds, comparando los resultados
para los dos potenciales alternativos para el loop de Polyakov vemos que la
unica diferencia cualitativa es el hecho de que en el caso del potencial lo-
garitmico existe una masa de pién critica (=~ 400 MeV) donde el cardcter
de la transicion cambia de crossover a primer orden. En cuanto a la depen-
dencia mds detallada en la masa pseudoescalar de las temperaturas criticas
vemos que para valores encima de m2"* los resultados del modelo no-local
se ajustan muy bien por una recta de la forma

T.(my;) =Am, + B. (5.11)

Esto estd en buen acuerdo con lo que se encuentra a partir de los calculos
de LQCD de las Refs. [49, 97]. Nuestros resultados para el pardmetro de
la pendiente A se encuentran en un rango de 0,06 — 0,07 para todas las
parametrizaciones y potenciales del PL. Por comparacion, a pesar de que la
mayoria de los resultados de LQCD indican que A < 0,05 [48, 49, 50, 51],
algunos célculos recientes [97, 98] senalan que las predicciones de LQCD
podrian estar encima de esa cota. Dados estos resultados podemos decir que la
pendiente encontrada con los modelos PNJL no-locales es consistente con las
estimaciones de LQCD existentes. Esto puede ser contrastado con resultados
de modelos puramente quirales donde se encuentra un fuerte aumento de la
temperatura de la restauracion quiral con m, [99, 100, 101]. Por ejemplo,
en la Ref. [101] se indica el valor A = 0,243 obtenido en el contexto de un
modelo de quarks quiral.

Comentamos ahora los efectos de considerar un valor de Tj que depende
de las masas corrientes de quarks, como se sugiere en la Ref. [55]. Esta modi-
ficacion lleva a una disminucion de las temperaturas de transicion que basi-
camente mantiene su crecimiento lineal con m, con una pendiente que se ve
reducida levemente, alrededor de un 15 — 20%. La diferencia més notable
es que en todos los casos la transicion resulta mdas abrupta. Esto implica un
cambio del cardcter de las transiciones de fase para m, menores. Por ejemplo,
para el set C encontramos que esta transicion comienza a ser de primer orden
para m, =~ 500 MeV en el caso del potencial polinémico. Para el potencial
logaritmico dicho valor se reduce a la mitad para los sets de pardmetros que
incluyen WFR, mientras que para el set A la transicion es siempre de primer
orden.
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Figura 5.5: Temperaturas criticas como funciéon de la masa del pion para
los modelos de PNJL local y no-local, considerando las formas del potencial
del PL polinémica (izquierda) y logaritmica (derecha) con Ty = 270 MeV
(arriba) y 208 MeV (abajo). Las lineas discontinuas y de puntos correspon-
den respectivamente a las temperaturas criticas asociadas a las transiciones
tipo crossover de restauracion de simetria quiral v deconfinamiento. Para el
modelo nlPNJL considerando el potencial logaritmico, ambas transiciones
ocurren a la misma temperatura, y su cardcter puede ser de primer orden
(linea s6lida) o pueden tener lugar como un crossover suave (lineas de trazos y
puntos). Notamos que en el caso excepcional del set A, potencial logaritmico,
Ty = 208 MeV las transiciones son siempre de primer orden.
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Capitulo 6

Transiciones de fase a potencial
quimico finito. Diagrama de
fases

En este capitulo nos concentramos en el andlisis de las transiciones de
fase para ¢l caso de potencial quimico finito de mancra de poder construir
los correspondientes diagramas de fases. Como ya hemos mencionado, la es-
tructura de dicho diagrama atin no se conoce de forma certera y tanto las
temperaturas criticas como el cardcter de las transiciones de fase son aspectos
que se encuentran en discusion. En el capitulo anterior, cuando analizamos
lag temperaturas criticas a potencial quimico cero, pudimos contrastar los
resultados obtenidos en el contexto del modelo nIPNJL con datos que se en-
cuentran al estudiar la situacion con técnicas de L-QCD. Ahora bien, como
hemos discutido en el Cap. 2, no es posible con estas téenicas estudiar di-
rectamente el caso de interés fisico asociado al potencial quimico real. Sin
embargo, para potenciales quimicos imaginarios dicho problema no aparece
por lo que si se cuenta con resultados de LQCD. Por lo tanto, resulta de
interés describir el comportamiento de las transiciones de fase no sélo para
potencial quimico real sino también imaginario. Nuevamente, esto permite
contrastar las predicciones del modelo nIPNJL con las de LQCD de manera
de tener un indicio de la confiabilidad de nuestros resultados en las regiones
que no son accesibles con técnicas ab initio, constituyendo a su vez una guia
para la extrapolacion de los resultados de LQCD a dichas regiones.

Luego de presentar las modificaciones que deben hacerse al potencial ter-
modindmico que se utilizé en el Cap. 5 para incluir un potencial quimico
finito, calculamos las temperaturas criticas y construimos el diagrama de fa-
ses tanto para potencial quimico real como imaginario. Examinamos adem:s
cual es el efecto de variar tanto la forma como el pardmetro de escala del
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6. Transiciones de fase a potencial quimico finito. Diagrama de fases

potencial del loop de Polyakov, Tj,.

6.1. Modificaciones para la extension a
potencial quimico finito

Trabajamos aqui con la extensién a temperatura finita del modelo de
PNJL no-local para dos sabores livianos descrito en el Cap. 4 y que ya hemos
utilizado en el Cap. 5, incluyendo también potencial quimico finito. Debido
a esta extension, y en particular por considerar potencial quimico imagina-
rio, hay algunas diferencias respecto del formalismo utilizado en el capitulo
anterior, las que explicamos a continuacién.

En primer lugar, recordemos que hemos escrito la traza del loop de Polyakov
en términos de las dos variables independientes ¢3 y ¢g. Hemos visto que para
el caso en que el potencial quimico es cero, las condiciones de conjugacion de
carga de QCD hacen que el PL sea una cantidad real, lo que implica ¢g = 0
y lleva a la expresion (5.1). Como se discute en la Ref. [54] en el caso del
potencial quimico real finito, para definir correctamente la aproximacion de
campo medio dentro de la cual estamos trabajando, lo que se debe minimizar
es la parte de real del potencial termodinamico lo que conduce nuevamente
a ¢g = 0. Ahora bien, cuando consideramos potencial quimico imaginario,
se pierde la restriccion de que ® sea real para el potencial termodindmico lo
sea, por lo tanto tanto ¢z como ¢g pueden ser no nulas resultando entonces

@:i[w( \/'T) 2°“’(fT) (OJ)

y el correspondiente potencial es funcion de tres variables, ®, ®*, T. Por otra
parte, como hemos detallado anteriormente, al utilizar el formalismo de Mat-
subara y tiempo imaginario con potencial quimico finito es necesario reem-
plazar p,| por w,, — i, por lo tanto debemos modificar la definicion (5.4) que
hemos hecho de la variable pf, ; que aparece en la aproximacion de campo
medio del potencial termodindmico. Tenemos ahora

| (6.1)

(P 7% = [2n+ )aT —ip+ o +5° (6.2)

Recordamos que las cantidades ¢, vienen de la relacion ¢ = diag(o,, ¢g4. o),
y para cl caso de potencial quimico finito esto es

¢ = o3+ ps/V3,
by = —¢3+bs/V3. (6.3)
Gy = —2¢3/\/§-
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6.2. Diagrama de fases para potencial quimico imaginario

Finalmente, puesto que ahora las dos variables que utilizamos para para-
metrizar la traza del PL pueden ser no nulas, hay una ecuacion adicional en
el sistema de las ecuaciones del gap. Entonces, las ecuaciones que se deben
resolver para hallar los valores de expectacion de los campos 015 y ¢35 son

reg rey rey e

dO’l 86;; 8(,1')3 - (j(f)ﬁ

ORe[W"4] _ ORe[NIF4] _ ORe[Q*] _ ORe[(] _ 64)

De la misma forma que lo hicimos en el capitulo anterior, a partir de
estos valores obtenemos los parametros de orden y susceptibilidades que per-
miten caracterizar las transiciones de restauracién de simetria quiral y de-
confinamiento. Utilizamos los sets de parametros A, B y C que ya hemos
descrito y usado anteriormente, asi como también los potenciales logaritmi-
co y polinémico para el PL, considerando dos valores alternativos para el
pardmetro 7.

6.2. Diagrama de fases para potencial
quimico imaginario

Comencemos por analizar la situacion para potencial quimico imaginario.
Es sabido que Roberge y Weiss encontraron [47] que el potencial termodind-
mico de QCD en presencia de un potencial quimico g = 167 es una funcion
periddica de @ con periodo 27/3. Esto significa que QCD es invariante ante
una combinacién de transformaciones de Zy para los campos de quarks y
de gauge y una traslacion § — 6 + 2kn/3, con k entero, para el potencial
quimico. Recientemente ha sido demostrado que esta simetria Z3 extendi-
da, es también una simetria del modelo Polyakov-Nambu-Jona-Lasinio lo-
cal [102]. De hecho en el contexto de este modelo el potencial termodinamico
es invariante ante las transformaciones

O(B) — D(A)exp(—i2kn/3)
¢* () — D*(A)exp(i2kn/3) (6.5)
6 — 0+2kmn/3.

La periodicidad RW es un remanente de la simetria Z3 en el limite de
la teoria de gauge pura. En QCD con quarks dindmicos, si la temperatura
es mas alta que un cierto valor Ty se puede ver que aparecen tres vacios
de Z;. Estos vacios se pueden clasificar segin sus fases de PL, dadas por ¢,
o+ 2n/3 y ¢ +4nw/3. Roberge y Weiss mostraron que para T > Tgrw hay
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6. Transiciones de fase a potencial quimico finito. Diagrama de fases

una transiciéon de primer orden para # = 7/3 mod 27/3, donde el vacio salta
a una de sus imagenes de Zs. Esta es conocida como la transicién Roberge-
Weiss, y el ultimo punto en la linea de la transicion RW en el plano T'— 6, es
decir (T,8) = (Trw,7/3) es conocido como punto final RW. El orden de la
transicion RW en el punto final RW ha sido asunto de gran interés en el ultimo
tiempo en el marco de LQCD [103, 104, 105, 106] debido a las implicaciones
que podria tener en el diagrama de fase de QCD para p finito real. De
acuerdo con estos cdleulos de LQCD, para dos sabores livianos el punto
final RW es de primer orden para valores pequenos (pero realistas) de masa
corriente de quark. Siguiendo estas consideraciones es importante verificar si
el potencial termodindmico del modelo de PNJL no-local estudiado respeta
la simetria Z; extendida. Esto es lo que se demuestra a continuacion. Los
dos tltimos términos en el gran potencial (5.2), con los apropiados cambios
para incluir potencial quimico finito, son obviamente invariantes ante las
transformaciones definidas en la Ec. (6.6). Para comprobar la invariancia
del primer término es conveniente reescribir dichas transformaciones de una
manera equivalente

03(0) — ¢a(0)
(»)8 @) = ¢s(0) —2knT/V3 (6.6)
0 — 8+2kw/3.

Es facil ver que cualquier suma de la forma

Z F[(P:;.,;?)Q]

e=r,g.b

donde F es una funcién arbitraria, resulta invariante bajo las transforma-
ciones de la simetria Z; extendida. La invariancia de los términos introduci-
dos en la regularizacion del gran potencial se prueba de la misma manera.
Una vez verificado que el modelo de PNJL no-local es invariante ante
transformaciones del grupo extendido Z3 podemos mostrar los resultados del
andlisis numeérico del comportamiento de los distintos pardmetros de orden
como funciones de T' y #. En primera instancia mantenemos fija la tempera-
tura, y verificamos que la periodicidad de las distintas cantidades termodina-
micas como funciones de 6 se satisface. En lo que sigue nos concentraremos
en ¢l caso del potencial de PL logaritmico. La situacion correspondiente al
potencial polinémico serd discutida mas adelante. En la Fig. (6.1) encon-
tramos, de arriba hacia abajo, el modulo del loop de Polyakov extendido, su
fase, el valor medio &y, el condensado quiral, y el potencial termodinamico
en funcién de 6/(m/3) para varias temperaturas. Es importante notar que
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6.2. Diagrama de fases para potencial quimico imaginario

el PL extendido, definido por ¥ = exp(if)® es invariante ante las transfor-
maciones dadas en Eq. (6.6) por construccion, y la fase 1) puede ser tomada
como parametro de orden de la transicion RW [102]. Los resultados que se
presentan corresponden al set B con Ty = 208 MeV, siendo cualitativamente
similares para el set C y/o Ty = 270 MeV. Para el set A con Ty = 208 MeV,
si bien se observa la misma periodicidad, en la zona de transicién (es decir,
temperaturas equivalentes a los casos de T' = 177,185 MeV mostrados en
Fig. (6.1)) las curvas son siempre discontinuas. En cambio, para el set A con
T, = 270 MeV la situacién es similar a la indicada en Fig. (6.1). Se puede
ver que para T > Try encontramos la transicion RW de primer orden para
0 = /3, esto se muestra como una discontinuidad en la fase del PL. Si nos
concentramos en la regién donde 0 < # < 7/3 observamos que para valores
de la temperatura T,(¢ = 0) < T < Trw los pardmetros de orden para
el deconfinamiento y simetria quiral muestran signos de una transicion de
fase. Esto se pude observar en la Fig. (6.2) donde presentamos el compor-
tamiento de los pardmetros de orden y las susceptibilidades correspondientes
como funcién de la temperatura, tomando ahora @ fijo para dos valores rep-
resentativos 6 = /6 y w/3. Las curvas graficadas corresponden al set B con
Ty = 208 MeV. Notamos que para = 7/6 ambas son transiciones suaves.
Asimismo, se puede observar que en este caso las funciones respuesta asocia-
das a ambos parametros presentan un pico en la misma temperatura. Esto
puede interpretarse como una sefal del entrelazamiento que existe entre es-
tas transiciones. Sin embargo, vemos que la susceptibilidad quiral muestra
ademds un pico mas ancho en la zona de altas temperaturas, y al crecer  este
pico se va haciendo cada vez més importante. Ya para § = 7/3 encontramos
una transiciéon de primer orden sefalada por la discontinuidad de todas las
funciones de la temperatura que mostramos. Sin embargo, mas alld de esta
discontinuidad podemos ver el pico ancho en la susceptibilidad quiral recién
mencionado. Todo esto lleva a interpretar como temperatura para la restau-
racion de la simetria quiral a la temperatura donde se encuentra ¢l maximo
de este pico ancho, por lo que entendemos que la transicién de deconfinamien-
to es la que cambia de cardcter, mientras que la restauraciéon quiral es un
crossover para ambos valores de 6. Para el set C y/o Ty = 270 MeV y set A
con Ty = 270 MeV observamos una situacion muy similar, mientras que para
el set A con Ty = 208 MeV se encuentra que la transicion es de primer orden
para cualquier valor de € en el rango de temperaturas consideradas.

En la Fig. (6.3) podemos ver la dependencia de la temperatura critica T,
como funcién de 6 para los tres sets de pardmetros utilizando el potencial
logaritmico para el PL con Ty = 270 MeV. Junto con nuestros resultados
mostramos los valores obtenidos con técnicas de LQCD que se encuentran
en la Ref. [40]. Dado que, como ya se ha mencionado en el Cap.5, en este
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Figura 6.1: Algunas funciones termodindmicas en funcién de #/(7/3), con
T fija. La periodicidad que se observa es debida a que el modelo nlPNJL
es invariante ante transformaciones del grupo extendido Z5. Los resultados
corresponden al set B.
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Figura 6.2: Pardmetros de orden para las transiciones de deconfinamiento y
restauracion de la simetria quiral (arriba) y sus correspondientes suscepti-
bilidades (abajo) como funciones de T para 0 = w/6 y 6 = 7/3. Las curvas
corresponden al set B.



6. Transiciones de fase a potencial quimico finito. Diagrama de fases

caso el modelo nIPNJL predice temperaturas criticas a u = 0, T.(0), bastante
superiores a las de LQCD hemos normalizado todas las temperaturas con los
correspondientes valores de T,.(0). Vemos que si bien la dependencia en 8 es
similar a los resultados de LQCD, las temperaturas predichas se encuentran
fuera de las barras de error de dichos resultados. Ademds vemos que a me-
dida que @ crece se observa una creciente separacion entre las temperaturas
de deconfinamiento y las de restauracion de simetria quiral, lo cual no es
consistente con los resultados de LQCD. Tal como se muestra en la Fig. (6.4)
la situacién muestra una cierta mejora si se considera Ty = 208 MeV. En este
caso la comparacion puede hacerse directamente con los valores absolutos
de las temperaturas notando que los resultados de LQCD tienen un error
del orden del 10% debido a la incerteza en la determinacion de T.(0 = 0).
Vemos que ahora las temperaturas de deconfinamiento se encuentran razo-
nablemente proximas a los resultados de LQCD. En particular, los valores
obtenidos para Ty son 191 MeV, 188 MeV y 191 MeV para los sets A,
B y C respectivamente, resultados compatibles con el valor estimado con
LQCD, Trw = 185(9) MeV [40]. Por el contrario, al igual que en el caso
Ty = 270 MeV, las temperaturas de restauracion de simetria quiral muestran
un creciente apartamiento respecto de las de deconfinamiento a medida que #
crece. Recientemente ha sido sugerido que la incorporacion de una interaccion
vectorial [107] puede ayudar a solucionar este discrepancia con los resultados
de LQCD. Como ya hemos mencionado, en este caso mientras que para el
set A el deconfinamiento es siempre una transicién de primer orden. en los
casos de los sets B y C existe un valor critico Ocgp ~ 0,7 % 7/3 por debajo del
que ésta ocurre como un crossover. Por lo tanto, encontramos que al igual
de lo que sucede para Ty = 270 MeV para los tres sets de parametros las
lineas de transicion correspondientes son de primer orden cuando alcanzan
el punto final RW. Esto implica que el punto final RW es un punto triple,
siendo la transicién RW también de primer orden alli. El cardcter de la tran-
sicion RW en el punto final se puede ver en la Fig. (6.2) donde graficamos el
comportamiento de la fase del PL extendido ¥ en # = 7/3 como funcién de
i

Hasta aqui nos hemos concentrado en los resultados obtenidos para el po-
tencial de PL logaritmico. Discutiremos ahora los correspondientes al poten-
cial polinémico. La principal diferencia es que en este caso no existen nunca
transiciones de deconfinamiento de primer orden. En particular esto implica
que para este potencial el cardcter de la transiciéon RW en el punto final es de
segundo orden para todos los casos estudiados. Esto se ilustra en la Fig. (6.2)
para el set C con Ty = 208 MeV. Esta caracteristica del potencial polinémico
estd en contradiccién con los resultados de LQCD [103, 104, 105, 106] que in-
dican en el RW la transicién es de primer orden para masas de quarks fisicas.
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6.2. Diagrama de fases para potencial quimico imaginario

1.3 v T
SetA SetC

1.24

g 1

3] <19

=t :

= “ P’ !‘ .~
1.04---F st i
0.9 v v T T T T T v r

0.0 0.5 1.0 1.5 20 00 0.5 1.0 15 20 0.0 05 1.0 1.5 20

0/(w3) 8/(w3) 0/(w3)

Figura 6.3: Temperatura critica normalizada a su valor en 6 = 0 como fun-
cion de ¢ = w/3 para los sets de pardmetros A (izquierda), B (centro) y
C (derecha). Las lineas sélidas representan transiciones de primer orden.
y discontinuas corresponden a las transiciones de primer orden y crossover
respectivamente. Los puntos corresponden a resultados de LQCD [40]. Las
lineas solidas verticales corresponden a la transicion RW de primer orden Los
resultados corresponden al potencial logaritmico con Ty = 270 MeV.
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Figura 6.4: Temperatura critica como funcion de ¢ = 7/3 para los sets de
pardmetros A (izquierda), B (centro) y C (derecha). Las lineas sélidas re-
presentan transiciones de primer orden. Las lineas de puntos y discontinuas
corresponden a las transiciones de deconfinamiento y restauracion quiral res-
pectivamente cuando éstas son tipo crossover. Las curvas fueron obtenidas
considerando el potencial logaritmico con Ty = 208 MeV. Los puntos corres-
ponden a resultados de LQCD [40].
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Figura 6.5: Fase del loop de Polyakov extendido ¥ = exp(if)® como fun-
cién de T para @ = /3. La curva corresponde al set C usando potencial
logaritmico con Ty = 208 MeV.
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Figura 6.6: Fase del loop de Polyakov extendido en funcion de la temperatura
para el caso de potencial polinémico usando set C con Ty = 208 MeV,

En cuanto a las predicciones para Try /T5(0), estas son algo mayores que las
encontradas en el caso del potencial logaritmico. Por otro lado, las predic-
ciones para los cocientes T,,/T.(0) en f = 1 son semejantes a las obtenidas
con el potencial logaritmico cuando se considera Ty = 208 MeV, v mayores
en el caso de Ty = 270 MeV.

6.3. Diagrama de fases para potencial quimi-
co real
Pasemos ahora a discutir los resultados para el potencial quimico real.

Para obtener el diagrama de fases en el plano T' — p estudiamos el compor-
tamiento de los pardmetros de orden para las transiciones de deconfinamiento

=]
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Figura 6.7: Pardmetros de orden y sus correspondientes susceptibilidades
para dos valores representativos de potencial quimico real. Los paneles de la
izquierda corresponden a la forma polinémica del potencial del PL, y los de
la derecha a la expresion logaritmica. En ambos casos los resultados fueron
obtenidos tomando T = 208 MeV y la parametrizacion del set C.

y restauracion de simetria quiral como funciones de la temperatura, varian-
do el valor del potencial quimico. Tlustramos esto en la Fig. (6.7), donde se
pueden ver el condensado quiral normalizado a su valor en 7" = 0 y @, en
los paneles superiores, y las correspondientes susceptibilidades en los inferio-
res, para dos valores representativos del potencial quimico, y las dos formas
alternativas del potencial para el PL que ya hemos utilizado (polinémico a
la izquierda y logaritmico a la derecha), con T, = 208 MeV. Las curvas de
la figura corresponden al set C. En la Fig. (6.7) se puede observar que para
=150 MeV existe una temperatura para la que el condensado cae rapida-
mente, senal de la restauracion de simetria quiral, mientras que de manera
simultdnea ® aumenta, indicando que comienza la transicién confinamiento-
deconfinamiento. Notamos que para este valor de potencial quimico ambas
transiciones son tipo crossover. Ademads, si observamos las susceptibilidades
correspondientes encontramos que, para el potencial logaritmico los picos
coinciden exactamente, mientras que para el potencial polinémico encon-
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6. Transiciones de fase a potencial quimico finito. Diagrama de fases

tramos un leve desfasaje, es decir que hay una pequenia diferencia entre las
temperaturas criticas asociadas a las dos transiciones. Este comportamiento
es similar al que hallamos en €l caso de potencial quimico cero. Asimismo
volvemos a encontrar que las transiciones ocurren més suavemente cuando
tomamos para el PL el potencial polinémico.

Si comenzamos a aumentar el potencial quimico encontramos que existe
un valor a partir del cual hay una discontinuidad en el condensado quiral,
lo cual indica que la transicion es ahora de primer orden. En particular aqui
mostramos el caso g = 240 MeV. El cardcter de esta transicion induce una
discontinuidad también en el parametro de orden para el deconfinamiento.
Sin embargo, esta transicion ocurre en realidad a temperaturas mas altas, y
siempre de forma suave. Para caracterizar su posicién utilizamos el pico en
la susceptibilidad del PL el cual, en la regién en la que la restauracion quiral
es una transicién de primer orden, aparece luego de la discontinuidad.

En la Fig. (6.8) se muestra una recopilaciéon de diagramas de fases. Reco-
rriendo las filas de arriba hacia abajo encontramos resultados correspondien-
tes a los sets A, B y C. Las columnas de la izquierda y derecha corresponden
a calculos realizados utilizando los potenciales polindmico y logaritmico res-
pectivamente. Ademads, en cada panel tenemos en realidad dos diagramas:
uno para cada valor alternativo del parametro Ty, Observamos en primer
lugar que, asi como en el caso de potencial quimico cero, las transiciones
de restauracion quiral y deconfinamiento ocurren practicamente a la misma
temperatura critica en todo el rango de valores de p en el que la restauracion
quiral es un crossover. Encontramos que para el potencial logaritmico las
transiciones estan fuertemente entrelazadas (lineas discontinuas con puntos),
mientras que para el potencial polinémico, si bien existe una diferencia entre
las temperaturas criticas, la maxima separacion se encuentra para el caso ya
estudiado de p = 0, es decir que AT, < 10 MeV.

En cuanto al cardcter de las transiciones. observamos que el caso del
set A, Ty = 208 MeV es el tnico en el que se encuentra que la transicion
quiral es siempre de primer orden. Para el resto de las combinaciones de sets
de pardmetros y potenciales del PL, la linea de transicién quiral tiene un
punto para el que el cambio de fase deja de ser de primer orden y pasa a ser
un crossover. A este punto en el que ocurre el cambio de cardcter se lo conoce
como punto critico final (CEP por su nombre en inglés). Vemos que para el
set que tiene en cuenta la WFR el CEP se encuentra mas cerca de la linea
de T = 0 MeV que para los otros sets. Si pasamos de éste al set B y luego
al C, hallamos que el potencial quimico para el el punto critico final es cada
vez mds alto y la temperatura mas baja. En todos los casos lo encontramos
para un valor de g entre 130 MeV y 233 MceV y T entre 125 MeV y 198 MeV.

Adicionalmente, como ya hemos mencionado, el hecho de que la tran-
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sicion quiral sea de primer orden implica una discontinuidad en todas las
cantidades que estamos observando. También sefialamos unos parrafos maés
arriba que tomamos como signatura para la transicion de deconfinamiento el
méximo en la susceptibilidad del PL, coincidiendo éste con el de la suscep-
tibilidad quiral en la region de crossover. Ahora bien, cuando nos acercamos
al CEP existe cierta dificultad para determinar la temperatura de deconfi-
namiento (linea de puntos) debido a que el pico en yg¢ se encuentra cerca de
la discontinuidad. Existe una alternativa para caracterizar dicha transicién,
y es tomar como Ty, la temperatura para la que ® = 0.3. En la regién de
crossover, es muy parecida a las otras dos T, por ejemplo, para el set C, con el
potencial polinémico y Ty = 208 MeV, encontramos que cuando p = 0 estas
temperaturas son T, = 180,5 MeV, Tp = 175,9 MeV y To_p3 = 174,3 MeV.
Usando el criterio de @ = 0,3, la linea de deconfinamiento es una curva suave
que acompaiia a la transicion quiral crossover y luego continda casi como una
linea recta al crecer p.

Finalmente, y con la intencién de ilustrar en forma simultdnea los resul-
tados que hemos obtenido estudiando las transiciones de fase para potencial
quimico imaginario y real, mostramos en la Fig. (6.3) un diagrama de fases
en el plano T — 2. Las curvas que mostramos corresponden al set C, uti-
lizando el potencial logaritmico con T, = 208 MeV. Debe notarse que, en
funcién de todo lo discutido aqui, dicho caso es el que mejor acomoda las
distintas restricciones impuestas por los resultados de LQCD. En la zona de
potencial quimico real encontramos la transicién de restauracién de simetria
quiral representada con una linea sélida cuando es de primer orden. Por de-
bajo de esta curva encontramos quarks confinados, y la simetria quiral se
halla espontdneamente rota. Siguiendo esta linea hacia valores mas chicos de
1t nos encontramos con el punto critico final, a partir del cual esta transicion
tiene lugar como un suave crossover. En esta region, la transicion quiral y
el deconfinamiento ocurren en simultaneo, esto se muestra con una linea de
punto y trazo. Mientras la transicién quiral es de primer orden, antes de
encontrarnos con el punto critico final, observamos, representada en linea
de puntos, la transicion de deconfinamiento. Vemos asi delimitada una zona
en la que la simetria quiral estd restaurada pero alin hay confinamiento, a
esta fase se la conoce como quarkonia. Si pasamos a la zona de potencial
quimico imaginario, encontramos una imagen “deformada” de la Fig. (6.4),
por el efecto de pasar de graficar en funcién de ¢/(m/3) a tomar como va-
riable 12, Si mirdsemos el diagrama para valores del cuadrado del potencial
quimico mds negativos, encontrariamos copias de lo que observamos en este
intervalo, debido a la periodicidad RW. Partiendo desde potencial quimico
cero hacia valores negativos de pu* encontramos dos lineas que corresponden a
transiciones tipo crossover: deconfinamiento (linea de puntos) y restauracion
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6. Transiciones de fase a potencial quinico finito. Diagrama de fases
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Figura 6.8: Diagramas de fases para los sets A (arriba), B (centro) y C (abajo)
obtenidos considerando los potenciales polinémico (izquierda) y logaritmico
(derecha) para el PL. Las lineas s6lidas corresponden a transiciones quirales
de primer orden. Las lineas discontinuas y de puntos representan transiciones
tipo crossover quirales y de deconfinamiento respectivamente. La transicién
de deconfinamiento esta indicada con linea de puntos.
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6.3. Diagrama de fases para potencial quimico real

'linea RW
P

=8
3]
2]
o
=]
=
=
o}
3
1]
= |
—_
o
1

transicion quiral

0.00 R — .
-0.10 -0.05 000 00§ 0.10 0.15 0.20
W [GeV']

Figura 6.9: Temperaturas criticas en funcién de y2 para el set C, utilizando el
potencial logaritmico y Ty = 208 MeV. Las lineas sélidas corresponden a las
transiciones de primer orden. La lineas discontinuas y de puntos representan
transiciones crossover de restauracion de simetria quiral v de deconfinamien-
to respectivamente. Los puntos cuadrados representan resultados de LQCD
tomados de la Ref. [40]

quiral (linea discontina). La temperatura de deconfinamiento va aumentan-
do y siguiendo en esta direccion, encontramos un punto critico final para p
imaginario a partir del que el deconfinamiento es una transicion es de primer
orden. Finalmente esta linea termina en el punto RW. La temperatura critica
para restauracion quiral en esta regién es siempre mayor que la de deconfi-
namiento, y va también en aumento hasta que la linea de transicién quiral se
encuentra con la linea de transicion RW que es de primer orden. Se pueden
observar también los puntos correspondientes a resultados de LQCD para
el deconfinamiento, y que la linea que hemos trazado utilizando nuestros
resultados se encuentra dentro de los limites de error para estos puntos.
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Capitulo 7

Propiedades mesonicas a
temperatura finita

En los dos capitulos anteriores hemos examinado, utilizando el modelo
de PNJL no-local en la aproximacion de campo medio, las transiciones de
fase de restauracion de simetria quiral y confinamiento-deconfinamiento bajo
distintas condiciones. Por otra parte, en el Cap. 2, hemos visto que una
consecuencia de la ruptura espontinea de la simetria quiral es la existencia
del meson pseudoescalar 7 y su companero quiral el mesén o. Asimismo
hemos discutido en el Cap. 4 como calcular algunas propiedades de estos
mesones incluyendo el ancho de decaimiento asociado al proceso ¢ — 7,
lo cual requiere tomar el desarrollo de la accién hasta tercer orden en las
fluctuaciones de los campos mesénicos.

En este tltimo capitulo nos dedicamos al estudio de las propiedades de
los mesones o y 7 en funcion de la temperatura, nos concentramos especifi-
camente en las masas, la constante de decaimiento débil del pién y el ancho
de decaimiento del mesén o. Para llevar esta tarca a cabo necesitamos ha-
cer la correspondiente extension del formalismo desarrollado en la See. 4.2,
considerando también el acoplamiento de los campos fermionicos al loop de
Polyakov. Concretamente, teniendo en cuenta estas dos cuestiones, el término
cuadrdtico de la accion que escribimos en la Ec. (4.28) resulta

2
M

; 1
quad 22 -9 y / -
Sy = “Z/ Gu(q %, ve) M (g )M (—gm), M =oy,00,7, (7.1)
q,m

donde hemos definido g = (¢, vn) con vy, = 2mnT y ademds hemos usado
T . o R 4 7 &l i dli 5 .
la notacion [, ., = TX,, | (2—”33 En la extension a temperatura finita las
. A ~9 2 A
funciones Gy (7 %, v7,) resultan ser las siguientes. Para el caso pseudosacalar
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7. Propiedades mesénicas a temperatura finita

se obtiene

4 m Z(Pre + @m) Z(Pne)
'ﬂl 8 f Tll’.‘
g 2 2 D(pre + @) D(Pnc) .

[Pm + Pnc * Gm + M(pnc + ) M (pm»)] ,  (1.2)

Gyd 2

con pue = (. 2n7T + ¢.) y D(q) = ¢* + M*(¢*), mientras para el sistema
a,0' el resultado es

)] (73)

:FJ {G 2 02 )] A {Gmﬂl(q‘g! I"Irzn) = Gﬁzﬂz((fz ‘”{i:
G’lﬂe rYm

2
donde
- ‘ 1 Qm Z(pnc + m )Z('pfnc)
Gmm 2'Vi1 = i / a o R
(q ) GS Z v P g (p ' 2 ) D(pnc + Qm)D(jUnc)

[pi?lr + Pﬂf—' * qm a ‘(‘J(pﬂ(‘ + Qm.)ﬁ'f(_pnc)] .

) m m Z(pnn+Qm)Z(pﬂc)
Garf " 2 = ne + q - m, =7
l08) = gt ig Tt B et ISR

X [Pic + Pne " Qm — M(Pnc + Qm)i""f(f)m:) =

pic(pnc == an)2 == (Pic + Pne * (},,1)2
2(pnc S Qm/Q)Q

= : 8 Om .\ ,» (Gm Z(pm +q?!!)7(;ﬂr)
9 g

a0 s ) = e Y\ Pne — )/ (Pne + —=

G : 2((} : l) H; ; '/'.l‘-'-TF- q(p * 2 )f(p 2 )D(pnr' Qm.)D(.DH.r:')

X (pnr + {;1) [pm‘j“f Pne e q”z) (pm: + Qm.)ﬂ'f (Pnr‘)] . (71)

Para el caso de T' = 0 las masas se pueden encontrar buscando los polos
del propagador correspondiente, como indica la Ec. (4.2.2). En el caso de
temperatura utilizaremos

Gur(—m3,;.0) = 0. (7.5)

Las masas determinadas mediante estas ecuaciones corresponden a las masas
mesoénicas espaciales de apantallamiento (screening-masses) asociadas a los
modos cero de Matsubara. Sus inversas describen la longitud de persistencia
de dichos modos en equilibrio con el bafno térmico. Se debe notar que existe
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una masa de apantallamiento por cada modo de Matsubara. El propagador
completo del estado ligado puede calcularse a partir de cualquier tensor de
polarizacion que reciba una contribucién del estado ligado, pero sdlo una vez
que todas las masas de apantallamiento hayan sido determinadas. El propa-
gador que se obtiene de esa manera sélo esta definido en un nmero discreto
de puntos sobre lo que serfa el ¢je imaginario de energias. La masa de polo,
es decir la masa que da la energia del polo asociado al estado ligado para
q = 0, se obtiene luego de realizar una continuacién analitica del propagador
sobre el eje real. Debe notarse que el hecho de que la invarianza de Lorentz
este rota para T > 0 implica que en general la masa de polo y las masas
de apantallamiento no sean iguales (ver p.ej. Ref. [108]). Si bien la continua-
cion analitica involucrada en este procedimiento no es univoca, es posible
obtener un resultado libre de ambigiiedades requiriendo que la funcién esté
acotada en el infinito complejo y que sea analitica sobre el eje real [109]. De
esto resulta claro que las masas de apantallamiento determinan completa-
mente las propiedades de los estados ligados a 7 > 0. Las masas asociadas
con los modos cero de Matsubara aqui estudiadas son las masas espaciales
de apantallamiento correspondientes al comportamiento exp(—mr) en el
3 — espacio conjugado de coordenadas, y estan asociadas al estado mds bajo
en cada canal de mesén. En verdad, estas son las cantidades que usualmente
se determinan en los cdleulos de LQCD [35].

Otra propiedad que hemos discutido para temperatura cero es la constan-
te de decaimiento débil del pidn, fr, que es otro observable util para investigar
la restauracion de simetria quiral. Para describir su comportamiento a tem-
peratura finita es necesario reemplazar en la Ec. (4.46) la funcion Fyy por su
correspondiente extension, que es

) B ' ‘ dm Z(pnc i qrnjz(pnc)
F 2 pe = 82 : / 2 e+ =
U(ff Vm) — Jon gq (F e 9 ) -D(pnc i (fm)D(pnc)

{p?m T Pne ' m T ﬂ'f(pnc + qm)ﬂ'jr(pru‘)]- (?G)

Ademas, como ya hemos mencionado, tomando la expansién hasta tercer
orden en las fluctuaciones mesonicas es posible encontrar el ancho para el
decaimiento ¢ — 7 (Ec. (4.55)). Si deseamos analizar su comportamiento
a temperatura finita debemos obtener también en funcién de T la constante
de acoplamiento gyr.» que obtenemos evaluando el diagrama que se muestra
en la Fig. (4.2). Para esto utilizamos las correspondientes expresiones para
los vértices (4.52), que se pueden obtener de la misma manera.

A continuacion presentamos los resultados que hemos obtenido en el con-
texto del modelo nIPNJL para estas propiedades mesénicas. Comenzamos
analizando el comportamiento de las masas de los mesones o y 7. Ante todo
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7. Propiedades mesénicas a temperatura finita

debemos notar que, como ya se ha mencionado en el Sec. 4.2.6, que cuando la
temperatura es cero encontramos para las masa del mesén o los valores 683,
622 y 554 MeV para los sets de parametros A, B y C respectivamente. De es-
tos tres el valor obtenido utilizando el set C es el muestra mejor acuerdo con
los valores empiricos con los que contamos actualmente que son 478 33(73] v
390152 [74]. Recordamos que el valor de m,(0) = 139 MeV es un input para
fijar los parametros de cada set. En la Fig. (7.1) se muestran las masas del
pién v o en funcién de T/T. para cada uno de los potenciales considerados
para el PL, polindmico en el panel de la izquierda y logaritmico a la derecha.
Estos son resultados que se han obtenido considerando Ty = 208 MeV, y
en cada panel se muestran para los tres sets de parametros. En esta figura
se puede observar que las masas permanecen aproximadamente constantes
en sus valores para temperatura cero, hasta que, alcanzando la temperatu-
ra critica para la restauracion de la simetria quiral, la masa del meson o
comienza a decaer hasta alcanzar un minimo. Aproximadamente a la misma
temperatura, la masa m, comienza a crecer, y una vez que se ha superado la
T., la masa del pién y la de su companero quiral o crecen juntas, tendiendo a
su valor asintotico que es el valor correspondiente a un par quark-antiquark
sin masa no correlacionados, es decir 277 [108, 110]. Si observamos el com-
portamiento en funcién de la temperatura sin normalizar encontramos que
este limite aiin no se ha alcanzado para las mayores temperaturas considera-
das. Esto se debe a que cuando T'/T, ~ 1,4 el PL atn no ha alcanzado su valor
asintotico ¢d3/T 7w = 0, por lo que todavia contribuye de una manera no
despreciable a la masa de apantallamiento de los quarks. Por lo tanto, alrede-
dor de dichas temperaturas se espera my; = 2(7T — ¢3) lo que hace que de
todas maneras una vez restaurada la simetria quiral todas las curvas tiendan
a ser rectas que tienen aproximadamente la misma pendiente. Notamos que,
como es esperable, en el caso del set A con el potencial logaritmico (linea
de puntos en ¢l panel de la derecha) para el que la restauracion quiral es
una transicién de primer orden, se observa una discontinuidad en las masas.
Con la salvedad de este caso, en el resto los resultados son cualitativamente
semejantes.

En la Fig. (7.2) podemos comparar el comportamiento de las masas para
los dos potenciales del PL con el modelo de NJL no-local, sin inclusién del
PL. Esto se muestra para Ty = 270 MeV en el panel de la izquierda y para el
valor de T, = 208 MeV, correspondiente a considerar el efecto de los quarks
dindmicos sobre dicho parametro, en el panel de la derecha. Todos los resul-
tados corresponden al set C. En general, una consecuencia del acoplamiento
de los quarks al PL es que la transicién de fase se vuelve mds abrupta [111],
efecto que se observa claramente en ambos paneles de la figura. Se encuentra
ademas, en relacién a los potenciales que describen la termodindmica del PL
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Figura 7.1: Masas de los mesones ¢ y 7 en funcién de T'/T, para los poten-
ciales para el PL polinémico (izquierda) y logaritmico (derecha), consideran-
do Ty = 208 MeV. En cada panel se muestran los resultados para los sets
A, By C, que, excluyendo el caso del set A, potencial polinémico, son cuali-
tativamente parecidos. A una temperatura lo suficientemente alta m. y m,
estan degeneradas, sefialando la restauraciéon de la simetria quiral.
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7. Propiedades mesénicas a temperatura finita
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Figura 7.2: Masas de los mesones o y 7 en funcién de 7/T, para el mo-
delo nlPNJL con los potenciales polindémico y logaritmico considerando
Ty = 270 MeV (izquierda) y Tp = 208 MeV (derecha). En ambos paneles
se muestran también los resultados para el modelo nINJL.

que consideramos en esta tesis, y como ya hemos observado en los capitulos
anteriores, que con el potencial polinémico se encuentra que las transiciones
son mds suaves que con el logaritmico. La diferencia en cuanto a la suavidad
de la transicién estos tres casos, nINJL, y nIPNJL con potencial polinémico
o logaritmico, se ve acentuada cuando pasamos de considerar para el pard-
metro Ty el valor 270 MeV a 208 MeV. Para el modelo nINJL la transicion
es en verdad muy suave, m, comienza a decaer antes que en los otros casos
y se encuentra con la masa de su compaiero quiral a temperaturas mayores.
Considerando las curvas correspondientes al potencial polindémico, vemos que
los cambios en ellas que sefialan la transicion de fase son mds pronunciados, y
tomando el potencial logaritmico observamos que m, se mantiene en su valor
para temperatura cero casi hasta llegar a T/T,. = 1, donde repentinamente
ocurre la restauracion de la simetria quiral. Por este motivo se observa que
el minimo de m, no se encuentra exactamente en 7'/7, = 1 para todos los
casos.

Una vez que se ha obtenido la masa del pion, es posible encontrar la
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constante de decaimiento débil f;. En las Figs. (7.3) y (7.4) se presenta
su comportamiento en funcién de T'/T.. Como ya hemos mencionado, f;
puede utilizarse como un parametro de orden més para la restauracion de la
simetria quiral, transicion de fase esta sefialada por su caida abrupta alrede-
dor de T'/T. = 1. En la Fig. (7.3), donde encontramos los resultados para los
tres sets de pardmetros tomando Ty = 208 MeV para los dos potenciales del
PL, nuevamente vemos que el nico caso que presenta un comportamiento
cualitativamente diferente es el del set A, con el potencial logaritmico, que
presenta una discontinuidad al igual que las masas. Podemos comparar los
resultados para f, para el set C con el modelo sin PL, y con los dos po-
tenciales para el PL, considerando la variacién de Tj, en la Fig. (7.4). Alli
observamos, como ya lo hicimos al estudiar las masas, que cuando tomamos.
Ty = 208 MeV hay una marcada diferencia en relacion a la forma en la que
ocurre la transicién, siendo esta escarpada para el potencial logaritmico y
muy suave en el modelo nINJL.

Pasemos ahora a analizar los resultados para el ancho de decaimiento
del meson escalar en el canal ¢ — 77, Los valores que encontramos para
['(7=0) son 348, 262 y 184 MeV para los sets A, B y C respectivamente. En
primer lugar podemos mencionar que, teniendo en cuenta los resultados que
se obtienen en el contexto del modelo de NJL local, 129 — 779 MeV [119
en nuestro caso los resultados muestran una menor sensibilidad a la eleccion
de los parametros. Ademas, podemos comparar con los valores empiricos

32443 [73] y 282710 [74], y vemos que los valores que hallamos, tanto para
los sets que mduyen WFR como para el que no, son aceptables.

En cuanto a la dependencia con la temperatura, en la figura (7.5) podemos
ver el comportamiento de I'y 77/ F‘Lfﬁ en funciéon de T'/T, obtenido con los
dos potenciales para el PL, tomando T = 208 MeV. En ambos casos encor-
tramos curvas correspondientes a los tres sets de pardmetros, que se muestran
cualitativamente muy similares entre si. Podemos observar alli que para todos
los casos, el valor de I'y_zr /70 se mantiene aproximadamente constante
hasta acercarse a T/T. = 1, y alli cae a cero. Si volvemos a la Ec. (4.55)
encontramos que en ella aparece el factor cinemético /1 — 4m?2/m2, que im-
pone la restriceion m, < 2m,. Justamente, como hemos visto estudiando las
masas, al restaurarse la simetria quiral m, decae, m, aumenta, se viola la
condicion recién mencionada y el canal se cierra.

En la Fig. (7.6) encontramos el comportamiento con la temperatura de
F(,_?,,,,/Ff,f,,?g obtenido con el modelo nlPNJL, considerando los potenciales
polinémico y logaritmico para el parametro Ty los valores 270 MeV (izquier-
da) y 208 MeV (derecha). En ambos casos se comparan las curvas con aquellas
que se obtienen en el modelo no-local sin PL, y con resultados del modelo
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Figura 7.3: Constante de decaimiento débil del pién como funcién de
T/T,, para los potenciales para el PL polinémico (izquierda) y logaritmi-
co (derecha), considerando 7, = 208 MeV. En cada panel se muestran los
resultados para los sets A, B y C. La caida abrupta para 7/T, = 1 es una
signatura de la restauracién de la simetria quiral. Notamos que para el set

A, potencial logaritmico, (linea de puntos) se observa una discontinuidad ya
que la transicion para este caso es de primer orden.
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Figura 7.4: Constante de decaimiento débil del pion como funcion de T'/T..
para el modelo nlPNJL con los potenciales polinémico y logaritmico con-
siderando T = 270 MeV (izquierda) y Ty = 208 MeV (derecha). En ambos
paneles se muestran también los resultados para el modelo nINJL, para el
que la transicion es mucho mas suave.
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PNJL local, tomados de la Rel. [113]. Primeramente observamos que las
curvas correspondientes al modelo sin PL presentan un crecimiento por enci-
ma del valor yyrr/T75% = 1y luego una cafda a cero muy pronunciada
cuando la temperatura se aproxima a la temperatura critica para la transi-
cion quiral. Encontramos que este efecto desaparece en los modelos que si
incluyen el acoplamiento de los campos fermiénicos al PL. Podemos men-
cionar que si al calcular el ancho para este decaimiento se incluye un factor
de Bose-Einstein que tenga en cuenta la estadistica del estado final 7, co-
mo por ¢jemplo en la Ref. [113], también se observa un efecto de este estilo.
Asimismo, y como es de esperar luego del examen de las masas al aumentar
la temperatura, en las curvas de la Fig. (7.6) correspondientes a los modelos
no-locales se encuentran las mismas diferencias en cuanto a la suavidad con la
que la restauracion de simetria quiral es restaurada que ya hemos comentado
antes. Vemos una vez mds que el modelo utilizando para el PL el potencial
logaritmico, con Ty = 208 MeV es el caso que presenta la caida mas pronun-
ciada para Tonr/ Ffifg = 1. Cabe agregar que, para el modelo de PNJL
local, esta transicion se muestra atin mds suave que en el modelo no-local sin
PL. Inclusive observamos que el ancho de decaimiento comienza a disminuir
para temperaturas aiin mas bajas que en ese caso y que el canal se cierra
completamente para una temperatura levemente mayor a la indicada en [113]
como temperatura critica, siendo esto posible debido a la caracteristica tipo
crossover de la transicion.

89



7. Propiedades mesonicas a temperatura finita

Fonn/T arxl0)

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 02 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Figura 7.6: Ancho de decaimiento normalizado ['s_zr/T LZT,E',{ en funcion de
T/T,. para el set C y los dos potenciales para el PL en comparaciéon con
resultados de los modelos nINJL y PNJL local. Los resultados considerando

Ty = 270 y 208 MeV se muestran a la izquierda y derecha respectivamente.
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Capitulo 8

Conclusiones

En esta tesis se han estudiado distintos aspectos del comportamiento de
la materia fuertemente interactuante a temperatura y/o potencial quimico
finitos en el marco de modelos de quarks relativistas con interacciones entre
quarks no-locales y que incorporan el acoplamiento de los mismos con un
pardmetro de orden asociado al confinamiento. Comenzamos en el primer
capitulo haciendo una introduccion a los temas desarrollados en esta tesis.
En el Cap. 2 revisamos algunos conceptos de la Cromddinamica Cuantica,
sobre todo en relacién a las simetrias que tienen que ver con las transi-
ciones de fase que luego estudiamos. En el Cap. 3 introdujimos el modelo
de NJL, mostrando que describe la ruptura espontinea de simetria quiral y
como aparecen los piones como los correspondientes bosones de Goldstone.
Describimos también el formalismo necesario para incorporar en este mode-
lo temperatura y potencial quimico finitos, y mostramos c¢omo acoplar los
grados de libertad fermiénicos al loop de Polyakov, dando lugar al modelo
de PNJL. Vimos que éstos son modelos relativamente sencillos que permiten
estudiar algunos aspectos de QCD a bajas energias, pero que presentan cier-
tos inconvenientes, como la necesidad de elegir una forma para regularizar
cantidades divergentes y las ambigiiedades que esto conlleva. Presentamos
dos formas alternativas para el potencial termodindmico del PL: una forma
polinémica basada en el ansatz de Ginzgurg-Landau y otra basada en la for-
ma logaritmica de la medida de Haar de integracién asociada con el grupo
SU(3) de color. Describimos ademaés el formalismo necesario para incorporar
en estos modelos temperatura y potencial quimico finitos.

A partir de estos modelos, vimos en el Cap. 4 es posible alcanzar una
descripeion mas realista de las interacciones entre quarks incorporando in-
teracciones no-locales. Presentamos parametrizaciones alternativas para el
modelo NJL no-local, dos de ellas con los frecuentemente usados factores
de forma exponenciales, de estas, la mds sencilla no incluye WFR (set A),
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8. Conclusiones

y alternativamente utilizamos una parametrizacion en la que si se tiene en
cuenta (set B). Ademds, consideramos un tercer set de pardmetros, para el
que se ajustan las funciones de masa M(p) v renormalizacion Z(p) a resul-
tados de LQCD. Mostramos que a nivel de campo medio es posible obtener
los valores de expectacion de los campos 71, y que tomando el desarrollo en
las fluctuaciones mesonicas a orden cuadratico se pueden encontrar también
las masas de los mesones escalar y pseudoescalar asi como la constante de
decaimiento débil del pién. Llevando el desarrollo hasta tercer orden vimos
como calcular el ancho de decaimiento del meson o en el proceso o — 7.
Luego presentamos los resultados numéricos para estas propiedades a tempe-
ratura cero, que se resumen en la tabla (4.2). Sobre el final de este capitulo
mostramos como acoplar los quarks al loop de Polyakov para obtener asi el
modelo nlPNJL.

La parte central v novedosa de esta tesis se detalla a partir del Cap. 5
donde se presentan y analizan los resultados originales obtenidos. En el
primer capitulo de resultados estudiamos, utilizando el modelo nIPNJL, el
comportamiento de las temperaturas criticas asociadas a las transiciones de
fase de restauracion de simetria quiral y deconfinamiento cuando el potencial
quimico es cero. En la primera parte de ese capitulo consideramos el efecto
de suponer que el parametro Ty que fija la escala del potencial termodina-
mico del PL depende de la masa de los quarks, como ha sido recientemente
sugerido [55]. En todos los casos estudiados encontramos que las transiciones
estan entrelazadas, siendo esto més fuerte en el caso del potencial logaritmi-
co para el PL. Considerando el potencial polinémico encontramos una leve
separacion, AT, < 10 MeV, que de cualquier manera es mucho menor a la
que se encuentra empleando modelos locales, =~ 40 MeV. Al tomar el valor
de T correspondiente a la teorfa de gauge pura, es decir 270 MeV, encon-
tramos una temperatura critica para la transicion quiral, entre 209 MeV y
214,5 MeV. que resulta un poco alta en relacién a los valores encontrados
utilizando técnicas de LQCD, esto es 173(8) MeV [35]. Sin embargo. al uti-
lizar el valor de T} sugerido para el caso de dos quarks livianos conseguimos
un descenso en la temperatura critica al rango 171 — 180,5 MeV, en muy
buen acuerdo con el valor estimado por LQCD, y, lo que es muy importante,
sin estropear el entrelazamiento como ocurre al tomar este valor de T, en
el modelo de PNJL local. Por otro lado, una consecuencia de considerar Ty
dependiente de la masa es que las transiciones se hacen un poco mas abrup-
tas. En particular encontramos al tomar Ty = 208 MeV para el set A, con el
potencial logaritmico, la restauracién de simetria quiral es una transicion de
primer orden, lo que se puede interpretar como un aspecto poco realista del
set de pardmetros que no incluye renormalizacién de la funcion de onda. Para
los otros casos encontramos que para ese valor del pardametro, que es el que
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corresponde a nuestro modelo de dos sabores livianos, la transicion es tipo
crossover, tal como se encuentra en el contexto de LQCD [79, 80, 81, 82, 83].

En la segunda parte del Cap. 5 investigamos la dependencia de las tem-
peraturas criticas con la ruptura explicita de simetria quiral. Aqui también
hallamos un entrelazamiento entre las transiciones, y observamos que el mis-
mo se mantiene al variar la masa, en todo el rango considerado. Esta ca-
racteristica, que concuerda con resultados de LQCD [49, 97], es tipica de los
modelos no-locales, ya que se observa en ¢l modelo local una separacion entre
las temperaturas criticas que aumenta con la masa [54]. Asimismo, encon-
tramos que la dependencia con la masa del pion de las temperaturas criticas
en los modelos no locales es basicamente lineal, con un valor para el pardme-
tro de la pendiente, A, que se encuentra en el rango 0,06 — 0,07, bastante mds
cercano a las estimaciones de LQCD, A < 0,05 [48, 49, 50, 51], que el valor
que se obtiene utilizando modelos puramente quirales. El principal defecto de
nuestra descripeién es que encontramos que el cardacter de la transicion quiral
cambia de crossover a primer orden para un valor de masa del pion relativa-
mente baja, viéndose esto acentuado si consideramos el efecto de los quark
dindmicos sobre ¢l pardmetro Tp. Los valores de masa critica que encontramos
utilizando Ty = 270 MeV son m< & 400 MeV para cl potencial logaritmico y
m<* > 700 MeV para el potencial polindmico, mientras que con lattice QCD
se estima que la correspondiente masa del mesén pseudoescalar deberfa estar
en el rango de algunos GeV [89, 90, 91]. Sin embargo, es esencial destacar que
nuestras predicciones son confiables dentro de un rango limitado de valores
de m,, con una cota superior que estimamos alrededor de 600 MeV. Acerca
de como corregir este inconveniente y elevar la masa critica hasta la cota
recién mencionada cuando consideramos el potencial logaritmico, podemos
decir que es esperable que la inclusion de fluctuaciones mesénicas suavicen
las transiciones haciendo un aporte en esa direccion.

En el Cap. 6 investigamos las transiciones de fase para potencial quimi-
co finito, describimos en primer lugar las modificaciones necesarias en el
modelo para llevar esto a cabo. En la Sec. 6.2 consideramos el caso de po-
tencial quimico imaginario, p = 6T, y vimos que el modelo nIPNJL es
invariante ante transformaciones del grupo extendido Z3, encontrando con-
secuentemente que las funciones termodindamicas de ¢ correspondientes son
peridédicas con un perfodo 27 /3. Construimos los diagramas de fase en el
plano 7' — @ considerando primeramente la forma logaritmica para el poten-
cial del PL. Hallamos que para el set A el deconfinamiento ocurre siempre
como una transiciéon de primer orden, mientras que para el resto de los ca-
sos es tipo crossover para valores bajos de € existiendo un punto final para
0/(n/3) =~ 0,7 — 0,8 a partir del cual la transicion es de primer orden. En
cuanto a la restauracién de simetria quiral, observamos que siempre tiene
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8. Conclusiones

lugar como una transicion tipo crossover a una temperatura superior a la de
deconfinamiento. En todos los casos encontramos una separacion creciente
entre las transiciones quiral y de deconfinamiento a medida que # aumen-
ta. Esto indica que el entrelazamiento encontrado para p = 0 se pierde en
la region de p imaginario lo cual estd en discrepancia con lo encontrado en
LQCD. Ademas si utilizamos Ty = 270 MeV, las lineas correspondientes a la
transicion de deconfinamiento caen fuera de las barras de error de los puntos
de LQCD [40]. En cambio, tomando Ty = 208 MeV, encontramos un buen
acuerdo entre los valores para la temperatura critica obtenidos con nuestro
modelo y los de LQCD. Asimismo para el punto final RW encontramos una
temperatura critica entre 188 y 191 MeV, que concuerda con el valor estimado
utilizando técnicas de LQCD, 185(9) MeV [40], y que, ademds, en ese punto
la transicion es de primer orden. Para el potencial polinémico, en cambio,
vimos que nunca existen transiciones de deconfinamiento de primer orden,
implicando esto que en el punto RW la transicion es de segundo orden en
contradiceion con los resultados de LQCD.

En la Sec. 6.3 construimos diagramas de fase para p real considerando los
tres sets de parametros, A, B y C, las formas polindmica y logaritmica para el
potencial del PL y dos valores alternativos para su pardametro de escala. Con
la salvedad del caso set A, potencial logaritmico, Ty = 208 MV, para cl que
la transicién quiral es siempre de primer orden, encontramos que para valores
bajos de potencial quimico existe una zona en la que las transiciones quiral
y de deconfinamiento son tipo crossover y, ademas ocurren en simultaneo
para el potencial logaritmico, y con una diferencia siempre menor a 10 MeV
para el polinémico. Esto indica que, contrariamente a lo encontrado para
i imaginario, existe un fuerte entrelazamiento entre las transiciones en esta
region. Encontramos que en estos casos existe un punto del diagrama en el
que la transicién quiral cambia de caracter, y para este punto critico final
encontramos que el potencial quimico estda entre 130 MeV y 233 MceV vy la
temperatura entre 125 MeV y 198 MeV. Mas alla de dicho punto, la transi-
cion quiral es de primer orden mientras que la transicion de deconfinamiento
ocurre suavemente, y a una temperatura mas alta. Esto hace que a partir de
dicho punto comience a existir una region en la cual los quarks estdn con-
finados v la simetria quiral estd restaurada, esta es la que se conoce como
fase quarkonica. Finalmente, presentamos los resultados para p imaginario y
real en un tinico diagrama de fases en el plano T — p? en el que se puede ver
resumida toda esta informacion.,

En el Cap. 7 nos dedicamos al andlisis de algunas propiedades mesonicas
en funcion de la temperatura. En particular investigamos el comportamien-
to de las masas del pién v su companero quiral el meson o, la constante
de decaimiento débil del pion y el ancho de decaimiento para ¢ en el pro-
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ceso ¢ — 7. Partiendo de los valores que se encuentran en el contexto del
modelos nIPNJL a temperatura cero [27], que son compatibles con los valores
empiricos, observamos que al aumentar la temperatura todas estas cantidades
dan muestras de la restauracién quiral, esto es: las masa del pién y la del
mesén o se vuelven degeneradas después de la temperatura critica, se viola
la restriccion m, < 2m.,, por lo que el canal para el decaimiendo del mesén
o a dos piones se cierra, y esto se distingue por la caida abrupta del ancho
[,_.rr desde un valor muy proximo a su valor en cero. Las masas crecen de
mancra aproximadamente lineal con T luego de la transicion. Comparaimnos
en todos los casos los resultados obtenidos con el modelo de NJL no-local
que no tiene en cuenta el acoplamiento de los quarks al loop de Polyakoy
con los que se encuentran en el contexto del modelo nIPNJL considerando
los potenciales polindmico y logaritmico, tomando para el parametro Ty los
valores 270 MeV y 208 MeV. En general encontramos el efecto conocido que
tiene la inclusion del PL [111], hacer las transiciones mds abruptas y, observa-
mos que con el potencial polindmico las transiciones son siempre mas suaves
que con el logarftmico, Comparamos ademas el comportamiento del ancho
de decaimiento I',_,»» con el que se encuentra empleando el modelo de PNJL
local [113] y encontramos que nuestro modelo describe una transicion quiral
que es notablemente mas abrupta, en particular con el potencial logaritmico
y el parametro Ty = 208 MeV.

En conclusién podemos decir que respecto de los modelos locales, los
modelos nIPNJL constituyen un avance hacia una deseripcion mads realista y
consistente de la materia fuertemente interactuante en condiciones extremas
de temperatura y/o densidad. Resulta claro, sin embargo que en el marco
de las aproximaciones utilizadas en este trabajo dichos modelos conducen
a algunos resultados que no son compatibles con las predicciones obtenidas
mediante téenidas de QCD en la red. Es de esperar que distintas mejoras tales
como, la inclusion de fluctuaciones, de interacciones entre quarks adicionales,
ete. ayuden a resolver dichas discrepancias.

LUMISiUI (sACIONAL DE ENERGIA ATOMICA |
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