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Resum en

En esta  tesis se estudian  algimos aspectos del com portam iento  de la ma­
teria  fuertem ente in teractuan te  en el m arco de modelos de quarks relativistas 
con interacciones no-locales en tre qiiarks que incluyen el acoplam iento a  un 
parám etro  de orden asociado al confinamiento.

En el Cap. 1 se realiza una breve introducción a  los tem as que se desa­
rro llan  en la tesis, se presentan m otivaciones y objetivos.

En el Cap. 2 se hace una revisión de algunas nociones de la Croinodi- 
nám ica Cuántica. So p resta  especial atención a  las sim etrías que están  rela­
cionadas con las transiciones de fase do re.stam'ación de sim etría quiral y 
deconfinamiento.

En el Cap. 3 se describen el modelo de N am bu-Jona Lasinio (N JL) y 
el formalismo necesario p a ra  incluir en el modelo tem p era tu ra  y potencial 
quím ico finitos. Se explica adem ás el acoplam iento de los cam pos fermiónicos 
al loop de Polyakov, dando lugar al modelo de Polyakov-N anibu-Jona La.sinio 
(PN JL ). Se in troducen dos potenciales alternativos p ara  la descripción de la 
term odinám ica del loop de Polyakov.

En el Cap. 4 se detalla  el modelo de N JL no-local (nlN JL), en el ciue las 
interacciones ontre quarks son no-locales con lo que .se alcanza una descrip­
ción m ás realista de las mism as. Con este modelo se describen propiedades 
m esónicas a  tem p era tu ra  cero. Se describe asim ismo la inclusión del loop de 
Polyakov, con lo que queda presentado el modelo de PN JL  no-local (n lPN JL ), 
m arco en el cjue se desarrolla la p arte  central de esta  tesis.

En el Cap. 5 se anali/^an las transiciones de restauración de sim etría  quiral 
y  deconfinam iento p a ra  el caso de potencial químico cero utilizando el modelo 
nlPN JL . Se estudian  el efecto de modificar el parám etro  de escala que aparece 
en el potencial del loop de Polyakov y la dependencia de las tem peratu ras 
críticas con la ru p tu ra  explícita de la  sim etría quiral.

En el Cap, 6 se estudian  los diagram as de fa.ses para m ateria  fuertem ente 
in teractuan te  considerando los casos de potencial químico im aginario y real.

En el Cap. 7 se describe el com portam iento de algunas propiedades rnesóni- 
cas como funciones de la tem peratu ra.

En el Cap. 8 se resum e el traba jo  realizado y se exponen las conclusiones.



A bstract

In this thesifi. we study  sonie aspects of the  bebavior of strongly interact- 
ing m a tle r witliiii relativistic quark  modela w ith non local interactions th a t 
include coupling to  ati ordcr paran ieter associated w ith confinGineiit.

Tn Cliap. l, a brief introductioii of the  relevant subjects is niade, and 
niotivations and  objectivos are prescnted.

In Chap, 2 , we go ovcr some basic ideas of Q uantum  Chrom üdynaniics. 
Special a tten tio ii is paid to  the sym m etries th a t are related  to  deconfinement 
and  chiral sym m etiy  rnstoration phase transitionñ.

In Chap. 3 wc describe the  N am bu-Jona Lasinio (NJL) model and tho for- 
m alism  rcquired to include finite tem peratu re  and chemical potential. Moro- 
over. wc present the coupling between the Polyakov loop and  the fermionic 
fields. resulting in th e  Polyakov-N am bu-Jona -Lasinio (PN JL ) model. Two al­
te rna tiva potentials for the  description of the  therraodynam ics of the  Polyakov 
Loop are introduced.

In Chap. 4 th e  non local N JL  (nlN JL) model is devscribed, whcre hitcrac- 
tions amoiig quarks are  non local w ith  which a  m ore realistic description of 
these is achieved. W ith  th is model, mesonic properties a t zero tem peratu re  
are dcscribcd. T he inclusión of the  Polyakov Loop is described giving riso to 
the  non-local PN JL  (nlPN JL ) model, which is used in th e  m ain p a i t  of this 
work.

In Chap. 5 the transitions of chiral sym m ctry restau ra tion  and decon- 
finement are anali7ed using the  n lPN JL  model, for the  case of zero chemical 
poten tial. We study  the  effect of modifying the scale param eter tha l appears 
in th e  po ten tial of the  Polyakov loop and the  dependence of critica! tem per- 
a tures w ith explicit breaking of chiral sym m etry

In Chap. 6 we study  tlie phase diagram a of strongly in teracting  m atter, 
considering the  cases of real and  im aginary chemical potential.

In Chap. 7 tlie behavior of some mesonic properties as functioiis of tem ­
p eratu re  is dcscribed.

In C hap.8 wc sum m arize the  work and show our conclusions.
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Capítulo 1

Introducción

A ctualinente se considora que las partículas que son sensibles a  las inte­
racciones fuertes, es decir ios mesones y bariones conocidos en form a conjunta 
bajo  el nom bre de hadrones. están  com puestos por q\iarks que in te rac túan  por 
medio dcl intercam bio de gluoncs. En el m arco del llam ado M odelo E stándar 
de partícuiaij elem entales [1] la teoría  que describe dichas interacciones es la 
C rom odinám ica C uántica (o QCD por su nom bre en inglés) [2]. E sta  teoría 
tiene dos características principales; la libertad asintótica  y  el confinam.icjito. 
En procesos en los cuales el m om ento transferido es nm y grande, talos como 
dispersiones profundam ente inelásticas, la interacción m ediada por gluones 
es poco intensa (libertad  asintótica) lo cual perm ite obtener predicciones a 
p a rtir  del lagrangiano fundam ental de la  teoría, considerando a  la¿¡ in terac­
ciones como perturbaciones a  un sistem a de quarks no-interactuantes. Sin 
em bargo, en el régim en de bajas energías (E <  1 GeV), o equivalentem ente 
d istancias largtia, la constante  de acoplam iento se vuelve grande y la teoría 
no-pertu rbativa. En este régim en los quarks no existen como partícu las libres 
sino sólo form ando hadrones (confinamiento), y la sim etría  quiral, presente 
en el lagrangiano de Q CD en el lím ite en que los quarks tienen m asa nula, se 
eucuontra espontáneam ente rota. E stas características de QCD hacen que, 
en principio, se puedan distinguir dos fases de la misma: i) fase hadrónica 
de quarks y gluones confinados y sim etría quiral rota; ii) fase deconfinada 
y de sim etría  quiral restau rada, a  la  que se denom ina genéricam ente plasma  
de (juarks y  gluones (Q G P), En condiciones normales la m ateria  fuertem ente 
in teracluan te se encuentra en la fase hadrónica. Sin embargo, bajo ciertas 
condiciones extrem as de tem p era tu ra  y /o  densidad puede producirse una 
transición a  la o tra  fase. Se cree que en la N aturaleza el plasm a de quarks 
y gluones existió en el universo tem prano, es decir en los prim eros microse- 
gundos posteriores al Big Bang c\iando la tem p era tu ra  ora muy elevada, y 
que hiego, a  m edida que el Uruverso se fue enfriando, tuvo lugar el proce­
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1. Introducción

so do liadronÍ7,ación, Hoy en día se considera que es posible c¡ue aún exista 
alguna forma de m ateria  de quarks deconfinados en el interior <le objetos 
com pactos, como la.s estrellas de neutrones [3. 4]. El fuerte interés por estu­
d iar las propiedades de este tipo  de m ateria  y las condiciones bajo  las cuales 
es posible producirla ha m otivado en los últim os años la construcción de 
grandes facilidades experim entales que perm itan  obtenerla en el laboratorio. 
U na de las facilidades donde se llevan a  cabo estudios relacionados con el 
plasm a de quark y  gluones es el Relativistic Heavy Ion  Collider (RHIC) en 
Brookhaven, USA [5], donde tienen  lugar colisiones en tre iones posados a 
energías relativistas. Tam bién en el Large. Hadron Collider (LHC) ubicado 
on el CERN  en la frontera franco-suiza cerca de G inebra se realizan experi­
m entos de este tipo , estando el detector Alice. especialm ente dedicado a este 
fin [6]. Además de estas, existen o tras facilidades en construcción, el FaciUty 
fo r  Antiproton and Ion Research (FAIR)[7j en D arm stad t, A lem ania, y el 
NICA [8] en D ubna, Rusia,

Desde el punto  de vista teórico, h asta  casi finales de los ‘90 en general 
se creía que el d iagram a de fases de QCD  constaba solam ente de las fcmes 
antes m encionadas, es decir fase hadrónica a  bajas tem pera tu ras y densidades 
y Q G P a  a ltas  tem peratu ras y /o  densidades, separadas por algún tipo de 
línea de transición de fases. Recién en ese mom ento, y a  posar de que ya 
hab ía sido sugerido a  p a rtir  de mediados do los 7 0  [9], se comenzó a  aceptar 
m ayoritariam ente la po.sibilidad de que se formen pares de Cooper en la 
m ateria  de quarks a  bajas tem pera tu ras y a ltas  densidades. De esta m anera, 
el correspondiente condensado rom pe la sim etría local de color SU {3) dando 
lugar a  la existencia de fases superconductoras de m ateria  de quarks. C uando 
se comenzó a  estud iar en detalle la superconductividad de color surgieron 
o tras fases posibles [10], En una de estas fases, para potenciales químicos 
suficientem ente grandes, la m ateria  se halla d istribuida de m anera ta l que 
los cjuarks up. down y strango están apareados on un condensado conocido 
como Color-Flavnr Locked (CFL), Sin embargo, dado que la m asa del quark 
strange es un orden de m agnitud superior a  las de los quarks up y down, se 
cree que p a ra  potenciales ciuímicos más bajos deben aparecer condensados 
que sólo contengan estos últim os, dando lugar así a  la fase conocida como Two 
Coior-Flavor Superconductivíty (2SC), Tam bién se h a  sugerido la posibilidad 
de que existan  fases no-homogéneas [11], O tra  cuestión que aún esta  bajo 
estudio es la relación que existe en tre la transición de deconfinanúonto y la 
de restauración de sim etría quiral. Por ejemplo, si bien se cree que a  bajas 
densidades dichas transiciones ocurren de m anera m ás o menos sim ultánea, 
a  densidades mayores pu(;de que exista una fase de cjuarks confinados con 
sim etría quiral restau rada  llam ada rnsualmcnte fase qm rkonica  [12]. E n  la 
Fig. (1.1), tom ada de la Ref. [13|. so puede observar un esquem a de como se
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F igura 1,1: Esquem a de como se cree actualm ente puede ser el d iagram a de 
fases de QCD [13 .

cree actualm ente puede ser el d iagram a de fases de QCD.

P ara  poder describir la  m ateria  hadrónica y de quarks, así como sus d istin­
tas fases, es esencial disponer de m étodos que perm itan  anali^.ar la  dinám ica 
asociada a  QCD. Como ya h a  sido m encionado, en el rango de m om ento 
transferido grande es posible u tilizar teoría  de perturbaciones en térm inos 
de la constante de acoplam iento quark-gluon. Sin em bargo, p ara  m om entos 
transferidos pequeños no es posible abo rdar el estudio de QCD de esta  for­
ma. D ado que p ara  descrii)ir las propiedades estáticas de los hadrones (masas, 
constantes de decaim iento, etc.), así como p ara  estud iar la transición entre 
la  fase hadrónica y la de m ateria  de quarks es necesario considerar el rango 
de m om entos transferidos pequeños, resu lta fundam ental desarrollar form a­
lismos que perm itan  estud iar la teoría en esta  región. Uno de ellos consiste en 
resolver num éricam ente las ecuaciones do m ovim iento en un espacio-tiem po 
discretizado, lo (jue so denom ina Q CD en la red o latiice QCD  (LQ CD)[M  . 
Disi)üiüendo de suficiente j)oder de cóm puto es posible dism inuir el espacia- 
m ieuto de la red e incronientar el tam año del sistem a de m anera de acer­
carse tan to  al lím ite del continuo como al term odinánuco. Al mismo tiem po 
es posible nniestrear un núm ero suficientem ente grande de configuraciones 
do m anera de disnñnuir el error estadístico. Sin embargo, los m étodos tipo 
M onte Cario com únm ente utilizados p ara  evaluar la función de partición son 
confiables solam ente en el caso en el que el potencial quím ico os cero. La
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1. Introducción

extensión de los cálculos a  potencial químico finito presenta grandes dificul­
tades y. como veremos en el Cap. 2, si bien existen ya algunos resultados, se 
encuentran aún  en discusión.

Una a lte rna tiva  frente a  estos inconvenientes es utilizar modelos efectivos 
que incorporan las sim etrías de la teoría y perm iten  estudiar los observables 
de interés recién mencionados. Uno de los modelos efectivos m ás utilizados 
p ara  estud iar las propiedades hadrónicas en el régim en no pcrtu rba tivo  es 
el modelo propuesto po r N am bu y Jona-Lasinio en 1961 [15]. O riginalm ente 
fue utilizado p ara  describir nucleones in teractuan tcs como cam pos fermióni- 
cos sin m asa que adquieren la m ism a por medio del mecanismo de ru p tu ra  
espontánea de la sim etría quiral cuando la interacción es lo suficientem ente 
intensa. Más adelante el modelo fue reinterpretado en térm inos de campos 
fermiónicos de quarks que in teractúan  localm ente. Este modelo perm ite en­
tender el mecanismo de rup tu ra  espontánea de sim etría quiral y la conse­
cuente aparición de los piones como bosones de G oldstone. En particu lar, ha 
sido am pliam ente utilizado p ara  estudiar, por ejemplo, propiedades hadróni- 
cas tales como masas, am plitudes de decaim iento, etc, así como el fenónieno 
de restauración  de sim etría quiral por efecto de la tem pera tu ra  y /o  den­
sidad [16]. Tam bién ha sido uno de los modelos m ás usados p ara  investigar 
sobre la existencia do fases superconductoras de color [17]. Sin em bargo, para 
d ar cuenta del mecanismo de deconfinam iento no b as ta  con un modelo pura­
m ente fermiónico sino que es necesario incluir en forma explícita la dinám ica 
de los grados de libertad  gluónicos. Recientem ente ha sido propuesto incorpo­
ra r los mismos m ediante el acoplam iento de los quarks a  un cam po de fonrlo 
de color asociado al parám etro  de orden usualm ente utilizado para describir 
el doconfinamienlo. es decir el llaniado loop de Polyakov [18. 19]. El modelo 
así obtenido se conoce bajo el nom bre de modelo de Polyakov-Nambu-.Jona- 
Lasinio (PX.IL) [20. 21, 22, 23 .

Sin embargo, tan to  el modelo de N JL  como el de PN JL  presentan al­
gunos inconvenientes. En efecto, el precio a  pagar por la sim plicidad do los 
mi.smos, básicam ente debida a  la localidad del acoplam iento en tre quarks, es 
la necesidad de regularizar las integrales qtie aparecen en el cálculo de los 
diagram as involucrados en la determ inación de la autoenergía de los quarks. 
las m asas de los mesones, las constantes de acoplam iento, etc. En general 
esto se lleva a  cabo adop tando  una form a extrem adam ente esquem ática de 
la interacción debida a  QCD: se la considera constante para bajos momentos 
p < A.MJL — 0,6 -  0,7 GeV y cero p ara  p > E ste  tipo  de prescrip­
ción d a  lugar a am bigüedades en el tra tam ien to  de los órdenes superiores 
de la expansión en lazos, inconsistencias en el tra tam ien to  de los procesos 
anóm alos, ctc. P ara  ev itar esto tipo  de inconvenientes y a  la vez incluir 
im a descripción m ás realista  do las interacciones en tre quarks se h a  suge­
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rido utilizar interacciones no locales [24], En verdad, el carácter no-local de 
las interacciones surge naturalm ente en el contexto do diversos m étodos bien 
establecidos p ara  describir la dinám ica de bajo m om ento de los quarks, co­
mo por ejemplo el modelo de líquido de instantones [25] o las técnicas de 
resum acióii de Schwinger-Dyson [26]. Más aún, utilizando este tipo  de in­
teracciones es posible obtener dependencias en el m om ento del propagador 
efectivo de quarks que son consistentes con las obtenidas m ediante técnicaü 
de Q CD en la red [27]. Tam bién ha sido m ostrado  [28, 29, 30, 31] que los 
modelos con interacciones no-locales proveen una descripción satisfactoria de 
las propiedades Imdrónicas a  tem p era tu ra  y densidad nula. F inalm ente, se 
h a  encontrado que bajo ciertas condiciones es posible derivar los ingredientes 
principales de los modelos no-locales com enzando d irectam ente a  p a rtir  de 
QCD [32;.

A p a rtir  de estas consideraciones surge el interés del principal objetivo 
de esta  tesis que es investigar el com portam iento de la m ateria  fuertem ente 
in teractuan te  a  tem p era tu ra  y /o  densidad finita en el m arco de modelos de 
quarks con interacciones no-locales que incluyen el acoplam iento al loop de 
Polyakov. Por m otivos de sim plicidad sólo nos concentrarem os en rangos de 
tem p era tu ra  y potencial quím ico donde no es do esperar que existan  ñuses 
supercouductora« de color. La tesis está  organizada de la siguiente m anera. 
En el C apítu lo  2 se describen las características principales de QCD, sus 
sim etrías y algunas p au tas  de su com portam iento  a  tem p era tu ra  y densidad 
ñnitas conocidos a  p a rtir  de cálculos de QCD en la red. En el C apítu lo  3 se 
in troducen en cierto detalle los modelos de N JL  y PN JL. En el C apítu lo  4 
se consideran las extensiones no locales de los mismos. En el C apítu lo  5 se 
analizan los resultados p ara  la tem p era tu ra  crítica a potencial químico nulo, 
así como su dependencia con el parám etro  de escala del potencial p ara  el 
loop do Polyakov, y con la m asa corriente de los quarks. En el C apítu lo  6 se 
aborda el análisis del d iagram a de fases do QCD tan to  p ara  potencial químico 
real como im aginario. En el C apítu lo  7 se describen algunas propiedades 
mesóiücíLS, m asas y ancho de decaim iento del mesón sigm a p ara  tem peratu ra  
ftnita. En el C apítu lo  8 se exponen las conclusiones de este trabajo .
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Capítulo 2 

Revisión de algunos aspectos 
generales de la Cromodinámica 
Cuántica

Como hemos anticipado en la introducción, en esta  tesis abordam os el es­
tud io  de propiedades de la m ateria  form ada por quarks y gluones \itilizando 
\m modelo ofcctivo do la C rom odinám ica C uántica (QCD). Los modelos efec­
tivos son teoría.s aproxim adas que se construyen im itando características de 
la teoria original. Por lo tan to , antes de adentrarnos en la descripción del tipo 
particu lar de modelo efectivo utilizado en esto trabajo , hacem os una breve 
revisión de algunos aspectos generales de la QCD. En este capítulo dedicamos 
especial atención a  las sim etrías de QCD cjue están d irectam ente vinculadas 
con las transiciones de fase que describimos m ás adelante. Exponem os ademáa 
el formalismo utilizado p a ra  incluir tem p era tu ra  y potencial quím ico finitos, 
así como algunos resultados obtenidos utiHzando técnicas de QCD en la red,

2.1. El lagrangiano de QCD
La C rom odinám ica C uántica es una teoría de gauge no abeliana que 

describe las interacciones fuertes en tre quarks y gluones. La densidad la- 
g rangiana do Q CD está  d ad a  por [2

Ĉ QCD =  C,q u a r k  ^ m a s a  ^ g n u g e

=  ^ ( x )  -  i , ( x ) m i i x )  -  i  G ; „ G f , (2.1)

donde ij>{x) = d{x),  s { x ) . . y  es el cam po de quarks de Nc ~  'i colores y 
N f  sabores, =  ?/’(x)*-7o y =  diag(7T¿i;. irid. . . . )  es la m atriz form ada
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por la.s niasíus desnudas de los quarks. La derivada covariante

D,^ = d , . - i g X ' ‘A ;  (2.2)

que incluye los cam pos de gauge Á° ,  con a =  1 . . . 8 ,  acopla los sectores 
fermiónico y gluónico. Aquí y es la constante de acoplam iento fuerte y X° son 
las m atrices ele Gell-M ann, que constituyen la representación fundam ental 
de los generadores del grupo de color SU{Z).  E stas m atrices satisfacen las 
relaciones

A^ A'] =  tr(A“A') =  2¿“\  (2.3)

donde son las constantes de estructu ra  to ta lm en te  antisimctrica-s. El 
tensor de cam po gluónico que aparece en el ú ltim o térm ino de la Ec. (2.1) 
se define como

=  +  (2.4)

Este térm ino del lagrangiano es responsable de la autointeracción de los cam­
pos de gauge, muy relacionada con el confinamiento, que es una do las ca­
racterísticas principales de QCD.

Tal como está  constituido, el lagrangiano de QCD os invariante auto tran s­
formaciones de gauge SU{S)  en el espacio de color. Por el carácter no abeliano 
del grupo de gauge. QCD tiene ciertas características que la diferencian de 
una teoría de gauge abeliana como la E lectrodinám ica C uántica (Q ED ), Al­
gunas de estas particularidades son:

■ Universalidad: Existe sólo una constante de acoplam iento g para  todas 
bus interacciones en tre quarks y gluones. E sta  es una consecuencia di­
recta  de la invariaucia de gauge local sobre el grupo SU{Nr) .  Además, 
el lagrangiano de QCD contiene autoacoplam ientos ginónicos (vértices 
de tres y cuatro  gluones), por lo que los gluones tran sp o rtan  carga do 
color.

■ Libertad asintótica: A muy altas energías los quarks se com portan  como 
partícu las libres. E sto  es, el acoplam iento se vuelve débil a  cortas dis­
tancias o, equivalentem ente, grandes valores dcl cuadrado del m om ento 
euclídeo Q^. A orden de un lazo, dicho acoplam iento resu lta

47T ( l l - | i V ; ) l n ( Q V A ^ r i . ) ’

donde A .q c d  es el parám etro  de escala de QCD, el cual j)uede deter­
m inarse, por ejemplo, a justando  la ú ltim a ecuación a datos experi­
m entales p ara  grandes valores de Q'^. De esta  forma, se encuentra 
que A-q c d  — McV. La Ec. (2.5) es la base fundam ental p ara  el 
tra tam ien to  pertu rha tivo  de Q CD en el régim en de m om entos grandes.



2,2. S im etría quiral y su ru p tu ra  espontánea

■ Confinamiento: Inversam ente, la Ec. (2,5) m uestra que el acoplam ien­
to  se vuelvo intenso a  bajas energías. Por ta l m otivo, no es posible 
aplicar teoría  de perturbaciones en QCD p ara  describir ningún proceso 
con energías menores que ~  1 -  2 GeV. E sto  hace que resulte difícil 
com prender en detalle el fenómeno de confinamiento, es decir, el hecho 
de que objetos de color, como quarks y gluones, no existan como grados 
de libertad  físicos en el vacío. Es e s ta  característica  la  cjue nos obliga 
a  proponer modelos efectivos que puedan reproducir las propiedades y 
sim etrías do QCD, poro que ofrezcan un m ecanism o m ás simple, para 
poder estud iar ciertas propiedades hadrónicas (como masas, constantes 
de acoplam iento, constantes de decaim iento débil, etc,) y de m ateria  de 
ciuarks (condensados, cam pos efectivos, etc.), que se observan dentro 
de este rango de energías,

■ Sim etría  quiral: En el lím ite de m asas de quarks nulas, el lagrangiano 
de Q CD es invariante an te  el grupo quiral S U { N / ) r ® S t/(A ’/) /. de 
transform aciones globales. E sta  propiedad se explica con m ás detalle 
en la próxim a sección, p ara  el caso de dos sabores de quarks.

■ Invarianciü de escala: D entro del lím ite quiral, el lagrangiano de QCD 
no contiene parám etros dim ensionales, po r ¡o que resu lta invariante 
an te  la transform ación de escala ^l){x) La corriente di- 
la tacional correspondiente no es una corrienti! conservada debido a  co­
rrecciones cuánticas que llevan a  la  anom alía de traza.

2.2. Sim etría quiral y  su ruptura espontánea
Considerem os el lagrangiano (2.1) para dos sabores, u  y  d, en el caso que 

se conoce como lím ite quiral, esto es, considerando que m,, =  =  U. De 
esta  m anera resu lta  =  ü, entonces tenem os ([ue

. ( 2 . 6 )

G racias a  la qiiiralidad bien definida que tienen los cam pos fermiónicos en 
este caso, C qq£, puede separarse en dos partes iguales e independientes. Si 
introducim os los cam pos dextrógiro 'il'a y  levógiro i/'¿ según

,  1 + 7 5  ,  ,  1 - 7 5  ,

4 ’ R  =  — ^ Í ’ L  =  — Tf— ( 2 - 7 )

el prim er térm ino del lagrangiano (2.G) se puede reescribir como

Cquark =  ¿j/f i ’H + i'L  TpL (2-8)
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y es invariante an te  transform aciones globales del grupo

U{2)i,  ® í/(2 )i, =  SU{2)n  ® U{ l )n  ® 5 í/ (2 )¿  ® í / ( l ) i  

cuya acción sobre los cam pos tpa y  ipi está dada por

U(2)n  : V'ñ ^
í/(2 ) / .:  (¿‘ - 0 . 1 , 2 , 3 ) .  (2.9)

Aquí Q'Jj £ son los parám etros de las transform aciones, y tq =  12x2 y r,.  con 
s =  1 ,2 ,3  son las m atrices de Pauli. Las corrientes de N oether asociadas son

í ' l  =  (2 .10)

y se verifica que 5 ,̂ ~  m anera alternativa  podem os escribir
estas corrientes conservadas en térm inos de las corrientes vectorial y axial

K / i^(s )7 '‘tsV’(3;), (2-11)

que están  relacionadas con las corrientes R. L  según

■ /;« ,lW  =  5 K '± - 4 ' . ‘w i .  (2 .12)

Como resu lta que =  O la sim etría quiral es cciuivalente a  la
invariancia frente a  las transform aciones

U{2)v  : V' exp(¿Tstt^)-0

U{2)a ; ^  cxp{i-f5TsncA)Í’> (2.13)

del grupo

U{2)v  ® U{2)!^ =  SU{ 2) v  ® U { l ) v  ® SU{2) a ® U{1)a .

Podem os observar que en el term ino Cgauqr. no están presentes los campos 
fermiónicos, por lo tan to  el lagrangiano (2.6) es invariante an te  transform a­
ciones quirales. Sin embargo, cuando consideram os el térm ino de m asa £mn.?r7 
presente en el lagrangiano (2.1) encontram os que en general las cuadridiver- 
gencias de las corrientes no son nulas. En efecto, tenem os que

=  2?0(z) 7Í?.,r  ̂ ^ (x ) , (2.14)

y ,,/l^(x) =  2i-iJ>{x)[m,T^}'fd>{x). (2.15)

Las transform aciones SU{2)v  y  U { l ) v  son las transform aciones unitarias 
corrcspcmdientcs a la conservación del isorspín y dcl núm ero bariónico, ros- 
pectivam cnto. Las transform aciones quirales SU{2) a y axiales U{1)a a lteran
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la paridad  de un estado  dado. Por ello, la reali/,ación de dichas sim etrías en la 
naturaleza, debería im plicar p ara  cada raultip lete la existencia de o tro  niul- 
tip lete  de paridad  opuesta. E sto  no es lo que se observa experinientalinente, 
de ahí se induce que tan to  S U{ 2) a como son sim etrías que, de alguna 
m anera, están  rolas.

Se sabe que SU{2) a es una sim etría espontáneam ente ro ta. Al ocurrir es­
to, en el caso de quarks de m asa nula, aparecen tres m odos de excitación de los 
cam pos do quarks y gluones, de m asa nula, llam ados bosones de G oldstone. 
Estos tros bosones se asocian con los piones, ya que .se observa experim ental- 
m ente que la m asa de los piones, si bien es no nula, es mucho m enor que la 
de los nucleones. La expresión m atem ática de una sim etría es la conm utación 
del ham iltoniano del sistem a con el operador U correspondiente a la cantidad 
conservada, esto es, [H, U] =  0. Cuando u n a  sim etría está  espontáneam ente 
ro ta , lo que ocurre no es que el conm utador deja de ser nulo, sino que el vacío 
deja de ser invariante frente a  las transform aciones del grupo de sim etría del 
operador U. Como consecuencia de esto, el estado fundam ental deja de ser 
único y pasa a  estar degenerado. E sto  se puede expresar como [H, U] =  O, 
pero con {/ | 0) 0), lo que im plica que los generadores A del álgebra del 
gr\ipo al que pertenece el operador [/, no aniquilan el vacío, esto  es | 0) ^  0.

Por o tro  lado, la  sim etría  U{1)a . está  ro ta  a  nivel cuántico por la  llam ada 
anom alía axial. E sto  signifíca que, si bien la teoría  clásica poseo m ía sim etría 
dada, en el proceso de cuantización ésta  se pierde porque la corriente de 
N oether recibe una contribución ex tra  que hacc (jue su cuadridivergencia 
deje de .ser nula.

2.3. QCD a tem peratura y potencial quími­
co finitos: Formalismo de M atsubara y  
tiem po imaginario

P ara  estudiar \m a teoría  cuántica de cam pos incluyendo tem p era tu ra  y 
potencial químico finitos es usual considerar la m atriz densidad p. cuyos 
valores do expectación {0\p\<l>) indican la probabilidad de que, p a ra  una tem ­
p era tu ra  T  y  un potencial químico ¡.i específicos, el sistem a se encuentre en 
el estado  \(p). El factor de norm alización es la función de partición

Z  = Ti'p. (2.16)

donde la traz a  es evaluada tom ando la sum a sobre todos los valores de ex- 
pcictación posibles en una base com pleta. La función de partición Z  es la  hc'- 
rram ien ta  m ediante la  cual se obtienen todas hvs propiedades term odinám icas
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del sistem a. En general, el valor medio do un operador Á  se puede obtener 
usando

{ Á ) = ^ Z - ' T x p Á .  (2.17)

La matri;: densidad se puede construir a  p a rtir  del ham iltoniano ’H

p =  (2.18)

dond(! 3  OH la inversa de la tem p era tu ra  (suponiendo que la constan te  do 
Boltzm an es k =  1). Como en general nos interesa estudiar la estad ística de 
sistem as ron la posibilidad do creación y dc>;trucción do partículas, utilizamos 
el ham iltoniano correspondiente al ensamble gran canónico

Ú  = H - p Ñ  (2.19)

donde Ñ  es el operador de núm ero de partículas.
Recordemos que en una teoría cuántica de cam pos a  tem p era tu ra  cero, 

la am plitud  de transición entre dos estados se puede escribir, utilizando in­
tégralos funcionales, como

((Í>(fi,íi) |íi(,7:2,í2)) =  ( 0 i | c x p ( - í : 'H ( í i  - Í 2 ) ) | 0 2 )  ^  j  (2.20)

donde c/) es la  variable de cam po, N '  es una constante de norm alización y S  
ia acción doñnida por

S  = j \ t j d ^ x C ,  (2.21)

siendo L  la densidad lagrangiana del sistem a. Si oscril^imos la función de 
partición utilizando una base do estados ¡0 u)

2 - y  (2 .22)

vemos que podem os identificarla con la am plitud  de transición (2.20) si in­
te rp re tam os la acción de como la de un operador de evolución en 
un tiem po im aginario í  =  ¿0. con la condición de que los estados inicial y 
final coincidan (para cam pos bosónicos). Así entonces es posible expresar Z  
como una integral de cam ino [33

=  I  (2.23)

la relación en tre  y la acción en espacio-tiem po euclídeo está  d ad a  por

rS
S r  =  S e  +  d í i N  -  d r  d ' j  C e  +  P p N ,  (2.24)

12
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la integración en r  es en tre ü y y los cam pos satisfacen condiciones de 
contorno periódicas o anti-periódicas

0 (f ,/? )  =  ± 0 (x ,O ) (2.25)

según se tra te  de cam pos bosónicos o fermiónicos.
C uando pasam os al espacio de mom entos, encontram os que la integración 

sobro un intervalo finito im plica que las frecuencias en la transform ada de 
Fourier asum en valores discretos en vez de continuos. Las d istin tas condi­
ciones do contorno determ inan los posibles valores p ara  dichas frecuencias, 
conocidas como frecuencias de Matsubara, y  ésta,s resultan

2rin
—— para bosones

 ̂ (2 n + l)7 T  
------------- para lermiones

2.4. Loop  de Polyakov, sim etría Z3 y  
confinam iento

En la introducción hemos m encionado que según predicciones realizadas 
por cálculos de QCD en la red (LQCD por su nom bre en ingles), en for­
m a aproxim adam ente conjunta  con la transición de restauración de sim etría 
quiral, para  cierta tem p era tu ra  finita y potencial quím ico nulo, ocurre la 
transición de fase de confinam iento - deconfinamiento. cuyo parám etro  de 
orden asociado es el loop de Polyakov [18]. En el caso de la teoría de gange 
pura las fases confinada y deconfinada se pueden distinguir haciendo uso de 
o tra  sim etría de QCD. Esto se detalla  a  contin\iación siguiendo los pasos de 
la Ref.[34].

2.4.1. Z3 center  sym m etry
Tom am os como punto  de p a rtid a  el lím ite m,, 00 p a ra  el que el la- 

grangiano (2.1) tom a la forma

=  (2.27)

A nte las transform aciones del grupo de gauge SU{Z)  de color

n ( . ' c ) (2. 28)
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los cam pos gluónicos transform an según

G , .  G ; , - Í Í G , , n t  (2.29)

y, dado quo 9. =  1 y que la traz a  es cíclica, tenem os que

Tr =  TV ÍJ GV. n H l  G'^"íí^ =  Tr (2.30)

es decir que el lagrangiano (2.27) resu lta invariante.
Por o tra  parte , como fue probado por t ’Hooft [19], en una teorín de gauge 

local S U { N )  aparece una sim etría global Z¡>;, que se conoce como el centro 
del grupo. Los elementos de conm utan con todos los elementos do S U{ N) .  
por lo tan to  son proporcionales a  la  identidad,

n ,  =  e - ‘’'"]l. (2.31)

Como adem ás son elementos de S U { N )  el determ inante de es uno, por lo 
que debe ser

Í ’ = ^ ~ Y '  j  =  0 , l , . . . , ( A ' - l ) .  (2.32)

Si consideram os la teoría  a  tem p era tu ra  finita, según lo expuesto en la 
sección anterior tenem os que la  función de partición es

donde es la versión en espacio-tiem po Euclídeo de (2.27). En la m edida 
de integración V A  aparecen cam pos que, como tam bién hemos descrito en la 
sección previa, obedecen condiciones periódicas de contorno. Es fácil ver que 
estas condiciones siguen satisfaciéndose cuando ac tú a  sobre los cam pos A,,  un 
operador que tam bién es periódico en  r ,  es decir, (lue í1( t .  v +  ,¿) =  í í ( f .  r ) . 
A hora bien, existe o tra  posibilidad para preservar dichas condiciones, y es la 
acción de transform aciones de gauge periódicas a  menos de un elemento del 
centro del grupo.

n { x , T  + p)  =  Q M x , T ) .  (2.34)

A plicando un elemento ta l a  encontram os

A'^X^,t  + ¡3) -  f í{ x ,r  +  ^ )(> l,,(f ,T  +  /5} +  a,0 f i J , ( f , r  +  /?)

=  í ] , í2(x ,T )(y l„ ( f ,r )  + 5 ^ )n J ,( f ,r ) í í) ;

=  í í .v 4 ; ( f , r ) f i í

=  A ',,{x ,r). (2.35)

14
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Es decir que en general existe una sim etría que, en  principio, puede estar 
espontáneam ente ro ta. E sto  perm ite distinguir en tre las fases con quarks 
confinados y deconfinados. Por o tra  parte , debe notarse que en presencia de 
cam pos de quarks, que son anti-pcriódicos en tiem po Euclídeo, la sim etría  Z.v 
está  explícitam ente ro ta. E sto  es así porque an te  una transform ación como
(2.34) tenem os que los cam pos de quarks transform an verificando

-{■ Q) =  f i ( f ,  r  +  ¿í)t'j{x,T +  /3)

=  (2.3ÍÍ)

y sülü se m antiene la condición de contorno (2.25) si — 1. Es decir que 
m ientras existen N  m aneras de satisfacer las condiciones de borde p ara  los 
cam pos büsónicos, y por lo tan to  N  formas equivalentes de describir la teoría 
de gauge p u ra  a  tem p era tu ra  finita, existe una única form a de hacerlo si 
incluimos en ella quarks dinámicos. Por lo tan to , en el caso de Q CD con 
quarks dinám icos la sim etría  Z-s es sólo una sim etría aproxim ada.

2.4.2. Loop de Polyakov
Un parám etro  de orden p ara  la traiLsición de ru p tu ra  espontánea de la 

sim etría  Z^ se puede constru ir utilizando la línea de W iisou térm ica

( \
Li x )  = VQxp  íg A(){x.T)dT  , (2.37)

V  JO  /

donde V  indica ordenam iento del cam ino en la exponencial, g es la constante 
de acoplam iento fuerte y A q es la com ponente tem poral del cam po de gauge 
Euclídeo. .'\nte transform aciones del grupo S U {3) la línea de W ilson térm ica 
transform a como un ob je to  de la representación adjunta.

A p a rtir  de L  se define el loop de Polyakov

0 ( f )  =  ^ T r L ( f )  (2.38)

El loop de Polyakov es un cam po escalar com plejo que depende de la posición 
espacial de una fuente de color estática . A nte la acción de un elemento de Z3 
transform a como un cam po con carga uno

^{x)  -)■ (^'(.t) ^  e“ '^ 0 ( f ) .  (2.39)

P ara  com prender qué representa el loop de Polyakov tom em os la ñmción 
de partición p ara  un sistem a de gluones en presencia de un quark  do prueba
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infinitam ente pesado:

Z q ^  (2.40)

donde ^

S „ e  =  í  d r  f  (2.41)
./O

Podem os calcular el valor medio del loop de Polyakov, esto es 

(0 ) =  i / ^  ̂
Es decir que hallam os que {<!)) es el cociente en tre las funciones de partición 
para el sistem a de gluoues con y sin una fuente ex terna de color, [lor lo 
tan to  es una m edida p ara  la  energía libro F  de un quark  estático extc'rno. 
Entouccs, en el caso de quarks confinados, debe cum plirse (¡ne (0 ) =  0. ya 
que la energía libre de un  solo quark  es infinita. En cambio, si los quarks so 
encuentran  dcconfinados, F  os finita y (0) ^  ü.

Como hemos discutido, en presencia de quarks dinám icos la sim etría Z-i 
está  explícitam ente ro ta, entonces el loop de Polyakov deja de ser un pa­
rám etro  de orden riguroso. Sin em bargo, aún  se lo puede utili^-ar como un 
indicador de la transición confinam iento - deconfinamieuto.

2.5. QCD en la red. Lim itaciones y  algunos 
resultados

Hemos m encionado en la introducción que existe un m étodo ab inüio  p ara  
tra ta r  la  dinám ica de QCD a  bajas energías. Éste consiste en discretizar el 
espacio-tiem po y reoscribir la  acción de QCD en form a tam bién discrcti^a- 
da [14]. En este contexto la función do partición se puede estim ar utilizando 
el m étodo M onte Garlo, es decir, aproxim ando la integral como una siuna so­
bre configuraciones que están  pesadas por la acción. El m étodo de m uestreo 
por im portancia  perm ite reducir los cálculos a  un núm ero lim itado de con­
figuraciones, según la probabilidad con la que ellos pueden ocurrir. 
C laram ente, este m étodo tiene sentido si la acción Euclídea ('s una cantidad 
definida-positiva. El formalismo de tiem po im aginario que hemos visto en 
esto capítulo, útil p ara  estud iar QCD a  densidad finita, implica reem plazar 
P4 por ;/i, por lo que la acción en este caso es en general una can tidad  comple­
ja . Esto im plica a  su vez que no hay m anera de com parar las probabilidades 
asociadas a  d istin tas configuraciones. E sto  es lo que se conoce como el pro­
blema del signo. P ara  ¡i =  O, utilizando LQCD hbre del problem a dol signo,
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se estim a que p ara  dos sabores livianos la restauración  do la sim etría quiral 
ocurre como una transición suave (crossover) a  Te =  173{8) MeV [35], m ien­
tra s  que cuando se incluye el quark  strange masivo la tem p era tu ra  crítica  es 
levemente m ás baja  [36, 37, 38, 39j. Estos cálculos predicen adem ás, que la 
transición de deconfinam iento ocurre en form a aproxim adam ente conjunta 
con la transición ciuiral [40 .

En cuanto  a  la  posibilidad de extender los cálculos a potencial ciuímico 
ñnito  existen varias alternativas. U na posibilidad es hacer un desarrollo en 
serie de potencias do ( i / T  alrededor de /i =  O [41], donde no es tá  presente el 
problem a dol signo. En esta  expansión el radio de convergencia e s tá  lim itado 
por la singularidad m ás cercana en el potencial term odinám ico que es, a  lo 
simio en un punto  crítico. Por lo tan to , esta  a lternativa  puede ser útil para  
estim ar la  posición del p\m to crítico final, que es el pun to  sobre la línea que 
separa las fases con sim etría  quiral ro ta  y res tau rad a  en la que el carácter 
de la m ism a cam bia. Se ha utilizado adem ás p ara  estud iar la cu r\'a tu ra  de 
la línea de transición quiral en la zona de crossover [42], O tra  alternativa 
es u tilizar una técnica conocida como niulti-paTximcter reweighting [43, 44], 
que consiste en tom ar p ara  ¡.i ^  Q e\ mism o ensamble que p a ra  /í =  O, 
cam biando los valores do las m asas de quarks y constante do acoplam iento 
de m anera ta l que ciertas cantidades físicas no cambien. Pero los resultados 
que se ol)tienen de esta  form a presentan m uchas fiuctuaciones debido al hecho 
de que en realidad las configuraciones a  potencial quím ico finito que ocurren 
con m ás probabilidad no son las mism as que a /i =  ü. F inalm ente, es posible 
estud iar qué ocurre con un potencial químico im aginario [40. 45, 46] y, usando 
argum entos de continuidad analítica, ex trapo lar los resultados a  potencial 
químico real y finito. De esta  m anera se han calculado varios puntos del 
d iagram a de fases p a ra  im aginario, estim ándose en particu la r la posición 
del pun to  crítico asociado a la así llam ada transición Roberge-W eiss (RW). 
que es un cambio de fase asociado a  la ru p tu ra  de la sim etría extendida que 
posee QCD en el caso de potencial químico im aginario [47], E sta  transición 
se describe en detalle en  el Cap. 6 , pero vale la pena m encionar aquí que por 
ejem plo en la Ref. [40], se encuentra que p ara  el correspondiente punto  crítico 
es de prim er orden y que ocurre a  T ^w  =  185(9) MeV. En cualquier caso, 
estas estrateg ias se han utilizado para realizar cálculos para valores pequeños 
del potencial quím ico y los resultados se encuentran  aún en discusión.

Por o tra  parto, una lim itación que se encuentra en  los cálculos con téc­
nicas de LQCD, es que en la función de partic ión  aparece el determ üiante 
fermiónico que resu lta  m uy difícil de calcular. Por este motivo, muchos cál­
culos se han llevado a  cabo utilizado el llam ado quenched limit, que consiste 
en suponer una m asa infinita p a ra  los quarks lo que hace c^ue los mi.smos 
perm anezcan estáticos en los sitios de la red. Si bien hoy en d ía  el gran pro-
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2. A spectos generales de QCD

LTMC '0<3 (2)
E TM C ' IO (2 + l  + n
M II.C 'IÜ
QCD SF '10 (2 )
Q C D S F U K Q C D I O
BMWc’in
BMWc'08
PACS-CS ’Ü9
RBC/UKQCD'IO
JLQCD /TW QCD'09
H SC '08
B G R 'IO
C L S ' 1 0 ( 2 )

Figura 2.1; Valores de m asa de pión M , y  espaciam iento de la red a . para  
los que han sido realizados cálculos con técnicas de LQCD p ara  2. 2 +  1 y 
2 +  1 +  1 sabores [52],

gresü en las facilidades de cálculo ha hecho posible iiicluii' quarks dinámicos, 
en general los cálculos todavía se realizan con valores de nuisa por enciiiia de 
los \”dlores físicos procediendo luego a  algmi tipo  de extrapolación para al­
canzar los niisnios. Asimismo, en relación a  las lim itaciones debidas a  los los 
altos castos com putacionales. debem os m encionar la  im posibilidad de hacer 
cálculos tom ando un  espaciam iento de red pequeño, es decir, en un espacio 
discretizadn pero tendiendo al continuo. En la Fig. (2.1) se esquem atizan las 
regiones a  las que h as ta  ahora  se ha accedido p a ra  realizar cálculos con téc­
nicas de LQCD en el plano donde a  es el e.spaciamiento de la red. Se 
puede ob.servar que. si bien se ha avanzado notablem ente ta n to  en el sentido 
del lím ite del continuo como hacia el valor de la  m asa de pión físico, los mis­
mos aún  no se han alcanzado. E studiando la tem p era tu ra  crítica en función 
de la m asa del pión p a ra  valores de m asa fuera del pun to  físico, resultados de 
LQCD indican que Te aum enta hneahnente con la nuusa. y que el parám etro  
de la  pendiente es <  0,05 [48, 49, 50, 51].

Considerando, adem ás de T  y la m asa de los quarks como un parám e­
tro  variable es posible construir diagram as de fases teóricos que facilitan el 
estudio conceptual del com portam iento  de la m ateria  de quarks. y pueden 
com pararse con resultados de LQCD, En la Fig. (2.2) se m uestra lo que se 
espera resulte de generalizar el d iagram a de fases a  potencial químico cero 
tom ando como parám etros libres las m asas corrientes de quarks livianos, u.
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2.5. QCD en la red. Lim itaciones y algunos resultados

(l y  strangc s, considerando m „ =  ma. En este d iagram a encontram os para 
qué valores de m asa de quark  la transición de restauración de sim etría quiral 
es un crossüver o una transición de prim er orden. Tanto  en el lím ite de la 
teoría  de gauge pura, =  md = rris =  oc, como en el lím ite quiral de tres 
sabores, rriu = Tria = rrig = O, se espera que la transición sea de prim er orden, 
m ientras que se espera encontrar un crossover en  el pun to  físico.

E n  los Caps. 5 y 6 de esta  tesis investigam os el com portam iento  de las 
transiciones de fase en condiciones en las que los resultados pueden com­
pararse con resultados provistos por cálculos de LQCD. E sto  os de gran 
im portancia ya que la consistencia en tre am bos resultados perm ite  validar 
el modelo utilizado, así como tam bién ex trapo lar los resultados do LQCD. 
A ntes de presentar rmestros resultados, debem os in troducir el modelo que 
hemos utilizado. Comenz^amos en el capítu lo  siguiente presentando el modelo 
de NJL,
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2. A spectos generales de QCD

F igura 2.2: Columbia Plot. Indica el orden de la transición de fase p a ra  dis­
tin tas m asas corrientes p ara  los quarks u, d  y s. P F  corresponde a  la  posición 
esperada del pun to  físico.

2 0



Capítulo 3 

Los modelos de 
Nambu-Jona-Lasinio y 
Polyakov Nambu-Jona-Lasinio

Como sc' mencionó en la introducción, el así llam ado modelo de Nambu- 
.lona Lasinio [15] (N JL) fuo originalm ente introducido en 19G1 p ara  describir 
un sistem a de nucleones fuertem ente in teractuan tes (mi el cual los mismos 
adquieren su m asa m ediante el mocanismo do ru p tu ra  espontánea de sim etría. 
Con el advenim iento de QCD. hacia m ediados de los años 7 0 , los grados de 
libertad  fermiónicos del modelo fueron rein terpretados en térm inos de quarks, 
y las interaccioues locales en tre ellos como interacciones efecti\'as resultantes 
de los procesos gluónicoa.

El modelo de X JL perm ite incorporar las sim etrías globales de QCD, en 
particu lar la sim etría quiral así como su ru p tu ra  espontánea a baja  tem ­
p era tu ra  y densidad. En el contexto de este modelo es posible estud iar en 
detalle el m ecanism o de generación dinám ica de la m asa de (quarks, la form a­
ción de condensados y el rol de los piones como bosones de G oldstone [16 . 
El modelo de X JL  tam bién h a  sido muy frccuentem ento utilizado p ara  es­
tud ia r la restauración de la sim etría quiral por efecto do la densidad y /o  
tem p era tu ra  [16], así como la aparición de fases superconductoras de col­
or [17]. Sin embargo, p a ra  dar cuenta del m ecanism o de deconfinam iento no 
basta  con un modelo puram ente fermiónico sino que es necesario incluir un 
acoplam iento con el cam po de fondo de color asociado al parám etro  de orden 
usualm ente utilizado para describir dicho fenómeno, es decir el llam ado loop 
de Polyakov (PL) [18, 19]. El modelo así obtenido se conoce bajo el nom­
bre de modelo de Pulyakov-N am bu-Joua-Lasinio (PN JL ) [20, 21, 22, 23], En 
este capítu lo  describim os prim eram ente el modelo de X JL local m ostrando 
cómo aparecen los piones como bosones de Golclstone. Luego exponem os có-
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mo extender el modelo a  tem p era tu ra  y potencial químico finitos e incluir el 
acoplam iento con el PL.

3.1. El m odelo de NJL local
En el modelo íle N JL  m ás sim ple se consideran como grados de libertad  

fermiónicos los ciuarks livianos u  y  m ientras que los grados de libertad  
gluóuicos son tenidos en cuen ta  a  través de una interacción quiral efectiva 
local en tre  los quarks. En ta l caso se puede escribir el lagrangiauo como

C n j l  =  -  m ) i / ' +  A - íh  (3 .1 )

donde m  =  diag(íriu, es la m atriz form ada por las masas; dranudas y

{3*2)

es la interacción local de cua tro  fermiones. E ste  térm ino es invariante ante 
transform aciones de los grupos S V (2)f í ®SU{2) i  y  S U (3)co/rtr y posee sim etría 
C PT ,

3.1.1. Aproximación de cam po medio
P ara  estud iar el com portam iento del sistem a se suele u tilizar [jrimera- 

m ente la aproxim ación de cam po medio de H artree en la cual se reem plazan 
en la interacción (3.2) los térm inos por 2'ipT'ú) donde es
el valor de expectación en el vacío y  f  cualquiera de los operadores de dicha 
interacción. Como el racío  es invariante de Lorentz y tiene buena paridad, el 
único valor de (expectación no nulo posible es (iA'0 ), os decir, el coiidensado 
asociado con la densidad escalar ^ip. La cc\iación do D irac en la aproxim ación 
de H artree resu lta  entonces

i0  -  m  +  2G{‘i¡Ji¡>) i¡!{x) =  0. (3.3)

Vemos por lo ta n to  que cuando la interacción e-scalar en tre fermiones es lo 
suficientom ente fuerte se genera una m asa efectiva

M  = m  + 2G{il'i!j). (3.4)

La Ec. (3.4) es conocida como ecuación del gap, en  aiuilogía con la c'c'uación 
que determ ina el gap de energía en un  superconductor. Dicha ecuación se 
puede representar diagraniráticam ente como se m uestra  en la Fig. (3,1).

3. Los modelos de N anibu-Juua Lasinio y Polyakov Nambu-.Joiui Lasinio
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3.1. El modelo de NJL local

F igura 3.1: Representación d iagram ática de la eciiación del gap (3.4). Las 
líneaa fina y gruesa representan el propagador del quark  desnudo y vestido 
respectivaniente. El lazo fermiónico representa al condcnsado de c|uarks.

En la aproxim ación de cam po medio, el condcnsado {y.̂ 4>) está  dado por

{ipij)) =  —zTi’[5'p(0)] (3.5)

donde S p  es el propagador de Dirac, definido como

=  (3.6)

En la Ec, (3.5) 5 f (0 )  refleja el lazo cerrado de la Fig. (3.1). con la línea 
fermiónica com enzando y term inando en el mismo punto  del espacio-tiempo. 
Como la m asa dinám ica M  aparece en la integral de (V'i/'), la ecuación del 
gap es una ecuación autoconsistente.

La integral S p  es cuadráficam ento divergente y requiere, por lo tan to , 
de un procedim iento de regnlarización apropiado. El m étodo m ás sencillo 
consiste en in troducir un  cu t-o ff p ara  las com ponentes espaciales de m om ento 
A.i e in tegrar sobre la  com ponente tem poral po en la Ec. (3,6). De esta  form a 
se obtiene

N r N f

donde iV¡. y N¡ sou el núm ero de colores y el núm ero de sabores respectiva­
m ente. Por lo tan to , el condensado (i/'V-') representa la densidad escalar de la 
energía negativa de Dirac, in tegrada hasta  el m om ento <  Ay. La ecuación 
del gap describe la interacción de un fermión con la p arte  "activa" del m ar 
de D irac. De la ecuación (3.7) se obtiene la ecuación del gap

,3 .s )

Considerando el lím ite quiral, rn =  0, es sencillo ver que esta  ecuación tiene 
una solución no triv ial con M  ^  O cuando la constante de acoplam iento G
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excedo un valor crítico G ctü =  ^r^/A^, Cuando G > Gcrit los qiiarks adquieren 
una m asa dinám ica, y, jun to  con esta  generación dinám ica fie m asa, encnn- 
tram os una reeslructuración del vacío: aparece un condensadu (0 t>) no nulo. 
Como la densidad escalar ipip rom pe la sim etría quiral, el estado fundam en­
ta l no tiene la sim etría  5 '{ 7 (2 )H 0 5 f/(2 )¿  del lagrangiano. La sim etría quiral 
es espontáneam ente ro ta , y el condensado (irip) es ú til como parám etro  de 
orden p ara  este cambio de fases.

Se distinguen dos casos de realización de la  sim etría  quiral (ver Fig.(3.2)):

1, L a fase W igner-W eyl, en la cual { i¡ i’) =  0 y  los fermiones no tienen 
m asa. Eciuivalentemente, la carga axial Qs = f  auíciuila el 
vacío: í?5 I 0) =  0. E n  el modelo N JL este es el caso p ara  G < Gcrit-

2, La fase N am bu-G oidstone en la cual (ipip) ü y los fermiones tienen 
masa. En esta  fase existe un  bosón de N am bn-G oldstone no masivo. La 
carga axial no aniquila el vacío; Qs | 0) 0. E n  el modelo N JL  esto 
sucede cuando G > G ctü'

Por o tro  lado, p a ra  el caso de m  7  ̂ O, a  pesar de que la m asa dinám ica 
rmnca es estrictam ente cero, se obtiene un com portam iento  sim ilar al descrito 
p a ra  m  =  ü, resultando una curva asin tó tica (curva de trazos do la Fig.(3.2)) 
a  la respectiva al lím ite quiral, ta n to  para el rango do G  pequeños como 
tam bién para G S> 1.

3.1.2. Bosón de Goldstone pseudoescalar
La ru p tu ra  espontánea de sim etría global im plica la existencia de un 

m odo de frecuencia cero, llam ado bosón de N am bu-Goldstone. En este caso 
se tra ta  de un m odo ferm ión-antiferm ión pseudoescalar neutro  (./'" =  0“ ), 
identificado con el pión. Su espín y paridad  reflejan la sim etría axial U { 1 ) a  

ro ta.
P ara  ver cómo emerge del modelo el pión de G oldstone sin m asa, cons­

truim os la m atriz T . que surge de resolver la ecuación de Betlu '-Salpeter 
(ecuación de dos cuerpos) en el canal ferm ión-antiferm ión pseudoescalar p ara  
un dado cuadrim om ento cuadrático  del mesón;

= K .  +  K ,.h { q ‘ ) K ,  +  ■ ■ ■ =  ^

En la Fig. (3.3) se ilustra es ta  ecuación autoconsistente.
La interacción en este canal está  dada por el térm ino G{ií'h^i¡>)^ del la­

grangiano (3.2). Entonces, K„ = 2G  es el núcleo de la interacción, y es la

3. Los modelos de N ainbu-.Ioua Lasinio y Polyakov N am bu-Jona Lasinio
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3,1. El modelo de NJL local

F igura 3,2: Representación do las m asas dinám ioas en función de la constante 
de acoplam iento. Se observan las dos realizaciones de la sim etría quiral: á la 
W iguer-W eyl p ara  G  < G „j/ y N am bii-Golstone para G > Gcrii- La línea 
de trazos representa el caso físico, m ientras que la línea sólida corresponde 
al lím ite ciuiral. con v i  =  0 .

F igura 3.3: R epresentación esquem ática de la ecuación de Betlie-Salpcter 
para la m atriz quark-antiquark  T . Los propagadores de mesones aparecen 
como bandas som breadas, las líneas sólidas corresponden a  los propagadores 
de quarks vestidos en la  aproxim ación de H artree (ver Fig. (3.1)).



3. Los modelos de N aiiibu-Joiia Lasinio y Polyakov Kainbu-Jonn Lasinio

integral dol lazo de interacción dada por

d̂ p 1 1
(3.10)

Ei proceso do regularización de e s ta  integral es idéntico al usado en la ecua­
ción del gap  (3.4).

La m asa m.„ del pión queda determ inada por los polos de la m atriz T , es 
decir, po r la condición

1 -  2G ,h (3.11)

A p a rtir  de la ecuación del gap (3.4) se puede ver que en el límite quiral 
una solución de esta  ecuación es m.„ =  0. E sto  significa fine el pión es un 
pseudo-bosón de G oldstone. un m odo de m asa nula como consecuencia de 
una ru p tu ra  espontánea de sim etría. P ara  ver esto  notam os que fijando =  O
en la Ec. (3 .10) y utilizando que + ̂ ■̂)] = T r(.U ‘ -  ĵf>) =
—i{p^ -  A/^), se puede obtener que

-  - L t v C  (0) (3.12)

C om parando con las ecuaciones (3.4) y (3.5) se obser\'a que

2G
I<nJAq^=(i = i i ’i ’) =  1, (3,13)

por lo que se verifica la validez del teorem a de X am bu-G oldstone.
El modelo de N JL  satisface diversos teorem^is válidos en QCD p a ra  el 

lím ite de m asa de quarks pequeña. Por ejemplo, introduciendo un térm ino 
de ru p tu ra  explícita de sim etría  quiral, SC =  -m iin p , donde ni es una masa 
feiiniónica desnuda no nula, es posible encontrar la relación de Goll M ann- 
Oakes-Renner:

(3-14)
donde es la con.stante de decaim iento dol pión, definida por el elemento 
de m atriz

(O I A,.(Ü) I 7t( í ) )  =  {O I ^ 7,.75'í/'(0 ) I 7r(q)) =  2iUq„  (3.15)

el cual describe el decaim iento del pión vía la corriente axial Af^. La Ec. (3.14) 
es de gran im portancia puesto que conecta los parám etros de la ru p tu ra  
explícita y espontánea de la sim etría  quiral con las constantes de es tru c tu ra  
correspondientes del pión: el condensado (0 t/>) en térm inos de la constante de
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3.2. M odelo de PN JL

decaim iento del pión /„ . La m asa fermiónica desnuda ñ n ita  m  eleva la m asa 
del pión rfíjr desde el valor nulo que ten ía  en el lím ite quiral, de ta l m anera 
que es proporcional a  \/m .  Se puede no ta r que el teorem a de Goldstone 
se verifica nuevam ente a  m edida que m  0.

Como ya ha sido m encionado el modelo de X.IL ha sido muy frecuente­
m ente utih^ado p ara  estudiar his propiedades de los hadrones (incluyendo 
aquellos que contiene quarks extraños), estud iar la restauración de la sim etría 
quiral po r efecto do la densidad y /o  tem pera tu ra , así como p a ra  la aparición 
de fases superconductoras de color, etc. [16,17], Sin embargo, p ara  dar cuenta 
del m ecanism o de deconfinam iento no b as ta  con un modelo puram ente fer- 
miónico sino que es necesario incluir un acoplam iento con el llam ado loop de 
Polyakov (PL). Las características principales del modelo resu ltan te, llam ado 
usualm ente modelo de Poiyakov-N am bu-Jona-Lasinio (PN JL ), son discutidas 
eu la sección siguiente.

3.2. M odelo de PN JL
Teniendo en cuenta lo m encionado al final de la  sección anterior, para  

poder investigar sobre el com portam iento  de la m ateria  fuortem oute iuterac- 
tuan tc  a  tem p era tu ra  y densidad finitas incorporando una descripción del 
deconfinam iento debem os extender lo detallado en ella d(̂  m anera de: i) in­
cluir estas cantidades en el formalismo, ii) incorporar el acoplam iento al PL. 
En cuanto al pun to  i), como se ha mencionado en el Cap. 2, la acción a 
tem p era tu ra  T  y potencial quím ico /í finitos se puede obtener utilizando el 
form ahsm o de M atsubara  de tiem po im aginario, lo cual implica:

■ Hacer p ara  la  com ponente cero del im pulso el reem plazo

(3.16)

donde uin son las frecuencias de M atsubara  que correspondan, según se 
tra te  de bosones o fermiones, como se indica en la Ec. (2.26);

■ M odificar la  integración sobre el espacio de m om entos cam biando la 
integral sobre d icha com ponente por sum as sobre frecuencias según

En cuanto  al pun to  ii) se puede hacer uso de algunas características cono­
cidas del com portam iento  del PL en función de la tem p era tu ra  p ara  cons­
tru ir  un modelo efectivo p ara  una teoría de gauge pura, que luego se acople
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3. Los modelos de N am bu-Jona Lasinio y Polyakov N am bu-Jona Lasiiiio

al modelo de NJL, D entro de estas características podem os m encionar, como 
hemos visto en el capítu lo  anterior, que ((¿)*) =  (0 ) =  0 im plica confinamien­
to. Además, existen cálculos de LQCD p ara  el valor del PL como función de 
la tem pera tu ra  que indican que la transición de deconfinam iento en ausencia 
de quarks dinám icos ocurre a  una tem p era tu ra  Tq =  270 MeV y que es una 
transición de prim er orden [53]. Por lo tan to , es posible construir un potencial 
efectivo p ara  <&, el valor de expectación del PL  en la aproxim ación de cam po 
medio, de m anera ta l que el valor del mism o obtenido por m inim ización do 
dicho potencial vaya desplazándose de acuerdo a  las estim aciones d r LQCD, 
esto es: en $  =  O si T  <  Tq. y  en T  =  Tq pasar a  tener un  m áxim o local en 
cero y uti m ínimo en un valor de í  >  O como señal de la transición de fase. 
E sto  se corresponde con la ru p tu ra  de sim etría Z3 que se describió en el capí­
tu lo  anterior. E ste  m ínimo debe acercarse a  =  1 cuando la tem pera tu ra  
continúa aum entando por encim a de Tq.

De los potenciales p a ra  describir la  term odinám ica del PL  c]ue pueden 
construirse con estas característicaij en es ta  tesis utilizam os dos. El primero, 
basado en el an sa tz  de G inzburg-Landau [23] que tiene la form a polinómica:

U p o ¡ , { ^ ^ ^ \ T )  ^  ^  ^  (3.18)

donde

^2{T) =  (Iq +  Q¡—  +  (3.19)

Los parám etros del potencial están  a justados de m anera ta l que se puede 
reproducir la  ecuación de estado para la teoría de gaugc pura  y el valor de 
expectación del loop do Polyakov.

00 =  6,75. ai = -*1 ,95 , «2 -  2,625,

^  -7 .4 4 . ftj -  0,75, =  7,5. (3.20)

La segunda form a alternativa, que está  basada en la form a logarítm ica de la 
m edida de H aar de integración asociada con el grupo SU{3)  de color [54], es

(3.21)
con los coeficientes param etrizados según

a(T ) =  a„ +  a , ( ^ ) + a 2( | f  y b(T) =  h { ' ^ f  (3^22)

A justando una vez m ás el valor de las constantes a resultados de la teoría de 
gauge p u ra  en la red se obtiene

a o - 3 ,5 1 ,  o , | - - 2 , 4 7 ,  «2 =  15,2, fc3 =  - l ,7 5 .  (3.23)
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3.2, M odelo de PN JL

Eli relación al parám etro  Tq que ñ ja  la escala p ara  el potencial del PL, ha sido 
argum entado [55] que su valor debe ser modificado en presencia de quarks 
dinám icos según Tq =  208 MeV p ara  N f  =  2 y  Tq =  180 MeV p ara  N f  ~  3. 
En loa cálculos llevados a  cabo en esta  tesis se analiza el efecto de este cambio 
sobre las d istin tas m agnitudes de interés p ara  el caso en el que (i =  0 .

En el panel s\iperior de la Fig. (3.4) se nuiestra la succión correspondiente 
a  $  =  de estos dos potenciales p ara  una tem p era tu ra  T  =  iüü MeV, para 
la que todav ía la  transición de deconfinam iento no h a  ocurrido: la sim etría 
Z{'¿) no está  ro ta, y el único mínimo del potencial se encuentra en =  0. Una 
V67 superada la transición de fase, a  m edida que la tem p era tu ra  aum en ta  el 
m ínimo del potencial se va desplazando a  valores finitos de y 'P =  ü se 
convierte en un  m áxim o local. En el panel inferior de la Fig. (3.4) se puede 
ver este coniportaniiento. En la Fig. (3.5) se m uestra el com portam iento 
del PL en función de la tem p era tu ra  jmra am bos potenciales, ju n to  con los 
resultados de LQCD a los que se a ju stan  los parám etros (3,22) y (3.23).

H asta aqui tenem os el modelo de N JL p ara  los quarks por un lado y, 
por o tra  p arte  un  potencial p a ra  el PL  que involucra al sector gluónico. 
El acoplam iento en tre  ellos se puede llevar a  cabo utilizando la derivada 
covariante. E sto  es, en la Ec. (3.1) reem plazar

d,¡ —?■ ~  iA¡¡ (3.24)

con — gG' ,^X°/2.  donde son los cam pos de gauge de color de SU{3).
Por simplicidad, en general no se tom a en cuenta la  dependencia espacial 

del PL, es decir que se asum e que los quarks se nnieven en un fondo constante 
de un cam po de gauge de color, /l.i =  iAo. Además, traba jando  en el llam ado 
yauge de Polyakov. la m atriz A í, tiene representación diagonal

A i  =  +  'r’8'^8 (3.25)

de m anera que hay sólo dos variables independientes: 03 y 0 «.
Entonces, la traza  del PL, $  =  ^Ti-exp(^(03A3 +  ^gAs)), que puede 

tonuirse como parám etro  de orden p ara  el confinamiento, se puede escribir a 
nivel cam po medio como

(3.26)

El modelo de PN JL  h a  sido am pliam ente utilizado j)ara estud iar el d ia­
gram a de fases de m ateria  de quarks [23, 54, 56, 57, 58], así como tam bién 
p ara  describir propiedades hadrónicas [59. 61), 61]. Se ha em pleado adem ás 
en el estudio de estrellas com pactas [62], Sin embargo, los modelos de N.TL
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3. Los múdelos de N am bu-Jüiia Lasinio v Polvakov Nainbu-.Iüua Lasinio

P

Figura 3.4: Potencial term odinám ico del loop de Polyakov para T  = 100 MeV 
(arriba) y p ara  T  =  300 y 350 MeV (abajo). La línea sólida representa al 
potencial logarítm ico y la línea de trazos al potencial polinóniico. Se observa 
cómo am bos potenciales pasan de tener un m ínimo en <& =  O, a tener allí un 
máximo relativo y un  mínimo en algún valor de $  >  O que se dcisplaza hacia 
la derecha al aum entar la tem peratu ra.
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3.2. M odelo de PN JL

T/T_

Figura 3,5: Loop de Polyakov en función de la tem p era tu ra  p ara  loa poten­
ciales polinómico y logarítm ico. Se m uestran con puntos cuadrados resultados 
de LQ CD  tom ados de la Ref. 53].
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3. Los modelos de Nambvi-Joiia Lasinio v Polvakov N atnbu-Joiia Lasiiiio

y PNML preseiilan ciert as lim itaciones. Podem os m encionar po r ejem plo que 
aparecen cantidades divergentes que deben ser regularizadas de algima m a­
nera. P ara  resoK'er este inconveniente una posibilidad que ha sido sugerida es 
reem plazar el térm ino de interacción por una interacción no local y separable, 
como se describe en el próxim o capítulo.
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Capítulo 4 

Extensiones no-locales del 
modelo de NJL

En el Cap. 3 herao.s visto un modelo p ara  la  descripción de un sistem a 
de qnarks in teractuantes, con interacciones invariantes quirales y locales. El 
carác ter local de las interacciones es un aspecto ventajoso dado que simplifica 
enorm em ente los cálculos. Sin em bargo da lugar a  ciertas inconsistencias y 
am bigüedades, adem ás de ser ciertam ente poco realista.

En este capítu lo  introducim os una generalización del modelo de N JL cjue 
representa un  paso hacia una descripción más realista de las interacciones en­
tre  quarks. Explicam os asim ismo el procedim iento <le bosonizaciou, m ediante 
el cual pasam os de describir el sistem a en térm inos de quarks a  hacerlo en 
térm inos de cam pos mesónicos. M ostram os cómo obtener los valores de ex­
pectación en el vacío de los cam pos bosónieos a  nivel de cam po medio, y cómo 
encontrar, incluyendo las ñuctuaciones mesónicas, propiedades como masas 
mesónicas, constantes de acoplam iento, etc. F inalm ente, y luego de detallar 
cómo param etrizar el modelo introducido, presentam os resultados numéricos 
p ara  estas propiedades en el caso de tem p era tu ra  y densidad cero.

4.1. N úcleos de interacción no-locales

La form a m ás general p ara  la acción efectiva en el caso do dos sabores de 
quarks está  d ad a  por la acción euclídea

S e  =  j  H p )  [ / -  M  ^(P)  +  Sint, (4.1)
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4. Extensiones no-locales del modelo de NJL

con el térm ino de interacción

2 J  (27r)> (27t)^ (27t)^ {27r)‘i ^

Í>í{pi)'lp2{p2)i>2'{p2)^!v{p\)- (4.2)

Aquí hemos usado la notación P  =  (pi +p2) /2 .  p = Pi - p ¿ ‘ Los índices 1 .2 , 
1' y 2' corren sobre color, sabor y espacio de Dirac. Por supuesto el núcleo 
de la interacción K v2,v2' {P^P' ,P' ,p' )  debe respetar la  conservación to ta l de 
m om entos así como las sim etrías básicas de QCD detalladas en el Cap, 2. 
E stas restricciones no alcanzan sin em bargo p ara  especificar com pletam ente 
su form a explícita. P a ra  ello se debe recurrir a modelos fenomonológicos 
quo den lugar a ecuaciones relativam ente sencillas de tra ta r . U na posibilidad 
frecuentem ente u tilizada en la lite ra tu ra  (ver p.ej. Ref.[63]) es suponer que la 
interacción corresponde al intercam bio do im  gluón efectivo entre corrientas 
vectoriales con color de quarks. Es decir

=  - J d ' x d ^ y  j ; ( x ) G f , ( x  -  y ) j t ( y )  (4.3)

donde

j'^ ix) =  (4.4)

Suponiendo que las com ponentes diagonales del propagador efectivo de gluo- 
nes son las dom inantes (es decir, ~  y) ~  -  y)) y  utilizando
las transform aciones de Fierz [17, 24] se obtiene que esta  interacción d a  lugar 
a  un núcleo de la forma

K , 2. M P , P \  P' ,p' )  =  -  P ')Y ,c „ A % A '}y .  (4.5)
O

En esta  ecuación A“ representa productos de m atrices de color, sabor y  Dirac, 
y c„ son los coeficientes que surgen de las transform aciones do Fierz. En 
general, en los modelos más simples sólo se retienen las com ponentes singletes 
de color relevantes p ara  el m ecanism o de ru p tu ra  de sim etría. Es decir

(4.6)
a

donde Fq =  con a  =  1 ,2 ,3 , En cuanto a  lo que hace a  la dependen­
cia en los m om entos, la  d ad a  por la función G {P  -  P ')  lleva a  ecuaciones del 
gap tipo  ecuaciones integrales no lineales que son com plicadas de resolver. 
Por ese motivo, es conveniente in troducir una simplificación adicional que 
consiste en asum ir que la interacción es separable, es decir

C {P  -  P>) ^  G g { P) g{ P ' )  (4.7)
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4.1. Núcleos de interacción no-locales

9{P)

Figura 4.1: R epresentación diagram ática de la Ec, (4.8). En ol d iagram a de 
la Í7:quierda K  es un núcleo de interacción de cuatro  ])untos que depende de 
todos los mom entos, m ientras que en la derecha aparece en cada vértice el 
factor de form a g{p).  que depende de un solo momento.

donde ^(ü) =  1. Teniendo en cuenta las aproximacione.s h as ta  aquí m en­
cionadas una forma adecuada p ara  el núcleo de interacción es

(4 i

donde la sum a sobre a  =  0 .1 ,2 ,3  está  sobreentendida. El reem plazo (4.7) está 
representado en la Fig. (4.1). En la función g{P)  se encuentra la información 
acerca de la no-localidad de la interacción, y es por esto que en general recibe 
el nom bre de regulador o factor de forma. Notem os aquí que desde el punto 
d(‘ vista del núcleo de interacción el modelo de N,)L corresponde a u tilizar la 
Ec. (4,8) con g{p) =  1.

En este pun to  os im portan te  no ta r que la form a m ás general del p ropa­
gador ferniiónico es

Z{P)
S{p)  = (4.9)

-  ’̂ + M í p )

donde M[p)  es la m asa efectiva y Z{p)  la  llam ada renoTmalización defu n ció n  
de onda (W FR  por las iniciales en ingles) de los cjuarks. Si bien el núcleo 
dado en la Ec. (4.8) puede dar lugar a  una m asa efectiva no triv ial el mismo 
im plica Z{p) =  1. lo cual no está  de acuerdo, por ejemplo, con los resultados 
encontrados en cálculos de QCD en la red que indican que a  m om ento cero 
las correcciones de la  WFR. pueden ser h as ta  del orden del 30%  [64, G5, G6 . 
P ara  dar cuen ta  de estas correcciones es necesario in troducir una interacción 
en tre qiiarks adicional. U na form a conveniente os [ü7

K Í v A P .p - ,  P ',P ')  =  G p V / ( P ) / ( O J ’ " í ’ '' '7 f2 'r í r .  (4.10)

Por lo tan to , en lo que sigue utilizarem os la sum a do los núcleos dados en las 
Ecs. (4.8) y (4.10) p ara  m odelar las interacciones en tre quarks generadas por
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4. Extensiones no-locales del modelo de NJL

QCD en el régim en no pertm 'bativo. A ntes de term inar esta  sección conviene 
aclarar que la form a d ad a  en (4.10) no es la única que da lugar a  una función 
Z(p) no trivial. U na form a alternativa  h a  sido in troducida en [68], la misma 
es

K Í vA P . k P ' J )  = ¡ (P)¡ (P‘) p  ■ P'.  ( 4 . 11)

Es posible ver que dentro  de las aproxim aciones Lusualmcntc utilizadas para 
t r a ta r  este tipo  de modelos efectivos (ver secciones siguientes) este tipo  de 
interacción alternativa conduce a  resultados muy similares.

4.2. M odelo quiral de quarks no-local
De aquí en adelante consideram os un modelo de quarks quiral no-local 

p ara  dos sabores, con acoplam iento en tre los quarks dados por la sum a de los 
núcleos (4.8) y (4.10). Expresada en térm inos do cam pos definidos en espado  
de coordenadas, la acción efectiva euclídea correspondiente está  dada por

S e  = I  d \v  ^  [?a(a:)ja(í^) +  jp ( 3 : ) jp ( x ) ] | , (4.12)

donde =  (u,d)'^ es el doblete de ferraiones. y  m  =  diag(m u, rnd) es la 
m atriz  de m asas corrientes. Así como en el caso local, consideram os sim etría 
de isoejspín, =  r r id  =  m .  El térm ino de energía cinética en la Ec, (4.12) 

incluye el operador que en espacio Euclídeo es tá  definido como ^  -I- 
')id¡dT. con 74 =  no- En el térm ino de interacción aparecen las corrientes 
no-locales ja{x)  y  j p { x )  que están  dadas por

Ja{-r)= ¡  é z G { z ) \ i ) [ x - ^ ^ T a } p  
J  \  ¿ /

j p ( x ) =

donde =  ( l . n ñ f ) ,  y u{x ’) ^ v { x )  = u{x')d:rv{x) -  d:^u{x')v{x). Las fun­
ciones G{z) y  J^{z)  en (4.13) son factores de form a covariantes no-locales 
que caracterizan las interacciones correspondientes. Notemos que las cuatro  
corrientes ja{x)  requieren el mismo factor Q{z)  p ara  garan tizar invariancia 
quiral, m ientras que el acoplam iento j p { x ) j p{ x )  es invariante an te  transfor­
maciones quirales. La com ponente escalar-isoescalar de ja{x)  genera en el 
propagador una m asa de quark  que depende de su im pulso, m ientras cjue 
la corriente j p { x )  es la responsable de la  renorm alización de función de on­
d a  q\ic depende del impulso. Por conveniencia definimos una constante do
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4.2. M odelo quiral de quarks iio-Iocal

acoplam iento com ún G s  p ara  am bos térm inos de interacción, no tando que 
la Tuerza rela tiva entro estos acoplam ientos está regulada por el parám etro  
dim ensional Kp introducido en (4.13).

Conviene en este pun to  realizar una bosonización de la teoría  lo cual 
nos perm ite tr a ta r  d irectam ente con los grados de libertad  físicos de bajas 
energÍBvS, es decir los mesones, en lugar de con grados de libertad  de quarks. 
P ara  esto, tom am os como punto  de p artida  la funcional generatriz

(4.14)Z  = j  V ií/ V ií' cxpI - S e 

donde S e  está  d ad a  j)or la Ec, (4.12). Es decir,

2  =

O X j )

'Difj'Dxp exp 

G s

X

(4.15)

Si consideram os la relación

¡ \ j ( x ) ] =  j v S 5 \ e ( x ) - i ( x ) \ S ( S ( x ) ) ,  (4.10)

donde hemos introducido el cam po auxiliar ^(,x), y  hacemos uso de la repre­
sentación de la función 5 dada por

5[^(x) -  í(.t)] = N  j v M  cxp j é x  M{x)[9{x)  -  j{x)]  , (4.17)

donde M { x )  es un cam po bosónico y  N  es un factor de norm alización, vemos 
que

f{j {x)]  = N  I  V e V M  exp M { x )  [tí{x] -  j { x ) f {8{x)) .  (4.18)

U tilizando la relación (4.18) es posible escribir las exponenciales de los pro­
ductos corriente-corriente que aparecen en la segunda ünea de la Ec. (4.15) 
de una m anera m ás conveniente. O btenem os así

Z  = j  'Da[VTTí;'Da2 x

V-iJjD iJ) exp -  I  d^x ipix)

+7Tfc(x)jA.(a:) +(72(x);p(a;) X

V S i W ^ V S ^  cxp d^x {ai{x)Si {x)  + 7Tk{x)Pk{x) + (T2{x )S2{x ))

(4.19)% S ¡ { x )  + P , [ x ) V , { x )  +  S¡{x))
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4. Extensiones no-locales del modelo de NJL

donde S\ .  Pi; y  S 2 son los cam pos auxiliares asociados con las corrientes jo- 
jk  y  j p  respectivam ente y  (J\, y  ct2 los corre-spondientes cam pos bosónicos. 
N otem os asim ismo que no hemos incluido los factores de normali/>ación ya 
que los misinos no son relevantes p ara  los cálculos posteriores. U tilizando la 
forma explícita de las corrientes d ad a  en la Ec, (4.13) ju n to  con el formalismo 
convencional que se puede encontrar, por ejem plo en  [69], la integral sobre 
los cam pos fermiónicos se puede realizar en form a sencilla. Por o tro  lado, 
la in tegral sobre los cam pos auxiliares que aparece en la tercera línea de 
la Ec. (4.19) se puede hacer en form a inm ediata com pletando cuadrados. 
T ransform ando por conveniencia todos los cam pos al espacio do m om entos 
se obtiene finalm ente

Z =  I VaiV a2T> 7rexp[-S ‘̂ % (4.20)

donde

- 5 ^ '  -  -  hi det /I
I d^p

2 G s J  (27t)^ 

y el operador A  es, en espacio de momentos

ai{p)(7 :{ -p )  +  n { p ) ñ { - p )  +  (T2{p)a2{-p)

(4.21)

A{p,p' )  = ~{ f í  + m r){2T T Y S '''^ \p -p ')

+ /

p + p
2

P + P

\

.(^l{p' -  P) + h b T  ■ 7^{p' -  P)

yi+  f
2 k ,

■(^2{P' -? )■ (4.22)

Debido a  la  invariancia de Lorentz las transform adas de Fourier de G{z) y  
T {z ) .  g{p) y  f {p )  respectivam ente, pueden ser funcionas solo dep^. Asumimos 
que los cam pos í7i,-2 tienen valores medios no triviales, m ientras que el valor 
medio de los cam pos pseudocscalares son cero, debido a  que el \'acío tiene 
buena paridad. De esta  m anera podem os escribir

(T:{x) = á : + S a ] { x )  

(72(3:) =  Kpá2+Sa2Íx)  

n  = Sit{x).

(4.23)

R eem plazando en la acción bosonizada, y expandiendo en potencias de las 
fluctuaciones mesónicas, obtenem os

^bos _ gMFA _|_ gqund (4.24)
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4.2. M odelo quira! de quarks no-local

La acción por unidad de volum en a  nivel cam po medio es

■̂2 .-2;̂ 2

(47

donde el propagador de quark  en la aproxim ación de cam po medio Vo{p)  está 
dado ])or

T̂oip) = - r í  + M{p)
(4.2(i)

con

z{p) = ii-á,f{p)r^
M{p)  =  Z{p){Tnc + d:g{p)). (4.27)

El term ino cuadrático  se puede escribir como

S r "  G, , í j>^)SM{p]SM{-p) :  M  = n  (4,28)

donde a y a '  están  relacionados con a i 2̂ por

óa  =  eos O 5ai — sin O 6az 

óa'  =  sin 6 í(Ti +  eos d 6a 2

(4.29)

(4.30)

y el ángulo de mezcla O es tá  definido de m anera que no exista mezcla entre 
a  y  a'  a  nivel cuadrático. Las funciones introducidas en la Ec. (4.28)
son

d̂ q ,^̂ Z{q̂ )Z{q-
rs J (27t)^

M { q ^ ) M { q -

D{q^ ) D{q - )
q -̂q- +

(4.31)

con q"  ̂ = q ± p / 2  y D{q) = r /  +  M{q'^), y

Gaia,{p'^) +  Ga202{p^)GaAp') =

■\
Ga,ai(p^) - (4,32)
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4. Extensiones no loca les  del modelo de XJL

donde

(P^) 

Grj2fti{P )

1
- m

Gs D {q + ) D {q - )

2q^

8Â c f  (I’?r" í 2\ _  ° ^ c  f  
^ÍTlffjíP ) “  . - i  Kn J {2ny

Zj<l^)Z{q-)
D {q + ) D {q - )

x q - q M { q * ) + q ^ M { q  ) (4.33)

4.2.1. Aproximación de campo medio

Eli una prim era aproxim ación traba jam os a nivel de cam po medio (MFA), 
en la que sólo tenem os en cuenta los valores de expectación no-nulos de los 
cam pos bosónicos, (7i,2. Estos deben ser tales que m inim izan la acción. Es 
decir.

=  0 (4,34)

de donde obtenem os las ecuaciones del gap

á^p ^ j^ jZ {p)A Í(p)

e^ +  S N , G s J
(27t)^ k I  D{p)

O

0 .

(4.35)

(4.36)

a  p a rtir  de las que podem os encontrar los valores de expectación requeridos. 
Luego, a  p a rtir  de ellos se pueden obtener cant idades relevantes como el va­
lor medio del coiidensado de quarks, (qq) =  {ñu) =  (dd).  Estos condensados 
se calculan haciendo la variación de l n 2 ^^^-'' =  con respecto de las
masas corrientes de los quarks. Como esta  can tidad  resu lta divergente la regu­
larizam os sustrayendo el valor del condensado p ara  quarks no in teractuantes. 
O btenem os así

(4.37)
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4.2. iModelo quiral de quarks no-local

4.2.2. Masas mesónicas
P ara  hacer contacto con la fenomenología hadrónica es necesario ir más 

allá de la aproxim ación de cam po medio e incluir fluctuaciones mesónicas. 
De hecho, a  p a rtir  de la acción cuadrá tica  (4.28) se pueden obtener las masas 
de los mesones resolviendo la ecuación

=  O- (4.38)

En el caso dol sistem a cr -  cr' el ángulo de mezcla está  dado por 
donde

Las constantes de acoplam iento m esón-quark están  dadas por

-1 _  í \ _íiMqq — — dp^
(4.40)

N otem os que. debido a  la mezcla presente en el canal escalar, el correspon­
diente vértice tiene dos com ponentes. Entonces, p ara  el vértice oqq tenem os

donde
y<7qq y^gq COs0¡ 9aqq — Scrqfj SÍH 6̂ . (4.42)

4.2.3. Constante de decaimiento débil del pión
En la Ec. (3.15) definimos la constante de decaim iento débil del pión. Con 

el objeto  do obtener una expresión explícita p ara  la  corriente axial, debem os 
aplicar una transform ación de gauge a  la  acción efectiva S e , in troduciendo 
un conjunto de cam pos do gauge axiales ^ “ (x). P ara  una teoría  local, usual- 
m eute esta transform ación de gauge se realiza haciendo el siguiente reemplazo

+ (4,43)

Pero en este caso, debido a  la no-localidad de los cam pos involucrados, se 
deben reahzar reemplazos adicionales en los térm inos de interacción [70

l';(x -  2/ 2) ^  ^V^(x,x -  z / 2 M x  -  z /2)

+ z / 2 )  ^  + z / 2 ) \ Va {x  + z /2 ,  x).  (4.44)
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4. Extensiones no-locales del modelo de NJL

Aquí, x  \  z  son las variables que aparecen en las definiciones de las corrientes 
no-locales (4.13), y la  función WA{x , y )  está  definida por

l'r^ (x ,y )  =  P e x p  ■ Af ,{s)  . (4.45)

donde s corre a  través de un cam ino arb itra rio  que conecta x  con y.
U na vez constru ida esta  acción efectiva “gaugeada” , resu lta  fácil obtener 

la  corriente axial como la derivada de esta acción con respecto a 

evaluada en A,i{x)  =  0. Realizando luego la derivada de las expresiones 
resu ltan tes con respecto a  los cam pos de mesones renorm alizados, se puede 
finalmente identificar las correspondientes constantes de decaim iento débil 
de los mesones. Luego de algunos cálculos se puede obtener

/ ,  =  (4.46)
m i

con

x[q-^ ■ q - + M{q^)M{( i - ) \ .  (4.47)

Es im portan te  n o ta r que la integral sobre la variable de cam ino s de la 
Ec. (4.45) se puede resolver en form a exacta, lo que im plica que la m ism a os 
independiente del cam ino de integración. En el lím ite quiral, la expresión de 
la Ec. (4.46) tiene una form a relativam ente simple, dada por

la c\ial conecta con la relación de Goldberger-Tl-eiman.

4.2.4. Ancho de decaimiento
Si expandim os la acción hasta  tercer orden en las fluctuaciones mesóriicas 

podem os calcular el ancho de decaim iento del mesón a  a  dos piones 
P ara  ta l fin os necesario calcular

bo$ . 4^4
X f  a i  ( g  +  ? l  +92)5aiG<,„fr(9 (4.49)
6a{q)6n^{q])5TT'‘{q2)

donde los cam pos mosónicos están  ya renorm alizados. En térm inos de los 
cam pos sin renorm alizar, y teniendo en cuenta la  m ezcla ct{ -  tenem os

=  G „ ^¿q^)G ^^¿q l)G ^^^{q l)G ^^„ {(Í\q lq Í), (4.50)
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4.2, M odelo quinal de quarks no-local

7T.
F igura 4.2: D iagram a de Feyunian para ol decaim iento cr —̂ tttt

donde

(4.51)
y las expresiones de las constantes de acoplam iento en tre f7i y (72 y dos piones 
sin renorm alizar se pueden obtener de la expansión de la acción. O btenem os

G a,rrrr(?^9^92) =
(Tic f k i + k 2 \  f k  + k ' ^

9

X

(27:)*» I 2

Z{k)Z{k^)Z{k2

<)
\ 2

k +  k<,\
2 /

D{k)D{k{)D{k. , )  

f

M { k ) k i - k 2 -  M { k i ) k ' k 2

- M { k 2 ) k  ■ h  -  M{ k ) M{ k i )M{ k 2 ]  

SNc f  d^Á; J k i  +  k 2 \  í k  +  k A  f k  +  k¿'^
(2^)

Z ( k ) Z { h ) Z ( h )  , ,  ,
D { k ) D { k { ) D ( h ) y ^  ‘ '

+(fr, +  kx) ■ [í/(l-i) .W (fr)t2 -  M{ k 2 ) M( k¡ ) k  
+ A/(A’2)A/(A:)A’i (4.52)

donde ki = k  +  í/j , ír-2 =  /i' -  qo y  =  (f/i +  q-2 f '  num era sim ilar para a ' 
tenem os

G„V7r(<'/,9?,g2) =  Ga'^¿q-)G^g¿q^{)G^q¿qÍ)Ga‘̂ A Q ^,qlq¡)-. (4.53) 

donde

Gc'nniq^, 9?, qí) = G„^„^{q‘̂ , qj, q¡) sin d{q'^) + G„^„„{q\ q lq ¡ )  cos^(9^).
(4.54)

En térm inos de g,\jT,„ =  G M ^A '^ iin m l^rri^ ), el ancho de decaim iento se 
puede expresar como

rAi—>W7T — I j l l U L .
2 IGTrrric \

1 _  ^  
m i

(4.55)
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4. Extensiones no-locales del modelo de NJL

O tras cantidades de interés como las constantes asociadas a  la dispersión 
pión-pión so pueden obtener incluyendo en la acción potencias más grandes 
de las Hnctuaciones.

4.2.5. Param etrizaciones del modelo NJL no-local

P ara  com pletar la descripción del modelo que hemos presentado debem os 
fijar los valores de los parám etros y elegir una dependencia funcional p ara  los 
factores de forma f ( p )  y  g{p) que caracterizan la interacción cu tre  quarks. 
Siguiendo la referencia [27] utilizam os tres sets de parám etros diferentes.

En prim er lugar consideram os un se t de parám etros en el que fijamos 
Z{p)  =  1 y utilizam os un factor de form a exponencial para g{p).  Lo llamamos 
se t A y resu lta  ú til p ara  analizar los efectos de considerar W FR .

P ara  el que llam am os set B tom am os los frecuentem ente utilizados fac­
tores de form a exponenciales

¡?(í)) =  cxp( - p VA^), / ( p ) =  e x p (-p 7 A ? )  {4.56)

Los parám etros Ao y Ai determ inan el rango de no-localidad de la interacción 
para cada canal en espacio de mom entos. F ijando la m asa corriente de los 
quarks y el condensado quiral a  los valores riic =  5 ,7  MeV y =
240 McV, el resto  de los parám etros se determ inan de m anera ta l que so 
reproduzcan las valores em píricos / ,  =  92 ,4  MeV y n?» =  139 MoV. y Z (0) =  
ü, 7, valor que está dentro  del rango sugerido por resultados de LQCD [60 .

Y en el tercer caso, que llam am os set C, asam os como factores do forma 
funciones Lorentzianas

1 + n .  , 1 + a ,  -  m c a j ,{ p )

(4.57)
donde

U { p )  =  [l -I- (pVAo)^^^]~‘ . f z i p )  =  [l +  (pVA?)] (4-58)

Eligiendo =  2 ,3 7  MoV, On, =  309 MeV. fv- =  —0,3 , Aq =  850 MeV y 
A] =  1400 MeV se pueden reproducir bien los resultados de LQCD para las 
dependencias con el m om ento de la función de masa fm{p) y  ia función de 
renorm alización Z{p).  así como los valores em píricos de in„ y  f„.  E sto  se 
puede observar en la Fig. (4.3).

En la fab la (4.1) se resumen los valores de los parám etros correspondientes 
a  las tres param etrizaciones propuestas.
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4 . 2 . Modelo quiral de quarks no-local

Set A Set B Set C
me MeV 5.78 5,70 2.37

20.65 32,03 20-818
A„ MeV 752.2 814.42 850.0
Al MeV 1Ü34.5 1400.
Kp GeV 4,180 6.034

Cuadro 4.1: Sets de parám etros utilizados en el modelo de N JL no-local.

/7[GeV]

F igura 4.3: Funciones f ( p )  (arriba) y WFR., Z(p)  (abajo), p a ra  las tres 
param ctrizacioncs del modelo de N JL no-local com parados con resultados 
de LQCD [66], En el panel superior se m uestra  tam bién la form a escalonada 
de la ñm ción de nuisa en el modelo de NJL local.
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4. Extensiones iio-locales del modelo de NJL

4.2.6. Resultados numéricos a tem peratura y densidad  
nulas

E n la tab la  (4.2) se presentan  los resultados p ara  las propiedades de 
cam po medio. la.s ma.sas de los mesones y los parám etros de decaimiento, 
l^ara los tres sets de parám etros descritos en la sección anterior. Como se 
puede observar en esta  tab la  p a ra  las param etrizaciones exponenciales (sets 
A y B) los valores em píricos de f„  y  m„  son consistentes con condensados 
de quarks que están  dentro  del rango de los valores fenornenológicos citados 
usualm cnte 200 -  260 MeV [71, 72] m ientras que con el set C  se
obtiene un valor del condensado de quarks un  poco por encim a de eso rango, 
Por o tro  lado, la m asa de quarks corriente obten ida con el set C  es un poco 
m enor a  la.s obten idas con los sets A y B. Esto merece cierta atención. Tanto  
el condensado como las m asas de quarks son cantidades que dependen de 
la escala. En particu lar, los valores fenornenológicos citados anteriorm ente 
corresponden a  una elección de escala de renorm alización /i =  1 GeV. En 
el set C  algunos parám etros han sido determ inados para obtener mía i)uena 
aproxim ación a  los resultados de LQCD p ara  la función Z{p)  [66]. con una 
elección p ara  la escala de renorm alización fi =  3 GeV, Pero dado que el 
lagrangiano de este modelo satisface [67] la  relación de Gell-M ann-Oakes- 
Rennev (3.14), y que p ara  todos los sets f„ y m„ se a ju stan  a  sus valores 
empíricos, está  claro que la calidad de la descripción del condensado do quarks 
y de las m asas corrientes están  m uy relacionadas en tre sí. U tilizando las 
relaciones ê st andar p a ra  pasar de la  e.scala de 3 GeV a  la do 1 GeV. se obtiene 
que -{q q Y ^^  — 284 MeV lo cual está  alrededor del 10%  por encim a del lím ite 
em pírico superior. Una posible form a de reducir el valor del condensado en 
este set .sería reducir el parám etro  Aq. P a ra  Ao ~  600 MeV por ejemplo, se 
pueden obtener valores p a ra  las m asas y condensados de quarks c|ue estén 
dentro de los lím ites fenornenológicos. Sin embargo, este valor im plica reducir 
dem asiado el cam po do aplicabilidad del modelo,

Por o tro  lado, la m asa y el ancho del mesón a  m uestran cierta depen- 
d(’ncia de la param etrización. Sin em bargo esta  dependencia es m enor que !a 
que se encuentra en el modelo de K,JL local. Los valores obtenidos para 
las m asas son algo mayores que los valores obtenidos experim entalm ente 
478^23 i  1" [73] y 3 9 0 MoV [74], m ientras q\ie los anchos son com­
patib les con los valores experim entales 324^^0 73 y 282 tH  MeV 74
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4.3. Acoplam iento al PL: modelo n lPN JL

Set A Set B Set C
MeV 424 529 442

Ó2 -0 .4 3 -0 .4 3
M{Q) MeV 430 375 311
m 1.0 0,7 0.7
- { q q y / ^ MeV 240 240 326

MeV 139 139 139
9‘̂rqq 4.62 5.74 4.74

u MeV 92.4 92.4 92.4
rria MeV 683 622 522

jaqq 5.08 5.97 4.60

0''^-Haqq -0 .7 7 -0 .2 6
r̂ UTTTT MeV 347 263 182

C uadro 4.2: Algunos resultados obtenidos utilizando tres .sets do parám etros, 
en el caso de tem pera tu ra  cero.

4.3. Acoplam iento al PL: m odelo nlPNJL
De la m ism a m anera que describim os en la Sec. 3.2, es posible acoplar el 

modelo N JL no-local al PL  p a ra  constru ir un  único modelo c}ue incluya la 
descripción de los grados de libertad  de quarks y gluones. Como ya lo hemos 
detallado en el capítu lo  anterior, p ara  esto se procede utilizando la derivada 
covariante. -  íA ,,, donde son los cam pos de gauge de color. Do
esta  form a se p\icdo escribir la  acción efectiva Euclídca [75

G s

+  M(<!>[yl(.T)])} , (4.59)

donde tp =  (u, d)'^ es el doblete fermiónico de N f = 2 sabores, y m  = 
diag(m u, mrf) es la  m atriz de m asas corrientes de los quarks. Así como en el 
capítu lo  anterior, asum im os sim etría de isoespín, n?u =  m¿  =  m . E l operador 
7 (̂9^ en espacio Euclídeo se define como 7 ■ V  +  'yA^jOr.  y las corrientes 
no-locales ^„(x) y j p { x )  que describen la interacción entre quarks son laa 
definidas en las Ec. (4.13). Los parám etros que empleamos son los que figuran 
cu la ta b la  (4,1).

E ste  modelo es el cjue se u tiliza en los próximos capítulos, tom ando como 
pun to  de partida  la  arción (4.59). Valiéndonos dcl formalismo de M atsubara 
y tiem po im aginario una voz más, podem os incluir tem pera tu ra  y densidad
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4. Extensiones no-locales del modelo de NJL

finitas. En cuanto al potencial T ), que controla la term odinám ica del PL 
hem os in troducido dos formas alternativas, u n a  expresión polinómica (3.18) 
y o tra  logarítm ica (3.21). Además, la  teoría se puede bosonizar. ta l como 
en la Scc. 4.2. Haciendo una aproxim ación a  nivel cam po medio podem os 
obtener el potencial term odinám ico que nos perm ita  obtener los valores de 
expectación de los cam pos bosónicos y a  p a rtir  de ellos, las cantidades que son 
de nuestro interés. En particu lar, en el capítulo que sigue nos concentram os 
en estud iar Las tem peratu ras críticas p ara  las transiciones de restauración  de 
sim etría quiral y deconfinamionto en el caso en el que el potencial químico 
es cero.
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Capítulo 5 

Transiciones de fase a potencial 
químico cero

En este capítu lo  analizam os, en el contexto del modelo de Polyakov- 
N ainbu-Jona-Lasinio no-local (nlPN JL ) p ara  SU(2), las tem pera tu ras críti­
cas p ara  las transiciones de restauración  de sim etría  quiral y deconftnam icnto 
cuando el potencial químico es nulo. La inspección de las transiciones en es­
ta s  condiciones es de fundam ental im portancia  debido a  que p ara  // =  O es 
posible estud iar QCD a bajas energías utilizando técnicas de LQCD, por lo 
tan to , existen resultados de este m étodo ab initio  con los cuales con trastar 
aciuellos obtenidos utilizando modelos efectivos como ol nlPN JL.

Tal como mencionam os en el Cap, 2, la  mayoría de los cálculos de LQCD 
utilizan valores de m asa corriente de los quarks m  que equivalen a  m asas 
de pión superiores a  su valor experim ental. Por lo tan to , es de gran interés 
analizar si las predicciones dcl modelo m uestran  consistencia con los resu lta­
dos de LQCD, ta n to  p a ra  com probar la validez del modelo, como p ara  poder 
ex trapo lar los resultados de LQCD h as ta  el valor físico de la m asa del pión.

Por o tro  lado, resu lta que luio de los problem as del modelo de P N JL  local 
es (¡uc. una voz qiio el potencial dol PL ha sido a ju stado  p ara  reproducir los 
resultados de LQCD p ara  la teoría de gauge pura se encuentra [23] que la 
tem pera tu ra  crítica p ara  lcU> transiciones do restauración de sim etría quiral 
y deconfinam iento p ara  /i =  ü, Te «  22Ü MeV, es un poco a lta  en relación al 
valor que provee LQCD aceptado actualm ente p ara  dos sabores livianos, que 
es Tt =  173(8) MeV [35]. U na solución p ara  esta dificultad sigue de la obser­
vación hecha en el contexto del modelo “Polyakov quark-uicson” [55] donde 
se afirm a que en presencia de quarks dinám icos el parám etro  To que fija la 
escala del potencial del PL  debe reducirse. Sin cnibargo, en contradicción 
con resultados de LQCD, cu el modelo P N JL  local esto causa u n a  separación 
notable en tre las tem pera tu ras críticas p ara  am bas transiciones [76]. Si bien
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5. Transiciones de fase a  potencial quím ico cero

es posible subsanar este inconveniente, esto requiere incorporar acoi)lamien- 
tos adicionales con nuevos parám etros libres. Se h a  sugerido incluir una in­
teracción ex tra  en tre ocho quarks [76] o bien asum ir que la constante de 
acoplam iento quark-quark es u n a  función ad hoc del PL [77 .

Dedicamos la prim era p arte  de este capítulo a  estud iar cuál es el im pacto 
sobre laa tem pera tu ras críticas de variar el parám etro  Jo en el m arco del 
modelo de P N JL  no-local p a ra  dos sabores. M ostram os que en este caso la 
tem p era tu ra  crítica puede hacerse natu ra lm en te  com patible con las estim a­
ciones de LQCD sin estropear el entrelazam iento entre las tem pera tu ras de 
transición p ara  el dcconfinam iento y la  restam-ación qniral.

En la segunda p arte  de este capítulo, analÍ7,amos la dependencia de las 
tem pera tu ras críticas con la ru p tu ra  explícita de la  sim etría q n ira l determ i­
nada por la m asa corriente de los quarks com parando los resultados con los 
que se obtienen utilizando el modelo de PN JL  local así como tam bién con 
cálculos realizados con técnicas de LQCD.

5.1. M odelo no-local de quarks quirales a 
tem peratura finita

P ara  abo rdar el estudio de las tem peratu ras críticas a  potencial químico 
nulo, consideram os el modelo de quarks qniral no-local do dos sabores que 
incluye acoplam iento en tre los quarks y los cam pos de gauge de color que se 
ha descrito en el Cap. 4.

E n  el caso en el que el potencial quím ico es cero, debido a  las propiedades 
de conjugación de carga del lagrangiano de QCD, se espera que la traza  del 
loop de Polyakov sea una cantidad  real. Puesto  que 03 y las dos variables 
en térm inos de quienes escribimos al PL en la Ec. (3.25), adquieren valores 
reales, esta  condición im phca que (f)Q =  0. Por lo tan to , la expresión (3.26) 
p ara  la traza  del loop de Polyakov se reduce a

$  =  $■ == [! + 2  cüs(03 /?’) ] /3 . (5.1)

P artiendo  de la acción (4.59), haciendo una bosonización y la correspon­
diente extensión a  tem p era tu ra  finita encontram os que, en la aproxim ación 
de cam po medio, el potencial term odinám ico se puede escribir como

ZHP^n.p) \ 2G.9 '   ̂ '

donde M  (p) y Z  [p] están  dados por

Z{p) = { l - ( T 2f{p ))~^  M { p ) = Z { p ) { m  + aig{p)). (5.3)
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5.1. M odelo iio-lücal de quarks quirales a  tem p era tu ra  finita

Tam bién liemos definido

{Pl.p? =  ((2«  +  +  P (5.4)

düude las cantidades 0c provienen de la relación 4> -  d iag(0ri 0b) =  

d iag (0 3 ,-íí 's .O )’
P a ra  regularizar utilizam os la prescripción que puede encontrarse

en la Ref. [78], esto  os

+  12o, (5.5)

donde se obtiene de tom ando cr̂  -  02 =  O, y es la expresión
regularizada p ara  el potencial terniodiuám ico de los quarks en ausencia de 
interacciones fermiónicas,

(2^)^ c=r,g,6s=±l
1 +  exp

/

V

e?, +  is4>c 
T / ,

(5.6)

con Cp =  + ni^. F inalm ente, el últim o term ino en (5.5) es una constante 
fijada por la  condición =  O p ara  T  =  ü.

Una vez que se h a  obtenido el potencial term odinám ico regularizado, se 
pueden encontrar los valores medios a i ,2 y  03 resolviendo el sistem a de las 
ecuaciones del gap

M F A

0 (Ji 0 0  2 U(p2

Entonces, a  p a rtir  de estos valores medios, es posible estud iar el conipor- 
tanüen to  de o tras  cantidades relevantes. Nos concentram os cu particu la r en 
el condensado de quarks quiral

(w ) =  da;>4'^/d,n.  (5.8)

y en el módulo del loop de Polyakov jií)!, que sirven como parám etros de 
orden p ara  las transiciones de fase de restauración  de sim etría quiral y de- 
confinam iento resi)ectivam ente. Las susceptibilidadeij asociadas se definen 
como

Xch = 0 {q q ) ld m  (5.9)
=  ( i m / d T .  (5.10)

C uando las transiciones son de prim er orden, las mismas están señaladas 
por u n a  discontinuidad tan to  en los parám etros de orden como en todas 
las funciones term odinám icas. En cam bio, cuando éstas ocurren como un 
crossover no existe una única y clara  m anera de definirlas. En lo que sigue, 
tom am os como tem peratu ras críticas en esos casos aquellas tem peratu ras 
para  las que encontram os un m áxim o en las susceptibilidades recién definidas.
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5. Transiciones de fase a  potencial químico cero

5.2. Estudio de la tem peratura crítica en 
función del parám etro Tq

Comenzamos analizando las transiciones do fase p ara  potencial qiuniico 
cero en función del parám etro  T q .  P a ra  ello, resolvemos las ecuaciones del gap 
considerando los sets de parám etros A, B y C y, p a ra  cada uno de los sets, 
los dos potenciales del PL, logarítm ico (3.21) y polinóm ico (3.18). A m odo 
de ejemplo, en la Fig.{5.1) se m uestra el com portam iento  de los parám etros 
de orden relevantes p ara  las transiciones de restauración  de sim etría  quiral 
y deconfinainiento y las susceptibilidades correspondientes p ara  el set C y 
algunos valores de Tq, el parám etro  que fija la  escala en el potencial del 
PL. En particu la r hemos considerado los valores característicos 270, 208 y 
180 MeV, que corresponden a  los casos de 0. 2 y 3 quarks dinám icos respec­
tivam ente [55]. En prim er lugar, encontram os que las tem pera tu ras críticas 
coinciden p ara  un am plio rango de Tq, siendo el entrelaTiamicnto en tre es­
tas transiciones notablem ente fuerte en el caso del potencial logarítm ico. 
Además, notam os que p ara  este set las transiciones son de tipo  crossover. 
y  encontram os tam bién, que éstas son siem pre m ás suaves p ara  el potencial 
polinómico. En particu lar, en el caso del potencial logarítm ico las transi­
ciones ocurren básicam ente a  la m ism a tem p era tu ra  crítica, como indican 
los picos de las susceptibilidades correspondientes. Se puede observar que a 
m edida que Tq decrece la susceptibilidad quiral tiende a  volverse asim étrica 
alrededor de T^. haciéndose más ancha en el lado de tem pera tu ras más al­
tas. E sto  podría  ser una indicación de que p ara  valores pequeños de Tq la 
sim etría  quiral es restau rada  a tem peratu ras levemente m ás grandes que las 
señaladas, sin embargo, aún a  T q =  180 MeV la separación en tre el pico prin­
cipal y lo que pod ría  considerarse un segundo pico es m enor a  10 MeV, P ara  
el potencial polinómico observamos que los picos en las susceptibilidades es­
tá n  en general levemente separados, y esta  separación es m ayor p ara  valores 
m enores de Tq. Sin embargo, la  diferencia entre las tem pera tu ras críticas 
p a ra  am bas transiciones no llega a  superar los 10 MeV p ara  el rango de To 
considerado. P a ra  Tq =  208 MeV la diferencia en tre las tem pera tu ras críticas 
es ta n  sólo ATc =  3 MeV p ara  los sets A y B y de AT^  =  5 MeV para el 
set C, Estos valores son mucho menores a la separación que se encuentra 
en los modelos locales r[ue es ~  40 MeV. Asimismo, es in teresante señalar 
que el crecimiento del PL con la tem p era tu ra  resu lta m ás suave que el que 
se observa en los modelos locales, estando en mejor acuerdo con recientes 
resultados de LQCD [37],

Tam bién es im portan te  señalar que si bien la buena coincidencia en tre am ­
bas tem pera tu ras de ( ransición se encuen tra  en los tres sets de parám etros, en
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5.2. E studio  de la tem p era tu ra  crítica en función del parám etro  Tq

T (M e V ] T  [MeV]

Figura 5.1: P arám etros de orden (arriba) y las susceptibilidades asociadas 
a  ellos (abajo) p ara  /j. =  O p ara  valores de Tq correspondientes a  O, 2 y 3 
quarks dinámicos. E n  los paneles de la derecha se m uestran  los resultados 
correspondientes al potencial logarítm ico, y en los de la izquierda aquellos 
obtenidos utilizando el potencial polinómico. Todos los resultados correspon­
den al set C. N otar que en el ú ltim o caso las susceptibilidades que se m uestran 
están  m ultiplicadas por un  factor 2.
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5. Transiciones de fase a  potencial químico cero

el caso del potencial logarítm ico el carácter de las mism as puede ser diferente 
en uno u o tro  set. Se puede observar esto en la  Fig. (5.2) donde graficamos 
los valores de tem p era tu ra  crítica como función de T q- P ara  el set A, que es el 
que no incluye reiiorm alización de la función de onda, la transición se vuelve 
de prim er orden p a ra  valores de Tq por debajo de ~  235 MeV. Por o tro  lado, 
para  el set B esto ocurre a  un valor m ás bajo, Tq ~  180 MeV. Finalm ente, 
para  el set C las transiciones son tip o  crossover p a ra  todos los valores de 
7o considerados. En ol caso del potencial polinómico no encontram os ningún 
valor de Tq dentro  del rango considerado p a ra  el que las transiciones sean de 
prim er orden. C abe destacar que p ara  Tq =  208 MeV, que es el valor de este 
parám etro  que corresponde a  nuestro modelo de dos sabores, las tem pera­
tu ras  críticas están  en buen acuerdo con las estim aciones de LQCD. Estos 
valores son Tc(0) =  173,171 y 173 MeV p a ra  los sets A, B y C, con el potencial 
logarítm ico, y TcíO) =  178, 178 y 180 MeV p ara  los sets A, B y C, con el po­
tencial polinómico, respectivam ente. Es de g ran  im portancia  rem arcar que la 
natu ra leza  de estas transiciones p ara  dos sabores livianos es aún un tem a de 
discusión en LQCD. M ientras la m ayoría de los estudios [79, 80, 81, 82, 83 
están  a  favor de que la transición quiral es de segundo orden en el límite 
quiral, hay tam bién  quienes señalan [84, 85] que é s ta  es una transición de 
prim er orden. El presente modelo favorece la posibilidad de que la transi­
ción sea tip o  crossover ya que eso es !o que se encuentra  p ara  am bos tipos 
de potenciales de PL  en el caso de las param etrizaciones más realistas q\ie 
incluyen renorm alización de la  función de onda.

5.3. D ependencia de las tem peraturas críti­
cas con la cantidad de ruptura explícita  
de la sim etría quiral

Como ya hemos m encionado, es interesante estudiar la dependencia de las 
predicciones del modelo PN JL  no-local con la cantidad  de ru p tu ra  explícita 
do la sim etría  quiral p a ra  poder com pararla con los resultados obtenidos en 
LQCD. P ara  llevar esto a  cabo, se puede variar m , la  m asa corriente do los 
quarks, m anteniendo el resto  de los parám etros del modelo fijos en sus valores 
para  el pun to  físico. Como prim er paso analizam os en esta  sección cuán bien 
esto perm ite describir el com portam iento de la  m asa del pión y su constante 
de decaim iento a  tem p era tu ra  cero determ inados por cálculos de LQCD, para 
luego estud iar qué ocurre con las tem peratu ras críticas cuando modificamos 
el valor de rn.

Nuestros resultados p ara  la  m asa del pión y su constan te  de decaimiento
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Figura 5.2: T em peraturas críticas como funciones de Tq p a ra  los sets de pa­
rám etros A (arriba), B (medio) y  C (abajo), y p ara  los potenciales del PL 
polinómico (izquierda) y logarítm ico (derecha), P a ra  el potencial logarítm ico 
las Tr p a ra  am bas transiciones coinciden, y p ara  los sets A  y B existe un  To 
por debajo del que las transiciones son de prim er orden. P ara  el potencial 
polinómico las transiciones siem pre son tipo  crossover, las T,. son levemente 
d istin tas sin que la separación entre ellas supere los 10 MeV, disminuyendo 
al aum entar Tq.
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5. Ti'ansicioiies de fase a  potencial químico cero

a  tem p era tu ra  cero en función de la ru p tu ra  explícita de sim etría quiral se 
m uestran en la Fig. (5.3). Tam bién se m uestran en dicha figura los resultados 
que se encuentran  en el contexto del modelo de (P )N JL  local así como los 
provenientes de cálculos de LQCD. Como es usual en la  lite ra tu ra  relacionada 
con LQCD elegimos utilizar m^r en lugar de m  como variable independiente en 
los gráficos. L a razón principal p a ra  esto es que es un  observable, es decir, 
una cantidad  que no depende de la escala, m ientras que, como m  sí depende 
de la escala, está su je ta  a  posibles am bigüedades relacionadas con la elección 
del pun to  de renorm alización. En la  figura, las líneas de punto-trazo, trazo  y 
sólida corresponden a  los sets de parám etros A, B y C respectivam ente, mien­
tra s  que la línea de puntos corresponde a  las curvas obtenidas con el modelo 
de N JL. utilizando los parám etros de las Refs. [54, 86]. Los puntos represen­
tan  resultados de lattice QCD que se encuentran  en la Ref. [87], En el panel 
superior se m uestra  el com portam iento del cociente rri^fm  como función de 
m ^. N otem os que p ara  dar cuenta de las posibles am bigüedades relacionadas 
con el punto  de renorm alización, las m asas corrientes correspondientes han 
sido norm alizadas como p ara  coincidir con el valor ~  4,452 MeV en el 
pun to  físico [87]. En la figura observamos que ta n to  el m odelo local N JL  como 
los n lPN JL  reproducen adecuadam ente los resultados de LQCD. P articu lar­
m ente, la curva correspondiente al set C es la  que m uestra  m ejor acuerdo. 
Sin embargo, la situación p ara  que se m uestra  en el panel de abajo , es 
diferente: m ientras ciue los resultados de los modelos n lPN JL  describen el 
crecim iento de A  con m,r de acuerdo con la predicción de LQCD, el modelo 
local falla en la reproducción de este resultado. Es posible m ostra r que este 
problem a no se resuelve aún modificando en form a sim ultánea el valor de la 
constante  de acoplam iento G 5 , que hemos tom ado constan te  en los modelos 
no-locales [86 ,

Hemos anahzado esta  discrepancia considerando d istin tas param etriza- 
cioncs p ara  el modelo de N JL, así como tam bién regularizaciones con cuttoff 
3D y 4D, E n  todos los casos los parám etros fueron determ inados como para 
obtener en el pun to  físico los valores empíricos de la m asa del mesón psen- 
doescalar y su constante  de decaim iento, adem ás de una m asa efectiva de 
quarks M  en  un rango fenomenológicamente adecuado de 300 -  6ÜÜ MeV 
(ver Ref, [17]). Verificamos que (i) p ara  un dado valor de A/, el com por­
tam iento  de Jt, como función de es sim ilar p ara  am bas regularizaciones, y 
que (ii) p a ra  valores m ás bajos de M  (y por lo tan to , cutoíTs más altos [17]) 
la  discrepancia en tre los resultados de LQCD y el modelo de N JL  disminuye. 
Sin em bargo, ya p ara  M  =  300 MeV la diferencia es básicam ente tan  grande 
como se observa en la Fig, (5.3) (la correspondiente param etrización lleva a 
M  =  325 MeV [54, 86]), Encontram os que M  debería reducirse h as ta  valores 
cerca de 250 MeV, dem asiado bajo desde el pun to  de v ista  fenomenológi-
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m_ [M e V ]

Figura 5.3: Propiedades del pión a  tem pera tu ra  cero como funciones de la 
m asa del pión en  modelos quirales de quarks con interacciones local y  no- 
local. Los paneles superior e inferior corresponden al cociente m '^ /m  y  cons­
ta n te  de decaim iento débil del pión respectivam ente. Los resultados de 
LQ CD  están  tom ados de la  Ref. 87 .
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5. Transiciones de fase a  potencial químico cero

co, p ara  reproducir de m anera aceptable los resultados de LQCD. De esta 
m anera, los resultados que hemos obtenidos se pueden considerar como una 
indicación m ás a  favor de la inclusión de interacciones no-locales como un 
avance hacia una descripción realista de la dinám ica de Q CD a bajas ener­
gías. La concordancia con los resultados de LQCD indica adem ás que los 
parám etros del modelo no deberían  cam biar significativam ente con m, En 
relación a  la dependencia explícita que aparece en la ecuación (4.57) corres­
pondiente al set C, podem os m encionar que a  pesar de haber considerado 
por consistencia que m  varía como la m asa corriente de quark , el efecto do 
este cambio os com pletam ente despreciable.

Analizam os ahora  la dependencia con la m asa de la tem p era tu ra  crítica 
p ara  las transiciones de deconfinam iento y restauración de sim etría quiral en 
el caso de potencial quím ico cero. Comenzamos considerando la dependencia 
con la tem p era tu ra  de los parám etros de orden asociados a  estas transiciones 
jun to  con las correspondientes susceptibilidades, p ara  algunos valores típicos 
de la  m asa del pión. Los resultados p a ra  el set C y Tq =  270 MeV se m uestran 
en la Fig. (5.4). Como ya hemos m encionado, consideram os dos potenciales 
p a ra  la descripción de la term odinám ica del loop de Polyakov, m ostram os los 
resultados p ara  el potencial poiinómico en los paneles de la  izquierda y para 
el potencial logarítm ico en los paneles de la derecha. P a ra  los otros sets de 
parám etros y /o  valores del parám etro  Tq se obtienen resultados que son cua­
litativam ente similares, con excepción del caso set A p ara  T q dependiendo de 
la m asa de los quarks (por ejemplo, To =  208 MeV p a ra  el valor físico de m.„) 
donde la transición es de prim er orden p ara  to d as  las m asas indicadas. Discu­
tam os prim ero los resultados p ara  el potencial poiinómico. Podem os ver en la 
figura que am bas transiciones ocurren como un crossover, ta l como se espera 
según predicciones de LQCD, Observamos que, a  m edida que aum enta, 
las posiciones de los picos de \ch y  X'P se mueven sim ultáneam ente hacia val­
ores m ás altos do T .  m anteniendo siem pre una diferencia en tre ellos que no 
excede los 5 MeV. Tam bién vemos que, al aum entar m„  la transición quiral 
tiende a  ser m ás suave m ientras que la de deconfinam iento se vuelve cada vez 
m ás pronunciada. En el caso del potencial logarítm ico tam bién observamos 
que las tem p era tu ras  de transición aum entan  con m ^. Sin embargo, en este 
caso, p a ra  un dado valor de la  restauración quiral y el deconfinamiento 
son am bas transiciones más ab ru p tas  que el caso del potencial poiinómico 
y la correlación entre ellas es m ás fuerte (la diferencia en tre las tem pera­
tu ras  críticas es de alrededor de 0,02 MeV p a ra  De hecho vemos que 
ya p ara  m,r =  500 MeV las transiciones son de prim er orden. En el caso 
del potencial poiinómico, la m asa crítica  p a ra  la que la transición comienza 
a  sor do prim or orden es más a lta , >  700 MeV, Según rc'sultados de 
LQCD , se espera que p a ra  cierto valor crítico p a ra  la cantidad  explícita de
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5.3. D ependencia de las Te con la ru p tu ra  explícita de la sim etría quiral

ru p tu ra  de sim etría quiral las transiciones de fase comiencen a  ser de prim er 
orden [88]. Sin embargo, estim aciones actuales [89, 9Ü, 91], indican que la 
correspondiente m asa del mesón pseudoescalar debería estar en el rango de 
algunos GeV (por ejemplo, Ref. [90] indica ~  40 T^); po r lo tan to  el 
cam bio tem prano en el carácter de la transición se puede in te rp re ta r como 
una aspecto poco realista de los modelos efectivos. En este sentido es muy 
im portan te  señalar que nuestras predicciones son confiables dentro  de un  ran ­
go lim itado de valores de , con una co ta  superior que estim am os alrededor 
do 600 MeV. Además, so puede considerar el efecto de correcciones que van 
más allá do la aproxim ación do cam po medio. A pesar de que se espera que 
el rol de estas correcciones sea menos im portan te a  m edida que aum enta la 
m asa de los quarks [92], en el rango de m asas aquí considerado pueden ser 
lo suficientem ente considerables como p ara  suavizar las transiciones y bajar 
las tem p era tu ras  críticas [93], Aunque no esperam os que este efecto aum ente 
los valores de m " ’* tan to  como p ara  alcanzar el rango de los GeV, debería 
contribuir en la dirección correcta p ara  llevar la m asa crítica h asta  valores 
por encim a del lím ite superior de validez de nuestra  aproxim ación. Algunas 
correcciones más allá de cam po medio han sido estudiadas [92, 94, 95], sin 
em bargo aún no existe un formalismo to talm ente no pertu rba tivo  p ara  con­
siderar fluctuaciones mesónicas en modelos no-locales. Tal como se indica en 
la Ref.[96], estas fluctuaciones podrían  tam bién ayudar a  ev itar las inestabi­
lidades term odinám icas que pueden aparecer en este tipo  de modelos.

Los resultados p ara  la dependencia con la m asa de las tem peratu ras críti­
cas p ara  el deconfinam iento y la restauración quiral, determ inadas con nues­
tros modelos no-locales, se m uestran en la Fig. (5.5) p ara  los dos potenciales 
de PL considerados con Tq =  270 MeV y Tq dependiente de la m asa. Se 
m uestran  tam bién resultados típicos obtenidos en  el m arco del modelo de 
PN JL  local de la Ref. [54], p ara  ser com parados. A ntes de discutir en detalle 
los resultados del modelo no-local hacemos algunos com entarios en relación 
a  aquellos que se obtienen con el modelo PN JL  local. En la Fig. (5.5) obser­
vamos que en todos los casos ya en el valor físico de; m-j hay una separación 
notable en tre la tem p era tu ra  de restauración de sim etría quiral T^h (línea 
discontinua) y la  de deconfinam iento (línea de puntos). En cuanto a  la 
dependencia en m,r, notam os que ésta  es más fuerte en el caso de T^h cuando 
la com param os con T$. Como consecuencia de esto la  separación en tre T^h 
y aum enta con m „, resultado que no es respaldado por los resultados 
existentes de LQCD [49, 97] que indican que am bas transiciones coinciden 
h as ta  valores de aún  m as grandes que los aquí considerados. Tam bién es 
interesante n o ta r que, com parando los resultados p ara  los dos potenciales de 
PL alternativos, los correspondientes al potencial logarítm ico exhiben una 
separación más grande en tre am bas transiciones.
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Figura 5.4; P arám etros de orden (paneles superiores) y las correspondientes 
susceptibilidades {paneles inferiores) como funciones de la tem p era tu ra  para 
algunos valores representativos de m asa del pión. Los paneles de la  izquierda 
y  derecha corresponden a  las formas polinóm ica y  logarítm ica del potencial 
del PL  respectivam ente.
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Pasam os ahora  a  los resultados p a ra  el modelo no-local, com enzando por 
el caso 7o =  270 MeV, El prim er pun to  para m encionar es que las distin­
ta s  param etrizaciones llevan a  resultados que son cualita tivam ente similares. 
Además es im portan te rem arcar que, contrariam ente a  la  situación en el mo­
delo de PN JL  local, en el modelo no-local las transiciones de restauración 
quiral y deconfinarnientü ocurren básicam ente a  la m ism a tem p era tu ra  para 
todos los valores de considerados. Aún más, com parando los resultados 
p ara  los dos potenciales alternativos p ara  el loop de Polyakov vemos que la 
única diferencia cualita tiva es el hecho de que en el caso del potencial lo­
garítm ico existe una m asa do pión crítica (% 400 MeV) donde el carácter 
de la transición cam bia de crossover a  prim er orden. En cuanto a  la depen­
dencia más detallada en la m asa pseudoescalar de las tem pera tu ras críticas 
vemos que p ara  valores encim a de los resultados del modelo no-local
se a ju stan  nmy bien por una recta  de la forma

= A m j ,  + B .  (5-11)

Esto está  en buen acuerdo con lo que se encuentra a  p a rtir  de los cálculos 
de LQCD de las Refs. [49, 97]. N uestros resultados p ara  el parán ietro  de 
la  pendiente A  se encuentran  en un rango de 0,06 — 0,07 p ara  todas las 
param etrizaciones y potenciales del PL. Por com paración, a  pesar do que la 
m ayoría de los resultados de LQCD indican que A  <  0,05 [48, 49, 50, 51], 
algunos cálculos recientes [97, 98] señalan que las predicciones de LQCD 
podrían  estar encim a de esa cota. Dados estos resultados podem os decir que la 
pendiente encontrada con los modelos PN JL  no-locales es consistente con las 
estim aciones de LQCD existentes. E sto  puede ser contrastado  con resultados 
de modelos puram ente quirales donde se encuentra un fuerte aum ento de la 
tem p era tu ra  de la restauración quiral con m„  [99, 100, 101]. Por ejemplo, 
en la Ref. [101] se indica el valor A  — 0,243 obtenido en el contexto de un 
modelo do quarks quiral.

Com entam os ahora los efectos de considerar un  valor de T[¡ que depende 
de líis m asas corrientes de quarks. como se sugiere en la Ref. [55]. E s ta  m odi­
ficación lleva a  una disminución de las tem peratu ras de transición que bási­
cam ente m antiene su crecimiento lineal con con una pendiente que se ve 
reducida levemente, alrededor de un 15 -  20 %. La diferencia más notable 
es que en todos los casos la transición resulta m ás ab rup ta . Esto im plica un 
cam bio del carácter de las transiciones de fase p ara  menores. Por ejemplo, 
para  el set C  encontram os que esta  transición comienza a  ser de prim er orden 
para  m„ ~  500 MeV en el caso del potencial polinómico. P a ra  el potencial 
logarítm ico dicho valor se reduce a  la  m itad  p a ra  los sets de parám etros que 
incluyen W FR , m ientras que p ara  el set A la transición es siem pre de prim er 
orden.
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Figura 5.5: T em peraturas críticas como función de la m asa del pión p ara  
los modelos de PN JL  local y no-local, considerando las form as del potencial 
del PL  polinómica (izquierda) y logarítm ica (derecha) con Tq =  270 MeV 
(arriba) y  208 MeV (abajo). Las líneas discontinuas y de puntos correspon­
den respectivam ente a  las tem peratu ras críticas asociadas a  las transiciones 
tipo  crossover do restauración de sim etría (]uiial y deconfiiiamiento. P ara  el 
modelo n lPN JL  considerando el potencial logarítm ico, am bas transiciones 
ocurren a  la  m ism a tem peratu ra , y  su carácter puede ser de prim er orden 
(línea sólida) o pueden tener lugar como un crossover suave (líneas de trazos y 
puntos). N otam os que en el caso excepcional del se t A, potencial logarítm ico, 
Tq =  208 MeV las transiciones son siem pre de prim er orden.
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Capítulo 6

Transiciones de fase a potencial 
químico finito. Diagrama de 
fases

En este capítulo nos concentram os en el análisis de las transiciones de 
fase p ara  el caso de potencial químico finito de m anera de poder construir 
los correspondientes diagram as de fases. Como ya hemos m encionado, la es­
tru c tu ra  de dicho d iagram a aún  no se conoce de form a certera  y ta n to  las 
tem pera tu ras críticas como el carácter de las transiciones de fase son aspectos 
que se encuentran  en discusión. En el capítu lo  anterior, cuando analizam os 
las tem peratu ras críticas a  potencial químico coro, pudim os con trastar los 
resultados obtenidos en el contexto del m(xleIo u lPN JL  con datos que se en­
cuentran  al estud iar la situación con técnicas de LQCD. A hora bien, como 
hemos discutido en el Cap, 2, no es posible con estas técnicas estud iar di­
rectam ente el caso de interés físico asociado al potencial químico real. Sin 
em bargo, p ara  potenciales químicos im aginarios dicho j)roblema no aparece 
por lo que sí se cuen ta  con resultados de LQCD. Por lo tan to , resu lta  de 
interés describir el com portam iento  de las transiciones de fase no sólo para
I)otencial químico real sino tam bién im aginario. N uevam ente, esto perm ite 
co n trastar las predicciones del modelo n lPN JL  con las de LQ CD  de m anera 
de tener un indicio de la  confiabilidad de nuestros resultados en las regiones 
que no son accesibles cou técnicas ab initio, constituyendo a su vez una guía 
p ara  la ex trapolación de los resultados de LQCD a dichas regiones.

Luego de presentar las modificaciones que deben hacerse al potencial ter- 
m odinám ico que se utilizó en el Cap. 5 para incluir un  potencial ciuímicu 
finito, calculam os las tem p era tu ras  críticas y construim os el d iagram a de fa­
ses tan to  p ara  potencial químico real como im aginario. Exam inam os adem ás 
cual es el efecto do variar tan to  la  form a como el parám etro  de escala del
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6. Transiciones de fase a  potencial químico finito. D iagram a de fases

potencial del loop de Poiyakov, 7o-

6.1. M odificaciones para la extensión  a 
potencial químico finito

Trabajam os aquí con la extensión a  tem p era tu ra  finita del modelo de 
PN JL  no-local para dos sabores livianos descrito en el Cap. 4 y que ya hemos 
utilizado en el Cap. 5, incluyendo tam bién potencial químico finito. Debido 
a  esta  extensión, y en particu lar por considerar potencial químico im agina­
rio, liay algunas diferencias respecto del formalismo utilizado en el capítulo 
anterior, las que explicamos a  continuación.

En prim er lugar, recordem os que heñios escrito la  traza  del loop de Poiyakov 
en térm inos de las dos varial^les independientes <¿13 y 08- Hemos visto que para 
el caso on que el potencial quím ico es cero, las condiciones de conjugación de 
carga de Q CD hacen que el PL sea una cantidad  real, lo que im plica =  O 
y lleva a la  expresión (5.1). Como se discute en la Ref. [54] en el caso del 
potencial quím ico real ñnito, p ara  definir correctam ente la aproxim ación de 
cam po medio dentro de la cual estam os traba jando , lo que se debe minim izar 
es la p arte  de real del potencial term odinám ico lo que conduce nuevam ente 
a  =  0. A hora bien, cuando consideram os potencial quím ico im aginario, 
.se pierde la restricción de que $  sea real p ara  el potencial term odinám ico lo 
sea, por lo tan to  ta n to  03 como 0 g pueden ser no mila.s resultando entonces

cxp
2 i (pa
V S T

2  cxp eos (6-1)

y el correspondiente potencial es función de tres variables, <i>, <&', T.  Por o tra  
parte , como hemos detallado anteriorm ente, al u tilizar el formalismo de M at- 
subara y tiem po im aginario con potencial quím ico finito es necesario reem­
plazar por íj„ -  i/i, por lo tan to  debem os modificar la  definición (5.4) que 
hemos hecho de la variable que aparece en la aproxim ación de cam po 
medio dcl potencial term odinám ico. Tenemos ahora

=  l(2n + 1)7tT  -  ifi +  (p, ( 6 .2 )

Recordam os que las cantidades 0c vienen de la relación 0  =  diag(0r, 03, 0b), 
y p a ra  el caso de potencial químico finito esto es

4>r -  03 +  0 s /

(f>S =  - 0 3  +  08 / ^ 3 -

0¡, =  -2 0 s /v /3 .

(6,3)
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6.2. D iagram a de fases p ara  potencial quím ico im aginario

F inalm ente, puesto que ahora las dos variables que utilizam os p ara  para- 
m etrizar la  traza  del PL  pneden ser no nulas, hay una ecuación adicional en 
el sistem a de las ecuaciones del gap. Entonces, las ecuaciones que se deben 
resolver p ara  hallar los valores de expectación de los cam pos a i ,2 y 03,8 son

3R e ORe dRQ[n^i;;'^] dRe[QtÍ!'-^'“ reg ’ vtg re<j

d c i  d o 2
=  Ü. (G.4)

De la m ism a form a que lo hicimos en el capítu lo  anterior, a  p a rtir  de 
estos valores obtenem os los parám etros de orden y susceptibihdades que per­
m iten  caracterizar las transiciones de restauración de sim etría quiral y de- 
confinamiento. U tilizam os los sets de parám etros A, B y C que ya hemos 
descrito y usado anteriorm ente, así como tam bién los potenciales logarítm i­
co y polinómicü p ara  el PL, considerando dos valores alternativos p ara  el 
parám etro  Tq.

6,2. Diagram a de fases para potencia  
químico imaginario

Comencemos por anahzar la situación p ara  potencial químico im aginario. 
Es sabido que Roberge y Weiss encontraron [47] que el potencial terniodiná- 
mico de QCD  en presencia de un potencial químico fi = i 9 T  es una función 
periódica de 9 con período E sto  significa que QCD  es hivariante ante
una com binación de transform aciones de Z-¿ p ara  los cam pos de quarks y 
de gauge y una traslación 9 8  +  2Á:7r/3, con k  entero, p a ra  el potencial 
químico. R ecientem ente ha sido dem ostrado que esta  sim etría extendi­
da, es tam bién una sim etría del modelo Polyakov-N am bu-Jona-Lasinio lo­
cal [102], De hecho en el contexto de este modelo el potencial term odinám ico 
es invariante an te  las transform aciones

í*(^) -)■ 3> (i9 )exp (-i2 /.'x /3 ) 

r ( ^ )  - í  $ * { 0 ) e x p ( í 2 A :7r / 3 )  ( G . 5)

9 $ +  2 kn / '¿ .

La periodicidad RW es un rem anente de la sim etría Z¿ en el lím ite de 
la teoría  de gauge pura. En QCD con quarks dinámicos, si la tem p era tu ra  
es m ás a lta  que un cierto valor T aw  se puede ver que aparecen tres vacíos 
de Z'¿. Estos vacíos se pueden clasificar según sus fases de PL, dadas por p̂, 
V? + 27t/3 y  <f +  47t/3. Roberge y Weiss m ostraron que p ara  T  > T r w  hay
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m ía transición de prim er orden p ara  6 — t t /3  m od 27t/3, donde el vacío salta  
a  una de sus imágenes de Z3. É sta  es conocida como la transición Roberge- 
Weiss^ y el últim o punto  en la línea de la transición RW  en el plano T - O ,  es 
decir {T ,9)  =  (TfíH',7r / 3) es conocido como punto final RW . El orden de la 
transición RW en el pun to  final RW h a  sido asunto  de gran interés en el últim o 
tiem po en el m arco de LQCD [103, 104. 105, 106] debido a  las implicaciones 
que podría  tener en el d iagram a de fase de QCD p a ra  /i finito real. De 
acuerdo con estos cálculos de LQCD, p ara  dos sabores livianos ol punto 
final RW es de prim er orden p ara  valores pequeños (pero realistas) de masa 
corriente de quark. Siguiendo estas consideraciones es im portan te  verificar si 
el potencial term odinám ico del modelo de P N JL  no-local estudiado  respeta 
la sim etría Z3 extendida. E sto  es lo que se dem uestra a  continuación. Los 
dos últim os térm inos en el gran potencial (5.2), con los apropiados cambios 
p ara  incluir potencial quím ico finito, son obviam ente invariantes an te  las 
transform aciones definidas en la Ec. (6.6). P ara  com probar la invariancia 
del prim er térm ino es conveniente reescribir dichas transform aciones de una 
m anera equivalente

^  h { o )
(ps{0) 0g(0) -  2 fc 7 rT /\/3  (6.6)

9 ^ +  2A:7r/3,

Es fácil ver que cualquier sum a de la forma

6. Transiciones de fase a  potencial químico finito. D iagram a de fases

E  n p i /
c=r,g,b

donde F  es una función a rb itra ria , resulta invariante bajo las transform a­
ciones de la sim etría Z3 extendida. La invariancia de los térm inos introduci­
dos en la regularización del gran potencial se prueba de la m ism a m anera.

U na voz verificado que el modelo de PN JL  no-local es invariante ante 
transform aciones del grupo extendido podem os m ostrar los rcvsultados del 
análisis num érico del com portam iento de los distintos parám etros de orden 
como funciones de T* y En prim era instancia m antenem os fija la  tem pera­
tu ra , y verificamos que la periodicidad de las d istin tas cantidades term odiná­
micas como funciones de 6 se satisface. En lo que sigue nos concentrarem os 
en el caso del potencial de PL logarítm ico. La situación correspondiente al 
potencial polinómico será d iscutida m ás adelante. En la Fig. (6.1) encon­
tram os, de arriba  hacia abajo , el módulo del loop de Polyakov extendido, su 
fase, el valor medio ó-], el coudensado quiral, y el potencial term odinám ico 
en función de ^ /( tt /S )  p a ra  varias tem peratu ras. Es im portan te  n o ta r que
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el PL extendido, definido por í» =  exp(i(9)í> es invariante an te  las transfor­
m aciones dadas en Eq. (G.6) po r construcción, y la fase ’ip puede ser tom ada 
como parám etro  de orden de la transición RW [102], Los resultados que se 
presentan corresponden al set B con Tq =  208 MeV, siendo cualita tivam ente 
sim ilares p ara  el set C y /o  Tq =  270 MeV. P ara  el set A con Tq =  208 MeV. 
si bien se observa la m ism a periodicidad, en la zona de transición (es decir, 
tem pera tu ras equivalentes a  los casos de T  =  177,185 MeV m ostrados en 
Fig. (6.1)) las curvas son siem pre discontinuas. En cambio, p ara  el set A con 
To =  270 MeV la situación es sim ilar a  la indicada en Fig. (6.1). Se puede 
ver que p ara  T  > Tjiw  encontram os la transición R\^^ de prim er orden p ara  
0 — 7t/3, esto se m uestra como una discontinuidad en la fase del PL. Si nos 
concentram os en la región donde O <  <  tt /3  observamos que p ara  valores 
de la tem p era tu ra  T ,:{8 =  0) <  T  <  T/nv' los parám etros de orden p ara  
el deconfinam iento y sim etría quiral m uestran signos de una transición de 
fase. E sto  se pude observar en la Fig. (6.2) donde presentam os el com por­
tam iento  de los parám etros de orden y las susceptibilidades correspondientes 
como función de la tem pera tu ra , tom ando ahora  9 fijo p a ra  dos valores rep­
resentativos 9 = 7t/6 y  7t/3. Las curvas graficadas corresponden al set B con 
To =  208 MeV. N otam os que p ara  O =  t t /6  am bas son transiciones suaves. 
Asimismo, se puede observar que en este caso las funciones respuesta asocia­
das a  am bos parám etros presentan  un pico en la  m ism a tem pera tu ra . Esto 
puede in terpretarse como una señal del entrelazam iento que existe entre es­
tas transiciones. Sin embargo, vemos que la susceptibilidad quiral m uestra 
adem ás un pico más ancho en la zona de a ltas  tem peratu ras, y al crecer 9 este 
pico se va haciendo cada vez m ás im portan te. Ya pai'a 6 =  tt /3  encontram os 
una transición de prim er orden señalada por la discontinuidad de todas las 
funciones de la tem p era tu ra  que m ostram os. Sin embargo, m ás allá de esta 
discontinuidad podem os ver el pico ancho en la susceptibilidad quiral recién 
m encionado. Todo esto lleva a  in terp retar como tem p era tu ra  p a ra  la restau­
ración de la sim etría  quiral a  la tem p era tu ra  donde se enctientra el máximo 
de este pico ancho, por lo que entendem os que la transición de deconfinamien­
to es la que cam bia de carácter, m ientras que la restauración quiral es un 
crossover para am bos valores de 9. P a ra  el set C y /o  Tq =  270 MeV y set A 
con To =  27ü MeV observamos una situación muy sim ilar, m ientras que para 
el set A con Tq =  208 MeV se encuentra que la transición es de prim er orden 
para  cualquier valor de 6 en el rango de tem pera tu ras consideradas.

En la Fig. (6.3) podem os ver la dependencia de la tem p era tu ra  crítica  Te 
como función de 9 p ara  los tres sets de parám etros utilizando el potencial 
logarítm ico p ara  el PL con T q =  270 MeV, ,Iunto con im estros resultados 
m ostram os los valores obtenidos con técnicas de LQCD que se encuentran 
en la Rcf. [40]. D ado que, como ya se h a  m encionado en el C ap .5, en este

6.2. D iagram a de fases p ara  potencial químico im aginario__________________
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6. Trau6Íc:iones de fase a  jm tencial (juímico finito. Diafíraiiia de fases

•0 .038

-0 .0 4 2

■0.044

1 1 1 1 1 1 1  1 1

-

-

-  - -  I -  ■■ 1 1 1 1 1 1 1 I  .

O 0 .2  0 .4  0 .6  0 .8  1 1 .2  1 .4  1.6 1 .8  2

e/(n/3)

F igura 6.1: A lgunas funciones term odinám icas en función de 0 / { 7r/Z), con 
T  fija. La ])erindicidad que se observa es debida a  (jue el inodolo iilPN JL 
es invariante an te  transform aciones del grupo extendido Z^. Los resultados 
corresponden al set B.
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6,2, D iagram a de fases para potencial quíiiilco im aginario

0 ,75  -

0 .25  -

T [MeV]

Figura 6.2: P arám etros de orden p ara  las transiciones de deconfinaniiento y 
restauración  de la sim etría cjviiral (arriba) y sus correspondientes suscepti­
bilidades (abajo) como funciones de T  p ara  6  = tt/6  y ^ =  7t / 3 . Las curvas 
corresponden al set B,
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caso el modelo n lPN JL  predice tem peratu ras críticas a  /i =  O, Tc(0), bastan te  
superiores a  las de LQCD hemos norm alizado todas las tem pcratiu 'as con los 
correspondientes valores de Tc(0). Vemos que si bien la dependencia en O es 
sim ilar a  los resultados de LQCD, las tem pera tu ras prediclias se encuentran  
fuera de las barras de error de dichos resultados. Además vemos que a  me­
dida que 9 crece se observa una creciente separación en tre las tem peratu ras 
de deconfinam iento y  las de restauración  de sim etría quiral, lo cual no es 
consistente con los resultados de LQCD, Tal como se m uestra en la Fig, (6.4) 
la  situación m uestra una cierta m ejora si se considera Tq =  208 MeV. En este 
caso la com paración puede hacerse directam onto con los valores absolutos 
de las tem pera tu ras notando que los resultados de LQCD tienen un error 
del orden del lü %  debido a  la  incerteza en la determ inación de Tr{9 =  0 ). 
Vemos que ahora las tem peratu ras de deconfinam iento se encuentran  razo­
nablem ente próxim as a  los resultados de LQCD. En particu lar, los valores 
obtenidos para T ^ w  son 191 MeV, 188 MeV y 191 MeV p ara  los sets A, 
B y C respectivam ente, resultados com patibles con el valor estim ado con 
LQCD, T r w  =  185(9) MeV [40]. Por el contrario, al igual que en el caso 
Tq =  270 MeV, las tem peratu ras de restauración de sim etría quiral m uestran 
un crccientc apartam ien to  respecto de las de deconfinam iento a  m edida que 6 

crece. Recientem ente ha sido sugerido que la incorporación de una interacción 
vectorial [107] puede ayudar a  solucionar este discrepancia con los resultados 
de LQCD. Como ya hemos m encionado, en este caso m ientras que p ara  el 
set A el deconfinam iento es siempre una transición de prim er orden, en los 
casos de los sets B y C existe un valor crítico & c e p  ~  0,7 x tt /3  por debajo del 
que ésta  ocurre como un crossover. Por lo tan to , encontram os que al igual 
de lo que sucede p a ra  Tq =  270 MeV p ara  los tres sets de parám etros las 
líneas de transición correspondientes son de prim er orden cuando alcanzan 
el punto  final RW. E sto  im phca que el pun to  final RW  es un  pun to  triple, 
siendo la transición RW  tam bién de prim er orden aUí. E l carácter de la tra n ­
sición RW en el pun to  final so puede ver en la Fig. (6.2) donde graficamos el 
com portam iento  de la fase del PL  extendido 'I' en 0 =  7t/3 como función de 
T-

H asta aquí nos hemos concentrado en los resultados obtenidos para el po­
tencial de PL  logarítm ico. D iscutirem os ahora los corre-spondientes al po ten ­
cial polinómico. La principal diferencia es ciue en este caso no existen nunca 
transiciones de deconfinam iento de prim er orden. En particu lar esto implica 
que p ara  este potencial el carácter de la  transición RW en el pun to  final es de 
segundo orden para todos los casos estudiados. E sto  se ilu stra  en la  Fig, (6,2) 
p ara  el set C con T q  =  208 MeV. E sta  característica del potencial pohnómico 
está  en contradicción con los resultados de LQCD [103,104. 105, 106] que in­
dican en el RW la transición es de prim er orden p ara  m asas de quarks físicas.

6. Transiciones de fase a  potencial químico finito. D iagram a de fases
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6.2, D iagram a de fases p ara  potencial quím ico im aginario

F igura 6.3: T em peratu ra  crítica norm alizada a  su valor on 6* =  ü como fun­
ción de O — 7t /3  p ara  los sets de parám etros A (i/-quierda), B (centro) y 
C (derecha). Las líneas sólidas representan transiciones de prim er orden, 
y discontinuas corresponden a  las transiciones de prim er orden y crossover 
respectivam ente. Los puntos corresponden a  resultados de LQCD [40]. Las 
líneas sólidas verticales corresponden a  la  transición RW de prim er orden Los 
resultados corresponden al potencial logarítm ico con To =  270 MeV,

O/íitS)

F igura Ü.4: T em peratu ra  crítica como función de =  tt/S  p ara  los sets de 
parám etros A (izquierda), B (centro) y C (derecha). Las líneas sólidas re­
presentan transiciones de prim er orden. Las líneas de puntos y discontinuas 
corresponden a  las transiciones de deconfinaniiento y restauración quiral res­
pectivam ente cuando éstas son tipo  crossover. Las curvas fueron obtenidas 
considerando el potencial logarítm ico con Tq =  208 MeV, Los puntos corres­
ponden a  resultados de LQCD [40 .
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6. Transiciones de fase a  potencial quiitiico finito. D iagram a de faaes

T(MaV]

Figura 6.5: Faso del loop de Polyakov extendido í '  =  exp(¿^)4> como fun­
ción do T  p ara  9 = tt/3 . La curva corresponde al set C  usando potencial 
logarítm ico con Tq =  208 MeV.

T[M eV ]

Figura 6.Ü; Fase del loop de Polyakov extendido en función de la tem pera tu ra  
p ara  el caso de potencial polinómico usando set C con T q =  208 MeV.

En cuanto  a  las predicciones p ara  T[iw/Tc{0), estas son algo mayores que la.s 
encontradas en el caso del potencial logarítm ico. Por o tro  lado. Ia5 predic­
ciones p ara  los cocientes Tf.k/Tc{0) en 9 = 1 son sem ejantes a  las obtenidas 
con el potencial logarítm ico cuando se considera Tq =  208 MeV, y mayores 
en el caso de Tq =  270 MeV.

6.3. Diagram a de fases para potencial quím i­
co real

Pasem os ahora a  d iscutir los resultados p ara  el potencial químico real. 
P ara  obtener el d iagram a de fases en el plano T  — n  estudiam os el com por­
tam iento  de los parám etros de orden p ara  las transiciones de dcconfinamicnt.o
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6.3, D iagram a de fases p ara  potencial químico real

T [MeV]
120 150 ISO 

T[MeV]

Figura 6.7: P arám etros de orden y sns correspondientes susceptibilidades 
p ara  dos valores representativos de potencial químico real. Los paneles de la 
izquierda corresponden a  la form a polinóm ica del potencial del PL, y los de 
la derecha a  la expresión logarítm ica. En am bos casos los resultados fueron 
obtenidos tom ando Tq ~  208 MeV y la param etrización del set C.

y restauración de sim etría quiral como funciones de la tem pera tu ra , varian­
do el valor del potencial químico. Ilustram os esto en la Fig. (6.7). donde se 
pueden ver el condensado quiral norm alizado a  su valor en T  =  O y <I>, en 
los paneles superiores, y las correspondientes susceptibilidades en los inferio­
res, p ara  dos valores representativos del potencial qiu'mico, y las dos formas 
alternativas del potencial p a ra  el PL  que ya hemos utilizado (polinómico a 
la izquierda y logarítm ico a  la derecha), con T(¡ =  2Ü8 MeV. Las curvas de 
la figura corre-sponden al set C. En la Fig. (6.7) se puede observar que para 
¡.L =  150 MeV existe una tem p era tu ra  p ara  la que el condensado cae ráp ida­
m ente. señal de la  restauración de sim etría quiral. m ientras que de m anera 
sinm ltánea <I> aum enta, indicando que com ienza la transición confinamiento- 
deconfinam ientü. N otam os que p ara  este valor de i)otencial quím ico amba.s 
transiciones son tipo  crossover. Además, si observamos laa susceptibilidades 
correspondientes encontram os que, p ara  el potencial logarítm ico los picos 
coinciden exactam ente, mientr^us que p ara  el potencial polinómico encon­
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tram os un leve dcsfasajc, es decir que hay una pequeña diferencia en tre las 
tem pera tu ras críticas asociadas a  las dos transiciones. Este com portam iento 
es sim ilar al que hallam os en el caso de potencial químico cero. Asimismo 
volvemos a  encontrar que las transiciones ocurren m ás suavem ente cuando 
tom am os p ara  el PL  el potencial polinómico.

Si com enzamos a aum entar el potencial químico encontram os que existe 
un valor a p a rtir  del cual hay una discontinuidad en el condeusado quiral.
lo cual indica que la transición es ahora de prim or orden. En particu lar aquí 
m ostram os el caso =  240 MeV. El carácter de esta  transición indure una 
discontinuidad tam bién en el parám etro  do orden p ara  el deconfinamiento. 
Sin em bargo, esta  transición ocurre en realidad a  tem peratu ras m ás altas, y 
siem pre de form a suave. P ara  caracterizar su posición utilizam os el pico en 
la susceptibilidad del PL  el cual, en la región en la que la restauración quiral 
es una transición de prim er orden, aparece luego de la discontinuidad.

En la Fig. (6 .8) se m uestra una recopilación de diagram as de fases. Reco­
rriendo las fihis de a rrib a  hacia abajo encontram os resultados correspondien­
tes a  los sets A, B y C. Las colum nas de la izquierda y derecha corresponden 
a  cálculos realizados utilizando los potenciales polinómico y logarítm ico res­
pectivam ente. Además, en cada panel tenem os en realidad dos diagram as: 
uno p ara  cada valor alternativo  del parám etro  Tq. Observamos en prim er 
lugar que. así como en el caso de potencial quím ico cero, las transiciones 
de restauración  quiral y deconfinam iento ocurren prácticam ente a  la m ism a 
tem p era tu ra  crítica en todo  el rango de valores de // en el que la restauración 
quiral es im crossover. Encontram os que p ara  el potencial logarítm ico las 
transiciones están  fuertem ente entrelazadas (líneas discontinuas con puntos), 
m ientras que p ara  el potencial polinómico, si bien existe una diferencia entre 
las tem pera tu ras críticas, la  m áxim a separación se encuentra p ara  el caso ya 
estudiado fie // =  0. es decir que ATc <  10 MeV.

En cuanto al carácter de las transiciones, observamos que el caso del 
set A. Tq =  208 MeV es el único en el que se encuentra que la transición 
quiral es siem pre de prim er orden. P ara  el resto  de las com binaciones de sets 
de parám etros y potenciales del PL, la línea de transición quiral tiene un 
punto  p ara  el que el cambio de fase deja de ser de prim er orden y pasa a  ser 
un crossover. A este pun to  en el que ocurre el cambio de carácter se lo conoce 
como punto  crítico final (C E P  por su nom bre en inglés). Vemos que p ara  el 
set que tiene en cuenta la W F R  el C E P  se encuentra m ás cerca de la línea 
de T  =  O MeV que p ara  los o tros sets. Si pasam os de éste al set B y luego 
al C. hallam os que el potencial químico para el el pun to  crítico final es cada 
vc7- m ás alto  y la tem p era tu ra  m ás baja. En todos los casos lo encontrarnos 
p ara  un valor de fi en tre 130 MeV y 233 MeV y T  en tre 125 MeV y 198 MeV.

Adicionalm ente, como ya hemos m encionado, el hecho de que la tra n ­

6. Transiciones de fase a  potencial quím ico finito. D iagram a de fases
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sición quiral sea de prim er orden im plica u n a  discontinuidad en todas las 
cantidades que estam os observando. Tam bién señalam os unos párrafos más 
arrib a  que tom am os como signatu ra  p ara  la transición de deconfinam iento el 
m áxim o en la susceptibilidad del PL, coincidiendo éste con el de la suscep­
tib ilidad  quiral en la región de crossover. A hora bien, cuando nos acercamos 
al C E P  existe cierta  dificultad p ara  determ inar la tem p era tu ra  de deconfi- 
nam ientü (línea de puntos) debido a  que el pico en se encuentra cerca de 
la discontinuidad. E xiste una a lte rna tiva  p ara  caracterizar dicha transición, 
y os tom ar como T4,. la tem pera tu ra  p ara  la que O =  0,3. En la región de 
crossover, es muy parecida a  las o tras dos Te, por ejeníplo, p a ra  el set C. con el 
potencial polinómico y  Tq =  2ü8 MeV, encontram os que cuando ^  =  ü estas 
tem p era tu ras  son Tck =  180,5 MeV, =  175,9 MeV y T^=o,3 =  174,3 MeV, 
Usando el criterio  de í* =  0,3, la línea de deconfinam iento es una curva suave 
que acom paña a  la transición quiral crossover y luego continúa casi como una 
línea rec ta  al crecer fi.

Finalm ente, y con la intención de ilu stra r en form a sim ultánea los resul­
tados que hemos obtenido estudiando las transiciones de fase p ara  potencial 
químico im aginario y real, m ostrarnos en la Fig, (6,3) un diagram a de fases 
en  el plano T  -  Las curvas que m ostram os corresponden al set C, u ti­
lizando el potencial logarítm ico con Tq =  208 MeV. Debe notarse que, en 
función de todo lo discutido aquí, dicho caso es el que mejor acom oda las 
d istin tas restricciones im puestas po r los resultados de LQCD. En la zona de 
potencial quím ico real encontram os la transición de restauración de sim etría 
quiral representada con una línea sólida cuando es de prim er orden. Por de­
bajo de esta  curva encontram os quarks confinados, y la sim etría quiral se 
halla espontáneam ente ro ta. Siguiendo esta  línea hacia valores m ás chicos de 
f.1 nos encontram os con el pun to  crítico final, a  p a rtir  del cual esta  transición 
tiene lugar como un suave crü,ssover. En esta  región, la transición quiral y 
el deconfinam iento ocurren en sim ultáneo, esto se mue.stra con \m a línea do 
pun to  y trazo. M ientras la transición quiral es de prim er orden, antes de 
encontrarnos con el pun to  crítico final, observamos, representada en línea 
de puntos, la transición de deconfinamiento. Vemos así delim itada una zona 
en la que la sim etría qu iral está  res tau rad a  pero aún hay confinamiento, a 
esta  fase se la conoce como quarkonia. Si pasam os a  la zona de potencial 
quím ico im aginario, encontram os una im agen “deform ada” de la Fig. (6.4), 
por el efecto de pasar de graficar en función de 0/ ( 7t / 3) a  tom ar como va­
riable Si m irásemos el d iagram a p ara  valores del cuadrado del potencial 
quím ico m ás negativos, encontraríam os copias de lo que observamos en este 
intervalo, debido a  la  periodicidad RW. P artiendo  desde potencial químico 
cero hacia valores negativos do encontram os dos líneas que corresponden a 
transiciones tipo  crossover: deconfinam iento (línea de puntos) y restauración

6.3. D iagram a de fases p ara  potencial químico real________________________
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6. Transiciones de faae a  potencial químico finito. Diaj^rania de fases
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Figura 6.8: D iagram as de fases p a ra  los sets A (arriba), B (centro) y C (abajo) 
obtenidos considerando los potenciales polinómico (izquierda) y logarítm ico 
(derecha) p ara  el PL. Las líneas sólidas corresponden a  transiciones quirales 
de prim er orden. Las líneas discontinuas y de puntos representan transiciones 
tipo  crossover cjuiralcs y de deconfiiiamieuto respectivam ente. La transición 
de deconñnam iento ostá  indicada con línea de ])uutos.
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F igura 6.9: T em peraturas críticas en función de fP  p ara  el set C, utilizando el 
potencial logarítm ico y Tq =  208 MeV. Las líneas sólidas corresponden a  las 
transiciones de prim er orden. La líneas discontinuas y de puntos representan 
transiciones crossover de restauración de sim etría quiral y do (lecoiifiiianiien- 
to  respectivam ente. Los puntos cuadrados representan resultados de LQCD 
tom ados de la Ref, 40

(¡uiral (línea discontinua). La tem p era tu ra  d r (iecoiifinaniiento va aum entan­
do y siguiendo en esta  dirección, encontram os un  punto  crítico final p ara  // 
im aginario a  p a rtir  do! ¡jup el deconfiuauiieiito es una transición es de prim er 
orden. F inalm ente esta  línea term ina en el punto  RW. La tem p era tu ra  crítica 
p ara  restauración  quiral en esta  región es siempre m ayor que la de deconfi- 
nam iento. y va tam bién en aum ento  h as ta  que la línea de transición quiral se 
encuentra con la línea de transición RW  que es do prim er orden. Se pueden 
observar tam bién  los puntos correspondientes a  resultados de LQCD para 
oí deconfinamieiito, y (|uo ia línea (jup liemos trazado  utilizando nuestros 
resultados se encuentra dentro de los lím ites de error p ara  estos puntos.
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Capítulo 7 

Propiedades mesónicas a 
tem peratura finita

En los dos capítulos anteriores hemos exam inado, utilizando el modelo 
de PN JL  nu-lücal en la aproxim ación de cam po medio, las transiciones de 
fase de restauración  de sim etría quirul y eonfinam iento-deconfinaniiento bajo 
d istin tas condiciones. Por o tra  parte , en el Cap. 2, hemos visto que una 
consecuencia de la ru p tu ra  espontánea de la sin ie lria  quiral es la existencia 
del mesón pseudoescalar tt y su com pañero ciuiral el mesón a. Asimismo 
hemos discutido en el Cap. 4 cómo calcular algunas propiedades de estos 
mesones incluyendo el ancho de decaim iento asociado al proceso a  -> tttt,
lo cual requiere tom ar el desarrollo de la acción h as ta  tercer orden en las 
fluctuaciones de los cam pos mesóuicos.

En este ú ltim o capítu lo  nos dedicamos al estudio de las propiedades de 
los mesones a  y tt en función de la tem pera tu ra , nos concentram os específi­
cam ente en las m asas, la constante de decaim iento débil dcl pión y el ancho 
de decaim iento dcl mesón a. P ara  llevar esta  ta rca  a  cabo necesitam os ha­
cer la correspondiente extensión del formalismo desarrollado en la Sec. 4,2, 
considerando tam bién el acoplam iento de los cam pos fermiónicos al loop de 
Polyakov, C oncretam ente, teniendo en cuenta estas dos cuestiones, el térm ino 
cuadrático  de la acción que escribimos en la Ec, (4.28) resu lta

=  M  = a,,<r,,n ,  (7,1)
/ J q , m

donde hemos definido qm =  {?, i ,̂n) con Um =  2m 7rr y adem ás hemos usado 
la notación En la extensión a  tem p era tu ra  finita las
funciones resu ltan  ser las siguientes. P ara  el caso pseudosacalar
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7. Propiedades mesónicas a  tem p era tu ra  finita

se obtiene

Qm. Z{p nc +  <lm)Z{p nc)
X

-  D { p  n c  +  Q m ) D { p n c /

Pnc Piic ' Qm +  ^^{Pnc “í“ Qm)^'^{Pnc) i C ^ '^ )

con Pnc =  { p .2 m iT  +  0c) y D(q) =  m ientras para el sistem a
a, a '  el resultado es

^  ^ 2  ,2 ^  +
----------------------

rf,

donde

p  / - 2  2'! 1 f  , Q m ~ . 2 { P n c  +  Q m ) Z { P n c )

2 >D (p„. +  , „ ) D ( p „ )

Pnc Píic ■ 9m ~  Qvi)^^{Pnc

A (7.3)

X

r  ( r ^  t-2l  ̂ í ^  f  li-, I I 9m \  ^ (P n r  +  9m )^(p7
- j  =  g ;  +  ? i . j ' ’” + y ’ f + Y > D ( p „ + ,„ ) D f e

Pnc ' Pni;) "I"

n c j

'nc)

X

P l Á P n c  +  Q m ?  -  Íp I c +  P n c  ' '?-;)
\2i

2{p„c +  9m/2)2

^  , - 2  2 \  ® f  I , \ IV I 9 m  \  +  9m)^(Pnr)
G „ „ ( ,  . O  =  - ; 3 E s í p ™ +  y ) i ( p » ^  +  y ) +  ,,„)B (p,.„j

X (Pnr +  y )  ■ (Poc +  9m) +  (Ptíc +  Qm) HPnr)] ■ (7-4)

P ara  el Cfuso de T  =  0 las m asas so pueden encontrar buscando los polos 
del propagador correspondiente, como indica la Ec. (4.2.2). En el caso de 
tem p era tu ra  utilizarem os

G M { - m l f , 0 ) =  0. (7.5)

Las m asas determ inadas m ediante estas ecuaciones corresponden a  las m asas 
mesónicas espaciales de apantallam iento  (screening-masses) asociadas a  los 
m odos cero de M atsubara. Sus inversas describen la longitud de persistencia 
de dichos m odos en  equilibrio con el baño térm ico. So debe no ta r que existe
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una m asa de apantallam icnto  por cada m odo de M atsubara. El propagador 
com pleto del estado ligado puede calcularse a  p a rtir  de cualquier tensor de 
polarización que reciba una contribución del estado  ligado, pero  sólo una vez 
que todas  las m asas de apantallarniento  hayan sido determ inadas. E l propa­
gador que se obtiene de esa m anera sólo esta  definido en un núm ero discreto 
de puntos sobre lo que sería el eje im aginario de energías. La masa de polo, 
es decir la  m asa que da la energía del polo asociado al estado  ligado para
9 — O, so obtiene luego de realizar una continuación analítica  del propagador 
sobro el ojo real. Debe no tarse  que el hecho de que la invarianza de Lorentz 
este ro ta  p ara  T  > 0 impHca que en general la  masa de polo y  las masas 
de apantallam iento  no sean iguales (ver p.ej. Ref. [108]). Si bien la continua­
ción analítica  involucrada en este procedim iento no es unívoca, es posible 
obtener un  resultado libre de am bigüedades requiriendo que la función esté 
aco tada  en el infinito complejo y que sea analítica sobre el eje real [109], De 
esto resu lta claro que las m asas de apantallam iento  determ inan  com pleta­
m ente las propiedades de los estados ligados a  T  >  0. Las m asas asociadas 
con los m odos cero de M atsubara aquí estudiadas son las m asas espaciales 
de apantallam iento  correspondientes al com portam iento  exp{-inn,¡r)  en el 
3 -  espacio conjugado de coordenadas, y están  asociadas al estado m ás bajo 
en cada canal de mesón. En verdad, estas son las cantidades que usualm ente 
se determ inan  en los cálculos de LQCD [35 .

O tra  propiedad que hemos discutido para tem p era tu ra  cero es la constan­
te  de decaim iento débil del pión, que es o tro  observable ú til p a ra  investigar 
la restauración de sim etría quiral. P ara  describir su com portam iento a tem ­
p e ra tu ra  fin ita  os necesario reem plazar en la Ec. (4.46) la función F q por su 
correspondiente extensión, que es

p / , y 2  2 \ _  o V  /" n'^ín \ ^ { P n c  +  <}m)Z{Pnc)

p L  + Pnc ■ Qm + ^HPnc +  (7,6)

Además, como ya hemos m encionado, tom ando la expansión h as ta  tercer 
orden en las fluctuaciones mesonícas es posible encontrar el ancho p ara  el 
decaim iento cr -)■ tttt (Ec. (4,55)). Si deseamos analizar su com portam iento 
a tem pcíratura fin ita  debem os obtener tam bién en función de T  la constante 
de acopiam ionfo que obtenem os evaluando el d iagram a que se m uestra 
en la Fig, (4,2), P ara  esto utilizam os las correspondientes expresiones p ara  
los vértices (4.52), que se pueden obtener de la m ism a m anera.

A continuación presentam os los resultados que hemos obtenido en el con­
tex to  del modelo nIPN JL  p ara  estas propiedades mesónicas. Comenzamos 
analizando el com portam iento  de las m asas de los mesones ít y  tt. A nte todo

81



7. Propiedades raesónicas a  tem p era tu ra  finita

debem os n o ta r que, como ya se ha m encionado en el Sec. 4.2.6, que cuando la 
tem p era tu ra  es cero encontram os p ara  las m asa del mesón a  los valores 683, 
622 y 554 \leV  p ara  los sets de parám etros A, B y C respectivam ente. De es­
tos tres el valor obtenido utilizando el set C es el m uestra mejor acuerdo con 
los valores em píricos con los que contam os actualm ente que son 478Í23[73| y 
390í^^ [74]. Recordam os que el valor de ni„{0) =  139 MeV es un inpu t p ara  
fijar los parám etros de cada set, En la Fig. (7.1) se m uestran las m asas del 
pión y (7 en función de T /T c  p ara  cada uno de los potenciales considerados 
p ara  el PL, polinómico en el panel de la izquierda y logarítm ico a  la derocha. 
Estos son resultados que se han  obtenido considerando Tq =  208 MeV, y 
en cada panel se m uestran  p ara  los tres sets de parám etros. En esta  ñgura 
so puede observar que las m asas perm anecen aproxim adam ente constantes 
en sus valores para tem pera tu ra  cero, h as ta  que, alcanzando la tem pera tu ­
ra  crítica p ara  la restauración de la sim etría quiral, la m asa del mesón ít 
com ienza a  decaer h as ta  alcanzar un  mínimo. A proxim adam ente a  la misma 
tem peratu ra , la m asa com ienza a  crecer, y una vez que so ha superado la 
Tf. la  m asa del pión y la de su compat'iero quiral a  crecen jun tas, tendiendo a 
su valor asintótico que es el valor correspondiente a  un par qnark-antiquark 
sin m asa no correlacionados, es decir 2i:T  [108. 110]. Si observamos el com­
portam iento  on función de la tem p era tu ra  sin norm alizar encontram os que 
este lím ite aún  no so ha alcanzado p ara  las mayores tem pera tu ras considera­
das. E sto  se debe a que cuando T¡Te — 1,4 el PL  aún no h a  alcanzado su valor 
asintótico 4>^IT\r-^oo =  O, por lo que todav ía contribuye de una m anera no 
despreciable a la  m asa de apantallam iento  de los quarks. Por lo tan to , alrede­
dor de dichas tem pera tu ras se espera rriM = 2{-kT -  (jíis) lo que hace que de 
todas m aneras una vez restau rada  la sim etría quiral todas las curvas tiendan 
a  ser rectas que tienen aproxim adam ente la  m ism a pendiente. N otam os que, 
como es esperable, eu  el caso del set A con el potencial logarítm ico {línea 
de puntos en el panel de la derecha) p a ra  el que la restauración  quiral es 
una transición de prim er orden, se observa una discontinuidad on las masas. 
Con la salvedad de este caso, en el resto  los resultados son cualitativam ente 
sem ejantes.

En la Fig, (7.2) podem os com parar el com portam iento  de las masas para 
los dos potenciales del PL con el modelo de N JL  no-local, sin inclusión del 
PL, E sto  se nm estra p ara  Tq =  270 MeV en el panel de la izquierda y para el 
valor de Tq =  208 MeV, correspondiente a  considerar el efecto de los quarks 
dinám icos sobre dicho parám etro , en el panel do la derecha. Todos los resul­
tados corresponden al set C. En general, una consecuencia del acoplam iento 
de los quarks al PL es que la transición de fase se vuelve más ab ru p ta  [111], 
efecto que se observa claram ente en am bos paneles de la figura. Se encuentra 
adem ás, en relación a  los potenciales que describen la term odinám ica del PL
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F igu ra  7.1; M asas de los mesones cr y  tt en función de T / T ,  p a ra  los poten­
ciales p a ra  el PL  polinómico (izquierda) y  logarítm ico (derecha), consideran­
do Tq =  208 MeV. En cada panel se m uestran los resultados p ara  los sets 
A. B y C, que, excluyendo el caso del set A, potencial polinómico, son cuali­
ta tivam ente parecidos. A una tem p era tu ra  lo suficientem ente a lta  Tn„ y m,, 
están  degeneradas, señalando la restauración de la sim etría quiral.
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irJr T/r.

F igura 7.2: M asas de los mesones cr y tt en función de T /T ^ para el mo­
delo n lPN JL  con los potenciales polinómico y logarítm ico considerando 
7o =  270 MeV (izquierda) y  Tq =  208 MeV (derecha). En am bos paneles 
se m uestran  tam bién los resultados p ara  el modelo nlNJL.

que consideram os en esta  tesis, y como ya hemos observado en los capítulos 
anteriores, que con el potencial polinómico se encuentra que las transiciones 
son más suaves que con el logarítm ico. La diferencia en cuanto  a  la suavidad 
de la transición estos tres casos, nlN JL, y n lP N JL  con potencial polinómico 
o logarítm ico, se ve acen tuada cuando pasam os de considerar p ara  ei pará­
m etro To el valor 270 MeV a  208 MeV. P a ra  el modelo nlN JL la transición 
es en verdad m uy suave, rrid com ienza a  decaer antes que en los otros casos 
y se encuentra con la m asa de su com pañero quiral a  tem pera tu ras mayores. 
C onsiderando las curvas correspondientes al potencial polinómico, vemos que 
los cambios on ollas que señalan la transición do fase son m ás pronunciados, y 
tom ando ol potencial logarítm ico observamos que se m antiene en su valor 
para tem p era tu ra  cero casi hasta  llegar a  T /T c  = 1, donde repentinam ente 
ocurre la restauración de la sim etría  quiral. Por este motivo se observa que 
el m ínimo de no se encuentra exactam ente en T /T c  =  1 para todos los 
casos.

U na vez que se h a  obtenido la m asa del pión, es posible encontrar la
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constante  de decaim iento débil /„ .  E n  las Figs. (7.3) y (7.4) se presenta 
su com portam iento  en función de T jT ^ .  Como ya hemos m encionado, / ,  
puede utilizarse como un parám etro  de orden más p ara  la restauración de la 
sim etría quiral, transición de fase está  señalada por su caída ab ru p ta  alrede­
dor de T jT c  =  1. En la Fig. (7.3), donde encontrarnos los resultados para los 
tres sets de parám etros tom ando Tq =  208 MeV p ara  los dos potenciales del 
PL. nuevam ente vemos que el único caso que presenta un com portam iento 
cualita tivam ente diferente es el del set A, con el potencial logarítm ico, que 
presenta una discontinuidad al igual que las masas, Podcmo.s com parar los 
resultados p ara  /„  p ara  el set C con el modelo sin PL, y con los dos po­
tenciales p a ra  el PL, considerando la variación de Tn, en la Fig. (7.4). Allí 
observamos, como ya lo hicimos al estud iar las m asas, que cuando tom amos 
Tn =  208 MeV hay una m arcada diferencia en relación a  la form a en la que 
ocurre la transición, siendo esta  escarpada p ara  el potencial logarítm ico y 
muy suave en el modelo nlNJL.

Pasemos ahora  a  analizar los resultados p ara  el ancho de decaimiento 
del mesón escalar en el canal a  tttt. Los valores que encontram os para 

son 348, 262 y 184 MeV p ara  los sets A, B y C  respectivam ente. En 
prim er lugar podernos m encionar que. teniendo en cuenta los resultados que 
se obtienen en el contexto del modelo de N JL local. 129 — 779 MeV [112], 
en nuestro caso los resultados m uestran  una m enor sensibilidad a  la  elección 
de los parám etros. Además, podernos com parar con los valores empíricos 
324í^^ [73] y 282Í¡^ [74], y vemos que los valores que hallam os, tan to  para 
los sets que incluyen W F R  como p ara  el que no, son aceptables.

En cuanto a  la dependencia con la tem pera tu ra , en la figura (7.5) podemos 
ver el com portam iento de T en función de T jT c  obtenido con los 
dos potenciales p ara  el PL, tom ando Tq =  208 MeV. E n  am bos casos encon­
tram os curvas correspondientes a  los tres sets de parám etros, que se m uestran 
cuaU tativam ente muy sim ilares en tre si. Podem os observar allí que p ara  todos 
los casos, el valor de se m antiene aproxim adam ente constante
h as ta  acercarse a  T jT c  =  1> y ^Hí cae a  cero. Si volvemos a  la Ec, (4.55)
encontram os que en ella aparece el factor cinem ático que im­
pone la restricción <  2vi^. Justam ente, como hemos visto estudiando las 
nux.sas. al restaurarse la  siiTietría quiral m.a decae, m-n aum enta, se viola la 
condición recién m encionada y el canal se cierra.

En la Fig. (7.6) encontram os el com portam iento con la tem p era tu ra  de 
r „ „ / r M  obtenido con el modelo nlPN JL , considerando los potenciales 
polinómico y logarítm ico p ara  el parám etro  Tb los valores 270 MeV (izquier­
da) y 208 MeV (derecha). En am bos casos se com paran las curvas con aquellas 
que se obtienen cu el modelo no-local sin PL, y con resultados del modelo
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>a

0-2 0,4 0.6 O.S 

T/T.

1.2 0.2 0.4 0.6 0.a 
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Figura 7.3; C onstante de decaim iento débil del pión como función de 
T / r ^ ,  p ara  los potenciales p ara  el PL polinómico (izquierda) y  logarítm i­
co (derecha), considerando Tq =  208 MeV. En cada panel se m uestran  los 
resultados p ara  los sets A, B y C. La caída ab ru p ta  p ara  T /T , = 1  es una 
signatu ra  de la restauración de la sim etría quiral. N otam os que p a ra  el set 
A, potencial logarítm ico, (línea de puntos) se observa una discontinuidad ya 
que la  transición p ara  este caso es de prim er orden.
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T /T . T/T,

Figura 7.5: Ancho <lc docainiieiito normalizado l'„-»7rTr/r[r'^„^] 6n función de 
T / T r  p a ra  los tres sets de parám etros, utilizando los potenciales polinómico 
(izquierda) y logarítm ico (derecha) con T  =  208 MeV.

88



5"ii>
5.

F igura 7.4: C onstante de dceaim iento débil del pión como función de TjTc .  
p ara  el modelo n lPN JL  con los potenciales polinómico y logarítm ico con­
siderando 7o =  270 MeV (izquierda) y  Tq =  208 MeV (derecha). En ambos 
paneles se m uestran  tam bién los resultados p a ra  el modelo nlN JL, para el 
que la transición es irmcho más suave.
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P N JL  local, tom ados de la Reí. [113]. P rim eram ente observamos que las 
curvas correspondientes al m odelo sin PL presentan  un crecim iento por enci­
m a del valor =  1 y luego una caída a  cero muy pronunciada 
cuando la tem p era tu ra  se aproxim a a  la tem p era tu ra  crítica p ara  la transi­
ción quiral. Encontram os que este efecto desaparece en los modelos que sí 
incluyen el acoplam iento de los cam pos fermiónicos al PL. Podem os m en­
cionar que si al calcular el ancho p ara  este decaim iento se incluye un factor 
de Bose-Einstcin que tenga en cuenta la estad ística del estado final tttt, co­
mo por ejem plo en la  Ref, [113], tam bién se observa un efecto de este estilo. 
Asimismo, y como es do esperar luego de! exam en de las m asas al aum entar 
la  tem pera tu ra , en las curvas de la Fig. (7.6) corresi)üiidientes a  los modelos 
no-locales se encuentran  las mismas diferencias en cnanto a la suavidad con la 
que la restauración  de sim etría quiral es restau rada  que ya hemos com entado 
antes. Vemos una vez m ás que el modelo utilizando p ara  el PL el potencial 
logarítm ico, con 7q =  208 MeV es el caso que presenta la caída m ás pronun­
ciada p ara  = !• Cabe agregar que, para el modelo de PN JL  
local, esta  transición se um estra aún m<is suave que en el modelo no-local sin 
PL. Inclusive observamos que el ancho de decaim iento com ienza a  disminuir 
p ara  tem pera tu ras aún m ás bajas que en ese caso y que el canal se cierra 
com pletam ente p ara  una tem p era tu ra  levemente m ayor a la indicada en [113 
como tem p era tu ra  crítica, siendo esto posible debido a  la  característica  tipo 
crossover de la transición.
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1.2
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Figura 7-6: Aucho de decaim iento norm alizado en función de
T¡Te  p a ra  el set C y los dos potenciales p ara  el PL en com paración con 
resultados de los modelos nlN JL y PN JL  local. Los resultados considerando 
Tq =  270 y 208 MeV se m uestran  a  la izquierda y derecha respectivam ente.
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Capítulo 8

Conclusiones

En esta  tesis se han estudiado  d istin tos aspectos del com portam iento  de 
la m ateria  fuertem ente in teractuan te  a  tem p era tu ra  y /o  potencial químico 
finitos en el m arco de modelos de quarks relativ istas con interacciones entre 
cjuarks no-locales y que incorporan el acoplam iento de los mismos con un 
parám etro  de orden asociado al confinamiento. Comenzamos en el prim er 
capítu lo  haciendo una introducción a  los tem as desarrollados en esta  tesis. 
En el Cap. 2 revisam os algunos concoptos de la C rom ódinam ica Cuántica, 
sobre todo  en relación a  las sim etrías que tienen que ver con las tran si­
ciones de fase que luego estudiam os. En el Cap. 3 introdujim os el modelo 
de XJL, m ostrando que describe la rup tu ra  espontánea de sim etría quiral y 
cómo aparecen los piones como los correspondientes i)osones do Goldstona, 
Describimos tam bién el formalismo necesario para incorporar en este m ode­
lo tem pera tu ra  y potencial químico finitos, y m ostram os cómo acoplar los 
grados de libertad  fermiónicos al loop de Polyakov, dando lugar al modelo 
de PN JL . Viraos que éstos son modelos relativam ente sencillos que perm iten 
estud iar algunos aspectos de QCD a bajas energías, pero que presentan  cier­
tos inconvenientes, como la necesidad de elegir m ía form a p ara  regularizar 
cantidades divergentes y las am bigüedades que esto conlleva. Presentam os 
dos form as a lte rn a tím s  p a ra  el potencial term odinám ico del PL: una forma 
polinóm ica basada en el ansatz  de G inzgurg-Landau y o tra  basada en la for­
m a logarítm ica de la m edida de H aar de integración asociada con el grupo 
S í/(3 )  de color. Describimos adem ás el formalismo necesario para incorporar 
en estos modelos tem p era tu ra  y potencial ciuímico finitos.

A p a rtir  de estos modelos, viraos en el Cap, 4 es posible alcanzar una 
descripción m ás realista de las interacciones en tre quarks incorporando in­
teracciones no-locales. Presentam os param etrizaciones a lternativas p ara  el 
modelo N JL no-local, dos de ellas con los frecuentem ente usados factores 
de form a exponenciales, de estas, la m ás sencilla no incluye W F R  (set A),
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8. Conclusiones

y a lternativam ente utilizam os una param etrizaoión en la que sí se tiene en 
cuenta (set B). Además, consideram os un  tercer set de parám etros, p ara  el 
que se a ju stan  las funciones de m asa M (p) y  renorm alización Z{p) a resul­
tados de LQCD. M ostram os que a  nivel de cam po medio es posible obtener 
los valores de expectación de los cam pos y que tom ando el desarrollo en 
laa fluctuaciones inesónicas a  orden cuadrático  se pueden encontrar tam bién 
las m asas do los mesones escalar y pseudoescalar así como la constante de 
decaim iento débil del pión. Llevando el desarrollo h as ta  torcer orden vimos 
cómo calcular el ancho de decaim iento del mesón a  en el ])roccso a  -»  tttt. 
Luego presentam os los resultados numéricos p ara  estas propiedades a  tem pe­
ra tu ra  cero, que se resum en en la tab la  (4.2). Sobre el final do este capítulo 
m ostram os como acoplar los quarks al loop de Polyakov para obtener así el 
modelo nlPN JL,

La p arte  central y novedosa de esta tesis se detalla a  p a rtir  dcl Cap. 5 
donde se presentan y anaÜzan los resultados originales obtenidos. En el 
prim er capítulo de resultados estudiam os, utilizando el modelo nlPN JL , el 
com portam iento  de las tem pera tu ras críticas asociadas a  las transiciones de 
fase de restauración de sim etría quiral y deconfinam iento cuando el potencial 
quím ico es cero. En la  prim era p arte  de ese capítulo consideram os el efecto 
de suponer que el parám etro  Tq que fija la escala del potencial teruiodiná- 
mico del PL  depende de la m asa de los quarks, como h a  sido recientem ente 
sugerido [55]. En todos los casos estudiados encontram os que las transiciones 
están  entrelazadas, siendo esto m ás fuerte en el caso del potencial logarítm i­
co p a ra  el PL. Considerando el potencial polinómico encontram os una leve 
separación, AT,. <  10 MeV, que de cualquier m anera es mucho m enor a  la 
que se encuentra em pleando modelos locales, «  40 MeV. Al tom ar el valor 
de Tq correspondiente a  la tc'oría de gauge pura, es decir 270 MeV. encon­
tram os u n a  te m p era tu ra  crítica p ara  la transición quiral, entre 209 MeV y 
214,5 McV. que resu lta  un  poco a lta  en relación a  los valores encontrados 
utilizando técnicas de LQCD, esto es 173(8) MeV [35]. Sin em bargo, al u ti­
lizar el valor de Tq sugerido ])ara el caso de dos quarks livianos conseguimos 
U11 descenso en la tem p era tu ra  crítica al rango 171 — 1 8 0 ,5  MeV. en muy 
buen acuerdo con el valor estim ado por LQCD, y, lo que es muy im portante, 
sin estropear el entrelazam iento como ocurre al tom ar este valor de Tn en 
el modelo de PN JL  local. Por o tro  lado, una consecuencia de considerar Tg 
dependiente de la  m asa es que las transiciones se hacen un poco más ab rup ­
tas. En particu lar encontram os al tom ar Tq =  208 MeV para el set A. con el 
potencial logarítm ico, la restauración de sim etría quiral es una transición de 
prim er orden, lo que se puede in terp re ta r como un  aspecto poco realista  del 
set de parám etros que no incluye rcnorm alización de la función de onda.. P ara  
los o tros casos encontram os que p ara  ese valor del parám etro , que os el que
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corresponde a  nuestro modelo de dos sabores livianos, la transición es tipo  
crossover, ta l como se encuentra en el contexto  de LQCD [79, 80, 81, 82. 83 .

En la segunda p arte  del Cap. 5 investigamos la  dependencia de las tem ­
p era tu ras  críticas con la ru p tu ra  explícita de sim etría quiral. Aquí tam bién 
hallam os un entrelazam iento entre las transiciones, y observamos que el niis- 
niü se m antiene al variar la  m asa, en todo el rango coiisideriido. E sta  ca­
racterística, que concuerda con resultados de LQCD [49, 97], es tí])ica de los 
modelos no-localcs, ya que se observa en ol modelo local una separación entre 
las tem pera tu ras críticas que aum enta con la m asa [54], Asimismo, encon­
tram os que la dependencia con la m asa del pión de las tem pera tu ras críticas 
en los modelos no locales es básicam ente lineal, con un valor p a ra  el parám e­
tro  de la pendiente. A ,  que se encuentra en el rango Ü.Ü6 -  0,07, bastan te  más 
cercano a  las estim aciones de LQCD, A  <  0,05 [48, 49, 5Ü, 51], que el valor 
que se obtiene u tilizando modelos puram ente quirales. El principal defecto de 
nuestra descripción es que encontram os que el carácter de la transición quiral 
cam bia de crossover a  prim er orden p a ra  un valor de m asa del ¡)ión relativa­
m ente baja, viéndose esto acentuado si consideram os el efecto de los quark 
dinám icos sobre el parám etro  Tq. Los valores de m asa crítica que encontram os 
utilizando Tq =  270 MeV son ^  400 MeV p ara  el potencial logarítm ico y 

>  700 MeV p a ra  el potencial polinómico, m ientras que con la ttice  QCD 
se estim a que la correspondiente m asa del mesón pseudoescalar debería estar 
en el rango de algunos GeV [89, 90, 91]. Sin embargo, es esencial destacar que 
nuestras predicciones son confiables dentro  de un rango lim itado de valores 
de con una co ta  superior que estim am os alrededor de 600 MeV. Acerca 
de cómo corregir este inconveniente y elevar la  m asa crítica hasta  la cota 
recién m encionada cuando consideram os el potencial logarítm ico, podem os 
tlecir que es esperable que la inclusión de fluctuaciones ine.sonicas suavicen 
las transiciones haciendo un apo rte  en esa dirección.

En el Cap. 6 investigamos las transiciones de fase ¡¡ara potencial quím i­
co finito, describim os en prim er lugar las modificaciones necesarias en el 
modelo p a ra  llevar esto a  cabo. En la Sec. 6.2 consideram os el caso de po­
tencial quím ico im aginario, ~  i6T ,  y  vimos que el modelo n lPN JL  es 
invariante an te  transform aciones del grupo extendido Z:u encontrando con­
secuentem ente que las funciones term odinám icas de O correspondientes son 
periódicas con un período 2n/Z .  Construim os los diagram as de fase en el 
plano T  -  6 considerando prim eram ente la form a logarítm ica p ara  el po ten­
cial del PL. Hedíamos que p ara  el set A el deconfinam iento ocurro siempre 
como una transición de prim er orden, m ientras que para el resto  de los ca­
sos es tipo  crossover p ara  valores bajos de 6 existiendo un punto  fuial para 

«í 0,7 — 0,8 a  p a rtir  del cual la  transición es do prim or orden. En 
cuanto  a la restauración de sim etría quiral, obscrvfunos ciue siem pre tiene
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8. Conclusiones

lugar como una transición tipo crossover a  una tem p era tu ra  superior a  la de 
deconfinaniiento. En todos los casos encontram os una separación creciente 
en tre las transiciones quiral y de deconfinam iento a  m edida que 9 aum en­
ta . E sto  indica que el entrelazam iento encontrado p ara  ¡.i =  O se pierde en 
la región de /i im aginario lo cual está  en discrepancia con lo encontrado en 
LQCD. Adcmáü si utilizam os Tq =  270 MeV. las líneas correspondientes a  la 
transición de deconfinam iento caen fuera de las barras de error de los puntos 
de LQCD [40], En cambio, tom ando 7o =  208 MeV, encontram os un buen 
acuerdo en tre los valores para la  tem p era tu ra  crítica obtenidos con nuestro 
modelo y los de LQCD. Asimismo p a ra  el pun to  final R\V encontram os una 
tem p era tu ra  crítica en tre 188 y 191 MeV, que concuerda con el valor estim ado 
utilizando técnicas de LQCD, 185(9) MeV [40j, y que, adem ás, en ese punto  
la transición es de prim er orden. P ara  el potencial polinómico. en cambio, 
vimos que nm ica existen transiciones de deconfinam iento de prim er orden, 
im plicando esto que en el punto  R\V la transición es de segundo orden en 
contradicción con los resultados de LQCD.

En la Scc. 6.3 construim os diagram as de fase p a ra  /i real considerando los 
tres sets de parám etros, A, B y C, las formas polinóm ica y logarítm ica p a ra  el 
potencial del PL  y dos valores alternativos para su parám etro  de escala. Con 
la salvedad del caso set A, potencial logarítm ico, Tq =  208 McV, p ara  el que 
la transición quiral es siem pre de prim er orden, encontram os que para valores 
bajos de potencial químico existe una zona en la que las transiciones quiral 
y de deconfinam iento son tipo  crossover y, adem ás ocurren en sim ultáneo 
para  el potencial logarítm ico, y con una diferencia siem pre m enor a  10 MeV 
para  el polinómico. E sto  indica que, contrariam ente a  lo encontrado para 
¡.i im aginario, existe un fuerte entrelazam iento en tre las transiciones en esta 
región. Encontram os (lue en estos casos existe un pun to  dc'l d iagram a en el 
que la transición quiral cam bia de carácter, y p ara  este pun to  crítico final 
encontram os que el potencial químico está  entre 130 M(íV y 233 McV y la 
tem pera tu ra  en tre 125 MeV y 198 MeV. Mfls allá de dicho punto , la transi­
ción quiral es de prim er orden m ientras que la transición de deconfinamiento 
ocurre suavem ente, y a  una tem p era tu ra  m ás alta . Esto hace que a  p a rtir  de 
dicho punto  comience a  existir una región en la cual los quarks están  con­
finados y la sim etría quiral está  restaurada, esta  es la que se conoce como 
fase quarkonica. F inalm ente, presentam os los resultados p ara  im aginario y 
real en un único d iagram a de fases en el plano T  -  en el que se puede ver 
resum ida toda  esta  información.

En el Cap. 7 nos dedicam os al análisis de algunas propiedades mesónicas 
en función de la tem peratu ra . En particu lar investigam os el com portam ien­
to de las m asas del pión y su com pañero quiral el mesón ít, la constante 
de decaim iento débil del pión y el ancho de decaim iento p ara  rr en el pro­
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ceso a  TTTT. P artiendo  de los valores que se encuentran  en el contexto del 
modelos n lPN JL  a  tem p era tu ra  cero [27], que son com patibles con los valores 
em píricos, observamos que al aum en tar la  tem p era tu ra  toda.s estas cantidades 
dan  m uestras de la restauración  quiral, esto es: las m asa del pión y la  del 
mesón a  se vuelven degeneradas después de la tem p era tu ra  crítica, se viola 
la restricción <  2 m-^, po r lo que el canal p ara  el decaim iendo del mesón 
a  a  dos piones se cierra, y esto se distingue por la caída ab ru p ta  del ancho 

desde un valor m uy próxim o a  su valor en cero. Las m asas cr(!c<ni de 
m anera aproxim adam ente lineal con T  hiego de la transición. Com param os 
en todos los casos los resultados obtenidos con el modelo de N JL no-local 
que no tiene en cuenta el acoplam iento de los quarks al loop de Polyakov 
con los que se encuentran  en el contexto del modelo n lP N JL  considerando 
los potenciales polinóm ico y logarítm ico, tom ando para el parám etro  Tq los 
valores 270 MeV y 208 MeV. En general encontram os el efecto conocido que 
tiene la inclusión del PL [111], hacer las transiciones m ás ab ru p tas  y, observa­
mos que con el potencial polinómico las transiciones son siem pre m ás suaves 
que con el logarítm ico. C om param os adem ás el com portam iento  del ancho 
de decaim iento eon el que se encuentra emi)leando el modelo de PN JL
local [113] y encontram os qne nuestro modelo describe una transición quiral 
que es notablem ente más ab rup ta , en  particu lar con (¡1 potencial logarítm ico 
y el parám etro  Tq =  208 MeV.

En conclusión podem os decir que respecto de los modelos locales, los 
modelos n lPN JL  constituyen un  avance hacia una descripción m ás realista  y 
consistente de la m ateria  fuertem ente in teracluan te  en condiciones extrem as 
de tem p era tu ra  y /o  densidad. R esulta claro, sin em bargo que en el marco 
de las aproxim aciones utilizadas en este traba jo  dichos modelos conducen 
a algunos res\iltados que no son com patibles con las predicciones obtenidas 
m ediante técnida-s de Q CD en la red. Es de esperar (¡ue distintíus m ejoras tales 
como, la inclusión de ñuctuaciones, de interacciones en tre quarks adicionales, 
etc. ayuden a  resolver dichas discrepancii-us.

'<a C i ü N A L  D £  E N E R G iA A T Q U IC A
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