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1..- INTRODUCCION

En ios reactores nucleares de potencia, heterogéneos,
el Zircaloy es usado extensamente pafa las véihas cilindricas
de las barras combustibles. En su interior se apilan las pasti
l1las de 6xido de uranio. Su cara exterior.es'baﬁada axialﬁente
por una corriente de fluido refrigerante. Durante el sefvicio
los tubos cstin sometidos a estados tensionales miltiples que
son variables en coordenadas espaciales y tempofales._ BT pre?
sente trabajo tiene por finalidad evaluar el estado multiaxial
de tensiones y déformaciones'manifestadas en la zona de unién
del tapbn con la vaina de la barra combustible ﬁara ciertas con

diciones“de funcionamiento.

La importancia del andlisis de estas perturbaciones
locales reside en que se.amplifican las tensiones en la regidn
donde 1las propiedades mecdnicas dellmaterial sufren importantes
modificaciones como consecuencia del proceso metalGrgico dc la

soldadura.

, La teoria desarrollada sobre las laminas de revolu-

cién delgadas es de aplicacién general. Parte de las hipétesis
fundamentales de la teorfa de la elasticidad. Se refierc a ma
teriales con propiedades mecdnicas de isotropia y homogeneidad.
I'sto es, ciertamcnte, una simplificaciﬁn_qué'ﬁos permite un cn
cuadre mis éimple sin disminuir por.ellolla esencia del fenpme

no a estudiar. Sin embargo, en la realidad, los materiales se
alejan de esta situacién.

" El1 Zircaloy presenta fuerte anisotropia mecdnica como
resultado de su marcada textura cristalogréfica obtenida en el

‘trabajado.
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Los tubos circulares de Zircaloy muestran.una tipica
orientacién cristatogrﬁfica. La aniSotTOﬁfﬁ_Né;ﬁnicé se trefle-
ja_en caracteristicas de Fluéncia y creep disimiles en distin-
tas direccioncs y también para tcnsiones de distinto signb. Lo
mismo ocurre con las constanﬁes del comportamiento clastico.

Iin serviéio las propiedades mecidnicas vari#n por cfecto de ra-
diacién, temperatura y deformacién plastica uniforme y no uni-

forme.

In estudio mis riguroso deherfa contemplar la aniso-
tropia mecdnica considerando valores de las constantes cldsti-
cas ‘para cada direccién y deberian tomar en cuenta las variacio

nes de estas en la zona afectada por la soldadura.

Con fines simﬁlificativos, partimos de la hipétesis
del estado plano de tensibn generalizado, éaracteristiﬁo de las
laninas de rcvoluciﬁn'deigadas, que implica despfeciaf las tpg.
sioncs normales en dircccién radial y sus cd}respondientes de -

>

formaciones. La tcoria desarrollada para ldiminas delgadas se
7o |
vuelve mds cxacta a medida que la relacién del espesor al ra

dio medio disminuye. Un tratamiento mds exacto exige conside-
rnr.luslsoluciones de ﬁbrde parn_]éminas“de espesor grueso, mas
complejas. 1lin la vaina de la barra combustible para la Central
Nuclear Atucha, la relacidn espesor-radio (h/rl= 0,0969£ 0,1)
nos nhica en la zonpa ‘de error tolerable. Acotemos que la vaina

combustible CANDU-PHW ticne una relaciﬁn h/r = 0,055 y es colap

sabhla.

Las tensiones locales sc originan por la discontinui
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dad de deformaciones de 1a vaina y del tapén en 14 anibn de an
hos. -

En el estudio dé la flexi6én de borde suponemos que el
tapﬁn presenta una rigidez inmensamente mayor que la de la vai-
na, o sea, tapon indeformable y condiciones de contorno de empo
tramiento no eldstico. En realidad, la pequefia deformaci6én de
los bordes de 1la piaca circular disminuye la deformacién local
de 1a 14mina y las correspondientes tensiones, pero este efecto

es despreciable.

Asumiremos 4ue el :tubo es una l4mina ciiindricé cir-
cular sin excentricidades ni desviaciones axiales y con espesor
constante ciﬁéﬁhferencialxyfaxialmqqxc. Ll alejamiento de csta
idealidadlgeométrica_involucra;un_estado asociado de tensiones

y deformaciones por flexién.

"Fn este trabajo no analizaremos las inestabilidades
elisticas a que puedan dar lugar los esfuerzos de compresién en

: ". - = - e
la ldmina, 'particularmente en el caso de presi6n efectiva exte-

rior. F oy

 En el cuarto capftulo aplicamosﬁeSte estudio sobre
las tensiones y deformaciones ‘de diSCOntinuidad'en'ialregién de
la ‘soldadura del tap6n inferiur'CGn;ia vaina;de 15 barra combus
tibie prototipo de la Central Nuclear Atucha (PHW; 319 MWeléctri
cos). ‘Anbos: elementos estéﬁ fabricados con Zircaloy 4. La gég
metria, dimensiones y toleranqias'estﬁn repfesentadaswen la fi-

gura 5,.acompaﬁada de una macrofotograffa tipica de la zona de

~la soldadura (fig. 6).

lin ¢l espacio inferior para depf6sito de gases admiti-

remos que durante el servicio, la temperatura de la cara inte-

1]
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rior es igual a la de la cara exterior y ligeramente superior. a
la temperatura de entrada, cn cJ_cnnnl,'Je la masa de fluido re
Frigcranfe. 0 sea, no hay grndicntus.de tempernturaslradiaiés,
ciréunforencinles ni uxinlcs. isto se cumple mads aproximadamen
te cuanto mis nos alejamos de la Gltima pastilla y ﬁos acercamos
al tapon inferior, que es la zona de vaina afectada por la per
turbacion lécnl que nos interesa. [sto equivale a :nlnonor'quc
el tupﬁanIH\:rior y la regidn de vaina cercana a é1 sufren un
calentamicnto uniforme hasta una temperatura comGn. Con un mis
mo cocficiente medio Jde dilatacién térmica lincal en ambos cle
mentos se presenta una igual deformacién radial que ql'np estar

impedidas no ocneran tensiones térmicas. .

La llexidn estudiada es de caridcter senoidallamoptj-
ﬂﬁhdoiy se torna despreciable en la segunda longitud de onda'ioT
que pone de manifiESto:Su cardcter local; a su vez la distancia
entrc la ﬁ]timalpnstilla combustible y el tapdén inferior es del
orden de una decena de veces esazlongitud de onda. |

W

il ecstado de tensiones-dcformaciones térmicas produci

£

das pnr’loﬁ”nrndientes de temperatura radiales, circunferencia-
les y axiaics en la zona de quemado de la barra, consideramos*
que - se umortigﬁun_como para no inter[érir con cstas”perfurbacig
nes locales. Lo mismo GCurré.con 1as_int0raccinncslentre-13
pastilla y 1la vaina.

i1 casquillo inferior tienc un juego radial dentro de
L var na, especilicada en el armado, Por esto, los desplazamien
tos radiales de 1la vaina producjdoa en la flexién de borde no
Vleegan o interlerir con el vnﬁquillo. n c¢caso cohtrnriﬁ varian

Las condiciones de contornc impuestas. : o
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,a barra ¢s armada con una prcsiéﬁ interna de helio
a temperatura amhientef_'Cuando comienza su servicio en el:-re
actor cn réeimen, cste gas sc dilata ﬁor 13 tcmperatura del mg
dio, sumando su presién parcial a la de 165 pases residuales
que se deﬁpreﬁdnn v combinadamentc una importamte rcduccién de
volumen que ocupan los gascs por dilatacidn de las pastillas
cthustthES. Asi sc alcanza una presién interior inicial, del
orden de cuatro veces la de llenado con helio, necesaria para |
rcducir-la presidon cefectiva exterior y:evitér el colapso elas-
tico y pldstico de la vaina por cfecto de 1a prgﬁiﬁn externa
presente en el seno del fluido rgfrigerante y atenuar la inter
accién entre vaina y pastilla. Sefialemos que ci discfio de cstas
vainas es-del. tipo autoportante, resistentes a la presién efec -
tiva exterior.

La presidn interna va crecicndo fundamentalmente por
¢l desprendimiento decl gas de fisién . Al final de 1la utiliza .
cién, se estima una presién interna levemente inferior a la ex
'tcrna, con lo qﬁe la preéién efectiva ha disminuido, pero el ma
rerial QC‘lﬁ vaina ha sLFrido cambios metaliirgicos por efeccto

de la ralliacién vy temperatura.

Aplicaremos las soluciones analiticas logradas en

los casos:

a) Antes de entrar en servicio con presién interna de ar-
mado y temperaturia ambicate. La importancia de este caso resy
de en conocer las variaciomes de ‘dimensi6én radial por efecto

del Fendmeno local.,

b) En ¢l momente inicial (tiempo cero) de servicio. En

este caso la carga Jde superficic ¢s La mayor de toda la vida
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Gtil ‘de 1a barra;ﬁgero a*su.vez, el'Zircaioy'nolesté &aﬁado_
por radiacién. Sus constantes cldsticas son las correspondien
- tes a_la.temperaturn media de servicio. Déjamos de iado el
andlisis de los estados transitorios, y su influencia en la zo-
.na anaiizada, que la harra recorre hasta alcanzar su estado pro

niamente inicial de servicio.

c) E1 elemento combustible, al final de EQ tiemno de residencih_
~n el recactor, es transferido a 1la niieta de enfriamiento. La
nresidn interior es midxima y la exterior es sensiblemente la am
hientg.. Aceptamos que la temperéturalno suﬁéra los -100°C, T1

material cstd irradiado y recocido. ' : ' =

d) En 1a situacién de un accidente de pérdiﬁa de presi6n del re
frigerantc en el canal. Al interrumpirsc la refrigeracién la
temperatura en.las harras se eleva rdpidamente hasta que actda
la refrigeracién auxiliar. FEn la zona del tap6én inferior la es
timaremos del orden de 500°C. Supondremos que este accidente
ocurrc al finai del tiempo de residencia del elemento~combﬁsti-
hle para copsidcrar la presiﬁn interior mﬁ%ima y'matérial irra-

diado. ¢ : 4
: 3 .

v
Rl estado tensional hallado es méximo en las caras externas e
internas, varinando a lo larpo del tubo. Para determinar si el mate
rial entra en fluencia, limite de esta teoria eléstica,lu;iliza—
nost el criterio ﬂc_vnn,ﬂisesrﬁ_hpelamos a Este, en Vez.dg-otros,:
modelos mis exactos que consideran anisotropia y efecto Eggi?
chingser, por no poseer datos confiables de las tbnsiones ﬂe
fluencia nor tracci6én y compresién én las direcciones aiiales'y
tangenciales. Seglin Mises, la tensi6n eficaz la compéramos.

con la tensi6én de fluencia por traccién en direccién axial, que

es 1la menor y mAs confiable.
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.- Teoria general de las laminas de revolucidn delpada.

Ldminas delgadas cilindricas circulares.
Soluciones de borde en las laminas delgadas cilin-

dricas circulares.

. Cilindro circular sometido a presidén interna, ce-

rrado'y empotrado en el extremo.

. Tensi6én equivalente.

Criterios de fluencia.

Dilatacién homogénea.
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2.1. TEORIA GENERAL DE LAS CASCARAS DE REVOLUCION DELGADAS

Las léminas de rc*olucién sc obtienen por rotuﬁiﬁn de
una curva hlana 6 meridiano alrededor de un cje contenido cn el
plano de la curva. La.lﬁmina queda geométricamente deflinida uﬁ
cf espacio mediante la funcién que describe la Sunchi;ic me:lia
segn 1as.c00rdenadas~€}?'¢’y el espcsor en cada punto, tamb:én

como funcidén de esas coordenadas.

E1 borde, o 1limite, de una l1amina, es el ﬁifimn.circg.
lo péralelo._ Prdcticamente es la unién dc la lamina con otro ¢
lemento de distinta geometria, de distinto espesor'o distintas
propiedades mecdnicas, como pueden ser: otra 1amina, tapa, bri

da, elemento de soporte,. etc.

Ecuaciones de equilibrio estédtico.

Analizaremos un elemento de la ldmina infinitamente
pequeno, definido por las coordcnadasi&‘yﬁy , limitado por dos

circulos paralelos y dos curvas meridianas, segin la (ipura 1.

Se desprende que:

b

[l}

)
2) d

T}.sen 8
da cos ‘P = 3".’ d(p cos _?;"

]

Yo
%

liste clemento de 14dmina tendrd por dimensioncs F‘rdﬂj;féxlﬁ?}r

espesor h,

Consideremos una fuerza distribuida que actia ¢n la
cuperficie (externa o interna) que es funcidn containua de las co

ordenadas €y ¢ . Iista carga de superficie la descompondremos

on tres componcntes ségfn las sipuicntes dirccciones: p€~senﬁn
Ia normal a la superficie media en cl elemento, pq, seain la tan
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\\__SUPERFICIE MEDIA DE LA LAMINA
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ELEMENTO DE LAMINA DE REVOLUCION. FIG 1
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cente al meridiano v'péysegﬁn la tanpente al paralelo. La car-
na de superficie y sus componentes se expresan por unidad de a

rea de la superficie media.

Analizaremos el cquilibrio de las fuerzas y dc los mo
mcnfos actuantes Segﬁn las tres direcciones indicadas descartan
do las fuerzas dinﬁmicas, o sea, cl equiiihrio estitico. Obte-
nemos Seis ecuaciones diferenci#les de équilibrié en el espacio,
que, simplificadas, son:

3) W (v r{’) + -Qg—g‘l‘- r_, Ng coa 4 - g Qqa T Py =

4) :'Srf (‘fo NLFQ).f—. Yy %}g -'|-I T' NGI‘F’-C(;-J‘P — r,‘ 09 At (‘f)-t- e ¥y f;?a- =0
5) ¥y Neatm ¥t vy N + ry 282 -+ s (o) -tor p-=0

6) A‘P(r M'f)+ " ‘5M9‘V, r, Mgwo‘{’ r‘ r, Dy =0

.7) (rO M-hr)+ r,i% + v, Moyismd. 1,1, N =0

8) o1y Neg- Yo ls qun{.} T MGLP om ¥+ o Myg =0

Hipotesis de comportamiento del material

.Supondremos que la materia es continua y perfecta, o
sea, que nuégtroq sélidos qerﬁn mecAnicamente isétropos en cual
quier d1feocion y homogeneos en cualquier punto. El-modelo fi-
sico de v1nculac16n entre el estado de tensidén y el estado de de
formac1on en cada punto lo adoptaremos eléstico—lineal (recupe-
rqcfﬁn instantdnea y respuesta lineal) hasfa“lﬂ Flucncia;-jhsi;
nuestro estudlo esta limitado a que el estado de tensién.en nin
olin punto sobrcpasc este limite. [n la practlca este limite lo
édoﬁtaremos.ComQ'el que deja una pequena deformgc10n residual
' 2 _ ¥ :
de-vaior convencional. La ley generalizada de Hooke, en un pun
to se expfesa, en funéiﬁn de las constantes eldsticas del maté:“

rial utilizadas en la técnica, segfin las siguientes ecuaciones:
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0 Ex= = |Tx- 'I‘”“T&)J

I L ERICARY)

Ey= £ [Ty - V(Tx + Ty))
Sxy= 2 (1+9) Tny
Sy = =01+9) G
Byx = 2 (11V) Tyx

Superposicidén de efectos

Las solicitaciones externas serin absorbidas en el ca
SO genefal por el efecto.superpuesto ﬁe las tensiones uniformes
normales y tangenciales con la rigidez a la flexién y a la tor-
sién. Es decir, nos valdremos del princip16 de independencia de
las accioneé.para-analizar'105 efectos producidos por la apli-
cacién de momentos flectores y torsores superponiéndoles un es-
~tado membranal producido por los esfuerzos normales, tangencia

les y cargas~de superficie.

Pequeiio espesor:

En todo nuestro estudio nos mantendremos en lidminas
de espesor pequeno comparado a 1as restantes dos d1men51one% y

i

a los rad1os de curvatura de los paralelos y mer1d1anos.

Con esta 11m1tac1on, despreciaremos la 1nf1uenC1a en

!
los desplazamlentos, de Ios esfuerzos cortantes Qey Q'P

La tensién normal en la direccién transversal a la 14
mina (Ei, se or1g1na por la preslon mutua entre las capas de la"
ladmina debldo a la componente ‘normal de la fuerza de superf1c1e.
Varia a través del espesor, siendo su valor en las superficies

extﬂemas



o T2 =

1) U};)f‘;é?-—f)rexterior'
11) (Q— )ﬁ;,_ = -‘P'f interior

Como en general éstas pr051bnes estén bastante por de
'haJo de 1las tcnq10n0% de trahajo dol material _desprec1arcmoq(g+
f su 1nf1uenc1a en los désplazamientos de la - sunerf1c1e media.
Asnmimos que el dcsp]uznmicntn rndinlbv ns EHHHTIHTC pnr1 cua]—
qu1er apartamiento 3 do la superficie media, de esta manera la

deformacion (Es) es nu]a, ya que:

12) -(ti});," >3

Al despreciar la .Funci(in(;fjé..)j no podemos, ni es neco

H

-sario, distinguir el 1upaf de aplicacidn de las cargas. Adopfq
fehos coﬁo-lugar geométrico de aplicacién 1n'inpcrficie media e
Lﬁ lamina. [Esto cs vilido, incluso, para las cnrﬂng.mﬁsicns,
que ordinariamente varian a 1o ancho dellesp0ﬂurﬁ_cnmn_01'pcsn
propio o fucrza§ dinamicas.

1 despreciar en los'dcsplazamientos_]n accidn dc¢?§§;

5 _ _ ;

Yy y {Ei , apareja la hip6tesis que durante la flexién, los cle

.mentos rectos'; normales a la superficie media permnncceTﬁn'reg

 tos y nnrm;lds'a la superficie media de 1a lamina delormada.

Significa que ﬂé’ﬂggyZéqfsqn funciones lincales de 3 del tipo:

) (Je), = (Jo), .0+ (ijfé;u da

. g
Como dexprccanmuﬁf73,2e9% yt93x en las deformaciones

1

suponcemos actuande solamente Jg N ?'Vééwﬂ-e] tensor de tensio
: . (=i

nes toma la forma

.] 4 ) (JTG* ! {:::.};‘_-'} ; C)
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| caracteflstico del estado d# tensién plano generalizado. Por
el teorema de Cauchy es ZGCP= g0 |

En virtud de este estado tensional asi supuesto, el mo
delo fisico eldstico-lineal generalizado que vircula ias tensio
nes con las deformaciones, se obtiene a partir de las euu&cioneﬁ

9) y se expresan asI

1) (G), = 155 [(Ee), YN
(To)y = 55 [(&o), +V(E);]
I?) (Zecp) (Zq;e)é 2(4_“))2{9-

En tratamlentos mas elaborados* siempre con cargas de
| superfic:le, al tener en cuenta @é) (Zeé)y(Z'qvé)é , se demuestra
que las tensmnes (Gzp)é (Ze«;o)éy (GO)% produc1das por los momentos
flectores y torsores dejan de ser func1ones lineales de 3_porque
ias soluc1ones contienen términos de tercer orden ena, Estos
~términos parabéllcos p;erden 1mp0rtanc1a al disminuir el espesor

de la l4mina.

De ‘1gua1 manera O_% tlene a través del espesor una dis
tr1buc15n’ arab611ca que en el caso de una ldmina cilindrica
circular es de segundo grado en‘3,y en e1 caso de una placa es

de' tercer grado.

Cuando el esﬁesor es del mismo orden de magnjtud qﬁe

- los radios de curvatura de 1la lémiﬁa,.o en las proxiﬁidadﬂg del
1ugar'de aplicacidon de cargas concentrgdas, es necésario anali-
zar el problema con teorfas mis complejas. AcOfemos'QUe on el
caso de una envoivente delgran espesor solicitada exclusivamente
por presidén radial uniforme y alejado de Eargas concehfradgs y
cambios geométricos. .y fisicos, partiendo de 1la hip6tesis de.es—

‘tado de tensién plano generalizado, tenemos 1a solucién de Lamé.



cudciones peométricas

El desplazamiento de la superficie media del clemen-
to de lamina considerado, de coordenadas & Yy 4’, sc puede des-
componer vectorialmente segiin-tres direcciones ortogonales; u,

N O W

~Aqui haremos otra hipdtesis limitativa para todo cs
te trabajo: los desplazamientos serdn dc pequeia mﬁgnitud com-
parados al espesor. De esta manera despreciaremos los infini-
tésimos de orden superior en las ecuaciones peométricas de las

deformaciones cn funcién de los corrimientos:

; 4 da - Do A
o= 75 ST e 29 T2

' A 34w
1) E¢= G a¢ " .

-18)

Estas son las deformaciones uniformes normales a las

caras del elemento. La deformacibén angular es:

) d _ wmen? L 2T
20) oy = Eﬂfe - ¢ - | o e

En dondefxl@ly es igual ab‘gpg por el teorema de Cauchy.

Durante la flexién los radios de curvatura cambian.
Teniendo en cuenta la limitacién de pequefios desplazamientos Yy
despreciando la_influencin'dc las deformaciones uniformes€gy

847’ los cambios de curvatura sc expresan: -
a3 [ (2 k)] otf (2-or)]

21)}69"‘.'5lae{ (2= - aend )} o+ Va.(é‘P )

| | S _i_,.aw,_._q: |

22) o= = _w(r; ==

be igual manera el momento torsor. produce dlStOTSlOH angular

. e | A 4 W
: 4 j: Yo 1 )VV 4 2 )
o tenm 4] % 3y (25 et £ 3[4 8

f};

£

-4
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De esta manera podemos 1ndicﬁr las dororm1c1ongslh
-una capa de espesor 1nf1n1tamente pcquenﬂ contcnldo en cl elc
mento de 1ém1na, a una d]stanC1a ﬁ de la superf1c1c med11 en -

'11 leCCLlOﬂ del espesor y h1c1a afuera de 1la envnlvcnte

24) (_&;,3);jr = -3 e
25) (E4)3, = &,f - 3 Yy

Ecuaciones fisicas

Reemplazando las anteriores expreQiones de Ias'dernr

mac1oncs en las 15), 16) y 17) tenemos:

175 {Gp), = B [Bo'r P Eur (e~ We)}

- 28) (0_9)3'5 T\T:’-[&’e + V&g %(&Cefaeﬁq)]

29) (Toe) _..._Ei.—(x — 245 ¥eovw)
)(ZGQ)?; =5y V% z
Obtenemos los esfuerzos y momentos resultantes en las
secciones “integrando a lo largo del espesor, desde §,= ~h/2 a

%r = W/2, . Estos esfuerzos y momentos son por unidad de¢ longitud
t ~

de paralélo o de meridiano segdn corresponda.

30) N = 5 h/( &) (1- x )d;}
T G) (1- % )dé,
(Tey) (1* dé,
i %)5, (1- )6:13,r
Qo (Cey), (1- 3’-)%—

35) n/&
- e, @), - %)%

1)

33
) w@ .

79 ‘
i

34)
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Teniendo cn cuenta la regla de signos establecidas

o Mg= @z (- )4y '

1 Mer-L,,q (G), 3 (1- F)43

0 Moo= [ - (Toy), -3+ (1 )y

Mye - Shﬁ —(C‘fﬁ)}‘ 3 (1- &)ds

Los . términos Fy } se deben a que las 3cccione§ la-

e

39)

terales del clemento tienen forma trape201da1 por la curvatura
de la 14mina. lLa curvatura de los paralelos es, en general,
distinta a la curvatura de los meridianos. Por esta'fazén, S
hien es 2‘9-¢ = T?G- los esfuerzos transversales Nof y N 936-
son gencralmentc dlstlntos y lo mismo ocurre con los momentos
-._Ic_ie torsién M efpy Mpe. FPor la 11m1tac16n inicial de que h cs
”pequcﬁo' comparado con h’;y '0;_, los valoreq_ﬁ—y Z se pueden des
preciar. Esta simplificacién implica quec la ecuaciﬁn 8) de e-
qui1i._.hrio no.se¢ satisface, salvo el caso en qu'e'x'i"., es igual a M.
Por esta,razdn no 1a,tendrémo$ en cuenta de Qqui'én mis y soblo
[ :
mantendremos como ecuaciones de equilibrio las c¢inco primeras.

-

Sustituyendo en estas expresiones asi simplificadas

las ccuacioﬁeﬁ‘Z?), 28) y 29) ¢ integrando obtencmos:

40) Nq; -—Sﬂl (é«f 1,9&:,)

41) Ng = = -\)1

42) NG"P_= Neo = z(fr\)) el
Quc son los esfucrzos unitformes. Los momentos resultan:

_ EL? Yoo & e
m My = 12(1-—%)( CF e)'
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Llamando ”coeficiehte de rigidez a la flexién" dJde la ldmina a:
1) D ek |
WP -y
La expresion de los momentos sec simplifican
15y My = D(¥y + V ¥eg)
16) Mg =D (e V ¥y )

47 Mgy = Mye = D(1-V) ey

Tensiones

Determinaremos las tensiones actuantes en el elcmento
de l4mina, asumiendo que los esfuerzos Ng,N ('a y N.Q’D-_;e dis-
tribuyen uniformemente a lo.ancho del espesor en virtud de 1o

pequefio de éste.

‘Introduciendo las expresiones 40) y 43) en la 27) v

~operando obtenemos:
ey W My o
43) LU—LP)} = -—f%ﬂ —142 'jfg’ &

Operando de ignal manera ¢on las A1)y A6) en la 28):

19) ((J"e»)_} = —'}f—*'-— 12 4'%%-3/ :

Idénticamente con las 42) y 4%) en la 29j:'
ol | v : Ne"‘p Meqﬂ - s
0 (Coa), = (Coe)y = FE-12 3= %

Es inmediato que las tensiones mdximas se producen

‘en las capas mds alejadas dc¢ la superficie media de 1a ldmina,
Para 3,= h/2 y af= -h/2 las expresiones 48), 49) y 50) sc con

vierten en:



51 (g )‘3,: * ¥ A .
- _ Ne z e M=
ki s =

53)

3 (
2lie)
" (

2?6?‘P%;=:1;%£3=: 'f]E;

IL.os csfuerrzos cnrtunrcsfjé}y ) @ por unidad Jd¢ longi

tud se determinan a partir de las ecuaciones dJde¢ cqitilibrio 6) v

7} en funcién de Mg, Mf?’ M.gq? y M Yo

Por similitud con el estado de tensiones

plano pene-

ralizado aplicado en la teoria elemental d¢ flexion de placas

y vigas, admitiremos, aproximadamente, una

Jistribucion.

para-' -

hdélica de (Tﬁ'g )% v e (??3)%« a través delespesor de la si-

nuicnte forma:

54.‘}(21;93_-_ (-Zﬂ%e)_ .g ¢ Qe (_i;"_

P Tyz), = () - ‘“—’9—”‘1(—;— -%

I'n las caras de L1 lamina, para

siones Eoptantes se anulan.

in la superficic medla, para 3:.
varl oo,

3 Qe
Bl

/_\ 3
~
¢ 3
¥
o
|

3,==o
57) (2?%234) e %%- ;gﬁ?l

Corgas con simetria rotacional

0

L

+ h/2, cstas

In el caso en que la carga de superficie aplicada

ton

alcanzan su mayor

ten
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ga simetria respecto al eje dc rotacién de la envolvente, cl a
ndlisis tensional se simplifica ya que p g es nulo y v D
: L 2 : ¥4 .9 . 9. Y P V! ¢
son independicntes de € , o sea constantes para cada<€* | sélo

son fTuncionecs de lf .

= B,Iimplica que:

S P
Ne =0,
Ney = Nga =0

1as ecuaciones de equilibrio sc recducen a:

58) o (roNg)-ryNecnP— v, Yy + 51 =0

59) qéﬂﬁ.o
. 3 o6
60)

:rq?(" ch)+r,Ne§€A4«‘P+ U‘,._r;r, p, =0
61) at’ (roMy) — 1 Ma coa § — re r,Q¢ =0 |

62) % O

NDe las expreqmnes 59) y 62) vemos que NgVv Me_ es constantec a

lo largo del pam1e1o, o sca, son independientes dc @ .
Illmln'lndn Ne (‘-n‘l'r(‘ 58) v 60):
cw (ra Ny ) atre - rp Qpaen b+ ro vy Py @ FrroNpeoaf +
("o Qoleosry — vy, /p,,w:l‘f o

ﬂp(*" Nq?ww‘f’)f—;—(i’, QyCea?) + 1, r,(pq m‘—ﬂ-f),,w@‘f)-—o

Integrando a lo largo de (P y multiplicando ambs miembros por 2,

obtenemos:

63)

2;;4:; (Ntl i Y + (‘-({;_Cﬂa _r_{,.') -y [(f e ( Pr ced q:»__ 'P i ,@u Lf)d‘l;_;g



E

R es la carga total cn la dlrecc16n dcl eJc de revoluc1on que ¢

actﬁa en el paralelo cxtremo de la céscara, en el caso de po=

Esta.eXpre516n_puede usarse como una ecuacién de equ111br1o.
a—lg-—— es la carga repartida a lo largo del paralelo final.

0.

Notemos que ﬁ‘;y11v en general son Funciones_del punto COnﬁidg

rado, pero en 3ste caso de pg = 0 son funcioncs de @ pero in-

dependientes de ©-.

Membranas de revolucidn

Asumlendo quc la ldmina no absorbe momentos flccéorcs
ni torsores y- que las cargas de superficie las absorbera to;al
mente las ten51ones que actian paralelas al plano tangente en
cada punto-de.la superficie media de la lamlna, Ista hipétesis
implica Qué s6lo se tienen en éuenta las tensiones debidas a
1a deformacién de la superficie media y estas tensiones se dis

tribuyen uniformemente a lo ancho del espesor.

.Las'soluciones de membrana asi logradas_son vialidas

S

suf1c1entemente ale]adas de ap11c4c1on de cargas Loncentradaq o
de dlscontlnu1dadeq geométricas y fisicas. [In caso contrar1o,
los momentos flectores y las fuerzas cortantes“sbn parte nece -

saria de la solucidén completa:de la limina.

En fealidad, hay flexién y torsién paré_un caso gene- -

ral de cargas de superficie en una l4mina. Pero si ésta es de

pequeifio espesor comparada a las restantes dlmen51ones y a los

radios de curVatura de los meridianos y paralelos, su coef1c1eg

te de rigidez es pequefio y los momentos flectores y torsorcs

son despreciables, de igual manera para las variaciones peque-

;
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nas de curvatura Para algunas geometriqs'hartiCulares de 1a
minas, 105 momentos flectores y torqores no se¢ pucden despre-

ciar como el caso‘de la 1l4mina toroidal.

Se desprende de estas consideraciones quc los despla
zamientos en el Gltimo cfrculo paralelo no decben ser restringi
das y que las reacciones en el borde se presentan paralelas al
‘plano tangente al meridiano.

En las condiciones de equilibrio 3) .a 8) dmtroduci-

mos:

=
$
-
T
o

surge de 1la 6) que Q@ = 0 y de 1a 7) que Q = 0.
g ' ©

Las ecuaciones de equilibrio se reducen a:

o) 57 (o Nq:) +r, 5’“9“’ —ryNe ot @+ pprot; =0

65) _%' (ro N(PQ.)-}- Y',, a--——Ne' ﬁ, Ne"P £0d (P‘)" 139. ot & O
66) r4 NQM(‘P“*' NLP /Pr- ro ri =0

67) Ngq;{--- Ngg =0

De la ecuacién 67) ‘surge que Neg= Npg- Esto impli
ca que las incc‘ignitas son Ng ; N"P; N;;'P'= N%y para resolver-
las contamos con las tres ecuaciones diferenciales de equili-
brio 64); 65) y 66), por lo que las tensiones de membrana estén
totalmente definidas por las condiciones de equilibrio y el pro
blema es estdticamente determinado conociendo las cargés que ac

tilan sobre ella



; Reemplazando la relhc16n €éomé£ri§hr1) cn_la'ecuaci6ﬁ - 

68) -—?z" 7 1mportante.equgc16n de_e-.

quilibrio de las membranas.

Membranas con simetria rotacional

En el caso. en que las cargas de superficie aplicadas a
las membranas tengan 51metria referida al eje de rotac16n o}
sea pg = 0, vimos que implica que NW N gpo= (1

Las ecuaciones de equilibrio 42);43);44) se reducen
a:

70) Y %’%ﬁz_o

71):66) ¥y Ne P + roNg — priot =C

! Latexpresidn 70) indica, como ya vimos:- en la 50),_que
Ng €s independiente de € o sea, constante a lo largo del para-
lelo.

L11m1nando Ng entre la 69) y la 71) obtenemos

Q_(VO.NLP)M(P + Y Nq; ol — P"' ¥ cordf — P‘P ror;,mz,?
—?-I— (roNqu‘f’) o Yy (Pr’c"d‘f Py s @)

Integrando y recorriendo @ y multiplicando ambos miembros por

qu.es: :
72) - 2Zh Nq} AEM'-P 2Tf"o'f4 prwﬂ‘P pcpmﬁf?)d‘f)*-

Esta expresidén es un caso particular cuando Q¢P= 0 de
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1a hallada en 63), donde R es la.carga total en 1a direccién
del eje dé7revoihCi6n que actGa en el Giltimo circulo paralelo. '
~ En el caso particular de membranas de revolucién con .
cargas suﬁerFiciales simétricas respecto al cje (p o= 0), median
te}lg ecuacién de equilibrio 68) se halla Ng- En este caso,
las ecuaciones diferenciales de equilibrio 69) y 71j'se pueden

reemplazay por las ecuaciones 68) y 72).

Flexién de hdrde

Los-dgspla;amientbé'f rea;tiones;obten{das Patﬂ.c]
sdleine efrealo ﬁaralé%d, asando 1o teorfa de membrana en fuchos -
casos son incompatihles con las condiciones de Vinculblréal.
La flexién produtidaﬂgbﬁéréimeﬁtp-es localizada en las cercanias
del 1imite y las tensiones producidas 'se superponen a las ten-
siones membranales. Esto se Considera en las "solucions de bor

de' como veremos en nuestro caso mas adelante.
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'2.2. LAMINAS CILINDRICAS DE SECCION CIRCULAR
Un elemento de l8mina dﬁé&;idéfini&o por lasfc00rdeﬁg;
~ das x,i}"dé la.supefficic media. Conociendo el espesor h en éé'”
da punto queda'geométricamenté definida la 14mina.
En este caso, seg@in vemos en la figura 2 es:
h =0
73) Y, = constante
. 0
¢ -7
De 'ac_uerdo a la -expresidn 1) es 1y = i, sen’4 de dende:
74) Y, =Y, = constante =TI
 Este es el radlo del c¢ilindro medio.
Las seis ecuac1ones diferenc1ales de equilibrio, ten1en
do en cuenta 73) y 74), se pueden der;var como caso particular
de las ecuadiones 3) a 8) o bien se pueden hallar directamente

~de la figura anterior,-

aNX+ BNGJ&+ rP

1) ¥ Sx

76) 2No BNxa 2, Do =0
D 3o T de e

77y _Q-Q- J AQx 5 N i YT =0

| 56t o= Thr

78) 2Me | raMua _ Qg =

193 ¢ B

80) v Nxo — r Nox + Mex =0

Las componentes del desplazamiento de ese punto de . co
ordenadas x; & seréin u,v,w. En funcién de elldas expresamos las
deformaciones de la superficie media como en 1las ecuaciones_la),

19) y 20) del caso general.

. D 4+ W
81 Eo = = i

Al ser 1< no se pueden utilizar las ecuaciones 19) y 20); de

/1
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bemos reemplazarla poT:

82) &x, d‘”‘
83) XQ;L = ?{,w,g = —“{;g + %‘%’ (deformacién tange-nCial)

Aceptando que elementos rectos y normales a la super-
ficie ﬁedia de 1la l4mina permanecen rectos:.y normales a la su-
perf1c1e media de la ¢dscara deformada.

Los cambios de curvatura y la torsién de la superfl-
cie media se pueden expresar, conszderando la regla de signos -

adoptadas, como:

84) €y = 2N -
R I - T M/ _ Dnr
85) €g = T}E ‘ e é’JG:J

..- 2 J
86) ¥ ox = _f,_ 2W_ _ 247
' axae 26
Despreciaremos la influencia de las deformac1one5 de 1la super—
- ficie media (E:_e,; Ex;a\’éx) sobre el cambio de curvatura. A u

na distancia z de la superficie media, .en la direccién normal

a qua y hacia afuera, las deformaciones son:
87) Eg'} = Lo —3 e

- 88) &;c'_.& = Ex = ¥C

89) 5/61?} = Jox — 23 Yon

Suponemos que Uz=O como en el caso general.
P 3

Vinculando las tensiones con las deformaciones, segln
1a ley de Hooke obtenemos las ecuaciones (semejantes a las ecua

ciones 27), 28), y 29)):
90) G-x_;r “ﬁ'i}_::{ﬁ l&’* >+ &g = %(b{,x + N }CG)J

1) Uy = nf [Ee- + €L~ 3 (Mo T J -zfﬁx)J

693?’ = 'Zg@_. o ___}:: ----- ; Xox ) 2 AW sx J
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Lns esfuerzos resultantes par unidad de Iongituﬁ de

las secc1ones normales son

: h/a
93).. Ng = . g Je& <;.i,3,

| "z
94 Ny = SH/ (1-— ﬁ’)
i 1 -@& 3
hj2
9 Noxe ¥ T, 43
. h/a
%) Nyg= j :/_ Two, (1~ %) d3
Sl .
97) ("7 _ s
Me.= 'j— e~ Yoy 3 43 _
- W/
.98} Mx = L;-—(TX& 3;('1-%)6{3.
2 'ng = J.".h/_" wor Z-GX‘S’ 3 ‘15’
100 Ka -
]'ngéiﬁé’ AG?'%(1~“§)J%
101) o
Q-Q- = Lh/ Zgé, clé.-
‘ o .

. El valor %g se debe a que la seccién. transversal de la

ldmina c111ndr1ca de seccién circular tiene forma
Aunque 2;x==2;{; , los esfuerzos Ngx y Nx# y los
y Mx{b'son.distintos. Como en nuestras hipétesis
comparado'a P, el término_gjlo despreciamos.

quilibrio 80) deja de cumplirse y no la tendremos

frapézqidal.
momenfos-Mﬁx
h es pequeiio
ecuacién de e

en cuenta.

Incorporahdo las ecuaciones 90,91 y 92, integramos a lo largo de

espesor y obtenemos :

.103) N o Ed.ig%_ (c&, + VE )
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104_).;_Nx .:-_' % (é.,‘ +VE€s) |
Eh_

105) Neox = Nxg = 5714 0) SR
106) Mg = D (ws +' 3035 )
107) My = D (¥x + V¥so)

%
108) Moax = Mxe = _DU"V.! wex

Limina cilindrica de seccién circular con cargas de superficie

simétricas respecto al eje

'SiF¥b= 0, la consecuencia es:

Mex = Mxe =

Las ecuaciones de equilibrio ahora son:
| d Nx =

09y rax ' =Y

110) _d._d ’\ée =0

11) f’%t%‘* Ng — Y Pr =©

112) | %:O

Las ecuaciones 110) y 112) implican que Ng y Mg es constante
a lo largo de la circunferencia media.

De la 113) obtenemosE

14) . G = %%‘i

Si ademds de pg =0, se da que p = 0, la ecuacién 109) indica
que Nx es constante a lo largo de la generatriz, o sea, indepen

diente de X.
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.Membrana ciitndrica de seccién ci?nuiar

'Como'ya v1mos, en 1as.soluc1one§ &éfmembraha débe“séf}
| Mg”-'ol
Mx =0
"Mgx = Mxg = 0
Se.désprende de la ecugcidn 78) que Q= 0 vy de la ecuacién 79)
que.Qx:='U. ) |
" Las écuaciones de equilibrio toman la forma:

s p s 2Nex 4y 0

o MR Rl e T e O
S 5 N.e‘“ 'l"Pr"O;i o sea: NQ = T Pf
118). Nxg - Nex=0; que significa Nxe = Ne

Conociendo las cargas externas, las ecuaciones 115),'116j y 117)
nos permiten resolver las tres inc6gnitas Ne ; Nx y Nex. El

problema es estdticamente determinadoi

Deformaciones en membranas cilindricas circulares

s Del sistema formado por las dos ecuaciones de equili
brio 103) y 104) podemos resolver epy Ex en funcién de Ne y Nx,

resul tando:

119) & E"VEL

120) '& ~ Nx _Q N
e
Introduc1endo en éllas las ecuac1ones 81) Y. 82) tenemos:
4 -&M WL
121) + S5t ¥ #;_:Ezg_(fﬂg_f*‘Qka)

122) %i-:.—_ I%_— (Nx =3 Ng)

De igual manera, introduciendo la ecuacién 83) en la 105) obte

nemos:
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Membrana cilindrica circular con carga de superficie simétrica

fespecto al eje

Si las cargas de superficie tienen simetria rotacio-
nal, o sea, pg =0, sabemos que Ngx = Nxg = 0.

El sistema de ecuaciones de equilibrio se reduce a:
3 Nx =0 |
124} <= Pu

125) %'\f

“126). Ng =V Pr. iO

=)

e

~La ecuacidén 125) indica que‘quando la carga tiene simgtria rotg
cional, Ng es independieﬂte de@*, o sea, es-cbnstanté a lo lar
go de cada circunferencia media. .

Si p, =0, la ecuacibn 124) sefiala que Nx és.indépendienfé-de x;
‘constante a lo largo de la generatrlz

Como pe =0 por sinetria tenemos que u = 0 y v es conﬁtante en . .

- D DT _
el paralelo Luego es:3g e 0y == 56 8.
Reemplazando estoq valores en las ecuaciones 121) y 122] tenemos:
w
127) ~ = (NG_—QN,()
128) __C.l.ﬂ;_ ’ (N ,{_—DNG)
JkEF :

- La ecuat:lﬁn 83 indica que Zex= 0,

Despejando % en la ecuacién 127):
129) W = (Ng =VNx)

Esta ecuacién sefiala el desplazamiento de la circunferencia me-

dia para el caso de cargas simétricamente rotacional. Este des
plazamiento es constante para la circunferencia media pero en

géneral es funcién de x si 1o son Ng y Nx.
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Membrana cilindrica circuldr carpadd solamente con presiéu tin-

‘terior o exterior) constante

Es pg= 0
: g = 0
Py = constante a lo largo de x
Vimos que Nx es independiente de x y de la ecuacidn 117) Ng =
P, . ¥que es constante para & y X por ser p, constante para
cualquier x. | |

Podemos diferenciar dos casos:

b

aj Extremos abiertos:
La carga total al final de la 14mina es nula (R = 0), luego
es Nx = 0,

Luego de la -ecuacién 129):

= N
130) W hE e

reemplazando el valor de Ng de la ecuacién 117) .
Y=

hE

La ecuacién 106) queda:

132) d,m ' m b

.Integrando entre x = 0 y x para v,r, h y E constante a lo lar

131) W =

go de x:

133) m‘-;__;%-r— ’Pr X que es el desplazamiento total -

del cilindro de longitud x.

b) Extremos cerrados: La presidén actfia no sélo en la swerficie

cilindrica sino también en los éxtremos. La carga totallque ac.

tGa en el GGl1timo paralelo, en la direccién del eje es:
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134) E = ’Pr T ( r- ,[’%2)2. . pero ¢omp nucstra hip6tesis de par .
tida es éﬁe h es pequefio frente ﬁ'?‘aﬂoptamﬁgj -
135) RE e W r2
de la ecuacién 72) es R = .21 Nx
luego:

136) Nx = .(% Pr r = constante

De la ecuacién 117) vemos que:

; !
1379 Nx = Ne

)
infroducienﬂn los valores de NﬁF y Nx de las ecuaciones 117].y:ﬂ

136) en 1la ecuacién 129):

138) W = -%:—:-;_—— U—- ‘,)/,3,) ' que es el corrimiento del radio |
- medio < '

Reemplazando igualmente en la ecuaci6n 128):

| A r
0 G- G &Y

Integrando a lo largo de x para ¥, h , E y‘v constantes:

140) o = }:E:‘_',(é--i))x

Las ecuadiones 117), 136), 138) y 140) reﬁnén las conocidas so
luciones de membrana para cilindros circulares de extremos ce-
rrados en el que sélo actfia una presién. Recordemos que.estas
tensiones y desplazamientos s6lo son vdlidas sificientemcnte a-
lejadas de 1los extremos del cilindro y de cualquier otra pertur

bacién local.
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2.3. SOLUCIONES m. Bottms PARA ‘LAMIHAb L!L!NDRIC.&.& cmcummns
Cuando 1as deformac1one§ y reacc10ne€ en 105 bordes de
ldminas con las hip6tesis de membrana no satisfacen las condicig,
nes reales de contorno es necesario considerar la flexién que sé
produce en la lamina. |
Analizaremos el caso de cargas de superficie con sime-
tria rotacional, es decir, pg= 0.
Esto significa,_cqmo ya vimos, que u = 0 y VCG) = cte., luego,

las deformaciones, segiin las ecuaciones 81); 82) y 83) son:

141) &g =--Y—V-

142) &, = 4
)] &g .

143) Hox = ¥ro

=0

Reemplazando en'las ecuaciones 103]-y'104):

144) NQ‘ = 1 .\) (W Og_’ﬂr)

145) N*: (J_+OW)

Introduciendo 1a ec. 114) en la 111) tenemos

146) d— MA NQ- pr _.O
C'X“ ;

2
Segn la ec. 84) Xx o ??_..‘LV:——

DX+ _

Por la simetria de cargas es W(G)._= cte. y también v(e) = cte.,

luego, la ec. 85) indica queJﬂa; 0 que significa que no hay cam
bios de curvatura segdn un plano transversal. La ec. 86) igual-

mente nos da que .P)fg)\- =}9{x9 =0 .

Reemplazando estos valores en las ec. 106) y 107) obtenemos:
- , d*w
147y Mg = DYV ==
c x
148) S e
Ma = D55F

€omparando estasg dos filtimas expresiones vemos que:
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Despejand i%?'dc la ec. 145) e 1ntroduc1énd¢10 en la ec. 144)

.....

obtenemos:

1500 Ng -,_—.IE‘:BL w + 3 N

Incorporando la ec. 147) y 1a 150) en la ec. 146).

151 cl= (D d“w - t‘—'p"xw—rQ—N = =0
d,x'-" X Cl)‘

Esta es la ecuacién d1ferenc1a1 general de las soluciones de bor

de de 14minas cilfndricas circulares solicitada por cargas de su

perficie con simetria rotacional.

Si el esﬁesor de.la lamina es constante, lo es D,luego:
152) Eh Nl B =0
) Ddx‘*_r r’w'r?N" fr =9
que se puede poner:
b pr

ista ecuacidn diferencial ordinaria es de cuarto orden, 11neal

y no homogénea. Haremos la siguiente sustitucién:

4r’D
se transfotma en:

\7 LA
155) _——i‘;ﬁ/ t 40tw + D Nx .%"(’

Si consideramos que Nx =0y p'.q 0 (implicitamente p =“0) obhte
ncmos la ecuacidén diferencial lineal homogénea a cocficientes

constantes:

b AW . 4a*w =0
156) = + 407°W =0

Solucién de la ecuacién diferencial homogéneca:

Para esta ecuacidén diferencial homogénea buscaremos so
: : e o mx : |
luciones particulares de la forma: W= e¢"". Reemplazando en 1la

156) :



4

mx

R L
dxte

m4 emx +.4é4 émx =)

(m4 +'4a4)-emx =0

ohtenemos la ecuacidén caracteristica:
4 4

m' + 4a = 0 que tiene las siguicentes raices:
2 ml[ = ;1.+ ia
m, = a— ia

e +I i
m3 a 1a

I- - - i
l!l4 = a 1a

Con estos valores de m., tenemos cuatro soluciones particularcs

: m X
d1qt1ntasw :

d? la ecuacién diferencial, que, debido a su
caricter lineal, podemos multiplicarlas por constantes arbitra-
rias.

La soluciéon general la obtenemos asfi: ' =
il X
/ o

. : . ‘ W X i‘m_;’( )
W = C: e .. e Cje B’ _C4C"

Reemplazagndo;

. s (ﬂ*"bll)ﬂ. 7 ...')(u’ M&) { u'_}.,(,u)x I) ( LE.IM) :
w = C e LiC e N +Cle
ﬂ)\ L‘l l.lﬂ ~Aix S S T ) ALl x - --(_1,:( 6—-““)(
w= Ce e e f L€ 4 L,d e

Recmplazando las relaciones de luler:

(}tiax5= cos ax + i sen ax
tenemos:
ek ,ommt +
W = CL (w,nax +,oae/wa,x) f-(, =2 (wﬂax )
: ;uu4c2k
o+ (,3 (& -ax (aﬂdx f-ap,ae,mm) + C48 (c,odd.)( - A )

Ordenando:
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W = (C +C5 ) wmax-r(Cg*C4)8 uwax r

a&
_+ A [kc: -(, )CL ,aEAvclx'-f (C33 (‘4n)£2 A&&”VLL%]
Debldo a la naturaleza fisica del_problema buscaremos exclusng
mente curvas integrales en el campo real. Para ello es inmedia
to que las constantes de integracién deban cumpllr las 51gu1entes

cond1c1one§

¢
CI1

it

1/2 (C1 + iC2)

1/2.(C1 - iCZJ

Al ser complejos conjugados entre si, ‘se verificd_que;

7/ | -
_ Cl * CZ B C1
7 _ Y = 3
C1 C2 1C2

:ﬁe igual manera:

c§ = 1/2 (C; + iC,)
7= 1/2 (C; = iC,)
3+ Cp=Cq
- C&.= ity

] ) .
Reemplazando estas nuevas constantes:

W= Cre™coaux + C3e%max + £2C.8° npuax +

+.02C4ekkam¢ax

Ahsorbiehdo signos en las constantes y ordenando, expresamos la
solucién general real, de la ecuacién diferencial homogénea, de
la siguientc forma:
157) - ~AA

%) le‘ ) Q.\ , c e-axcodvf,i)( ,+,. C4e-, a‘e‘-‘l’?t‘&
W=(, e  (odax + C,e"am ux + C3
l.a solucién de la ecuacién diferencial de cuarto orden tiene

cuatro constantes arbitrarias de integraci6n CT’ CZ’ CS’ que

Gy s
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se dcterminan por las condiciones de contorno eit cada prohiema
nartlcular .la 157) cs la 1ntegra1 complementaria de 1a solu-
cién general de la ccuacign d1fcrenc1al 155). La_soluciﬁn geng
ral de la 155) la obtendremos agregandole a 157) una_solﬁcidn
particular de la 155) que ya verehos como encdntrafla en algu-
nos casos. [s decir,_ld solucién general de.ia ecuacién diferen

cial 155), l1lamando con g(x) una solucién particular de la 155)

2S5
158) g | X ’ , -l
[E9.% Al A
W=C€ (osax + (s e X aen ox f’t_zc" corux +G € runx rt_;t )
Hotemos que la ccuacidn diferencial homogénea (N = ﬂ,'nf =05
cs idénticamente nula 51&0' = 0y la 157) tamblen. : |
: 3 : : ' =
Reemplazamlo la 44):D=1§-3—__ 33 en la 154) obtenemos:
159)(f{_ 34— y2 “de donde:
rah‘:
160)
_ 1 -V
e
L

@_ﬂ_ﬁ_qu_c_lp_uls_ 1a ecuacién homogénea:

: Volvamo: a la ecuacién dlfcrcnc1a1 homonenea 156) nrn-
. pia del caso con que N = 0 y Py =0 (p = n). Annllzaromnq cl

€aso en quc la l1&4mina csté solicitada en el cxtremo por momentos
flectores y esfuerzos transversales radiales unifnrmémdmc fepnr-
tidos (simetria rotacioﬁal) segiin la fig. 3. Con este estado
de cargas se producira una flexién localizada. Supéndrcmos que
cl cilindro éircular es semiinfinito de mancra qucleétas flexio-
nes locales no sc¢ superpongan con otras ﬁerturhaciones locaics
provenientes del resto. o del extremo del cilindro.

| Con estas condiciones impuestas de que 1a flexidn es

1local y sc extingue al alejarsc dcl éxtremo cargado. 'y no hay su

perposicién con otras fiexiones locales es inmediato que en la
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ccnacién. 157) debe ser Cpb=0yCy=10 para anglarffﬁﬁrtﬁtﬂiﬁJ
hos " que contiencn a la exponencial e toﬁdqéﬁ'ﬁﬁra.1ﬁﬂ) 1a
.fdiz-aritmética. La anulécién de las constantes de integracién.
.CT y C2 lo analizaromos_coﬁ mayor rigor a partir del pfincipid.'._
de Saint-Venant. FEl sistema de cargas_formado.por momentos flec
tores-y csfucrzos transversales radiales distribuidos uniformq;
mente en el borde, estd equilibrado por la simetrfa axial. La
zona de aplicacién es de dimensiones reducidas frente al rcstb
del cuerpo eldstico ya que al considerar el cilindro semiinfi—
nito implica.que-su longitud es suficiéntemente grande en rela-
tién él diémetro. Segfin el principio de Saint-Venant, 135 ten
~siones y deformaciones producidas bajo este pstadp,delcarga_én
equilibrio, decrecen rﬁpidamente al_aiéjafse"delbqfde y general
mente pueden despreciarse a distancias que exceden de la mayor
dimensién de la zona cargada. Esto sélo se pqug satisfacer si

C, = 0y €C, = 0 ¢n la ecuacién diferencial 157).

1 2 _
La solucién general de la ecuacién diferencial homogénea 157)
sc¢ transforma cn:

’ .

factoreando:

— X

3 ! C ‘_alx 5 ‘ |
coaux -+Ly € b X

Valor de las constantes'C3'y Cy:

Las constantes de integracién Czy C4 las hallaremos
‘teniendo en cuenta las condiciones de carga cn el borde del ci-
lindro para este caso particular. Llamaremos con Mo los momen-

tos flectores y Qo los esfuerzos cortantes, ambos distribuidos



- 40 -

con simetria respecto |1 030 y ﬂpllcado% en cl hordc‘ Tomﬁ¥ﬁmnﬂ
¢l origen de x en ese extremo cargado. Para cspesor constantc

o0 sca l) constante, dc la ccuacidn 148) dhtenemoszl

163) M, :(‘\,]*)x .6 ”D( ax® )

y de la cc. 114):

, Cih4x' '
164) Qu == (Q)\)‘,o = (T{T}&:u

Reemplazando en este expresién, la 148):

3
VV
1(35)I Qoz' D (ix

herivando sucesivamente la ecuacién 162) respecto &euﬁ; tcnemosz
106) “wn = e L"" L3 (C-Oﬂ ax + ..IM/VLCI.X)-?-(,4 (C(r.’l(i)( --./.'11"4*:-5_1)9]
o wm] —AX '
167) ’cf’d W.rza“e [Q g ax — C ma:«:]
AT i

108) ___-dBW- Sue LC (Codax - dex)*%(“"“"“'”‘”"“")]

Y

K=0

[ntroduc1endn la 167) y la 168) cn las expresiones 163) y 165)
recspectivamente, para x = 0, tenemos:

Mo - 5.2 (
169) "‘:’5@"’"‘ ’)U“ (‘4

3 '—-'\' N

170) Qo - 247 [Cy +Cy]

) _
lL.as expresiones 169) y 170) forman un sistema de dos ecuaciones
‘con dos -incégnitas, Cé y Cd,' porque deben gatisfacerse simultd
neamente.
De la 169) es inmediato que:
6 TR o Me

4 20D

Recemplazando en 170) y résolviendo CS: :
172) (. = Qo _ Mo L G ra MO)

Asi obtenidos los valores de las constantes de integracidn las
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aplicamos en la ecuacién 162), resultando:

173) ~AX ; ! s dx}

Operando es:

_ax > |
1?4)W \'Q Co:LdX i a M; (codu)‘ ,,a.z%a,x)]
= '>a3D

que determina el desplazamiento del radlo de la superficie media
del cilindro para este caso particular de 5olic1tac16n.

Para un material y una geometria dada, Wes funcién del
argumento ax. F[1 desplazamiento es de carfcter oscilatorio y st
amp11tud decrece rédpidamente en forma exponenc1a1 a medlda que
crece ax, lo que confirma el carécter local de la flex16n Su

longitud de onda es constante 'y 1lamindola A, 1a obtenemos ha -

" ciendo:

175) . OON=2T para x = A

 Introduciendo el valor de a de la ecuacién 160) tenemos:
176y )'\‘____ o A r2nt ‘

3(1-3%)

)\ depende exclusivamente de las caracterfsticas geométrlcas y
' mecénicas del cilindro.

Con q conutnnte la 176) es:

177) e 21 .(\’ /g)/,, = cdn.&%dmle..(r-h)ya

| REYGR) )]/4 . |

LEsta expre516n nos sefiala que la longitud de onda d1sm1nuye con

'la rajz cuadrada del espesor y del radio medio.

-ax

La funcién exponencial e para valores positivos de x, decre

ce rdpidamente, como vemos en la siguiente tabla:




X= 4 e ! =3e3x107"

X= 3 #-g T 4321072
x=x=2 e M= 187107
X=Ea=3T | &L g1 <1077
[ x=2x=%L | ™= 180107

£n 1a 174) la funcién exponencial factorea a funciones aditivas
de senos y cosenos, en fase, que repiten sus valores con perio-
do de ax = 2T . Se.desprende que: (\N&ﬂ)\ = 000487(\‘%-
Es decir, la f_unciﬁn Nparja una longitud de onda, decae a menos
del 0,19% ‘del inicial para x = 0. Mds alld de una lﬁngitud de on
da, el efecto de 1a flexidn de borde es desprec:lable |
El t‘xlindro circular sometido a flexiones en los bordes extremos
se comporta para cada extremo como semi1nf1n1to si 1a long1tud
total del cilindro es ) 2 )\ .. De esta manera l_as perturbacione
locales de cada extremo no se superponen;_‘ condicién bajo la cual
es C1 =0yC2-0en la solucién 157) . _ . | |
Teniendo en cuenta la 177) es evidente que la f1ex16n es mﬁs 10-
; callzada cuanto mis delgada es la 18mina para un radio medlo da
do. | . _
Para el Zircaloy, Itomlando 9- 0,38, lﬁ constante de lal expresién
177) toma el valor: -
Conﬁéa'me-.: 20 e 4Qé,4-

T B g382)] %
con lo cual A =4 ,964 (Y'.h) /2

La flexién de borde desa.parwcna para x > 4 964 oy . h)”2
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Introduciendo los valores de ias constantes de inteprdeién C; vy

1
166), 167) y 168):

¢ halladas en las cxpresiones 171) y 172) en 1ns.ocuaciones

En 1la ‘166)

i:j ae™ \j‘ S4D (Qo“l-clMu)(wﬂm +4&m¢x)—~ ——5@ - 3 .

._quc operando se reduce a:

; -AX - 54 LgxicLA-\
178) .f.i‘t‘”__'___ b +mm)rf’d« ©

he la 167) | _ﬁk;_tguctx
' -QX . (lW1 4@4&% 4= - \
LL “/ 2@2@ ¢ [?—-—Ftl.ip (Q(, + 0) a=D !

AXE

operando: L o _ 5 Son nl e

: o-ax v e geL AU X t+ CodetX '

179) W .. € \964Mb&&**LMQ( @Xf?ﬁqvj

- drs 0;1) | :

De la 168) ox
. d.Wa lﬂa%e" \-

Pt

(QC, +Qa Mo)(ﬂt—’ﬂax - M)& ,_’ahj)(tc*lm + ,wug

dx3 =0D
operando . -Clx = Qe {)( \
: 3 =z ¢
180) iw".a‘ = T {Qo (coﬂtt)\*max) T M
x-. .- . I

La expresién 178) sefiala la rotacidn que sufre cada punto en fun
cién de x.
Intrnduciéndobla_ccuaciﬁn 148) cn 1a 179) tenemos la variacidén

del momento flector M, segln X:

181 - ek T | o > B ,
)M e& [QO e UX -t MQ ( aiar LX T CO3CL x)!
- My = |
Reemplazando. la ec. 114) en la 143) o

182) | (},¢ = D i “é

nnerando con la 180):

183) () = _ax ,_Q (ceatix — e aX) = 2a M, maxl

‘que muestra la variacién del esfuerzo tranqvcrsal radlal en fun

cidn de x.
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Para completar el andlisis de los esfuerzos aplicamos la ecua--
cién 149) en la 181) y obtenemos la variacién del momento fleg

tor M segil] :
Mg segin x

hid) 'Qéqh[QﬂmWax+aJ%b%WdﬁT@dwﬁ

[V] - . e e

& : C .

Estamos rcsolviendo la ecuacién diferencial homogénea 156) quc

obtuvimos de la ecuacién diferencial general 155) al considerar
que Nx = 0 y Pp = 0. En este caso la expresién 150) se trans-

forma en:

18%) p%@p* “j:““”J que cs el esfuerzo tangencial en
funcién de los desplazamientos p/ del radio medio qué a su Vez,

aplicando la 174) es funciédn de x: :
el O o S
186) y - Eh € (.. Codux + /a_.MD((;oacL)\-—f-“”’*'b‘-*)-
i e 0GP D © : ; -
Las expresiones 174), 178), 181), 183), 184) y 186) sintetizan

las variaciones de la deformacién, la rdtacién, los_momentoé
flecctores, el esfuerio cortantelrﬁdial y.el esfuerzo Circunferen
cial en funcién de x solamente; ya que por las caractéristicas-
simétrica; de las solicitaciones son_independientcé de @., como

ya vimos renetidamente.

Solucidn general:

La expresién 174) es la solucibn general de la ccuacién
diferencial homogénea 156) derivada dé la ccuacién diferencial
155) éuando Nx = 0 ¥y pr = 0. A su vez, ésta es la intégral com-
plementaria de la 155). | o
Para ohteﬁer la soluciSn.general de la 155) debemos agregafle una

solucién particular g(x) como notamos en la 158).
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Continuaremos analizando el cdaso en que dctfia Mb-y Qo distriﬁui
Jﬁq'ﬂimétricamnnte en el borde, caso para cl qué hnl]amns:ln 174).
Ahora le supondremos una presiﬁn.radial (interibf.n'exterior}'u_
niforme y consideraremos el caso en que el extremo del cilindro-

es constante para x (y €). Con _

cs cerrado. Es decir: Py
Py = 0, segln la ecuacién 109) es Nx constante para x( y &) Yy
Pe = 0's

A medida que nos alejamos del borde, la flexién local préducida
por Mo y Qo se extingue hasta que el desplazamiento radial se
uniformiza y permanece independiente de x. Por simetria de car
gas también es constante respecto de ©-

Luego, para M!constante(=_%k la ecuaciﬁn diferegcial_155) se
transforma: |

N)\' Pr:—..O

187) Cff'4a%’+f“D D

introduciendo las expresiones 154) y 136) vy despejando g tenemos:
i%%3) %y :=“£k;tr“‘( -"-ii) Ique coincide con el desplazamien
A E -
to constante del radio medio dado en 138) para el caso de mem-
hrana cilfndrica circulaf'de extremos cerrados y con presion uni
forme como finica caréﬁ:“- “ | : |
NDe esta mancra, la solucién gencral de la ecuacidn diferpncial
155) la obtenemos agregéﬁdole a la 1?4)'1a.138):'

W = 3D
l.a deformacién tr1n91torla 174) es osc111t0r1d ext1ngu1éndosc ra

189) = [Q.Cadcu( +CLMQ(W“"~ "”""‘“‘)] L E

~pidamente al crecer X, alrededor de la deformac1on uniforme da-
do por 188).

Al estado uniforme de deformacién le acompafian las tensiones u-
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niformes (o de membrana) dadas por las expre51one5 117) y 136)
que se superponen a las tensiones locales produC1das por la fle-
xi6én de borde. Observemos que al derivar sucesivamente la 189)
obtenemos las. expresiones178), 179) y 180) porque la 188) es cons
tante, lo que pone de manifiesto que suficientemente alejado del

borde no hay flexién, comportdndose como membrana.

Otras soluciones generales:

En el caso de.presién uniforme pero con los extremos
ébiertos, es Nx = 0 ylpor_el mismo procedimiento obtendriamos
que la solucifin particular de la 155) es:

190) Njin-za ' que coincide Eﬁn la 131).

?r/ﬂ,z-z

También podriamos considerar que p, no sea nula, y entonces N
es una cierta funcién de x, con lo que la ecuacién 155) dejaria
de ser a coeficientes constantes y su solucién algo mds laborio

sa.

" La soluci®n general 189) antes hallada para ese caso particular
del cilindro circular cerrado en los extremos y sometido a pre-

sién uniférme la introducimos en la expresién 159) obrenicndo:

191) Ng = E’P"” { 523D | fQo waax -H:LM (r.oaax s&uax)J pr? (4 }+§)Nx

=
Reemplézando N, por su expre516n 136) hallada para el caso de

extremos cerrados y operando:

192) Ng = F;‘ﬁ, Cj 3D[‘Qa alX 1 a'n?(ma'x ,ama.X)} ! ‘Pr

Calcularemos la tensién (ﬁ};)z reemplaZando las expresiones 192)

y 184) en la 49) tenemos la:



12 _’\:)__:__ { OM;;{.;.O,PL (emax +max)]

s

.—-l-'

De 1gua1 manara obtendremos la tensién (Crx)z reemplazando la

136) y la 181) en la 48): r
) fr-
.194] (G;)’* 2 e [Q Max.,.aM (Mﬁﬂ*@max)]}“‘ 2/&

Ao

Es evidente-que en estas expresiones 193) y 194), cuando x cre-
ce, los términbs afectados por la exponencial se extinguen. A
suficiente distancia, précticamente cuando x> X\, la influencia
~de la flexibn de borde desaparece y s6lo quedan presemtes los
términos ;ohstantes respecto 4 X y a Z que son las tenéiones uni

formes de membrana:

To- #2F
195) T &i—

196) (g b T
TR 2

Bstas tensiones de membrana se pueden obtener reemplazando los
esfuerzos de membranas cilindricas circulares de extremos cerra
dos dadaes en 117) y 136) en las 48) y'49) donde, por el cardcter
membranal: son Mg y Mx nulos. | -

Las tensiones normales méximas se producirén en las fibras méis
alejadas de la superficie media de la ldmina, o sea en las caras
externas e internas, ReemplazandO'a{- + h/2 en 1as.193) y 194)

obtenemos respectivamente
197) (Jg). - Ee [Caaax+aM°(max—max)J+

('°)a=i&/2 2ra_DQ°
prt

‘_"'_- ;,2_6;‘% [Qomax+¢Mo(MaX+coaax)]+ =

(G-?k) =ij%ﬁ " x% [Qazdtud)(+dMa(Max+mw9]+ "g’_}’{_
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Como anteriormente indicamos al derivar sﬂcesiVamente_la solu-
L!ﬁn pcneral 189) ohtcnemos las expr051onoq 178), 1?0) v 18h]

De esta manera el giro de un punto a dlstanc1a x esté dwdo now,%{
178).

Igualmente éplicando la terqeré'derivada'de.uken la 182) halla-
mos nuevamente la 183) que expresa el esfuefzq cortante radial
por unidad de longitud de circunferencia media en Funcién.dc la
distancia x. Su distribucién parab6lica a través del espcéor
estd representado por la expresién 55). Reemplazando en ella

la 183) tenemos:

T8 (o), S Qo cn-anma)-2a b ] (4

Esta ten51on transversal se anula en las caras externa € inter

na, para z = h/2 y z = -h/2 respectivamente. Es mdximo su va-
lor en la superficie media, donde z = 0, o sea:
200)

~-AX

7 Loy e 3e e ,,»m't.c),\
)] - 2 Pt

) 2/£1'
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2.4, CILINDRO CIRCULAR SOMETIDO A PRESION INTERNA, CERRADO Y EM-
POTRADO EN EL EXTREMO.

Estimaremos los valores del momento Mo.y del esfuerzo
cortante Qo uniformemente distribuidos en el ‘borde del cilindro
circular de acuerdo a la vinculaciﬁn impuesta en el extremo.
Analizaremos el caso en que el cilindro, sometido exclusivamen-
te a presifn interna o externa,-estﬁ cerrado en su extremo por
una placa circular, como se aprecia en la figura 4.

Se puede considerar la deformacién de la placa somet1da a la
carga de superficie y a los momentos y esfuerzos radiales unifor
memente distribufdos en el borde. Asf la rotacién de los bordes
de 1a placa hace que el giro del extremo de la ldmina sea menor,
o sea, es un empotramiento elﬁstico. Cuénto mayorlrigidez a la
flexidn tlene la placa, menor es su rotacién en el borde, y, por
la continuidad de la materia, mayor sefd el giro en el extremo
del cilindro. i |

Si 1la placa es sufic1entemente gruesa (y- con::guales
constantes elﬁqticas que la 1ﬁmina] su rigidez a 1la flex16n com
parada a ia del cilindro es muy grande y la podemos suponer con
rigidez inf1n;ta. De esta menera, el cilindro estd rigidamete
empotrado y es responsable de absorber-totalmente.la rotacisn.
“Este an&1151s es mﬁs s1mple y a la vez conservativo ya que al im
"ponerle un giro mﬁximo las tens:ones ‘locales del c111ndro, asi cal
culadas, son mayores.

Como nuestras incégnitas son : Mo y -Qo; necesitamos
dos ecuaciones. Las determinaremos, asumiendo empotramiento ri
gido con el tamén indeformable., Las condiciones de vinculo;.de

 cumplimiento simulténeo, impuestas al extremo del cilindro son:
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i Jesplazamiento del radio medio cn ¢l cxtremo esté impedido,

luego debe ser:

201) =

W) oo
‘1a rotacién en el borde es nula, entonces:
202) “avv) '

Nhtenemos las dos ecuaciones necesarlas reemplazando en 201) vy

202) las 189) vy 1?8) respectivamente, haciendo en ellas x = 0:

) - mm ] o

_Re=01v1cndo este sistema de ecuac1ones tenemos que:

205) Mo = 20° D . )
206 Q,=-4aD fé':%(i- 3)

Tomando el valor de a de la expresién 160) y el de D de 14 44)

obtenemos: : 04 Vo
ST
207) |, U = _L,_(-_*_)_ _
’ SN
208) i {304~ 0“)J
A 57 '
| (rh)?
h(cmp]azando cn 11 205) y en 1la ZUﬁ) oht(ndromos
N/
209) Mo-‘_ Vo, o b
- [—(1 o
Vo Y
Q-_;_.._______./f-_ﬂ_-(,kr)/'. Pr
© 3(1~ 02) [%
1 momento y el esfuerzo cortante radial distribuidos uniforme-

mente en el borde estdn en funcién del médulo de Poisson del ma
terial, de las d1men51ones del c111ndro y de 1la d1ferenc1a de prc

siones internas y externas.
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También, por razo nes précticas, es conveniente eéxpresar Mo v Oo

- en funcidén de a; operando resulta:
: : | 1._ A
211); M, = - pr

CL“
: - | g/
212) - fFod .
Qo - _(,L Pr

Otro caso

]

' Se puede demostrar que el caso del cilindro circular
abierto en los extremos (N_ = 0) y con los bordes empotrados ri

gidamente, el factor 1 - —— se convierte en la unidad, o sea:’
2 . ;
213) M. e o = fr
LA - i/ T 912
. | 2[—}(1-0“)]/:". 1) =
214 -
_) (D » 1 )/a S et
e Ai - F
Be-e*

Reemplazando los valores de Mo y 0o hallddns para’ cl
caso particular seg@n 211) v 212) en la solucién gcneral 189)

tenemos .

R e ek amnife B2

| VV T rmed—
) w

Sustituyendo las expresiones 44) y 154) obtenemos finalmentc:
~AX

w0 Yfi-e

( Cod(itx + en L.L)\)j

De igual manera operamos con las rotacioncs dadas por la 178)

o~ ax ) 1-Ya2 i)
(_iW = [(1”*2- Pr (L(Vla,,\ +4(/14,LLA)+.- = ’i fr 30X
= 2u2 ]
dx 2a°D O | | .
teniendo en cuenta la 44) y la 208), operando, resulta:
3h (r_v2yia A
216) dw _ _ 2V3 ¥ (=) pr ( 'I—‘”)fz et CUX

d X = | |
Sustituyendo'en expresién del momento flector Mx de la 181):

]

= = o OJ
My = ey, aan Gk pranan i)
(L a -



_opCrnndd con la 207) obtenemos:. _
A%

I\, i ' ‘);L/ /”1 . f 1‘ —_ \)/a) & (L("]*LLK T 'IJML \_) |
‘ f)ﬁ (1 v,a.)‘i/a | :

De igual forma, en la expresién de Mg de 184):

217)

214 - ' Q I /ﬂb ; 0“1 .,b*tU\' STl Y o (LR
218) M, = 5 0 \‘)-’-)f/-* pr (qﬂ_ /‘_)(; ((,(;J(,g_)\ | "/

Onerando con el esfuerzo co rtante radial de 183):

. o SUXT o N : : o *: = A b tbN | -
(x = ? (4 af’h) Pr (cosuix —atpin) = 2 2 L.L’_ ° i
_tenlendo en cuenta la 160) resulta :

‘ I ~axX '
= —u :
.-1!?) (v ) pr (1 ﬁ__#z.)t; £o3 X

% [3( 91)]’/4

1 ¢sfuerzo tangencial normal de la 192):

R/ O I Vs ' .
N, = Ehe l ("%)1 wﬂux +d =5 b Pe (O’Juan,wax\} £ e ©
= a 3l &

reecmplazando el valor de 44) y 154) resulta:
' —ax
)?”) 1,, [ = ( \)/) Vaﬂ X -_}-A&wﬁt)\)J
oy :

Rccmplazando los valores obtenidos en 211) y 212) deMgy Qo cn

‘QT

la cxpresion de 1la ten516n normal af- ) . dada en 193):
Vy

(J{_—,r)}l "L“L;D“ = /‘_) Pr“”“"" + L J_--._W_ f’r (w:lu-x- et )()]
. 4 \}é?,"b\ “(___ _ 1= /F')P Adeddd X 4 LL __L_r (eucn t A:;;x}gr+ir

&pllcqndo 1a 1%4) en el primer término del segundo miembre y la

207) en el segundo térm1n0, tcnemos :

221) (0—9)3,= -~ j?: Pr( 4—\)/h) o

1»uxix 10 LA)“

YL

(~ ST

lsta tensién es mixima para z = + h/2, como vimos cn la 197):

\\'“ 'a ( \')) ﬂn(wgcm—mmf““)’y* L’l



S

A T—t{” : : a .
£ ' = --— f— VY BERTI R =P T 3
(el gy = & Pl W) it sl
. - ' : AT 2 ' - ey b
e v’? roopa1- %)e (Copa X —aLts i S
"G . - | -
nherando:
222) - - | |
s o y.—- i ¢ \) = AN ., S .'\) . oo
i P o — ---’-"'{:""" 14 = e Pl {oiiAn. L% +-. 79 : +

el il MO e cedan - :
1 (1-v)7= ( ) ( '

lenalmente, con 1a tensién normal ((Ti] le 1a 1949 ¢

 2e Ja {-Y. / 2k
k(‘!_::\:]'#: ,Fbg = j'!* -————-«)Prs’l&nlt}'\ ‘f'a(-—:;i- )}"l <N f':i l )"),

teniendo en cucnta la 207) -

1\))/ 72

Fsta ten910n es méX1na para z = + h/2, isual quc en 198):

a2 ‘\j:i ___'____, ( \/)((,(‘J“'" ._,Q:;(I,K) ?*JY-

2N)( )"" = 7\3 e ('"E’)em(waf?x— .fyn.gu)}+ 2,:1

)
o % =1 h,{.rl

operando :

X

== ; = L -(X o
22h), = dl ___.:_D_.‘ () - % )tj io 110 et 1) \
(]‘;\); - ﬁ/ = .tj,b lj 1 \) )‘/ i ) .4

lin ¢l esfucrzo cortante radial dado en la 199), al rcemplazar

los valoroq de Mo y Qo obtenidos:

: a-.}- = (Z}w\) % 3.}(;:(1; )P,—(Eo&.{lx-—dmux)—" ‘u(

Introduciendo el valor de a de la 160):

4,

20«

t‘r Aérl QX]( Jj_;_*:.‘-_

[ Yo AR "ii‘:' ’ 2
2. 72 i) o =2 i,
?ZS)k"é)s (?*‘2§= L“ }; Pr(1-?;h, chaX]( 2D )

/ )
(1 )/4- h
Esta distribucién parabélica se anula para z = + h/2 y es maxi
ma en 'z = 0:
226)

— X

)/‘— P' (‘4 _ \)/_) 2 a3 X
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En estas expresiones Que.logramos al reemplazar Mo y No por sus
valorgs.de-las 211) y 212) nuevamente observambs ei”cérécfer
local de la flexién de borde ya que los términos que coﬁtienen
al factor exponencial se anulan al alejarse dcl eitremo, rqduf
ciéndose asi a un estado puramente membranal.

Por otra parte, estas expre51ones quedan determinadas
por: 1la diferencia de presiones externa e interna; el espesor
y el radio medio del cilindro circular y el médulo de elastici-

dad longitudinal y el médulo de Poisson
Otro caso

En el caso del c111ndro c1rcu1ar con los hordeq rigi-
damente empotrados pero con extremos abiertos (N = 0) anterior
mente vimos que el valor de Mo se expresa seglin 1la 213) y el dec
00 con la 214). Al 0perar de 1pua1 manera que antes vemos que

v

en todas las expre51ones en donde 1nterviene el factor (1 =
2

éste se transforma :en la unidad. Para abrev1ar, no transcribi -

y

mos estas fynciones, basta reemplazar en ellas el factor (1 - -%-)
; : . _ 2

nai‘ |

Wax1mos de las funciones de tensiones normales

Vimos que las tensiones normales varfan a través del
espesor, siendo midximas en las fibras mids alejadas de la super-
ficie media. Ahora determinaremos las abscisas ‘para las cuales

son miximas entas tensiones en el caso de z = + h/2.

Derivando la expresién 222):

558 HEODE [ wone woan)] 7

e D H [ )
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..ax , :).,r; i
227) A T * wfia.x)
Esta derivada se anula cuando
_a,x Qr max)_-:
228) (,4.24,( ax ¥ = Qz)’/a
Como e 2% se atenﬁa sin cambiar de signo, debe ser:
229) N8 ax =0

e OX I ?—5::)1;5
Esta ecuacién trascendente tiene rafces per16d1cas pero s6lo
nos interesan los extremos de la 222) dentro de la primer longi
tud de ondea ya que son los de mayor amplitud (axg 27).
En cada caso coﬁcreto, resolviendo numéricﬁmente la ecuacién 229)
(EJ.: por iteracidn), obtendremos las raices ax; para las cuales
se anula la derivada 227). Como a es constante en definitiva
tenemos los valores de x;. Pard'estos valores de x;, la fucién

tensiﬁn'ZZZ) presenta extremos a condicién que la segunda deriva

rr; ...... a W3 (= ax ma&]
230 O 3 %% *b/;_ EP__}L._%)— [maxnoaan(-_—a-ﬁy;(*m ? )
El extremo es un méxmo si U'i{ﬂ es un minimo s‘i(:‘;-‘f-.-,(rg),;o ;
) DA™ ,
: IAmNX

pero en general nos interesa su valor absoluto

Repitiendo el método para la expresién 224)

' V3 (1- Ve ~ax
% (O-x) thy = P:ﬁ,(, (gz)y’ gx{e (cosax - w‘""""")}'

_ _a,x
=,+% ,ﬂ,(, Q)/a
Se anula para: :
. =aX
Fe corax=0

-ax _ |
y como e no se anula, debe ser:

231)

232)
F conax =0
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Sus raéces son: _
AXi = Z+m T para: m=01,2,3,..
0 sea: ' _ _
233) g = L (L +m)
y para ax £ 2 g7 ;, 0 sea x.« ) debe ser:
234) %, = Tha

235) xz e %%

La segunda derivada de la 224) es:

__g_ 2V3 g, r (1~ ,é)a A
~ 236) axa(o;‘% g = F TGo% (c.oaa,x—}-m )
3

~ax 5 s o _ m
(max+4uodx) - no se anula para X;=34 ¢ X;-'-‘*Z—E ,

luego en estos x tenemos extremos de la funcién tensién 224).

'-Mﬁximo*defla-fﬁncién*tensiﬁn cortante radial:

A través del espesor se¢ distribuye parabdlicamente,
siendo nula en las fibras mds alejadas del radio medio y mixima
para la superf1c1e media. En este caso de z:= 0,. analizaremos
las abscisas para las cuales son médximas estas tensiones tangen

'c1a1es Der1vando la expresidén 226):

| %& _ _
= . Pr (v N oA

.'Qx “%%,o : 2(, 'Dz)%" (,,g,,) (f“'%) "'a';' (e xcaaa.x
237)

| %‘( "3)3%\ T‘;%ﬁ( (”K)/é(fm %) ae (cooax +49Max)

“La derlvada se anula para:

238) pbs ax *+ sen ax = 0

Las raices perifdicas de esta ecuacién transcendente son:
AX; = 3 F}/ﬂﬁ ara. n=01 2.3
Bt 5% g+ T it B B e

239) .
'  _;‘ = _gg (ég" /?L)'_
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para x< A es!

240) X, = %

241) X, -=§% ,

La segunda der1vada de la 226) es:

) $a(Bey) = Sy (5)*0- sy [20é o]

e X sen ax no-se anula para las rafces Xy Y X,, luego en estos

puntos hay extremos de la funcién tensién 226).

Extremos de la funcién del corrimiento radial:

Determinaremos las abscisas para la cual se producen
los mayores desplazamientos radiales del radio medio del cilin-
dro.

Derlvando la expresién 215):

W Y2 b, (4= —ax |
| %,{'-"‘ - E/(gb %) a {'-9 (ca:la.x +M4X)]
243) Sw 2r2 4, (1-% )a. -ax
<! Y = “s e gemax

que se anula cuando:

2he) aenidx e |

o se-a para’ aAxXg = m T ' para M '-——Q 1, 2,5)--'
es decir:. |

245) X =M'§,7£

y para ax & < 2T

es:,246) X, = 0

247) X, = "Va

248)_' X3 = %77_’

La derivada segunda de la 215) es:

2x2 | Ej, h




- 859 -
(cos ax - scn ax) no toma el valor nulo para X;, X, Y X AsT

‘tenemos para estas x extremos .de la funcidn 215.- E1 signo de

la 249) indicard si son midximos o minimos.
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2.5. TENSION EQUIVALENTE:

La tensifn efectiva pecrmite cdmpnraf distintos cstados
de tensiﬁn reduciéndolos a estados equivalentes. FEstd en fun-
cién de las tensiones.princibalcs, en un punto. Fs independien
te del sistema de referencia adoptado, o sea, es invariante pa-
‘ra cadé estado de tensién. Se define como el valor-positivo de
la rafz: ' ’ ) N 4

; 5 2
50 G = | (-5 + (@ -G+ (G- )]
En el caso que estamos analizando,'admitimos que la tensién nor
mal radlaloﬂﬁes nula y que las tensiones tangenczales Tx,é (('45’*
tnenen una distribucién parahdllaa que se anula en las caras.
Ademas, por las condiciones de simetria rotacional de las car-
gas se anﬁlahan las tensiones tangencialesﬁgs%x I}f %3‘23,9}
De esta_manera, el tensor de tensiones est4 diagonalizédo en las
caras del cilindro. Las tensiones normales ‘ﬂé.y 6;<‘, en_ las
caras externa e intcrna, forman un sistema de tensiones priﬁcipg
les plano ya que no hay componentes tangenciales. La expresién

¥ .
de 1a tensién cfectiva 250), tomando:

G=0x ; %=0e y BH=9%=°

251) (ﬂé = (k2 + Te® — CI*-(j%*)

Las tensiones (E; y’&ﬁé.son funciones de x)y cstdn dadas res-
pectivamente en 1as 224) y 222). Asi, 1la Gé también es Funcwn
de la abscisa. |

De un simple anéligis de desigualdades se puede ver que se pre-
sentan seié'posihles casos en la expresién 251);

Cuando: signo ((TX ) = si.gno--(éwe.)



a) si lcxki‘=.}(E;' es (Eé ”,cx‘]'“ ICIE*)
0 si |0x ) >|Gg) s | Tx) >Te >)Tel
st |Gk )<|Te) e |Tx) < Te<|Te)
Cuando: signo '(G;‘) # signo (G;.J

d) si IG;<]=)UGI'85 Ue = !Gx] = | T )
) sUx|>Ke) = Je >|0x| > | Qo]
N si|G<IG) o e >)To) > ) x|

Vemos en los tres iltimos casos que si los signos de las teénsio
nes principales son opuestos, la tensi6n equivalente es siempre
mayor que el valor absoluto de las tensiones normales axial v

circunferencial.

Tensi6én equivalente uniforme:

Para valores sufic1entemente grandea de 1a absc1sa.
(X2>2)\) las tensiones normales @ G expresadas en 222) 'y224)
se transforman en las tensiones uniformes de membranas dadas,
respectivamente, en las 195) y 196) ﬁe esta manera la tensién
equ1va1ente se convierte en:
G - [(£5)+ (35)- (% )]

e 2’9".

operando y recordando que por definicién la tensién eficaz cs
siempre_positiva, debe ser independiente del signo de Py :
252) Js: = glp,_]
En este caso membranal puro, las tensiones uniformes son siempre
de iéual-éigno, independiente que la presién actuante sea exter

na o interna, luego:
--_rncm ¢ Q<))

que es ual a Ho u,,' <L)pig < pl %
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lixtremos de la funcién de tensidén eficaz:

‘Para estudiar los extremos de la funcién 251) podemons

anelar a analizar sus derivadas:

EXS 2(0; G;E-q,kqg)f/a X an X £y f-*“-‘*
de donde: : qg.
2
253) e _ i(h ._q-e) 2T (gr.ra«-cs',\) e
a)& _ "’Ce, - _
Para que se anule csta derivada, ya que es:
f . : '
._Z.?-E]m";#o , debe ser: :
4563 20, - -0x) 55 t)q£i = O
254) (20- “"(-Tg.) et e ( e : :

Reemplazando{EK\rG{}por sus exgre51ones, tenemos una ecuaC16n
transcendente. Resolviéndola tenemos un conjunto de raiqes pe -
_riédicas de las que sélo nos interesaﬁ las que est&njéomprcndi—.'
das en ax & £ 2. Como a es constanté; obtenemos loﬁ'valqrés~xi.
paIa ‘los cuales se anula. Para estos valores de xi (ﬁé tiéne

extrcemos, dc:contando, por el carfcter qeno1dal amort1guado de

las funciones involucradas que en esos'puntos es ELE%?) =
DX

Pero la nesolucién de 1a ecuacién 254) es sumamente lahoriosa,

por 1o que buscarcmos 1§s c*trémds de 1a 251) y lﬁs ahscisas X4
en que se producen, por aproximaciones numéricas sucesivas. para
cada casplcnncrcto, mediante la utilizacién del calcuindorlprn

gramable.
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2.6. CRITERIOS DE FLUENCIA

Para determinar si un estado teﬁsional, en'un elémﬁn_-
to sélido continuo, es el necesario para el trdnsito del compor
tamienta eldstico al pldstico, limite de aplicabilidad de la teo
ria eldstica que anteriormente desarro}lamos,'se aplican mode-
los mafemﬁticos de comportamiento a la fluencia. FEstas teorias
aceptan que el tensor hidrdulico de tensiones no infiuye en el
‘comportamiento pldstico y que s6lo el tensor desviador és el res
ponsable de la deformacién plﬁstica; esto se evidencia experimen
taimente hasta presiones del Prden de las tensiones de fluencia.
Por esta raz6én adoptan la forma de superficies cilindricas en el
BSpac1o tr1axlal de tens1ones pr1nc1pa1es. Estas superficies de
fluencia no son 1as 1n1cia1es si el material ha recorrido un ca
mino de deformac1ones previas durante el conformado mecdnico co
mo en el caso de los tubos.

La interseccién del cilindro con cualquiera de les pla
nos formados por dos tensioneﬁ prlnclpalesles una curva de fluen

cia para ese estado bidimensional de tensiones.
r

Criterio de von Mises:

El criterio de von Mises considera materiales mecénica'
mente is6tropos y que presentan 1gua1 ten516n de fluencia mono-
ax131 para traccién y para compres16n o sea, balanceadoq

En el espacio de tensiones principales determina una
superficie cilindrica circular de fluencia que en funcién del

tensor de tensiones diagonalizado se expresa asi:

259 3y (-G + (@ - T )"+ (G5 -G3)7] = 1

siendo X la tensidén monnaxlal de fluencia, que por la isotropia
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considerada son iguales para cualquier direccibn y que, ademés
por no tener efecto Bauschinger coinciden para traccién y para
compresioén,

La 255) se puede escribir:

256) x _ -%(O;-Q;)z“' _0-) q, -4, ) ]

El segundo miembro coincide con la_expresiﬁn de la tensién equi

Yo

valente definida en 1la 250). Con el criterio de von Mises se
compara la tensién eficaz que representa un estado multiaxial de
tensiones con la tensifén monoaxial de fluencia hallada éxperimeg
te. Esta dltima generalmenté es la'de‘traccién por ser m4s con
fiable que la de compresiﬁh por las inestabilidades elésticas o
plésticas que se pueden preserntar, especialmente en tubos. Si
al comparar, la tensidn eficaz es menor que la tensi6n monoaxial
de fluencia, en el punto, al cual corresponde el'eétado tensional
comparado, elfﬁaterial se encuentra en régimen elﬁstico. Si son
iguales, el material se encuentra en el punto de transiciéﬁ, o
'sea, ferncia, y-el estado-de tensiones es un pUntq pertenecien
te al c11Lndro de fluencia. _

En un estado plano de tensiones principales la 255) toma la for
ma, para 0“3 = 0

257) ’45’("2 GT2+ 0;2__qﬂ;]miqne es la expresién de ,uné elip-
se en el plano 0‘1, 62‘ |
Para las caras internas ﬁ externas de la lamina éilindrica que
analizamos es inmediato que el materi#l se comporta elisticamen
te para las abscisas en que se éumple'

| _'_zsa] X > (G‘e \I[Q_a?'?' .2 O‘e'qfx

La ley de von Mises es relativamente aproximada para dGctiles
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" pero se aleJa mids cuanto mayor c¢s la anlsotrdpia que ¢S cl caso

~de los tubos de ZJTcaloy

Criterio de Ilill:

Es una gcneralizécién del criterio de Mises para ani- -
sGtropos sin efecto Bauschinger.

En coincidencia de ejes de.tensidnes principales con
los e1es pr1nc1pales de anisotropia, la suﬁer?icie'cilindrica'de
fluanc1a es de qeccnﬁn eliptica y para tensores dlagonallzados

en el ospnc1n triaxial de tensiones pr:nc1pnlcq es:

_2-5” F (T, -9 )+ G(G <T)+H(<:r c‘,)=1
'Honde B «6 y H son parimetros caracterist:cos dc anlsotropla
'LLamando con X, Yy Z las tensiones monoaxlales de fluenc1a (trac
cién o compresién) en las tres.d1;ecc1oncs pr1nc1palgs de aniso

tropfa 1, 2 y 3 respectivamente, surge quc:

] / -
2?"5'“}1{-‘5'}"),2"? Fng < g

260) - , y 1
2=zt

2H = 22 3z T vz

Si el material presenta simetrfa . rotacional de anisotropia res

peato al eje 1, significa”que Y= 2 ¥y la exprgsiﬁn'zsg) permane

ce invariante de los ejes 2 y 35 se demuestra que F .

Si hay 1sotropla,'o sea, 51metria esfér1ca es X =Y Z-y G = F =
=F, La 259), con51derando -1a 260), se conv1erte en 1a 255),_
sea, la ley de von Mises como caso partlcular del criterio de
Hill.

Para un estado plano de tensiones principales tenemos:

nuevamente una elipse.de intercepcién entre el cilindro de-fluen
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cia y el plano(T‘T,@—Z-: : : ;
260 F (G, -G 60 ° + HG =1

con axisimetria anisotrépica era F = H, aplicando las 260 resul

ta:
-

{ 2 < T TP
262)  3¢2 (0;%-9,.G.) + y2 2 !
Fn el problema de l4minas que abordamos en este trabajo resulta,

en las caras externa e interna, que:

69 377 (05 G To) + 4, %™~

donde X e Y'son las tensiones monoaxiales de Fluénéia general -
mente traccién en las direccionaa axiales y circunferencialesl
rcsnecfjvamente. lL.as ahécisas del tubo donde se produce la i-
gualdad 263) indica el'comienzﬁ de la fluencia. Eﬁ los puntos
donde el primer miembro es menor qué la unidad.el m&teriﬂ estﬁ_-
en régimen eldstico. Es evidénte que si X'= Y la 263) sc trans
forma en la 257). FEn los tubos de Zircaloy, experimentalmente
se-ha verificado la simetria rotacional de anisotropia respéctd
al eje del cilindro y la tensi6én de fluencia en direccién tan
gﬂncialles aproximadamente igual ﬁlla radial, lo que justifica
la forma 563);

Notemos que la teoria eléética desarrollada no indica
lo que sucede en los puntos donde se sobrepasa el limite cldsti
co, para ello, si es necesgrio, se tendrfia que empigér los ané-
lisis al 1limite. |

Ei criterio de I1ill fue extendido para méteriales ani
éﬁtropos que presentan efecté Bauschinger, en el criterio pfo~
puesto por Ota, Shindo y Pukuoka due utiliza las tensiones de

fluencia en traccién y en compresién para todas las direcciones

principales de anisotropia.
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e > tuhoé-dc_pequcﬁb espesor, algunos puntos do 1a curva de flucn
cia en el.plano de tensiones principales pueden'lqgrarse‘éxneri-
mentalménte con combinaciones de cargas axiales:y-presiones,_pg_
ro son dificultosos, particularmente en algunos cuadrantes y,n0 
reproducen la curva completa. También se emplea el métado de dus

reza Knoop.
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2.7. DILATACION HHOMOGENEA

Fn el caso en que Ia”placa cjrCUTé} y la envnlvonro'
circular cilindrica sufran una misma elevacién o Jnsbonén'unirnr
me «de temperatura y si ambos poscen ipual cocliciente medio e
dilatacién térmica, ambas suffiréh una misma deformaci6n circun
ferencial uniforme:

264) (&Q)t = Ay, (4 -tc)

dondecxln es el éoeficientc.medio de dilatacién térmica lineal
entrec la temperatura t, inicial y la temperatura t fiml.

El desplazamiento radial de la superficie media de la ldmina v
del fondo es: :

265) (W), = 1o Ot (#-o)

El radio medio dilatado (o contraido) es:

W () = v W)y = 1 [t (4]

Esta dilatacién, al no ser impedida, no genera tensiones térmi-
cas,

En rigor, cl espesor de la 1l4mina también se dilata, pero con

la hipotesis de 14mina fina esta deformaci6én se desprccia.

Si la envolvente y el tapén se dilatan distinto, sca por tencer
distintasc¥|“ o por sufrir calentamientos hnmbnéneos con difcren
tes temperaturas finales, sc producirdn tensioncs térmicas por
flexién de borde, semejante a la analizada hasta aqui. As{miﬂmo,
la existencia de gradientes térmicos radiales, circunferenciales
y axiales origina un estado de tensiones y deformacioncs térmicns

que también se superponen z los anteriores.
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PROGRAMAS DESARROLLADOS PARA EL_CALCULO

Las soluc1ones analfticas fueron p1ogramadas para oh—
Tenér resultados numérlcos con la calculadqra programable de me
sa llewlett-Packard, Modelo 9100B dellGruﬁo de Cédlculo para.dﬁrg
vechar su graficador de funciones; Eﬁ cﬁléulos sécuhdarids se
 uti1iz6 la calculadore programable cbmpacta MONROE, Modelo 1665
dol Grupo de Disefio de Elementos Combustlbles.

Se programa1on las funciones que expresan la var1ac16n
a lo largo de la abscisa de los desplazamientos radiales y de
lné tensiones, en funcién de las constantes eldsticas, dimensio
_mes y de la carga de superf1c1e efect1va Las- funciﬁes fueron
tabuladas para 1ncrementos constantes de A (ax) =0 1, eleg1do
para obtener una fina variacién. de amp11tud. Equ:vale_a incre-
mentos constanteszde abscisas de 4 x = 0,1/a. Se"fesoivio numé
rlcamente hasta unq abscisa del orden dec una vez y medin 1a lon
gitud ‘de onda de la amortiguacién sen01da1 (ax.= 10> 3T ).
_Se calcularon los correspondientes valores extremos de todas las
funciones, para * %N - | : .
215) W p; (1__0/,,) [ e. max + max)]
" con extremos en: 246) ax, =0 ' d & e
247) ax, = qF°
- 248) axg = 2T

222) (Ge); 2, = %[ ( :'/z)e (amax +ma.x)
| Qi:‘i ___1 % .ax_,dma)?)
'*(1.-0.2)"2 (-3)e (e | J

lLos extremos surgen de la ecuacién

220) Y Es
| 3 Cod X =0
Ao AX ;t (f;af)%a /




< -

-

'Se claboré un programa para: obtener las raicev réﬁles dentro dﬂ
< 20 . La solucnﬁn numérlca para D = 0 "18 (ver Capltulo 4y -
indicé: _ _ .

ax; = 0,6184393670 = 0,1968553645 T

ax, = 2,523153286 = 0,8031446352 7T
ax; = 3,760032020 = 1,196855364 ]

ax, = 5,664745940 = 1,30314‘4635?(

224 _perfis 213(1 -%) | ]

Presenta extrcmos:

234) ax, = /R
o | 2
235) ax, = 3rli“
2
3 -
25) S G Yo YN
(Tx3),- 4=0=" 20 >(1-9)% (3") (Sle e
Fxtremos en: . Tr
| 3
240) axg = e
e X
241j ax, = -vjzﬂf
& i

i1 valor de la constante a fue programado con la expresion 160):.
0 3(1-9%) 1%
.'. a
r>h
Para la longitud de onda de la amortipuacién scnoidal se utili-

z6°1a 175):

o

a

11 radio medio del cilindro circular dilatado se resuelve con 1la

farmula 266): ; _ . .
rg = 1o [f + Xay ({:'740)}

Mediante 1la 251) se calcu16

Te = [ @3 « G’ =0 Te)



"cAP._I'.'fULo g

' PROGRAMAS DESARROLLADOS PARA EL CALCULO






@ HEWLETT- PACKARD

(%7 HEWLETT- PACKARD

e

{EWLETT- PACKAR

(23]

@5 HEWLETT- PACKARD

= 99 s

Titte _FORMULA 215 s W (x)

. : Display a Display - & Display
§ Key § x| y.| 2 § Key | 8 y |2 |8 we 31 x|y
..q_o £ |15 310 x 136 o] 1§ x2y|52
] 4 a7 1 x 136 1) 8 |08
2] x |36 12]Y = 140 { 2| 5 105
3] o [17 3l 5 [o5 i 18] 4 _ |25
4l 1 27 4] x = |o7 4] a |13
5 x |36 5| 6 |06 b 5] ¢ |27
6] § |25 6] PRINT|45 = 16| x - |67
7l x 136 i7l o [13 {76 los
18l ¢ |16 8l 4 (27 8| + |35
ol 4 a7 K 9] ¢ 27 ' 9] 3 o3
gl X 136 13|sen x |70 113 o |oo
‘6 1 ot 16| xoy |30 | 6l o oo
£]x2y [30 clcasx |73} c| x |36
q] - |34 al_+ |33] | rowL |22
19 3 |03 40| povL 22| 70[xZ¥[30
{%‘ x__ |36 ] S5 132 N5 o5
2y ¥ |25 2| e* |74 | 2|ExP_ |26
3lxy (30 3| pdue [22] |38 o5
14| 4+ 35 - 41 x 36 ey X 36
's| ¢ |25 . 5 1 lor 5] ¢+ |25
6iLn |65 | ClEfTREY) | 8%y |30
74 a7 T - 134 T[FMT |42
2l 4 lo4| | 81X == |67|. el ¥ |25
g+ l35) | . 18 5 og 18] a |13
2 v 2y 1 3l X 136 gl 4 |27
ble* lzgl 1 1|6l a If3 [ B e |2t
i X=b_i23] | el 4 ar ici 1 lof
Al e Joe 1| 1d xele7 g+ _[33]
|2":" C 16 i f I 5:9 6, | 06 i +- Storuge
1 4 127 | 1| = |35 e
2 2 (02 l 2l ¢ 125 . I3 0
13 + 135 I3|PRINT |45 W di__h
‘4l 1o Alxa Jorp T 1 ;
51x2y |30 5[ 7 loz - :
CEIET Bt |27 SR
7 b |14 7l 1 ot c; (Og)a
-igl x 136 8l + |33 i e
S e {12 Oy = |40 5| 0-%) |
12| ¢+ (35 '3l 7 |07 4
bl a7 Bl 1 lof | 3
8] = o 3AY ’ icl @0 00 K
‘gl £ [15 | | dl 1 lot o8 -




“Titte _(CONT. Wx)

3 HEWLEYT- PACKARD [ HEWLETT- PACKARD

@ HEWLETT: PACKARD

= T2

(€0 HEWLETYT: PACKARD

: Display n Display " Disnlay
E Key ﬁ x|y 2 ,-;? Key E y | 2 § Key' 3 x| ¥y z.
180]y—~ |40 i0 | 0 | |
11 a |13 4 i’
2] G.To |44 2 ) 2
3] 3 |o3 '3 3|
41 7 o7 14 4
S| FMT [42 3 5
6] 4 |27 6] '6
7 xe— |e7 17 7
18| 7 |o7 8l 8] \
9l 4 |27 19 ‘o
g 4 {of & B 13
‘bl 0 |00 b b
C| 4 104 ' I R
'd|If x=y |50 1 'd
0 9 |11 '0 0
1 d |47 1 1
2| X - |67 2 |2
:_3___9 11 3 |_§ I '3
4 x> 23] [ 4 | 14
Si_a |13 5 E
;_fi_ Xea |67 1 ’6 3 [L@
7| 8 10 | 7 i
Blx- 123 | i 8 J &
©l 9 Ml i 19 ? BRE
2| GoTo [44 Bl R 15
bl 3 103 | el T 1@
A 107 'i s : \c
_LEND la6l | gl T L7
I Cf: ! . | i ;_q o o Staruge
Al _ I ol ¥a o =
|2 S
13 13 d
< al L ‘
's B [ O
i /7] i g
~ig A ~171 !
=k 2 Gl i
S 9 5| |
'3 \g 4] ! -
) b > et
Ic . ic 1 ;i
d l :d I Ci o




- 73

FORMULA 224):. Gw

7 HEWLETT- PACKARD

Title s A
2 ) Display Display ~ Disclay
g‘g Xey ﬁ L yy 12 § oy g Xy ﬂ§ ky [ x ]y ][ 2z
400 £ |15 | 30| VX 176 ',-sffxd- 67}
E-.m EEEL A 4 a7 1] 5 los|
Wil2l x |36 12{ 2 {02 12l x 136
Bl 8l d [17 . 3] x 136 3] a |13
|4 & |27 4] € |16 1 a) ¢ J27]
Sl % 36 sl ¢ |27 5| x = |67
6] ¢ 25 6] 2 |02 6] 6 |oe
Il x_ [3e] 7] + 135 IEEE
8 ¢ |16 8l 1 |01 gl ¢ |25
‘ol 4 [27 ) 191 x>y 130 '0[PRINT[45] x [0x
1af % 36 g . 134 IF] X = |67 ° '
B4 jo1] bl b 28] bl 7 - lo7|
CIXesy 30| el % |36 ic) 4 |27
gl - 34 gl ¢ 116 dl 1 o1
110{ 3 |o3| 40 4 127 |70{ +  [33]
1 % [36 1l = |36 1 Ay |40
2] ¢ |25 i2l 1 _[of {2l 7 lo7]
€| 1312y (30 3| xezy 30 113 1 o
4+ I35] [ 4] -~ |34 4o oo
Siv |25 5] ¥ |25 5| 4 lof]
6| An__ |65 6l Jx ' |76 ‘| 6l1F x<y[52]
RN 7 -+ ]38 79 |1
ol Bl 4 Jas T 1| 8y 40, 5 (14
& .:-;' + 35| ‘ Ir&l, 4 04% o l__g v 25__‘
2 el_v 28] | 3l @ (18] N BRI
| ble* dzal 0 1 {4 27l 1. 1bl 4 |27
Cooloix=s 23 1 | ool 4 (| ic| X e l67
sldl e ldol T | | idleoswl7al U1 10/ 6 fosf 1 T
§{25' b [’4I___ ' : 5:9 xﬁ.y _'_3_(,) 2k i _'_ Storuge ._
gl 4 27 | ‘1 senx |70 ¥y G
2l $_[15 Plel= lae L NS 0 e
13| X 136 13| |22 : B h
972 oo A —
| S e
ol i3 ._ NG .
S 7+ (35 7l x %é 8 (0K}
< -8l e l67] 8] x = [e7 _é,' g —-
w18l 6 |06 | Ol 4 |4 18] ¥ E
G| 1alPRINTI45] a Bf gl X" [36 4, = '
1 blY—=_ 40| - Bl 1 101 il
T{ic| 5 |05 o<y 130 1
B9 3 |03 5 Bl C



o HEWLETT: PACKARD

A3 HEWLETT- PACKARD

@5 HEWLETT: PACKARD

_ SL74
Title __(CONT. Ox) - i S

&) HEWLETT- PACKARD

o Display - @ Display = - Disclay

"g Key E b i |z ;:' Key ol x y. 2 g Key E Xy z-
30 + |35 50| x — 123 1.0

11 3 |03 1l 9 | 1]

:? o |oo 12| Go To |44 ; :2

8] 0 oo 8l 4 |04 {13

41 x |36 4] @ |13 ) '4

19 ;zgg: 22 : 15 END |46 _ 1)

18| o |oo 8 I8 ;

9l o oo E | 'S

L i — I ] L

[ 2 S

‘ol v [2s b r

L] XY (30 i ; ic

'] FMT [42 - | a | d
Qol 4 250 |- 1 "fof | | R

1 a (13 11 A

2] 4 |27 12 2

3l e 121 5 | ;:q_ o BRE

4 1 |Oo1 - i4 ' 4

'85! + |33 5 1 13

By~ 140 ' i |8

g1 a 13 7 7 |

2l GoTo [44] | | 8 l '8l

; 4 04| | 18 = ' s'

ela 13| | 3| I 3l |

elEwr laal 7T T 11

e =4 2/ | e i | o £
_dlx= le7l | L : i AT
ao 7z oy| o) I . g Stoeee

Ay 27 1 1 ' . B -

2| 1 __lof A Ep

|_3_ [0) 00 13 R _gﬁ

a4 lod I CE

5{IF x=y|50 * 5 f! [ I3 :

5l b |14 B 1 o]

7] 5 |05 7 x _g;a. :
-i8[X = |67 E I ;

= : e -

13| X =~ 23 g E s g :

et ; T

Gla 113 b >

IC| X = 167] ic| 1

dl 8 10 | | d B




) HEWLETT- PACKARD

M HEWLET T PACKARD ({1 HEWLETT PACKARD

@2 HEWLETT- PACKARD

e _FORMULA 222): Co

) 5 Display = _J Disptay ~ - Disrlay
";-? Key 3 .1‘_ N7 2 ﬁ Key iE '_y | 2 3 Key E X ¥ z
rdol £ 115 30 + 35 60| X == |e7]
R 1l 1 lof {1 3 {e3
2 x [36 12| XY |30 2| — 134
3 e [12 i 3 — |34 3] 1 |25
4 b a7 41 b |14 4l K |36
Sl x [36 | 5| SH 132 5l x = |67
ot 1eb 6l e* |74 6| 4 |04
L X 136] 7] x |36 7l X (36
8 d [17 8ly—= |40 8| 1 |01
8l 4+ [21 9 4 |04 'olx=y[30
3l x_ 36 a b 4 a3l ¥ |3
bl 1 jof bl 4127 | blx = |67
. Xe=Y(30| c|senx|70| el 1 |0f
gl _—~ |34 B i x—+ |23] d - |3«
110{ 3 |03 40{ 3 |03 _|70] % - |67
% 136 | {x=2y[30 | 5 |05
2 ¥ |25 2| cosx |73 12l x 36
31Xs2y [30 || 8| X—e |23 |8l b 14
14 + 35 - 41 2 102 alA |27
sl ¢ |25] | 5] + 133 5| xe 67| | ]
Sl Ao x _le5| || 6| X == 167 | 6l 6 106 |
4l ] 174 log | GEEL
B4 o4 | i e x (36 | [ |l ¢ [25] |
C o+ 38| [ o 19y~ [400 | | | SIPRINTI45| % e
el b fas[ T lal 4 ier i 1ol x—eloal T
ol e* 7l T |6 d iy 1 & o loo| |
ciX=> 23 | 4 cl 4oy | el xalo7] ]
e Joel T g % tael T TG 7 dol T
’éfi._.g.__ggl O (I T Y 4 e
Mo r o Xe Y30 T j - - |
£ I ] I R A B S T TR ek
S| _x |36 | | 3| 3 o3 Rz s
el e 12| | 1| 4[xThyi30 - =
i5 &+ 35| | | |15 - I35 | eTEe
| Blx - |67 ol ¥ 125 |19 (ax)a
|7 % 7|Nx |76 & (aX)s
-i8{pRINT|45| @ [BE | sl 4 |27 i 2
= F |
Sly— [40 S d |47 5 BT
2] 5105 9] X |36 A e
bld 171 | bl x~ |67 e
1z " 27 l el 2 02 ?i i
‘gl 2 Jo2| ] | ol & 127 o —




5 HEWLETT- PACKARD 05 HEWLETT- PACKARD

T HEWLETYT- PACKARD

) HEWLETT- PACKARD

Title .(..C_QH_T._Q-_Q_)_ _ L o L .7.._”__..___-..__

Qlspiay 3 ; " Display Disw:lay
; ey —— I | T B e i
fgl 4 i, 2 g @ . -'R” ?g X oLy 2

s

y | =2

Code
-

: Key

i f

Ny
b4
L=

w
o
o

'y
(¥=d

w
1 =
(1)
1S))
w
BT Bl i N
o
—
w

o
=N

)
=
X
N

<
m
N
©

i 7| B 9 111 f

9:0 00 | __c0| x—= |23] 1 © o
j 27 | d d 113 !
03 2] X e }_.

a
om-o,f.._nn

o

-.\‘

Q

leoinci=

*ﬂl 0 oo i- | 4 x 23 &
::_z< 136 i 1 5.9 i1 15 -
Slpdi 122 16| xa &7 ] e
*:x_;‘.,._.;'spﬁ_ L
.2 102 i i b g s T oo el i
~; O ool i . ialx—e |23 s N _
2 o oo i har s el e :
o .x_ﬁn.f_a_@__. | biGeToiga | T T 'bt__,, |
Aok deer 2 el T bl L
itk SylBol T g B gl T T T e
s FMT 42 P ldCiEND 46l
1y |25 __J_; o e e
!—?: b .f—4 i - 'l["""l fég—'"""""I"""""‘“"'E"' "'“5""‘ ‘:' et ._.u_..-..|_._.._._‘__.__._..
K P2 - |
4l e iof i 4, 1 e
4 ofl T T el Ty T T ;
T T e e e

!
o]l ~Toim!

el
n
s
N
e

[_

IS




B s
3%
Resolucidn de la. ecuacidn ‘rascendente 229): senax iWCOSGXBO
Tile _Se complemeyta tow el proarama de HEWLETT-FPACKARD PART NQ. 09100-700/4
) : Display IDisp%ay o ¥ '§ Disrlay
'§ Key § X Y l X ¥ P Key Sl x 1Y z.
1
60| » [27] ax|ox ol 1 ol
11|sernrx|70 i | :1_
12| xy|30 12 ,_ - 2
3|cos x |73 3 - | |
414~ |40 14 '4
8 a -
I8 f
Is .
I b
{ 18] #
9 %

12y 1 : : el i .
lbixe=yi30{. | bl | 1 B

3

i

Koy

Code

w
Step

-+

&) HEWLETT- PACKARD

5 HEWLETT- PACKARD
|

£
‘(grr\..
i I .
3=+
>
s
i
T
')

X |36 SO N ; i
) T | =
b |14 [ ! { 9 SN . SRS S .S S
NI I ) - 8l -
na M3 s T e
o | ixilaol JES  G G  E
€ T 8 j | gl [ 1 | a8 | !
D 0 o - - 1 SIS ¢ SIS (O D SRS B . 4
1 it | 25 | aal R b 54 VO Sy S S S
o IS A A A i N O E.t_;i_.., —
| ipede i L L | | . | |
v J |,_Q -r_o._g, oeib L _i '_'r.:.‘.i.___.-_'.,_.._lrl s |[._ b l - " IL oo
=B END B oS
L [T i e oee b
r : ! | ; . o s A L L
bt | ' Iyl I ; |
2| ’ ‘ ‘| e b _.____I,#_L i i: S e
SN S N O S O I =S
P . i o 1 ; . iE e, s o = rones
il . — gl i el P el —dihs q _ -
:_;_1! i 5 1 | A =
St AL SNSRI (i o T =
S TN O M T = UM O OIS - TS |
- L b L S Tl N NN
K i —— -
SRt = = it -
b . R =
Bl | El e
G| e L Jo e L
U | ! s | i o
1‘: l | T sl = ..:_._ o 1 ..I_ i I .._...._._....I_‘I._.__.._I....-._._. &) -
Ly Icy A - :_‘:i RO O ) _...___...l_____.:_1_§ _
| ! N ] | [ s




'y

2] HEWLETT: PACKARD

THEWLETT- PACKARD

P4 HEWLFTT- PACKARD

B HEWLETT- PACKARD

tile _FORMULA _ 251): (Ge)x_ TR S
a o Display " = Dispay - 3 Distlay
S ke [ x [y Tz ]3]} ke IE x|y} oz § ke |8 x [y ] 2|
00| 3 |03 30] o 147 l60lIx T ty[30]
il vx |76 1l x 136 Ox ]l — |34
2] 4 |27 2]y — |40 12 3 o3
3l 2 o2 ] 3l 9 |11 3] x2y(30
41 x  [3p 4l e (12 4] < |35
5 £ [15 is| 4 |27 5l ¥ (25
61 4 127 6l ¢ lie 6] VX |76 [
2 Jo2| | 7]+ 35 1ol o7
= 35 8ly —= [40 8] £ |15
1 ot 8| 8 110 1 9] X [36
Xw>Yy |30 2 £ s 1| 5] x=]er N
~ 134 bl 4 |27 bl 5 |05
i [25 T 1 e[ 2 Jo2] e[ b 27
X |36 . gy = 35F . |- Xer |67
£ 115 | __[40| 1 _lof} {70l 6 |06
2y 1 xe2y(30 ] - |34
2l X |36 2| — |34 12l ¢ |25
31 __lof| 8l e 2] SEX o L T
141Xy |30 : 4] SHS |32 21X - |67 ]
Si= 4L | 1 8ler 74 | 18l 7. lor |
ALY 128 |6 % 136 18X 36l | i
LNX el 7Y 40 Al o T
35\ | 8 7 loz|. | elxgoylzo] T
40 | o 18 e [ 1S F 3
] I I I T | alx=—Te7| i
e. 2 i | 'bi senx |70 T 1 4 loal
2 | Zlx-= |23 | o] = 134 |
A o T 1 1l e o6 | Jdid 7l
2L, cosx 73| i1 soixTyi3of -1 Storage
§9__] _} :1 Cos x| 73 T = — S
170, Al RIX=123] L . e. o i T
134 | 8|5 l]os Eil
‘| gouy (22 el R
NN O T Y B I e
5| e* |74 | 8l 7 o7 9
7 22 7 X |36 I — .
oL 36 8l Y= |40 6 — ?
9 13 Ol 4 o4 5 —
36 gy £ |15 Ve
bl 1 ot B § 27 .
c 3ol 1 ¢ 1] x Ise 1]
| d Bl | | ol 1 lof o]l




- T

ire (CONT. (Je), ) - S s

Display Display . " Disglay

Code
R

0} a -
'g ky |§{x [y l2|&]} wy t oy |2 |8 Ke §t y

Bl ¥ 127 Too] 7125 T

11 02 dx2yl30 ' 1

g 36 12| FMT {42 12

'4 14 4

@ HEWLETT- PACKARD

2
X

3 ¢+ |25 18 125 13
= _

50 Y 271 | 5

6] 3 |03 ' 6 of ' 6

Il x=le7r] | 7 33 7

18

)

1

14 1@

o
S
@

1a

k%

[0

o
-A.IQ-&D\‘-].-L_:O'-.-_

S

™

'd

|9:0

9
!
X
| 3 103 {s
+ ,
X
4
+

(7 HEWLETT- PACKARD

Elx=—le1l 16 33 a6
7.3 loa 1 | | 7y—~ 40 7] |
o ox 36l 1 8l e 12 | 'si

ooy

|
|
|

im+
_0
o8
N
S

~hapfm b ool il !

g | I

Soom b sl 0 i 1 44|

=g - 34 L 13l o deol T T 10

| b 25, 0 1 e o el Tk _

— =) i ) E 1 :

SRR A pENe gl | = I

S TN N O L K- L D D N

:;- 7o fiot X - "67- | [ ! O I o ! 5' '

il e T ! R T T e S 4 Storise -

glolg ol o i Il b et
2IPRINTI45| X Qe ! 1 2 @ | | AT
3 4 |2 | 13 ! ldi - |
% ---;,,--qo;? LT—* 74 Al 1 S ST S AR
N I 1 - i

2120 joor | 0 ' 9

7l x el | L bl U TR

| elrbu |22 .| & _lgr il

- SIXe2Y (301 i 1° . |5

Tl R R T [ i

-3:)‘ i ..__Q..__.]QO RO - | I b U — s

Tyl 0 loo| it bl U] TS — -

gl X (3ei 11| d i T




- 80 -

FoaMULA  226): (Lxz), e st

Display

5 L. o Display : o " Disrlay
x|y 1z el ky |80 x| y | 2 | 2] Ke §‘L y

cde

Key

o

o i i
s isof 1 o1l 60l 5 jos} 5

3 ¢]
1271 ' Xy lzol | 1]
36 ]2 34

4 '3

127 1 14

[0 HEWLETT- PACKARD

36 i 1's

25 [ 6
36 17

16 8

_ 3 {03 1 8 PRINT45] %X | T
27 I .

ta

01| yall

i X

g

30| e

34 i1cf

03

36 1

T UEWLETT PACKARD

CARD

""‘XLU 1()-*?<+nx‘-—x--.h_>c++s

25| 1 2

sixylz0l | | |3

¢
A
3
An
4
3
x " ;
36 '3l 4 (04 1T 7 1& 7 lo7
¥
€
4
2
b
X
5

= 38| L1 tal ) 136 L El g Jorl
sl P s 16 | SlIFxey(52] | _
L x_ 65| SR O T e I R T
NPT A R T _ala il i
4 04 i lig f jorl. T v il b (a5
+ 35| |  lxTyiol T S TEY
L O I A O T
74! | eI 67
T lee

1 ot : ‘"C-.j._ : o
(.1,. 3 —i ‘:_ i 1 : T e T R et
: i 3 T b

,-.

I} HEWLETT: PA

Sealdiin - e b S e s e
= i35 L a5 0 (ax)g e
25 l 1 £ (ax)e
j . : 3 + 27 1 1 *"{_‘{l (LU()B
i 0S| £ -

olaoinIN]olidn
o
~
LS
4

0
P 3
=
|

[

™
A
i
(G

i

i
—=
_
_Q:_I =
.
O\
~
(S}




() HEWLETYT- PACKARD

%7 HEWLETT- PACKARD

-PACKARD

L]

o A : LT T

-PACIKKARD

NLET
L

- - haglt §
A el

T [TJ‘?): )

L i)

Title _.(_CQN

Display

Cade

£ |

L 4

Disrlay

Display

-y

tq

Y

=
8,0

{03]

00

00

36

'4] pow |22 B 14l END |46 il
5{xTy (30 5 15

16 10 i 16 :§ '
7 00 ] 17 7l

00

36

25

'BIX < Y{30 b ‘b
| FMT 42| = | e
gl § 25 T i i F
9ol a 13 1 |0
NP 1 i
AR 2 ] 2]
34 _lof] T 3 R
4 + 33| . [ b4 £
T ) I | |
Gl a W3l i 1e _1 8l _
TGeTeldal i Ll mo b b U bl b
Lop o5 il 1 b L L L ~ _
¢ 6 106) i @l T | .
SIFMY 421 1 gl a4 L bel L
Ay 127! | 0 R N = 5
SAET < NN S 5 I O N I B )
o 107! ! e i i f ’..JJ: ; 1

Lol <1l sien!

-
EQ;T

"-fl.j " ; O 0

p—— — " ———

|
s 2 e et
1
|
i

','I.v' i o= " _—— . -

_‘:_}_ e ]| . : . { 1 4 Starage = |
e L i o e I
=" 1= I 7 S Rl M e sl P e
\‘3} ! : 2 i P :I

3 e
r_1.|__ =

i RO LS S B s - -
s s e
e f——— ...i..l_.. i i s TSSO ' - L - el
T N [ T
7] - ? & e
¥ . | =

8l T -

R SRR ; B ;

5 S . ]
el } | b .
SR

gl bl e B B
ey -'_; | 1 -

i
f



=g

o

DATOS Y CONSTANTES UTILIZADAS

- Se adoptaron valores medios -
Caso a). Antes de entrar en servicio:

Presidén efectiva interior de cédlculo Py = 0,15 kg.mm'z
Temperatura ambiente (aprox.'20°C).

Propiedades eldsticas del Zircaloy-4 a esa temperatura:

9.M6du10 de elééticidad IongitUdinal Esnoc 10.000 kp.mm_z

® Coeficiente de PoissoﬁD = 0,38 .

Dimensionés peométricas del tubo a'esu.tempcratura: (Mer fiig. -5
Espesor, h = 0,55 mm.

® Radio medio, r = 5,675 mm,

Caso b). Tiempo inicial en servicio (tiempo cero):

Presién exterior (iona_dc] tapén inFerinr) pext = 1,20 kg_mm'z
Presién interibr, pint. = 0,60 kg.mm'z |
Presién efectiva extcrior de cdlculce, p. = =0,60 kg.mm'z
.Temne}atura mdxima (zona del tapén inFefior) aprox. 30N0°C.
Propicdades eldsticas del Zry-4 a 3¢0°C.

* Branop 7 74500 kg °

¢ )) = 0,38
Coeficiente medio de dilataéién térmica Jc? ﬁry—d

6 1)

X 0 - 300°C = 6.5 x 1070 °c

Dimensiones a 300°C:

® he~ 0,55 mm.

* Aplicando la cxpresién 266) se calculdé ¢l radio medio a
cgn temneratura, r = 5,686 mm. H

l.as especificaciones minimas reaueriidas para los tu-
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Figura 6

‘lacrofotografia de la.zona de la soldadura de la wvaina con el ta

npén. aumentada unas 17 veces, quc muestra la ceometria resultan

te. Se puede apreciar la gama de estructuras metalograficas,
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bos de Zry-4 para la C.N.A., antes del armado, ensayddos con tefi

sién de traccifén axial, son:

] : 5 -7 ) . )
Temperatura GB,Z %ﬁn mm 2] G}ﬁx. [ng mm “]

ambiente 1 B > 60
400°C TR PR - |
' il o e s R e

Caso c¢: Transferencia del elemento combustible servido del

reactor a la pileta de enfriamientp.
Presién efectiva interior dé_célgulo ﬁr i }915:kﬁ{.mﬁ-2.
Temperatura de la zona del.tapéh inferior, ménof.QUe.Tnﬂ“C.
Proﬁiedades elﬁéticns.del.ﬁfy-d.n 1ng?cgi . ' '

; X

J- 0,38

. G S22 A0 ke .mm
A2
25 L ; ’
“oeficiente medio de dilatacién térmica del Try-4

6 i -

X . 30000 = 6.5 x 1078 o

Nimensiones a 100°C:
I "o Qi 55, M

Y100°C = 5,678 mm.

(nso d ¢ Accidente de pérdida de presién en el canal.
Presidn efectiva interior de cdlculo py = 1,15 ko.mm
509 G.

Temperatura de la zona Jdel tapén inferior, cstimnade en

ﬁrhpiodudoa cldsticas del Zry-4 a 500°C:-
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(Boo = 5,000 ke, mn
* U500°C el :
J= 0,38
Go,2 ~ i
. NO0,2 =14 kg.mm ~
€oeficiente medio de dilatacién térmica del Zry-4:
Ao - 700°C = 5,8 x 107 oc”T
Dimensiones a 500°C:
h™ 0,55 mm.

Y500°C = 5,691 mm.
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Caso b), tiempo inicial de servicio

‘En la tabla siguiente los valores de los desplazamien
tos radiales y de las tensiones para cadé abscisa. La tabula-
cién se interrumpe para una abscisa del ordenlde la primera lonx:
‘gitud de onda porque la dispersi6n alrededor del estado unifor-
me es muy péqueﬁa (del orden del milésdmo).

De la tabla extraemos los valores midximos v los uni-
formes.

W mdximo = -0,003974 mm.,para x = 4,389 mm,
W uniforme= 0,003809 mm,
(Tk miximo= - 12,510 kg{mm“z en la capa interior para x = 0

Ux uniforme= -3,101 kg.nm 2

(Eé miximo = -6,697 kg,mm’z_en la capa exterior para x

2,493mm.

'<xé=uniforme = -6,203 kg.mm 2

L]
2

Cﬁa m&xiﬁo = 10,094 kg,mmfz en la capa interior para X
- Qeuniforme = 5,372 kg.mm 2

Como consecuencia de la fina ¥ariacién programada pa
ra 13? abscisas, resulté innecesario referir los.valores extre
mos de ias”funciénes calculadss. _ |
| | Los.casos a), c) yd) para.simplifiCar los analizare
mos aﬁlicando factores devproporcioﬁalidad a los resultados nu
méridos obtenidos en el caso b) desarrollado dnteriormente. Es
ta simp&ificacidn implica despreciar en cada caso las diferentes
dilatacionés del radio medio del tubo para diferentes tempéréa
tufas a la del caso b). |

El factqr de proporcionalidad para obtener los despla

zamientos radiales en los casos a), ¢) y d) a partir de los des
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pldzamientos calculades ‘en b)

W 7:580  gonde:

0,60 E

P, es la presién efectiva de célculo con signo, en kg, mm"z;
en las nuevas condiciones, . | | |
E es el médulo de Young en kg.mm_z, también eﬁ las nuevas cog'
diciones.

Para obtener las tensiones de los casos planteados

a), c) y d) es necesario afectar a todas las tensiones calcu-

ladas en el caso b) con el factor:

p
~ 080 donde: |

Py es la nueva presi6n efectiva de cdlculo com signo, en kghm‘z.

Fn estos tres nuevos casos la presifén efectiva opera
en el interior del tubo, por consiguiente los desplazamientos
'y tensiones son de signos contrarios alzcaSO'b). Una de las
consecuencias de despreciar las distintas dilataciones del ra-
dio m%dio es suponer que las funciones de'deSplazamientbs y ten
siones, en todas los casos son de igual periodicidad. En la
realidad, hay un ligero apartamiehto que no llega 8 ser suﬁerior
4 0,01 mm. En consecuencia las grédficas son semejantes, de
aproximadamente igual periodicidad, de distintas émplitudés Y.
de signos contrarios. .

Resumireﬁos en cada caso los valores mﬁ; reprééehtﬁti
" vos: |
Caso a):

Este caso, luggo del llenado con helio y antes de en

trar en servicio, es el menos importante, ya que la carga de
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Qgﬂefficie es sHlo una cuﬂrtn:pnrtc'del caso b), v a tempera-
'turﬁ amhiente.. La pfeﬁiﬁn efectiva'acfﬁa enn el interior pro-
'duciéndo tensiones v desplazamientos de sentido ﬁcntrario al

caso h). Los corresnondientes prédficos présnntan fdrma simé -

trica y menor amplitud.

0,15 .~ __ 7.500

o050 7500 . g 1875
0,60 10.000

L OSEE  e
0,60 ’

ﬁ maximo = 7,45 x 1ﬂﬁ4mm. para x = 4,39'mm.

W uniforme= 7,14 x 10" mm.

(Tx maximo

=D )
3,13kg.mm ~ en la capa interior, para X = n

J x uniforme = 0,78 kg.mmfz

Cfg miximo = 1,67 kg.mng en la capa exterior, para X = 3,49 fam
2 '

Qe uniforme = 1,55 kg.mm~

]

Cﬂa méximo = ,52 kg.mmfz en la capa interior'nara X % 0

1}

Qe uniforme = 1,34 k.g_;r.mrrf2

Casa ¢)=
La presién efectiva es interior, los desplazamientos

y tensiones son de signo gontrario al caso h) y mayor amplitud.

1,05 . _7.580 | 4 &35
0,60  9.000
SalS .y 9167
0,60 .

W miximo = 0,006248 mm. para x = 4,389 mm.
W uniforme = 0,005989 mm.

() x miximo = 23,98 kg.mm__2 en la capa interior para x = 0



0 x uniforme
6191néximn =
Q€ uniforne
(jé maximo =
Qe uniforme

Caso d):
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2

= 5,04 ¥o.mm

12,84 Eg.mmhz

cn la capa exterior nara X

= 11,89 kg.mm_z

19,35 kg.mm_z

= 10,30 kg.mm~

en la capa interior para x
2

Fn 1a despresurizacién del canal la carca de

ficie es interna y las tensiones y desplazamientons son

dos contrario al caso h)

1,15 7o 0
0,60 . 5.000 ’
. L5 o 1,9167
0,60
W miximo = 0,01142 mm. para x = 4,389 mn.

W uniforme
G x miximo =
Cfx uniforme
(J-.Q- miximo =

;

(J_e uniforme
Cﬂa maximo =

= 5,94 kg.mm~

8,01095 mm.
23,98 kg.rrmf2
2

-2
12,84 kg.mm
= 11,89 kg.mm~

19,35 kg.mm‘2

en la capa interior nara Xx

en la
2

capa exterior para X

en la capa interior para x

Je uniforme = 10,30 kg.mm™ 2

3,493 mn

super -

de senti

3,493mm
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Validez de hipAt-sis iniciales

Fn los resultados anteriores sc ohserva one los des-
nlazamientos radiales son muy npeaueios comnarados al espesor

Ade la 1lamina:

Caso a H c !
| (IR i U e (PR S R —
Mmaximo las 4. nnq ~ 0,007 | 2~ 0,011 | 20,021
. .

i'sto corrobora la hinéteéis inicial de pequefios des
nlazamientos.

La tensién transversal radial es dcﬁnretiahTQ lo
cual justifica 1a.hin6tesié de descartar la influencia de los
csfnerzos cnrtantﬁﬁ en las deformaciones. ﬁﬁinisﬂh. no es ne-
cosarin considerar la tensién eficaz para la superficie media
1o ln_]ﬁminn, nara lo cual se deberia ﬂiaronn1iznricl corres-

-nonJiontc tensor de tensiones.

Interaccién entre casquillo y vaina

Segfin especificaciones de falbricacién, a temneratura
amhiente, el juege radial entre vaina v casonillo ‘inferinr es:
jueao minimo = 9,055

inceo medio = N,9275mm

jnero maAxino = 0N,120mn,

Acentando caleéntamiento homoeéneo en la zona nréxima.
al tandn inferior, este jueso sc¢ mantiene anrnximadamente por
ser el casquillo también de Zircaloy Vv sufrir el mismo calenta

miento aue 1a vaina. Tl casncuillo no esté cometido a la carca
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dn superficic. 'n el ca§5 h) hav acortamiento radial v an

maxino 409nlazamiontolca]culado en x = 4,3°2 mn, as W = .0 NN307A
e, .?ﬁ conciciones iniciales y normales ‘e servicio no hahrj
interferencia antre vaina v casouillo. ©i 12 Hubiera..oﬂ ntras
condiciones e servicio, el casnruillo pasa a colahonrar con 1a
ﬁnfna en snbhrfar la presién efecfiva_cxtefimr.. 'sto tam™ién

se wanifiesta en el estudio del colapso diferile.

“n los ntros casers, el alarcamicntn del radio anmen-

‘tn 1In separacién entre vaina y casauillo.

Las mayores solicitaciones se nresentan en la ahscisa
cero v para'la_capa interior. Tn todos los casos la relacién
eSsi o
<Tx mﬁkimo = 4,03(yk unifoyme

(Te MAXImo

T,RBCTé uniforme

"n el caso h).son tensiones cownresivds v en los de-
mAs caéos son de traccidn.
* 71 mivel de tensiones comparados al limite eldstico
en cada céSn és: | .
nso “j:(fx maximn = 0{46(Th,2
0.37(G 9.2

- 0,60GQn, 2

(Te maximo

"

Caso ¢): 0 x maximo

Q¢ maximo = 0,48G 0,2

Tn el caso 4) las tensiones superan amnliamente'el
ranno elﬁsticq con lo que se producirdn deformaciones plésti-
cas v aﬁn,ia falla de 1la vaina. |

| Segfin los casos, hay zonas de tensiﬁges extensivas

oue indican la necesidad de estudiar la pronacacién de micro-
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l.as zonas sometidas a tensiones cnmnresivns-que_&ghCn _
sor onnsidéradas'nn anﬁlisié de colapso instantdneo vy Adiferido.

I'n 1la recién de tensiones dc compresién, el criterin
de von Mises abrefa otra imnrecisifn a las.n?eviﬁtns.'.'

Fs necesario conocer experimentalmente el Cnmﬁnrtﬂ~
:minntn'ela5t0~ﬁlﬁstich'dﬂ los tubhos de Zfrcn1oy. rara hallar
las sunerficies de carpa que contemnlen anisotronia, efecto
Pauséﬁingcr, témperatura, irradigcién, creep y re]jjagiﬁn a 1o
.lnrqn'dei tiempd'de scrvicin, inclu}endo-la.fegiéﬁ afectada nhr
la soldadura. _Estd rermitiré confetcionar modelos'para_conoccr
el estado de tensiones v deformaciones. en func@én &cl tiemnn.

Estados de tensiones y deformaciones locales se,nre«.
sentan en la zona de lbs'patines deslizantes ¥ en la interas-
ci6én de la vaina con las pastillas combustibles a las aue se
supernonen las tensiones térmicas? en las zonas activas_de 1as

r

barras.
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