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CAPITULO 1:

INTRODUCCION





1.- INTRODUCCION

En los reactores nucleares de potencia, heterogéneos, 

el Zircaloy es usado extensamente para las vainas cilindricas 

de las barras combustibles. En su interior se apilan las 'pasti_ 

lias de óxido de uranio. Su cara exterior es bañada axialmente 

por una corriente de fluido refrigerante. Durante el servicio 

los tubos están sometidos a estados tensionales múltiples que 

son variables en coordenadas espaciales y temporales. El pre­

sente trabajo tiene por finalidad evaluar el estado multiaxial 

de tensiones y deformaciones manifestadas en la zona de unión 

del tapón con la vaina de la barra combustible para ciertas con 

dicion.es de funcionamiento.

La importancia del análisis de estas perturbaciones 

locales reside en que se amplifican las tensiones en la región 

donde las propiedades mecánicas del material sufren importantes 

modificaciones como consecuencia del proceso metalúrgico de la 

soldadura. ‘ ;

, La teoría desarrollada sobre las láminas de revolu­

ción delgadas es de aplicación general. Parte de las hipótesis 

fundamentales de la teoría de la elasticidad. Se refiere a nta 

'feriales con propiedades mecánicas de isotropía y homogeneidad. 

Esto es, ciertamente, uno simplificación que nos permite un en 

cuadre más simple sin disminuir por ello la esencia del fenpme 

no a estudiar. Sin embargo, en la realidad, los materiales se 

alejan de esta situación.

El Zircaloy presenta fuerte anisotropía mecánica como 

resultado de su marcada textura cristalográfica obtenida en el 

trabaj ado.



Los tubos circulares de Z ¡ rcaloy muestran una típica 

orientación cristalográfica. La anisütfüpía triécánica se fe f le­

ja..en características de fluencia y creep disimiles en distin­

tas direcciones y también para tensiones de distinto signo. Lo 

mismo ocurro con las constantes d e l .comportamiento'elástico, 

fin servicio las propiedades mecánicas varían por efecto de ra­

diación, temperatura y deformación plástica uniforme y no uni­

forme.

Un estudio más riguroso debería contemplar la aniso- 

tropía mecánica considerando valores de las constantes elásti­

cas para cada dirección y deberían tomar en cuenta las váfiacio 

lies de estas en la zona afectada por la soldadura;

Con fines simplificativos, partimos de la hipótesis

del estado plano de tensión generalizado, característico de las

láminas de revolución delgadas, que implica despreciar las ten

siones normales en dirección radial y sus correspondientes de-’

formaciones. La teoría desarrollada para láminas delgadas se 
r

vuelve más exacta a medida que la relación del espesor al ra
* - 

dio medio disminuye. Un tratamiento más exacto exige conside­

rar las soluciones de borde para láminas de espesor grueso, más 

complejas. 1!n la vaina de la barra combustible para ía Central 

Nuclear Atucha, la relación espesor-radio (h/r = 0,0969<£0,1) 

nos ubica en la zona de error tolerable. Acotemos que la vaina 

combustible CANDU-PHW tiene una relación h/r = 0,055 y es colap 

sabl o .

- 2 -

Las tensiones locales se originan por la discontinüi
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<lad de tíefomaciones fe iá vaina y deí táfiéfi cft iá tíftién de am

h o s .

En el estudio de la flexión de borde suponemos que el 

tapón presenta una rigidez inmensamente mayor que la de la v a i ­

na, o sea, tapón indeformable y condiciones de contorno de empo 

tramiento no elástico. En realidad, la pequeña deformación de 

los bordes de la placa circular disminuye la deformación local 

de la lámina y las correspondientes tensiones, pero este efecto 

es despreciable.

Asumiremos que el tubo es una lámina cilindrica cir­

cular sin excentricidades ni desviaciones axiales y con espesor 

constante circunferencial y axialmente. El alejamiento de esta 

idealidad geométrica involucra un estado asociado de tensiones 

y deformaciones por flexión.

En este trabajo no analizaremos las inestabilidades

elásticas a que puedan dar lugar los esfuerzoá de compresión en
-v: -

la lámina* particularmente en el caso de presión efectiva exte­

rior . r >

En el cuarto capítulo aplicamos esté estudio sobre 

las tensiones y deformaciones de discontinuidad en la región de 

la soldadura del tapón inferior con la vaina de la barra combus^ 

tibie prototipo de la Central Nuclear Atucha (PHW; 319 MWeléctri 

eos). Ambos elementos están fabricados con Zircaloy 4. La geo 

metría, dimensiones y tolerancias están representadas en la fi­

gura 5, acompañada de una macrofotpgrafla típica de.la zona de 

la soldadura (fig. 6 ).

:En el espacio inferior para depósito de gases admiti­

remos que durante el servicio., la temperatura de la cara inte-



í- • ' ■ . • - 

riór es igual a la de la cara exterior y ligeramente superior a

la temperatura do entrada, en e.) canal, de la masa de fluido re

frigerante. 0 sea, 110 hay grad i entes de temperaturas radiales,

■circunferenciales ni axiales. listo se cumple más aproximadamen

t e cuanto más nos alej amos de 1.a última pastilla y nos acercamos

a 1 ' tapón inferior, que es la zona d-- vaina afectada por la per '

turbación local que nos interesa. listo equivale a suponer que

el tapón inferior y la región de vaina cercana a el sufren un

calentamiento uniforme hasta una temperatura común. Con un mis

mo coeficiente medio de dilatación térmica lineal en ambos cíe

montos se presenta una igual deformación radial que al no estar

impedidas no generan tensiones térmicas. .

La flexión estudiada es de carácter senoidal amorti­

guado y se torna despreciable en la segunda longitud de onda lo 

que pone de manifiésto su carácter local; a su vez la distancia 

entre la última pastilla combustible y el tapón inferior es del 

orden de una decena de veces esa longitud de .onda.

¡v '
1:1 estado de tensiones-deformaciones térmicas produci 

das por ̂ los ' grad i entes de temperatura ;rnd i ales , ' circunferencia - : 

les y axiales en la zona de quemado de la barra, consideramos 

q u e •se amortiguan como para no interferir con estas~perturbacio 

nes locales. Lo mismo ocurre con las interacciones entre la 

pastilla v 1.a vaina.

L 1 casquillo inferior tiene ur¡ juego radial dentro de 

la vaina, especificada on el armado. Por e s t o ,  los desplazamien 

t o s  radiales de la vaina produc i doá en la flexión de borde no 

llegan a interferir con el casquillo. Ln caso contrario varían 

las condiciones de contorno impuestas.

- 4 -



La barra es armada con una presión interna de helio 

.'i tCTuper atura . ambiente . Cuantío comienza su servicio en el - re 

actor en r-e-g i-nien , este gas se il i lata por la temperatura del we 

dio, sumando su. presión parcial, a In de los pases residuales 

que s e 'desprenden y combinadamente una importante reduce ión de 

volumen que ocupan los gases por dilatación de las pastillas 

combustibles.' Vsí se alcanza una presión interior .inicial, del 

orden de cuatro veces la de llenado con helio, necesaria para 

reducir la presión efectiva exterior y evitar el colapso elás­

tico y .plástico de la vaina por efecto de la presión externa 

presente en el seño del fluido refrigerante y atenuar la inter 

acción entre vaina y pastilla. Señalemos que el diseño de estas 

vainas es del,tipo autoportante, resistentes a la presión efec 

tiva exterior.

La presión interna va creciendo fundamentalmente por 

el desprendimiento del gas de fisión . Al final de la utiliza, 

ción, se estima una presión interna levemente inferior a la ex 

terna, cofi lo que la presión efectiva ha disminuido, pero el ma 

terial de, la -Vaina ha sufrido cambios metalúrgicos por efecto 

d e  la radiación y temperatura.

Aplicaremos las soluciones analíticas logradas en

los casos:

a) Antes de entrar en nervicio con presión interna de a r­

mado y temperatura ambiente. l,a importancia de este caso resi_ 

de en conocer lab variaciones de dimensión radial por efecto 

del fenómeno loca 1 .

b) r.n el momento inicial (tiempo cero-) de servicio. En 

este caso la '-carga' de superficie es la mayor de toda la vida

I .! ■ ■



útil de la barra, pera a su vez, el zircaloy no está dañado 

por radiación. Sus constantes elásticas son las correspondien 

tés a la temperatura media de servicio. Dejamos de lado el 

■análisis de los estados transitorios, y su influencia en la zo* 

na analizada, que la barra recorre hasta alcanzar su estado pro 

ni ámente inicial de servicio.

c) El elemento combustible, al final de su tiempo de residencia 

en el reactor, es transferido a la pileta- de enfriamiento. La 

presión interior es máxima y la exterior es sensiblemente la am 

M e n t a .  Aceptamos que la temperatura no supera los 100°C. El 

material está irradiado y recocido.

d) En 1.a situación de un accidente de pérdida de presión del re 

frigerantc en el canal. Al interrumpirse la refrigeración la 

temperatura en las barras se eleva rápidamente hasta que actúa 

la refrigeración auxiliar. En la zona del tapón inferior la es[ 

timaremos del orden de 500°C. Supondremos que este accidento 

ocurre al final del tiempo de residencia del elemento 'combusti­

ble para considerar la presión interior máxima y material irra­

diado.' ‘ - ' •

'
El estado, tensional hallado es máximo en las caras externas e 

internas, variando a lo largo del tubo. Para determinar si el ma 

ria.l. entra en fluencia, límite de esta teoría elástica,, utiliza- 

ríos el criterio de von, Mises. Apelamos a éste, en vez de otros.-
• • ■ ¿V ’ ’ • ’ . ’

modelos más exactos que consideran anisotropía y efecto Baus- 

chinger, por no poseer datos confiables de las tensiones de 

fluencia por tracción y compresión én las direcciones axiales y 

tangenciales. Según Mises, la tensión eficaz la comparamos 

con la tensión de fluencia por tracción en dirección axial, que 

es la menor y más confiable.
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DESARROLLO ANALITICO:

2.1. Teoría general de las láminas de revolución delgada.

2.2. Láminas delgadas cilindricas circulares.

2.3. Soluciones de borde en las láminas delgadas cilin­

dricas circulares.

2.4. Cilindro circular sometido a presión interna, c e ­

rrado y empotrado en el extremo.

2.5. Tensión equivalente.

2.6. Criterios de fluencia.

2.7. Dilatación homogénea.
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2.1. TEORÌA GENERAL DE LAS CASCARAS DE REVOLUCION DELGADAS

Las láminas de revolución se obtienen por rotación de 

una curva plana o meridiano alrededor de un eje contenido en el 

plano de la curva. La lámina queda geométricamente definida en 

el espacio mediante la función que describe la superficie med i. a 

según las coordenadas -0 -y (p y el espesor en cada punto, también 

como función de esas coordenadas.

El borde,, o límite, de una lámina, e s  el último círcu 

lo paralelo. Prácticamente es la unión de la lámina con otro e 

lemento de distinta geometría, de distinto espesor o distintas 

propiedades mecánicas, como pueden ser: otra lámina, tapa, bri 

d a , elemento de soporté, etc.

Ecuaciones de equilibrio estático .

Analizaremos un elemento de la lámina infinitamente 

pequeño , definido por las coordenadas ■O-y , limitado por dos 

círculos paralelos y dos curvas meridianas, según la figura 1 .
«

Se desprende que:

; 1 ) rG = r 2 sen

2 ) d  ^  e o s  *P = ^ |  .clip . CÒS (p

lis te elemento de l ámina tendrá por dimensiones IT -j-clf', J'O’ y 

espesor h .

Consideremos una fuerza distribuid.'! que actúa en la 

■■.upe i" f i c i c (externa o inferna) que es f u n c i ó n  con! íntia de las c o  

ordenadas-Ó y (p . Esta carga de superf icie la descompondremos 

(Mi t res componentes según las siguientes d i recciones: . p^, según 

la normal a la superficie media en el elemento, p ^  según la tan
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gente al meritíiafio y p q  Segtóft ía t&ngénte 31 paralelo. La caí- •

!>,a de superficie y sus componentes se expresan por unidad de a 

rea de la superficie media.

Analizaremos el equilibrio de las fuerzas y de los mo 

montos actuantes según las tres direcciones indicadas descartan 

do las fuerzas dinámicas, o sea, el equilibrio estático. Obte­

nemos seis ecuaciones diferenciales de equilibriá en el espacio, 

que, simpli.ficadas , son:

3) ip (rc N'tf) +* r, —f 1 - r, 'V©. rQ Qy <o »"■/ fy  = a
4.) á f  (ro Nifg ) i- r} i- NeyCüiy ~ r} Q& + rc r-¡ °

5) r, N o . M n  ̂  rc N'cf +  r, ^  (r0  £<p) -  r0 r, f>r - O  ■

6) "Iqp (r© Mtf) r r, _ rc ^f = o

7) (r° r r, M e f O f f -  v0 r, - O  ,■

8 ) «i r, ls/e^~ r0  r, Metf 0 ^ : 1 - rp Mcpe = 0

H ipótesis de comportamiento del material

Supondremos que la materia es continua y perfecta, o 

s e a , que nuestros sólidos serán mecánicamente isótropos en cual^ 

quier difeocíón y homogéneos en cualquier punto. El modelo fí­

sico de vinculación entre el estado de tensión y el estado de de 

formación en cada punto lo adoptaremos elástico-lineal (recupe­

ración instantánea y respuesta lineal) hasta la fluencia. /\si , 

nuestro estudio está limitado a que el estado de tensión en niifc 

g(ín punto sobrepase este límite. En la práctica este limite lo 

adoptaremos como el que deja una pequeña deformación residual 

de valor convencional. La ley generalizada dé Hooke, en un pun 

to se expresa, en función de las constantes elásticas del mate­

rial utilizadas en la técnica, segíin las siguientes ecuaciones:



9 ) ¿ v -

£v - r<T^ l

£ Jr = ^ [ C T j .  - ^ ( O ' x  f  ^g-)]

- £ - ( i + < > ) Z x ~y

s aa- = # - ( 1 + 0 ^ z h^s

* a *  - 4 - o * * )  r ¿ x

Superposición de efectos

Las solicitaciones externas serán absorbidas en el ca 

so general por el efecto superpuesto de las tensiones uniformes 

normales y tangenciales con la rigidez a la flexión y a  la tor­

sión. Es decir, nos valdremos del principio de independencia de 

las acciones para analizar los efectos producidos por la apli­

cación de momentos flectores y torsores superponiéndoles un es­

tado membranal producido por los esfuerzos normales, tangencia 

les y cárgasele superficie.

Pequeño espesor:

Kn todo nuestro estudio nos mantendremos en láminas 

de espesor pequeño comparado a las restantes dos dimensiones y 

a los radios de curvatura de los paralelos y meridianos.

Con esta limitación, despreciaremos la influencia en 

los desplazamientos, de los esfuerzos cortantes Q q  y Q  ̂ .

La tensión normal en la dirección transversal a la la 

mina,C^,V se origina por la presión mutua entre las capas de la 

lámina debido a la componente normal de la fuerza de superficie. 

Varía a través del espesor, siendo su valor en las superficies 

extremas:

- 11 -



10) y ^ / í - ^  = | V e x t e r i o r

1 1 ) interior

Como en general estas presiones están bastante por de 

bajo de las tensiones de trabajo del material., despreciaremosCj^, 

y. su influencia en los desplazamientos de la superficie media. 

Asumimos que el desp 1.az.ami onto r a d i a 1 \a/ es constante para cual­

quier apartamiento ^ de la superficie media, de esta manera la

deformación '(£ i k  es n u la , ya q u e :

á'/c \

,2) ^

Al despreciar la función , no podemos , ni es noce

sario, - d i s t i n g u i r  el lugar de aplicación de las cargas. Adopta 

remos como lugar geométrico de aplicación la superficie media de 

l;a lámina. listo es val ido-, . inc I uso , para l a s  c a r g a s  másicas, 

que ordinariamente varían a lo ancho del espesor, corno, el p e s e  

propio o fuerzas dinámicas.

El despreciar en los desplazamientos 1.a acción de ¿e$,
«-T*

Cíf %  y r apareja la hipótesis que durante la flexión, los ele
A1

mentos rectos y normales a la superficie media permanecerán rcc 

tos y normalels a la superficie media de la lámina de formada. • ' 

Significa que y son funciones lineales de del tipo:

13, , ( c r ^ _ o +  V .

('orno ilesprec i amos Y &  en las deformaciones,

suponemos actuando solamente t 'sí y c&ip t el. tensor de t e n s i o ­

nes toma la forma



característico del estado d& teiisión plano generalizado. Por 

el teorema de Cauchy es 2 Te <t .  Tf*.

En virtud de este estado tensional así supuesto, el mo 

délo físico elástico-lineal generalizado que vincula "Sás tensio 

rtes con las deformaciones, se obtiene a partir dt- las ecuaciones 

9) y se expresan así:

15) =  [(£<(>)j. + \ > ( £ ® ) 3 ]

16) (<Te)a =

, 7 )  ( r H =  f o e h -  4 ^ ) ^

En tratamientos más elaborados¿ siempre con cargds de

superficie, al tener en cuenta Y > se demuestra
3  a  o  ?

que las tensiones producidas por los momentos

flectores y torsores dejan de ser funciones lineales de ^  porque 

las soluciones contienen términos de tercer orden en^. . Estos 

términos parabólicos pierden importancia al disminuir el espesor 

de la lámina.

De Igual manera tiene a través del espesor una di£ 

tribución^parabólica que en el caso de una lámina cilindrica 

circular es ’de segundo grado en ̂  y en el caso de una placa es 

de tercer grado.

Cuando el espesor es del mismo orden de magnitud que 

los radios de curvatura de la lámina, o en las proximidades del 

lugar de aplicáción de cargas concentradas, es necesario anali­

zar el problema con teorías más complejas. Acotemos que en el 

caso de una envolvente de gran espesor solicitada exclusivamente 

por presión radial uniforme y alejado de cargas concentradas y 

cambios geométricos y físicos, partiendo de la hipótesis de es­

tado de tensión plano generalizado, tenemos lá solución de Lamé.



Ecuaciones geóiitétricas

El desplazamiento de la superficie media del elemen­

to de lámina considerado , de coordenadas O- Y se puede des­

componer vector i álmente según tres direcciones ortogonales; u, 

v y w.

Aquí haremos otra hipótesis limitativa para todo es 

te trabajo: loé desplazamientos serán de pequeña magnitud com­

parados al espesor. De esta manera despreciaremos los infini­

tésimos de orden superior en las ecuaciones geométricas de las 

deformaciones en función de los corrimientos:

p  -i— -i-18) C.& - Yc «s>e- x\<o *2
AS _ ! _  ¿V\T . (¿L

19) =•- rr  ri

Estas son las deformaciones uniformes normales a las 

caras del elemento. La deformación angular es:

^  ^  ^  Ir"
2 0 ) ~  yí rQ ° ^

- 14 - ■

En d o n d e , e s  igual a ^ d p o r  el teorema de Cauchy.

I/urante la flexión los radios de curvatura cambian. 

Teniendo en cuenta la limitación de pequeños desplazamientos y 

despreciando la influenci a de las de formaciones un i f o r m e s ^  y 

£(p > l°s cambios de curvatura se expresan:

21) - i [ i ¿  {i  ( 1 %  - 

2 2 ) K < f = T f  ‘ ( “¿T ~  ^  )

De igual manera el momento torsor produce distorsión angular.

2 " %  • w  f ■& ( B  - i



De esta manera podemos íncíicár las deformaciones de

uiia c a p a  de espesor infinitamente pequeño, contenido en el ele

mentó de lámina, a una distancia I de la superficie media, en 

la dirección del espesor y hacia afuera de la envolvente.

y c &

h

Ecuaciones físicas

Reemplazando las anteriores expresiones de las defor 

ntaciones en las 15) , 16) y 17) tenemos:

r  i > e S  ' 3 - ( ^ r
2iy ( ° v -

28) ( t r ^ T

Obtenemos los esfuerzos y momentos resultantes en las 

s e c c i o n e s  "integrando a lo largo del espesor, desde - -h/¿ a

-V = tf/2„ Estos esfuerzos y momentos son por unidad de longitud
0
de paraleló o de meridiano según corresponda.

30)

7>n

3 2 ) 

33) 

7i 4 ) 

35)

h/z 

■ bj2

Va

w 'fe;  lt . ( * - - £ > d »- 

Q i ' ■ IV. ( ^ ^ 4  (<-



Teniendo en cuenta la regla de signos establecidas

•><■) Mí? =  )$-%-■ ('-\ ) d *

. kw-(X, - (

■ . S 9 )

Los términos.Jb y se deben a que las secciones la-
W? £

terales del elemento tienen forma trapezoidal por la curvatura 

de la lámina. La curvatura de los paralelos e s , en general, 

distinta a la curvatura de los meridianos. -Por esta razón, si 

bien es Z ' & f  los esfuerzos transversales N*-fr y N y 0-

son generalmente distintos y lo mismo ocurre con los momentos

- de torsión M <9py M fOi©-. Por la limitación inicial de que h es 

pequeño comparado con y 1^  , los valores~|~-y se pueden des 

preciar. Esta simplificación implica que la ecuación 8) de e- 

qu.ili.brio na. se satisface, salvo el caso en que'#}, es igual a

Por esta.razón no la. tendremos en cuenta de aquí en más y sólo
* t ■ ' ' ', *»

mantendremos como ecuaciones de equilibrio las cinco primeras.

Sustituyendo en estas expresiones así simplificadas 

las ecuaciones 27), 28) y 29) e integrando obtenemos:

,0) (et + v s * ) -

41) = f A  (6 ^

42) N'w . =

Que son los esfuerzos uniformes. Los momentos resultan:

4 3) m  ^  4 _ .—
3 -Mtfr* ¿2(í^r) \  *

- 16 -



Llamando "coeficiente de rigidez a la flexión” de ia lámina a

4 4 1  -P ~ 1 2 ( 1 - 0 'J

La expresión de los momentos se simplifican 

45) M(f =  ^

4 6) D  ( > “£©> +  ^

47) .' *  D  ( i“ ^ )

Tensiones

Determinaremos las tensiones actuantes en el elemento 

de lámina, asumiendo que los esfuerzos y? y N d-jpse d i s ­

tribuyen uniformemente a lo ancho del espesor en virtud de lo 

pequeño de éste.

Introduciendo las expresiones 40) y 43) en la 27) y 

operando obtenemos:

(crH,)..= . ^ . - 1 2

!) |K 'r ; índo ''do i t ’ U. i l  !ii;i.iier;i c.on 1 íis 1 1 ) y .• -1 6) en  l a  ,!íí).:

N-o- H e

Idénticamente con las 42) y 47) en la 29):

Es inmediato que las tensiones máximas se producen 

en las capas más alejadas de la superficie media de la lámina. 

Para ^  = h/2 y 3- = -h/2 las expresiones 48),. 49') y 50) se con

4'.') (CfeO. =  -  12 -jp¡ *

vierten en:



2.

/,.— \ -/ -l^í- 4- r' 2

1> ± ^  ^  ^

,3) ^ . i V 2  ,  ^  e

' 1 ( £ * < P ^ W * ¿ ~  T T  +  ° ^';
],os esfuerzos cortantes f"> q  y Q ^  por un i dad de ion?1, i 

t ttd se determinan a partir de las ecuaciones de equilibrio (>). >' 

71 en función de , M jp , M y  M (|2©-

Por similitud con el estado de tensiones plano i;e¡ic- 

ra 1 i zado ap 1 i c a d o en 1 a teorí a .elementa 1 de f 1 ex i 6n de pl acas 

y vigas, admitiremos, aproximadamente-,. una d i s t. r i buc i ón. paia- 

bólica de y a.través del espesor de la s i

'.ni lente forma :

- 18

Ó  I JvZ _ ^ 2

A,

s iones t ovtant:es se anulan.

I; n la super.f i. c:Lc media , para 0 , alcanzan su mayoi

v ;r i < > i■.

r.n)

. C 7)

3 Q &
2.

3_ <9*
2. ' X1

C;i rúa s con s i nietría rotaé i ona 1

lin el. caso en que la carga de superficie aplicada tcn_



ga simetría respecto al eje de rotación <le la envolvente, el a 

rtálisis tensión al • se simplifica ya que n q  es nulo y p ^  y p^p 

son independientes de -6*- , o sea constantes para cada-^ ; sólo 

son funciones de (f .

Si implica que:

=o.

N ̂  N = 0

r a m ^ s í1

las ecuaciones de equilibrio se reducen a:

j  ' •
5.8) ¿y (r'o Yo Qu? r rc = O
59) Xa — —  = O

j

^ Ó) ¿Jcp ( Otp ) +* ^  +" ^  — Kó f f V  ~ ̂

6 T> 3 %  (ro H ^  ) -  r, M 4.C£XL (f ~  rc ̂  ~  o

62) r t =  O

De las expresiones 59) y 62) vemos, que N^.v M @  es constante a 

lo largo del paralelo, o sea. son .independientes de ̂  .

I-liminando entre 58) y 60):

+ (ro ra r# j)rC^í(f̂ O.. 

( rQ t ̂  (r0 Q ^ o n  ¿p) +- ^ p^, fr

Integrando a lo largo de <P y multiplicando ambos miembros por 2^  

obtenemos:

63} ■■ / ■ ■

2 r r0 (Nq ÍAl<íí) =2 ^  r* (fv ^

- 19 -
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R es la carga total en la dirección del eje de revolución que / 

actúa en el paralelo extremo de la cáscara, en el caso de p ^ =  0  

Esta expresión puede usarse como una ecuación de equilibrio.

—JS— - es la carga repartida a lo largo del paralelo final.
2TTÍ0

Notemos que p y p ̂  en general son funci ones del punto consicle 

r ado, p e r o  en ^ste caso de p ^  = 0 son funciones'de (p pero in­

dependientes de-©*.

Membranas de revolución

Asumiendo que la lámina no absorbe momentos flectores 

ni torsores y que las cargas de superficie las absorberá tó£al^ 

mente las tensiones que actúan paralelas al plano tangente en 

cada punto de la superficie media de la lámina. Esta Hipótesis 

implica que sólo se tienen en cuenta las tensiones debidas a 

la deformación de la superficie media y estas tensiones se dis 

tribuyen uniformemente a lo ancho del espesor.

»Las,soluciones de membrana así logradas son válidas 

suficientemente alejadas de aplicación de cargas concentradas y 

de discontinuidades geométricas y físicas. En caso contrario, 

los momentos flectores y las fuerzas cortantes son parte nece­

saria de la solución completa ..‘.de la lámina.

En realidad, hay flexión y torsión para un caso gene­

ral de cargas de superficie en una lámina. Pero si ésta es de 

pequeño espesor comparada a las restantes dimensiones y a  los 

radios de curvatura de los meridianos y paralelos, su coeficien 

te de rigidez es pequeño y los momentos flectores y torsores 

son despreciables, de igual manera para las variaciones peque­



ñas de curvatura. Para algunas geometrías particulares de lá 

minas, los momentos flectores y torsores no se pueden despre­

ciar como ei caso de la lámina toroidal.

Se desprende de estas consideraciones que los'despla­

zamientos en el último círculo paralelo no deben ser restringí^ 

das y que las reacciones en el borde se presentan paralelas al 

plano tangente al meridiano.

En las condiciones de equilliari© M  a áaiirisroduci -

m o s :

M = 0 .

M (p = 0 

M^<p = 0

M ~ 0 •

surge de la 6 ) que Q <p = 0 y de lá 7) que = 0.

Las ecuaciones de equilibrio sé reducen a:

64) -§£ (fo IS/if) + r, - r. N e  xkrf-<? +  = O
I i «t7*

65) -^r (r0 N(fQ.)+ ry Nef Co<l <P+ ^  r, =0
•rf :hb¿*¿<f-+tz,W't - j > r r0 r1 ? i O  '

67) — Ni(&  =  O

De la ecuación 67) surge que N^<p= Esto impli^

ca que las incógnitas son N . ^ ; N ; N^p¡ = N ^ y  para resolver­

las contamos con las tres ecuaciones diferenciales de equili­

brio 64); 65) y 6 6 ), por lo que las tensiones de membrana están 

totalmente definidas por las condiciones de equilibrio y el pro 

blema es estáticamente determinado conociendo las cargas que ac 

tüan sobre ella

21-



Reemplazando la r e l a c i ó n  geométrica 1 )  en la ecuación

6 6 ): Xjf 4- 'Gi ^  ~~ i**' ^

6{n -f '.htL — jpr importante ecuación de e-
. r2 rr

quil.ib.rlo de las membranas.

M embranas con simetría rotacional

En el c a s o  en que las cargas de superficie aplicadas a 

las membranas tengan simetría referida al eje de rotación, o 

sea p.©.= O, vimos qüe implica que • N $&=  0.

Las ecuaciones de equilibrio 4 2 ) ;43);44) se reducen

a :

69) ^  (i^o M f ) -  r \ f y  fo rf *  °

70) r,

71) ;6 6 ) rt -&**■ <? -+- »o ^  r° ‘'= °

V  La 'expresión 70) indica, como ya vimos--en la 59) , que 

N^, es independiente de-O- o sea, constante a lo largo del para

lelo.

Eliminando N^. entre la 69) y la 71) obtenemos:

JL_ + r0 Ñ<f .= f r  rQ rf ^

(r0  Níf </*) — ^  ( f r  /CúS Pif. ^

Integrando y recorriendo V y multiplicando ambos miembros por

«T '..ar rq xti*. <P -  & r jf r9 r, ( an <?- fv

E s t a  expresión es un caso particular cuando Q (p ~ 0 de



la hallada en 63) , donde II es ia c á v ^  totai. cn la díféccióii 

del eje de revolución que actúa en el último circuló paralelo.

En el caso particular de membranas de revolución con 

cargas superficiales simétricas respecto al eje (p o - = °)* median 

te la écuación de equilibrio 68) se halla N ^ .  En este caso, 

las ecuaciones diferenciales de equilibrio 69) y 71) se pueden 

reemplazar por las ecuaciones 68) y 72).

Plexi ón de borde

Los desplazamientos y reacciones obtenidas para el 

último círculo paralelo, usando la teoría de membrana en muchos 

casos son incompatibles con las Condiciones de vínculo real.

La flexión producida generalmente es localizada en las cercanías 

del límite y las tensiones producidas se superponen a las ten­

siones membranales. Esto se Considera en las "soluciones de bor 

de" como veremos en nuestro caso más adelante.

23 - '



'2*2, LAMINAS GILINDRICAS DE SECCION CIReULAR

Un elemento de lámina queda definido por las coordena 

das de la superficie media. Conociendo el espesor h en ca

da punto queda geométricamente definida la lámina.

En este caso, según vemos en la figura 2 es:

* 2  = constante

<f . y 2

De acuerdo a la expresión 1) es ■ í], s e n ^  de donde:

74) = t~2 “ constante = T

Esté es el radió del cilindro medio.

Las seis ecuaciones diferenciales de equilibrio, tenien 

do en cuenta 73) y 74), se pueden derivar como caso particular 

de las ecuadiones 3) a 8 ) o bien se pueden hallar directamente 

de la figura anterior»-

75) r M *  + + ri>r =o
O  7C 0 : 0  ‘

7 6 )  +  r  -  Q e - +  r f © .  =  o  

cbO -) , -036 1

7 7 )  r  S G j x  + N 9 - r j , r  =  o  

7«)

7 9 )  r  +  _  r  Q ) 0  „ o

80) r N/%# — r -t- M.©* =
Las componentes del desplazamiento de ese punto de co 

ordenadas x ; 0- serán u,v,w. En función de ellas expresamos las 

deformaciones de la superficie media como en las ecuaciones 18),

19) y 20) del caso general.

c- -f .u- yv81) 6 >e. “ “  ^  r
Al ser rj-^co no se pueden utilizar las ecuaciones 19) y 20) ; de

//.

■ - -24.
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ELE MENTO DE LAMINA CILINDRICA CJffCULAR.
Fl a. 2



26

bemos reemplazarla por:

c . _ ci/ir . v":.
82)

*s> ' *  - r á »  *  (deformación tangencial)

Aceptando que elementos rectos y normales a la super 

ficie media de la lámina permanecen r e c t o s y  normales a la su­

perficie media de la éáscara deformada.

Los cambios de curvatura y la torsión de la superfi­

cie media se pueden expresar, considerando la regla de signos 

adoptadas, como:

84) ^  5‘̂> T

ss) >€0 . = -jn

i
Despreciaremos la influencia de las deformaciones dé la super­

ficie media (&Ö-; £ X ; f e )  sobre el cambio de curvatura. A u 

na distancia z de la superficie media, en la dirección normal 

a ella y hacia afuera, las deformaciones son:

á> A7~~

87) & -O-

88 ) £ *

89) as

Suponemos que a-r o  como en el caso general.

Vinculando las tensiones con las deformaciones, según 

la ley de Hooke obtenemos' las ecuaciones (semejantes a las eeua

ciones 27), 28), y 29)):

B

1 - V90) < r « v - -

91)
%  -

92) _ -  __

C&-X _j -se

1-yJ

A e ,Ir
£' ■&X
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Los esfuerzos réstíltanteé■■■•$«! ir unidad 'de' v^e

las secciones normales son:

93) N &  = I Je
*

9 4 )  N x  “  T v  %

0 7 )

9 < )

1 0 0 )  » ( * - r'V: *

<?«. « ív -' y  I

10 2) A  /'&/.:’

■4 ( t - ^ > ^
, El valor se debe a que la sección transversal de la 

lámina cilindrica de sección circular tiene forma trapezoidal. 

Aunque * los esfuerzos N$x y Nx̂ SÉ- y los momentos M¿x

y Mx^- son distintos. Como en nuestras hipótesis h es pequeño 

comparado a f* , el término-^ lo despreciamos. La ecuación de e
<v

quilibrio 80) deja de cumplirse y no la tendremos en cuenta. 

Incorporando las ecuaciones 90,91 y 92, integramos a lo largo de 

espesor y obtenemos:

103) 1 ^ .  «  . ( £ &  f



i m )  N x -  p è  , .

K » jg, J v  V" .
105) hfe*. ~  N * * >  ~  2.(i^S))

106) =  T> ( 1 - N> > C A )

107) M *  =. > ( * 6 * i" ^  ^ « )

108) M e *  =  I ^ X «  ~ ^

Làmina cilindrica de sección circular con carcas de superficie 

simétricas respecto al eje

Si ?£•“ 0 » la consecuencia es:

Q jq- *  O

|\4 e * =  M x « ?  - O

Las ecuaciones de equilibrio ahora son:

di j. ^ r, — f\
109) f Z T  * r  f - "

110) d _ £ k  „ o

,,,) r  à £ - + U 0 ~ r ? r ~ o  

n 2 > à ^ - ^ °

113) r -  r  Qx ~^
Las ecuaciones 110) y 112) implican que T  es constante

a lo largo de la circunferencia inedia.

De la 113) obtenemos:

u d ì  /O — ^114) C / a  — ¿ty

Si además de p ^  -0, se da que px ■» 0, la ecuación 109) indica 

que Nx es constante a lo largo de la generatriz, o sea, m d e p e n

diente de x.

' » .2,í -■
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Mértbfátia cllttidrlca ¿é gééeión c l ^ t a r

Como ya vimos, en las soluciones de membrana debe se r : 

“ 0  

Mx = 0  

' M0-X = M x ^  = 0

Se desprende de la ecuación 78) que = 0 y de la ecuación 79) 

que Qx “ 0.

Las ecuaciones de equilibrio toman la forma: 

r  ^  = °

116) +  ■+ r  fe. - o

117) f\¡̂  — X~ p r — O  | o sea : ^  Pr

118) -  N & x  ; que significa ~

Conociendo las cargas externas, las ecuaciones 115), 116) y 117) 

nos permiten resolver las tres incógnitas Ne? ; Nx y Njg-x. El 

problema es estáticamente determinado;

Deformaciones en membranas cilindricas circulares

i Del sistema formado por las dos ecuaciones de equilij

brio 103) y 104) podemos resolver 6 ^-y en fuñción de N #  y Nx, 

resultando:

, , 9 )

,20) ■

Introduciendo en éllas las ecuaciones 81) y 82) tenemos:

12” - f  ¥  =  x i  ■ <** - 9 . W i )

U 2 )  a f  =

De igual manera, introduciendo la ecuación 83) en la 105) obte

nemos:



Membrana cilindrica circular con carga de superficie simétrica

respecto al eje

Si las cargas de superficie tienen simetría rotacio­

nal , o sea, p ^ “0 , sabemos que = Oi 

El sistema de ecuaciones de equilibrio se reduce a: 

r24) ‘°

,25) r  =  o

126) N q  ^  ^  P r  ~  &
- . '.'■■■ .fl • ■ ■ . ' ■ . ' ■ ■

■f ■ ' ■ ■ 
La ecuación 125) indica que cuando la carga tiene simetría rota

cional, N^. es independiente de-©*8, o sea, es constante a lo lar

go de cada circunferencia media.

Si px » 0 ,  la ecuación 124) señala que Nx es independiente de x; 

constante a lo largo de la generatriz.

Como p-j&- =■ 0 por simetría tenemos que u = 0 y v es confitante en

i - , . á*CC- _ ^  í‘U— á
el paralelo. Luego es - ̂ q  = 0; “ ■ 0 y = o .

Reemplazando estos valores en las ecuaciones 121) y 122) tenemos

127) ^  =  J - £  ( N ^ - ^ N x )

128) . 5 ^  =  J — ( /N/v- — ^  ̂ 9-)
d *  X e  V

La ecuación 83 indica que 0.

Despejando W  en la ecuación 127):

129) W =  _ 9 N X )

Esta ecuación señala el desplazamiento de la circunferencia me-, 

dia para el caso de cargas simétricamente rotacional. Este des^ 

plazamiento es constante para la circunferencia media pero en 

general es función de x si lo son y Nx.



Membrana cilindrica circular cáf&«Íá gbí&ffl&tite ttéft {in­

terior o exterior) constante

Es p ^ =  0

■Pjé “ 0
p ̂ 58 constante a lo largo de x

Vimos que Nx es independiente de x y de la ecuación 117) N^. * 

P r  • trque es constante p a r a ^  y x por ser p r  constante para 

cualquier x.

Podemos diferenciar dos caaos: 

a) Extremos abiertos:

La carga total al final de la lámina es nula (R - 0), luego 

es Nx * 0.

Luego de la ecuación 129):

130) W  =  J C -

reemplazando el valor de N̂ g>. de la ecuación 117)

131) W  =  - X t  p r
M'C-

La ecuación 106) queda:

1 3 2 1

Integrando entre x “ 0 y x para ^ , h y E constante a lo lar 

go de x :

133) nr _  ^ r- ¿ V  *  que es el desplazamiento total
J k E

del cilindro de longitud x.

- 31 -

k) Extremos cerrados: La presión actúa no sólo en la siperficie 

cilindrica sino también en los Extremos. La carga total que ac 

túa en el último paralelo, en la dirección del eje es:
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134) R  — | V  JT (ÍT - y~ pero eomo nuestra hipótesis de par 

tida es que h es pequeño frente a adoptamosí

135) R ~  f V  TT r'2

de la ecuación 72) es R  — ■3-TTY'Nx 

luego:

13«) N x  -  £  f V  r ' “

De la ecuación 117) vemos que:

157) N'x =  ^

Introduciendo los valores de N^. y Nx de las ecuaciones 117) y

136) en la ecuación 129):

138) \V =  (1 “ ) que es el corrimiento del radio
' 'xi,

medio

Reemplazando igualmente en la ecuación 128):

Integrando a lo largo de x para JT, h , E y "V* constantes:

14«) n r  =  í v  r: ( ¿ - - o ) *
H t-

o

Las ecuacfiones 1 1 7), 1 36), 138) y 140) reúnen las conocidas so 

luciones de membrana para cilindros circulares de extremos c e ­

rrados en el que sólo actúa una presión. Recordemos que estas 

tensiones y desplazamientos sólo son válidas sificientemcnte a- 

lejadas de los extremos del cilindro y de cualquier otra pertur^ 

bación local.
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2.3. SÜÍ.ÜCI0M& »fe BOtóE PÁRA LAMIDAS C’i L í MDR i CAS , CIRCIIL ARES

Cuando las deformaciones y reacciones en los bordes de 

láminas con las hipótesis de membrana no satisfacen las condici<f 

ncs reales de contorno es necesario considerar la flexión que sé 

produce en la lámina.

Analizaremos el caso de cargas de superficie con sime­

tría rotacional, es decir, p ^ = 0 .

Esto significa, como ya vimos, que u = 0 y v ^  = cte., luego, 

las deformaciones, según las ecuaciones 81); 82) y 83) son:

% r W
141) 6 ^

142) ¿ x =

,43) =

Reemplazando en las ecuaciones 103) y 104):

.. .. -  0 - < ¥  )

Introduciendo la ec, 114) en la 111) tenemos:

14 6) í É l M i L  f- -  JÚr —O
c í a 2 ■ r  1 2 í ,'

Según la ec. 84) ~

Por la simetría de cargas = c t e - Y también v = cte., 

luego, la ec. 85) indica q u e j ^ =  0 que significa que no hay cam 

bios de curvatura según un plano transversal. La e c . 8 6 ) igual­

mente nos da que ~  ^  O  ‘

Reemplazando estos valores en las ec. 106) y 107) obtenemos:

147) M-g.' =

1 4 , 1  M *  =  J> < 0

Comparando estas dos últimas expresiones vemos que:



â".&4 -



149) M &  \ ) M X 

wit*
Despejando de la e c . 145) e introduciéndolo en la e c . 144) 

obtenemos:

w  -i- 3  H
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15°) K\0. -  W  ■+■ v ' *

Incorporando la e c . 147) y la 150) en la e c . 146):

1 ) c h  ( T) \ + . F  vY  +• ^ f r  -  O
di* * ' * ctx2 y . r*2- r

Esta es la ecuación diferencial general de las soluciones de bor 

de de láminas cilindricas circulares solicitada por cargas de su 

perficie con simetría rotacional.

Si el espesor de la lámina es constante, lo es D,luego:

1525 D  ^ § 5  +  w  +  Í K / a  - f r  W p '

qüe se puede poner: %

153) I- A/ +  - 2 - N / x  -  - I f ^ 0

Cix4 r2X> rx>
Esta ecuación diferencial ordinaria es de cuarto orden, lineal 

y no homogénea. Haremos la siguiente sustitución:

154) : A 4  __ :

... . ” 4r2X>
se transforma en:

1 5 5 )  á t %  + .  4 a V  ^  =  0

üf' \  ■

Si consideramos que N = 0 y p^,* 0 (implícitamente p = 0) ohte
x • x

nomos la ecuación diferencial lineal homogénea a coeficientes 

constantes:

156) d + w  +  4 a 4 ft/ = 0  

c L k 4
Solución de la ecuación diferencial homogénea:

Para esta ecuación diferencial homogénea buscaremos so 

luciones particulares de la forma: W = em x . Reemplazando en la

1.56) :



obtenernos la ecuación característica:

4. 4
m + 4 a = 0 que .tiene las siguientes raíces:

= a + ia 

m, = a — i a

lh3 =-a + ia 

■m̂  * -a — ia

Con estos valores de m . , tenemos cuatro soluciones particulares

distintas V/. = e™** '&t¡| la ecuación diferencial, que, debido a su
1 f ■

carácter lineal, podemos multiplicarlas por constantes arbitra­

rias .

La solución Renerai la obtenemos así: yy} X

W  = C ' , e m' * + c ; e " ’* x + C . ; e w ' x + C 4 e  *
/

Reemplazando :eeniTuaz^ iuio , x . •. » ,
(un,).)* (o.-*•■»> . '

\V =. C, e '  ' + C ¿ e  + t ;? C  f  W ; :
; -et« :

,. v , cl)í - ¿íVx  ̂ —tix ¿Ux » .o ■C'e e + C,<3 e t t 3e  ̂ + u ‘ ‘- . e\V
Reemplazando las relaciones de Hulcr:

X i a Y
c -  = eos ax +  1 sen ax 

tenemos:L KZ 11̂  IÌIKJ . .

\V = (üaax + ù2 e -(aaax

’+ C ' 3 e ~ a *(uKia.x +  & 4 e  ( u r t - A * - *  ^

Ordenando:
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W  *  4* j e2 c o i i a x  f" -C.^3 M  i k r t U #  f-

-f t ~  ̂ ^  ) &  '&£/t<sÜ'X .+■ (Gjj .^'’"r':

Debido a la naturaleza física del problema buscaremos exclusiva 

mente curvas integrales en el campo real. Para ello es inmedia 

to que las constantes de integración deban cumplir las siguientes 

condiciones:

= 1/2 (C1 + iC2)

C' = 1/2 (C1 - iC2)

Al ser complejos conjugados entre sí, se verifica que:

cí * c| = c,
C Í ' C2 -  i C 2 '

De igual manera:

C' = 1/2 (C3 + íc4 )

Cj - 1/2 (C3 - iC4)

r i + r i - r
3 4 3

c ' - c 1 = i r 
3 l4 1  4

I /
Reemplazando estas nuevas constantes:

/“• —ti/ - a./̂ i * a x
W  •= C j  6  c & z d x  ^ 3  e  tCooa-K sO ( < > £  -f-

T  ^  /QÜAsL' ti* X

Absorbiendo signos en las constantes y ordenando, expresamos la 

solución general real, de la ecuación diferencial homogénea, de 

la siguiente forma:

15 7)
-dX ~UA

W  ~ C 1 Q *CoúáÁ +- C2 UX ■+• e  co^i-ax -t ^ 4  a  ^ n u

T,a solución de la ecuación diferencial de cuarto orden tiene 

cuatro constantes arbitrarias de integración C ^ , C^, C^, , que



se determinan por las condiciones de cüntorfto etft cada f)íó%|#ma 

particular. La 1-5.7') os la integral complementaria de ,1a solu­

ción general .de la ecuación diferencial 155). La solución Rene 

ral de La 155) la obtendremos agregándole a 157) una solución 

narticular de la 155) que ya veremos como encontrarla en algu­

nos casos k E s -decir,, la solución general de la ecuación diferen 

cial 155), llamando con g ^  una solución particular de la ,155)

es :

158)
7 cu ¿ix « ~olá • -u*

'A}-=Cf *¿' U a o M  t e  i-£ j&  c& s u á

Notemos que la ecuación diferencial homogénea (N = 0, pj = o)
» - X  •

es idénticamente nula ±i'Wx = 0 y la 157) también.

Reemplazando la 44) : en u  154) obtenemos:

159) „4 3(i--0¿) donde:

a =
11)0 )

n  y *
“ j_ r 2- hz -

!jg.a_-A?.l.-uc ióP de la ecuación homogénea:

f Volvamos -a la ecuación diferencial homogénea 156) p r o ­

pia del en so en,que - 0 y pr  * 0 (Pjf = 0). Analizaremos el 

caso en que la lámina', esté solicitada en el extremo por momentos 

Flectores y esfuerzos transversales radiales uniformemente repar­

tidos (simetría rotacional) según la fig. 3. Con este estado 

de cargas se producirá una flexión localizada. Supondremos que 

el cilindro circular es semiinfinito de manera que estas flexio­

nes locales no se superpongan con otras perturbaciones locales 

provenientes del resto o del extremo del cilindro.

Con estas condiciones impuestas de que la flexión es 

local y se extingue al alejarse del extremo cargado y no hay su 

perposición con otras flexiones locales es inmediato que en la



ecuación; T$7) debe ser * O y f^ - O pata

ho. 5 que contienen a la exponencial e‘ , tomando para 160) la 

raíz aritmética. La anulación de las constantes de integración 

C^ y C 2 lo analizaremos con mayor rigor a partir del principio 

de Saint-Venant. JU sistema de cargas formado por momentos fle-c 

tores y esfuerzos transversales radiales distribuidos uniforme­

mente en el borde, está equilibrado por la simetría axial. La 

zona de aplicación es de dimensiones reducidas frente al resto 

del cuerpo elástico ya que al considerar el cilindro semiinfi­

nito implica que su longitud es suficientemente grande en rela­

ción al diámetro. Según el principio de Saint-Venant, las ten 

siones y deformaciones producidas bajo este estado de carga en 

equilibrio, decrecen rápidamente al alejarse del borde, y general^ 

mente pueden despreciarse a distancias que exceden de la mayor 

dimensión de la zona cargada. Esto sólo se puede satisfacer si 

('.j - 0 y ( , ' 2 “ 0 en Ja ecuación diferencial 157).

La solución general de la ecuación diferencial homogénea 157) 

se transforma en:

161) y v  ̂  C  3  0  .CC1ÏÜLX. 4- <3 sâ-êAA. ct X  

factoreando :

,62) \ v -  e ^ ( e 3 c ^ +  C 4  ^ a x )  .

Valor de las constantes y ^ 4 *

Las constantes de integración y las hallaremos 

teniendo en cuenta las condiciones de carga en el borde del c i ­

lindro para este caso particular. Llamaremos con Mo los momen­

tos flectores y Qo los esfuerzos cortantes, ambos distribuidos

- 39 -
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ron simetría respecto ni eje y aplicados en el borde. Tomaremos 

til origen de x en ese extremo cargado. Para espesor constante,

o sea í) constante, de la ecuación 148) obtenemos:

y de la ec. 114):

d  M *

'"■> Q . « ( 0 4 . o - ( S
Reemplazando en este expresión, la 148):

U '5) O o-;
Derivando sucesivamente la ecuación 162) respecto de x, tenemos:

1 6 6 ) a e  U * [ - C 3 ( c c n a x  >  M a* ü x ) +  ( e m ú *  ~  j

16 7 ) ¿ T V - «  2 c x f ¿ ‘ax  J~C 3 -  C 4  Cea a x  j

: if»8) d ' V  _  p  (i:i & ~ a x  i C *  ( O o ú d X  - +  C^ (cc<Jcix

. d x J L 5
Introduciendo la 167) y la 168) en las expresiones 163) y 165) 

respectivamente, para x = 0 , tenemos:

,  M #  ,  ;.a :’ Q
169) -=£ ^  ̂  4

170) - i? a'"’ [ C 3  +  C 4 ]

Las expresiones 169) y 170) forman un sistema de dos ecuaciones 

con dos incógnitas, C '3 y C 4 , porque deben satisfacerse simultá 

neamente.

De la 169) es inmediato que:

■ Mc> ■ '1 7 1 ) n  . - _
c 4  í ? a a D

Reemplazando en 170) y resolviendo C 3 :

1 72) Q  _  Q _ g _  -j- ^  (Q°  a  )
3 X) -Sóv" D ^  <x

Así obtenidos los valores de las constantes de integración las
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aplicamos en la ecuación 1 6 2 ), resultando:

' " e ‘l* {Qo t?He)c*>*x- ¿ 33m  ̂ ux]

operando es :

CX 5̂

m ) v̂  =  e ~ Í Q o a n a x  +
3  (X 3D  L

que determina el desplazamiento del radio de la superficie media 

del cilindro para este caso particular de solicitación.

Para un material yt una geometría dada, W e s  función del 

argumento ax. Til desplazamiento es de carácter oscilatorio y sú 

amplitud decrece rápidamente en forma exponencial a medida que 

croce ax, lo que confirma el carácter local de la flexión. Su 

longitud de onda es constante y llamándola À  , la obtenemos h a ­

ciendo:

175) 0l \  ~  2TT para x = A

Introduciendo el valor de a de la ecuación 160) tenemos:

* h 2 

1 - y )
X  depende exclusivamente dé las características geométricas y 

mecánicas del cilindro.

Con .constante, la 176) es:

17?) x 27r — ■ I < &  Ŷ  .(rhf*
X  “ ^

Esta expresión nos señala que la longitud de onda disminuye con 

la raíz cuadrada del espesor y del radio medio.

La función exponencial e ax para valores positivos de x, decre^ 

ce rápidamente, como vemos en la siguiente tabla;

*
- ax 

a

X =* O 0 je ^ i

1 76)
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• X 3» -g* &  ̂—3 , 6 8 ^

A 2 Cu e.~T = 4,32*10~2
e~2lr = 1,Z7 *10~3

X-l-A-igC e~37T=. 6 s  1 *10~9

x = 1%0 tío '3*

En la 1740 la función exponencial factorea a funciones aditivas 

de senos y cosenos, en fase, que repiten sus valores con perío­

do de ax -  2 1T . Se desprende que: ( V ^ « , x  OtO O lS  

Es decir, Xa función.fa¡?para una longitud de onda, decae a menos 

del 0,19% del inicial para x » 0. Más allá de una longitud de on 

da, el efecto de la flexión de borde es despreciable.

El cilindro circular sometido a flexiones en los bordes extremos 

se comporta para cada extremo como semiinfinito si la longitud 

total del cilindro es ^  2 X  . Dé esta manera las perturbaciones 

locales de cada extremo no se s u p e r p o n e n ,  condición bajo la cual 

es C 1 = 0 y  C 2 ■ 0 en la solución 157).

Teniendo en cuenta la Í77) es evidente que la flexión es más l o ­

calizada cuanto más delgada es la lámina para un radio medio da

d o .

Para el Zircaloy, tomando = 0,38, la constante de la expresión

17 7 ) toma el valor:

i - i 27T
• [3(4- q3S~)]/4

1 / 2
con lo cual X  => 4 ,964 ( V**.h) ■ -u ,

1  / 2
La flexión de borde desaparece para x >  4,964 ( T  .h) .



Introduciendo ios Valbres ée las constantes de írttegrácién y 

halladas, en las expresiones 171) y 172) en las ecuaciones 

166), 167) y 168):

En la 166) _ \ M e /  ^

= a e ”  [- ;L-¡S (Qci-'a:Mü)(cMaJ<+^üX^ ^ ^ ' ^ i

que operando se reduce n : i

178) CM  ~  j B _____ V Q  (oydUX t.,-*****) 1 .<i* 2aiD VWc V
l)é la 16,7), 2 _ax

d ~ W  - 0  0- &
:ü ?

operando :
- t u  r

179) d 2 W \_ & ___ _ \ q

~ a  B

2ù?r> V

Me l.¿’J 4 *

De la 168)

C r V . ’̂ l  - ’___ (Qc + a - ) ( w la*~ sewlA) ¿a-j-íH"'1'“’1!

c T * * ~  .

operando: -ótx r

180) Í * L  =  -'i_____ __ Q 0  l c c < ¡ . '  X ~  2 A '  ‘  1

¿ x 5 »  L

La expresión 178) señala la rotación que sufre cada punto en fun 

ci ón de x .

Introduciendo'la ecuación 148) en la 179) tenemos la variación 

del momento flector M según x: >
A

Reemplazando la ec. 114) en la 148) es:

Qx = 3 ) 0 '
operando con la 180):

18 3 ) Q Á =» fí ,a A  [jQ0  ( a  a  — cl o ; ^ M '

que muestra la variación del esfuerzo transversal radial en fun 

cion de x .
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Para completar el análisis de los esfuerzos aplicamos la ecua­

ción 149) en la 181) y obtenemos la variación del momento flec 

tor M ^  según x:

184) M _ ¿ ~,aA Q 0 ¿»¿*ua.x + c^M0 (^uvax t ocn ax)
> *•*»- a  L

Estamos resolviendo la ecuación diferencial homogénea 156) que 

obtuvimos de la ecuación diferencial general 155) al considerar 

que Nx = 0 y p ^  = 0 .  En este caso la expresión 150) se trans­

forma en:

185) y- que es el esfuerzo tangencial en 

función de los desplazamientos {V del radio medio que a su vez, 

aplicando la 174) es función de x:

Qc C¿xJ ax -t- /O. M0 a *)
^  r. 2

Las expresiones 174) , 1 78), 181 ), 183), 1 84) y 186) sintetizan

las variaciones de la deformación, la rotación, los momentos

ricctores, el esfuerzo cortante radial y el esfuerzo circunferen

cial en función de x solamente, ya que por las características 
;

simétricas de las solicitaciones son independi entes de , como 

ya vimos repetidamente.

Solución gener a l :

La expresión 174) es la solución general de la ecuación 

diferencial homogénea 156) derivada de la ecuación diferencial 

155) cuando Nx - 0 y p^ = 0 .  A su vez, ésta es la integral com­

plementaria de la 155).

nara obtener la solución general de la 155) debemos agregarle una

solución particular g, como notamos en la 158).ixj



C o n t i n u a r e m o s  analizando el cáso eft q u e  áctlía M b  y Qo distribuí 

tíos s ¡.métricamente en el borde, caso para el que bailamos. la 174) 

Ahora le supondremos una p r e s i ó n  radial (interior o exterior) ú- 

■n'i forme y consideraremos el caso en que el extremo del cilindro 

es cerrado. Es decir: pr  es constante para, x (y -O-) . Con 

■•p = 0:, según la ecuación 109) es Nx constante para x( y # )  y

p-e- = 0 • . . .

A medida que nos alejamos del borde, la flexión local producida

por Mo y Qo se extingue hasta que el desplazamiento radial se 

uniformiza y permanece independiente de x. Por simetría de car 

gas también es constante respecto de ,

Luego, para W  cpnstante(= gj, l a  ecuación diferencial 155) se

transforma

187) O j- 4 +  -

i nt roduc iend o las exprés i o ne

iSS) C
Pr - ?

2 / «

A  t 0 t )
que coincide con el desplazamien

to constante del radio medio dado en 138) para el caso de m e m ­

brana cilindrica circular de extremos cerrados y con presión uní 

forme como única carga.

He esta manera, la solución general de la ecuación diferencial 

1S5) la obtenemos agregándole a la 174) la 188): ^

vi Pr r2
189)

\

___  'Qo.aaccx i- <x Mo (o »ü x  + - j - g -  (1-
V - 2&*T> L . . ,

La deformación transitoria 174) es oscilatoria extinguiéndose ra 

pidamente al crecer x, alrededor de la deformación uniforme d a ­

do por 188).

Al estado uniforme de deformación le acompañan las tensiones u-

t-
»i
o



niformes (o de membrana) dadas por las expresiones 117) y 136)

que se superponen a las tensiones locales producidas por la fle­

xión de borde. Observemos que al derivar sucesivamente la 189) 

obtenemos las expresionesi78), 179) y 180) porque la 188) es cons 

tante, lo que pone de manifiesto que suficientemente alejado del 

borde no hag flexión, comportándose como membrana.

Otras soluciones generales:

También podríamos considerar que p no sea nula, y entonces Nx 

es una cierta función de x, con lo que la ecuación 155) dejaría 

de ser a coeficientes constantes y su solución algo más laborío 

s a .

La solución general 189) antes hallada para ese caso particular 

del cilindro circular cerrado en los extremos y sometido a pre­

sión uniférme la introducimos en la expresión 15$) obteniendo:

Reemplazando N por su expresión 136) hallada para el caso de
X

extremos cerrados y operando:

1 9 2 ) ^  ■ f f ü f a *  * * * *  T  - ^ a X ) ]  +  r

Calcularemos la tensión ((f^.)z reemplazando las expresiones 192) 

y 184) en la 49) tenemos la:

En el caso de presión uniforme pero con los extremos

abiertos, es N - 0 y por el mismo procedimiento obtendríamos
X . t ■

que la solución particular de la 155) es:

190) ^  ‘ ide con la 131).ide con la 131)



JíL
A 3 a i

4 v . r
Q 0^ a x + a H , ( ^ x + e íw a x ) j 2 r +  - X -

De igual manera obtendremos la tensión ({/x )z reemplazando la

136) y la 181) en 1a. 48):

1
12 &

% Á * C ¿

+ a K  +C* **)] Ir
.r

2. A

Es evidente que en estas expresiones 193) y 194), cuando x cre­

ce, los términos afectados por la exponencial se extinguen. A 

suficiente distancia, prácticamente cuando x > > ,  la influencia 

de la flexión de borde desaparece y sólo quedan presentes los 

términos constantes respecto a x y a z c(ue son las tensiones uni_ 

formes de membrana:

195) =

196)
J(v

en,
’i X

Estas tensiones de membrana se pueden obtener reemplazando los 

esfuerzos de membranas cilindricas circulares de extremos cerra 

dos dades en 117) y 136) en las 48) y 49) donde, por el carácter 

membranal, son y Mx nulos

Las tensiones normales máximas se producirán en las fibras más 

alejadas de la superficie media de la lámina, o sea en las caras 

externas e internas. Reemplazando ^  - + h/2 en las 193) y 194) 

obtenemos respectivamente:-ax
197) (a0 ) E e

é l

2. r a3̂ >
Q 0  Coa a x  -f a M 0  ( c & a x - * ^ * x ) J  4-

•ax

A * CU

198)

Q a M0 * * * c m o - x Í  +

a y¡0 (MM.ax+ c m o j^ +  & j -
ax

JL£
+  A s a

Q o s M u d X  + 2 A



Como anteriormente indicáÉós, al áerivaf sííees i lamenté 'la solu­

ción general 189) obtenemos las expresiones I78), 179) v 180). 

De esta manera el giro de un punto a distancia x está dado por 

178) .

Igualmente aplicando la tercera derivada de W  en la 182) halla­

mos nuevamente la 183) que expresa el esfuerzo cortante radial 

por unidad de longitud de circunferencia medi'ü en función de la 

distancia x. Su distribución parabólica a través del espesor 

está representado por la expresión 55). Reemplazando en ella 

la 183) tenernos: .

|p°(«w* (%■ - *)
Esta tensión transversal se anula en las caras externa e inter 

na, para z = h/2 y z = -h/2 respectivamente. Es máximo su v a ­

lor en la superficie media, donde z = 0 , o sea:

2 0 0 )
~ ( X Á  -

( r , , ) * -  ( V ) r „  -  f r  l a ( “ “  " "

- 48 -
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2.4, CILINDRO ClRCÜtAtt SOMETIDO Á PRESION INTERNA» CERRADO Y EM­

POTRADO ÉN EL EXTREMO.

Estimaremos los valores del momento Mo y del esfuerzo 

cortante Qo uniformemente distribuidos en el borde del cilindro 

fcircular de acuerdo a la vinculación impuesta en el extremo. 

Analizaremos el caso en que el cilindro, sometido exclusivamen­

te a presión interna o externa, está cerrado en su extremo por 

una placa circular, como se aprecia en la figura 4.

Se puede considerar la deformación de la placa sometida a la 

carga de superficie y a  los mementos y esfuerzos radiales unifor_ 

memente distribuidos en el borde. Así la rotación de los bordes 

de la placa hace que el giro del extremo de la lámina sea menor, 

o sea, es un empotramiento elástico. Cuanto mayor rigidez a la 

flexión tiene la placa, menor es su rotación en el borde, y, por 

la continuidad de la materia, mayor seíá el giro en el extremo 

del cilindro.

Si la placa es suficientemente gruesa (y con -i iguáles 

constantes elásticas que la lámina) su rigidez a la flexión com 

parada a la del cilindro es muy grande y la podemos suponer con 

rigidez infinita. De esta menera, el cilindro está rígidamente 

empotrado y es responsable de absorber totalmente la rotacion.

Este análisis es más simple y a la vez conservativo ya que al im 

ponerle un giro máximo las tensiones locales del cilindro, así cal^

culadas, son mayores.

Como nuestras incógnitas son : Mo y Qo, necesitamos 

dos ecuaciones. Las determinaremos, asumiendo empotramiento rí̂  

gido con el tapón indeformable. Las condiciones de vínculo, de 

cumplimiento simultáneo, impuestas al extremo del cilindro son.
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I,a rotación en el borde es nula, entonces.

2 0 2 ) Í ^ M \

va a /
=*-0

Obtenemos las dos ecuaciones necesarias reemplazando en 20-10 y

202) las 180) y 178) r e s p e c t i v a m e n t e ,  h a c i e n d o  e n  e l l a s  x - 0.

■ "  1  * ^  d '
20

" K v V A ^ o  2 ül3D
Q o  +  a M c l +  ¥ i  ( < - r )  =  c

T h > í Q °*2 a M°

Jk

O

Resolviendo este sistema de ecuaciones tenemos que:

jos) M 0 =  2 a " D ■■ i )

2o6\ a — ^

Tomando el valor de a de la expresión 160) y el de D de la .44) 

obtenemos:

, o ?

%

207)

208)

U  ' (rJí)^2
R e e m p l a z a n d o  en la 205) y en la 206) o b t e n d r e m o s :

M0 ~-^ "209)

2 10 )

X.

n  -  -  —t J K r- r)y~ fr
El momento y el esfuerzo cortante radial distribuidos uniforme­

mente en el bordé están en función del módulo de Poisson del ma 

terial, de las dimensiones del cilindro y de la diferencia de pr 

siones internas y externas.



también, por r a z o n e s  prácticas, es conveniente exürcsíít' Mo y Oo

en función de a ; operando resulta :

v2 1 1 );

2 1 2 )

Otro caso

Se puede demostrar que el caso del cilindro circular

abierto en los extremos (N = 0) y con los bordes empotrados rí

, - i
213) |ví _______i ¿

gidamente, el factor

M
214)

se convierte en la unidad, o sea:

4. r
2 d 2

Q o  = (A
. . , 1 'U

i'
a

Reemplazando los valores de Mo y Oo hallados para el 

caso particular según 211) y 212) en la solución general 189)

tenemos:

- ax 0/

Sustituyendo las expresiones 44) y 154) obtenemos finalmente:

215)
V V  =  f v  (1 -  í - e  ( 0 » < I A  +-,M-^UA)j

BJi

-dX

De igual manera operamos con las rotaciones dadas por la 17 8.) 

=  e ' ax 
c í a a a 2D

teniendo en cuenta la 44) y la 20Í), operando, resulta:

VL ¿l A216) J . W  _

lix ■ E . 4
Sustituyendo en expresión del momento fléctor Mx de la 181):

-ax - . • n -í — V*
M *  «

e.

a

-  ( ± z h . a  X i- ÚL f r  Ú  A  t ¿<r‘ J a a)

CL
2(1■
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ope rantlo con la 20 7) obtenemos:
-  d X

2 17) , _ _ ___________ _ ____

1 V  ~  ¿ V 3  ( Í * \ ^ ) V 2 .

!)c igual forma, én la expresión de de 184):

218)
M * ,  =  'í

/>r (f
ílA

Operando con el esfuerzo co rtante radial de 183):

«

- a X r
X e

• u-A i

teniendo en cuenta la 160) resulta:

[ r l ) h i . -

pr  (l "  >?) <=¿ ^  a *

x [-̂ (1 - x)2jf/4‘
El esfuerzo tangencial normal de la 192):

¿U ' , x . !-Ÿ
¡:\r ÚCrto Á tti r — ôe

^  ' r . ? a V D

r e ein 

:? 2 0 )

Cl

i-
r

N'
j -  ^  _ 'jA) d. ( X  +■

reemplazando el valor de 44) y 154) resulta:

—  dx

e- ~  fi1
Reemplazando los valores obtenidos en 211) y 212) d e M c y Qo en 

la expresión de la tensión normal dada en 193):

W = f S ¡ ( '  + a- -f~4 - /v(^dx-
42\)e~ax í/ / - Vfx M*a\ r d  _ i z 3 ^ L . f v > l-.~
irrci \S OU /I 2 a z !' -í'l

Aplicando la 154) en el primer término del segundo miembro y la 

207) en el segundo término, tenemos:

! 2 í)
?r

r_

A
pr ('i- tyz)& a a x . t- 11A)

(i-v-ynz

)>L-

l-sta tensión es máxima para z * ^  h/2, como vimos en la 197) .
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^ 4  = - V -  : V  r

— •, v T  r

^  V' Í 1 - ^ '  ÍL
í1

enerando:

: 2 2 )

v',Ĵ  )r¿ ■= ±̂.,., '=  
■O /■-

■fex

¡4

_,iA

£üi. »- 
• ñ

¡i

-áx
t [CiTltiX

<i X
42 e

X *  lL

teniendo en cuenta la 207)

223)

H  ( « - ^ * 4
Esta tensión es máxima para z = + h/2, ieual que en 198):

lkr 
k

-  +  rjfj h' (r' ̂ ) ( c o:ío
> = í-V: ü - ^ M ^ A

operando: ■

v - >
•; <.¡ x ■■'* < (IÁ) f' k  í

224)
( r. ) -y ™  í—y--
"'X 7 ^  -,. y, 2 ^

-ÜA

-■ ^k: O - ) ' :  —

■

1 +■

in el esfuerzo cortante radial dado en la 199), al reemplazar­

los valores de Mo y Qo obtenidos:

": Xi /- ... .. /í~$2

Introduciendo el valor de a de la 160):

Z2S)f c j W r 4 "
^ ^ r ü z - h z ' b - o - h / ' e  .¿o*** { t ~ *  '

.a*

Esta distribución parabólica se anula para z = +_ h/2 y es máxi 

ma en z * 0:

2 26)

¡ r . j .  - n - L - -

y V 4

.V 2(1 f c f M *
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Hn estas expresiones que logramos al reemplazar Mo y Qo por sus 

valores de las 211) y 212) nuevamente observamos el carácter 

local de la flexión de borde ya que los términos que contienen 

al factor exponencial se anulan al alejarse del extremo, redu­

ciéndose así a un estado puramente membranal *

Por otra parte, estas expresiones quedan determinadas 

por: la diferencia de presiones externa e interna; el espesor 

y el radio medio del cilindro circular y el modulo de elastici­

dad longitudinal y el módulo de Poisson

Otro caso

En el caso del cilindro circular con los bordes rígi­

damente empotrados pero con extremos abiertos (N = 0) anterior 
1 , " 

mente vimos que el valor de Mo se expresa segfm la 213) y el de 

Qo con la 214). Al operar de igual manera que antes vemos que 

en todas las expresiones en donde interviene el factor (1 - ——) 

este se transforma en la unidad. Para abreviar, no transcribi­

mos estaos funciones, basta reemplazar en ellas el factor (1 - — -) 

por 1 .

Máximos de las funciones de tensiones normales

Vimos que las tensiones normales varían a través del 

espesor, siendo máximas en las fibras más alejadas de la super­

ficie media. Ahora determinaremos las abscisas para las cuales
•' "■'\ ' ' . .

son máximas estas tensiones en el caso de z = + h/2.

Derivando la expresión 222):

~ t y r ( 1 ~ í ) i ! k  _e  a c<M¿u)



Esta derivada se anula cuando:

-ax / _ ^Í3 _ C4ŷ  a x ) o
228) e  & x  ^  '

Como e"ax se atenúa sin cambiar de signo, debe ser:

229) , y -  3H-T-Ctw *x = o
(XK f-

Esta ecuación trascendente tiene raíces periódicas pero sólo 

nos interesan los extremos de la 222) dentro de la primer longi^ 

tud de onda ya que son los de mayor amplitud ( a x ^  2^T).

En cada caso concreto, resolviendo numéricamente la ecuación 229) 

(EJ. : por iteración), obtendremos las raíces aXj para las cuales 

se anula la derivada 227). Como a es constante en definitiva 

tenemos loa valores de x^. Para estos valores de x ¿ , la fución 

tensión 222) presenta extremos a condición que la segunda deriva 

da calculada en esos puntos sea no nula: -

2 3 o J ? f c )  »  2 /v (+ O*** ? ~  «■*)]

El extremo es un máximo si (3¿L es un mínimo si/^-^0^| 2*0 :
A . Xt

pero en general nos interesa su valor absoluto.

Repitiéndo el método para la expresión 224)

= ¿ V a  ~  ' a ? [ e' -  ^ u x )j

á *  ( < y )  —  I  /& )_£ ._  e  a x

¿ ( i - ? ) *
Se anula p a r a :

— CL X
t e  c#<l c l x ~ o

y como e ax no se anula, debe ser: i:. ' ' ‘ . f

q: con ¿t x *»' o
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232)



57 -

Sus raíces son:

o sea:

233)

y para ax <  2 <?T { o sea x ^ ^ d e b e  ser:

234) K i  ^  7 ^ a

235) X 2  »  1 - |

La segunda derivada de la 224) es:

236) - 2 Í ( Í X )  =  +  - ^ f r r ^ ~ ^ - )a,a ¿ ax( u x i a x  +  -o í m O-x)

e  a*(c0&d,X +s$&i<sáx) ño se anula para <f x3~  ̂ T¿[ ,

luego en estos x tenemos extremos de la función tensión 224).

Máximo de la función tensión cortante radial:

A través del espesor se distribuye parabólicamente, 

siendo nula en las fibras más alejadas del radio medio y máxima 

para la superficie media. En este caso de z ~ 0, analizaremos 

l a s .abscisas para las cuales son máximas estas tensiones tangen 

cíales. Derivando la expresión 226):

*  < * ■ » £ . < , -  S f c  © V * / -  ¿

La derivada se anula para:

238) eos áx + sen ax = 0

Las raíces periódicas de esta ecuación transcendente son:

: f Á r a ^  ; W . «  q  i ,  ¿ 7 ; 3 ,  ' ' * ■ '

239)



La segunda derivada de la 226) es:

2421 i S ^ - c T  [ - ^ ¿ax^ - ax]

e"ax sen ax no se anula para las raíces y x 2 > íueS° en estos 

puntos hay extremos de la función tensión 226).

Estreñios de la función del corrimiento radial:

Determinaremos las abscisas para la cual se producen 

los mayores desplazamientos radiales del radio medio del cilin­

dro .

Derivando la expresión 215):

243^ „  i  . 

que se anula cuando:

244) sen ax -• 0

o sea para *  /yvTT para /W ^ ^  '

es decir:

2 L
245) % jÍ 3= / M a .  

y para a x ^  2 ir 

es: 246) x^ = 0

247)

248) X 3 ^

La derivada segunda de la 215) es:

249) z>2 w  ^  2 r z f>r 0 - % ) a ?  €r a x ( c¿ & a x
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feos nx sen ax) no toma el valor nulo para x 1 , x 2 y x 3 . *\s í 

tenemos p a r a  estas x extremos de la función 215. - El sipno dé 

la 249) indicará si son máximos o mínimos.
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La tensión efectiva permite comparar distintos estados 

'le tensión reduciéndolos a estados equivalentes. Está en fun­

ción de las tensiones principales, en un punto. Es independien 

te del sistema de referencia adoptado, o sea, es invariante p a ­

ra cada estado de tensión. Se define como el valor positivo de 

la raíz: " y

Ge = j £ [fi +  f  * )*]} ^

En el caso que estamos analizando, admitimos que la tensión ñor 

mal radial 0 ^  es nula y que las tensiones tangenciales 

tienen una distribución parabólica que se anula en las caras. 

Además, por las condiciones de simetría rotacional de las ca r ­

gas se anulaban las tensiones tangenciales

De esta manera, el tensor de tensiones está diagonal izado en las­

caras del cilindro. Las tensiones normales y (j~x , en. las 

caras externa e. interna, forman un sistema de tensiones principa 

les plano ya que no hay componentes tangenciales. La expresión 

tic la tensión efectiva 25.0}, tomando:

o-, =  <T* . < £ «  cr0  , %

zsij (crA2 + cr&z _ <TX

Las tensiones <¡x ^ 4  son funciones de x^y están dadas res­

pectivamente en las 224) y 222). Así, la también es función 

de la abscisa.

De un simple análisis de desigualdades se puede ver que se pr e ­

sentan seis posibles casos en la expresión 251).

Cuando: signo ( ) *» signo (

2.5. TENSION EQUIVALENTE:



b

a) si | 0 ^  | - j^oj es i *  )

) si [ o ;  ) >\<J& ) es /(I*) > C T e  ; > ) C T e 4

c> si |<r* | es |<j^ | ^  cre  <  | <r&)

Cuando: signo < % )  signo

<i) sí |<X*| = (Oe-/ es 0 ¿  >. /CTX | — ) O V j

e>'i1: Kr*|>icr*).es <re  >  j crx | >  |cre |

f ’ s i Kxl<|0¿| es <Xe >  ) Gé 1 > ) 0X |

Vemos en los tres últimos casos que si los signos de las ténsio 

nes principales son opuestos, la tensión equivalente es siempre 

mayor que el valor absoluto de las tensiones normales axial y 

circunferencial.

Tensión equivalente uniforme:

Para valores suficientemente grandes de la abscisa 

las tensiones normales expresadas en 222) jy224)

se transforman en las tensiones uniformes de membranas dadas, 

respectivamente, en las 195) y 196), De esta manera la tensión 

equivalente se convierte en:

O e  «

operando y recordando que por definición la tensión eficaz es 

siempre positiva, debe ser independiente del signo de p ^  :

*«)■■ cre  =  f

En este caso membranal puro, las tensiones uniformes son siempre 

de igual signo, independiente que la presión actuante sea exter 

na o interna, luego:

j<rx ) ¿  <j-e  ^  i « t i

Cĵ e «  a- ■ jf >r) X  <  J M j r
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uivalente se convierte en:

r®  -  [ ( M ) 2 + ) ] '
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lixtremos de la función de tensión eficaz:

Para estudiar los extremos de la función 25Í) podemos 

apelar a. analizar sus derivadas:

„ ________ _ i _ _______ __

de donde:

253) a &  ,  _ J _  j><T, +  (20-e-O-*) f f e
á x  acre L

I'a ra que se a mi.1.e cs ta el.o r i v a d a , ya que es :

-J(r , debe ser:

2sT) ‘ (20k-<&!«£ + (*«¿-<r-0 ag* o
Reemplazando y por. sus expresiones» tenemos una ecuación 

transcendente. Resolviéndola tenemos un conjunto de raíces p e ­

riódicas de las que sólo nos interesan las que están comprendi­

das en ax ¿C 2TT. Corno a es constante, obtenemos los valores xi 

para los cuales se anula. Para estos valores de xi, GV tiene 
extremos, descontando, por el carácter senoidal amortiguado do 

las funciones involucradas que en esos puntos es - O

Pero la lyesolución de la ecuación 254) es sumamente laboriosa, 

por lo que buscaremos las extremos de la 251) y las abscisas x. 

en que se producen, por aproximaciones numéricas sucesivas■para 

cada caso concreto, mediante la utilización del calculador pro 

gramablc.



Para determinar si un e s t a d o  tensional, en un elemen­

to solido continuo, es el necesario para el tránsito del compor 

tamienté elástico al plástico, límite de aplicabilidad de la teo 

ría elástica que anteriormente desarrollamos, se aplican mo de­

los matemáticos de comportamiento a la fluencia. Estas teorías 

aceptan que el tensor hidráulico de tensiones no influye en el 

comportamiento plástico y que sólo el tensor desviador es el res 

ponsable de la deformación plástica; esto se evidencia experimcn 

talmente h a s t a  presiones del orden de las tensiones de fluencia. 

Por esta razón adoptan la forma de superficies cilindricas en el 

espacio triaxial de tensiones principales. E s t a s  superficies de 

fluencia no son las iniciales si el material ha recorrido un ca 

mino de deformaciones, previas durante el conformado mecánico co 

mo en el caso de los tubos.

La intersección del cilindro con cualquiera de les pía 

nos formados por dos tensiones principales, es', una curva .de--finen 

cia para ese estado bidiraensional de tensiones.
* - ;

Criterio de Von M i s e s :

El criterio de v o n  Mises considera materiales mecánica 

mente isótropos y que presentan igual tensión de fluencia mono- 

axial para tracción y para compresión, o sea, balanceados.

En el espacio de tensiones principales determina una 

superficie cilindrica circular de fluencia que en función del 

tensor de tensiones diagonalizado se expresa asi:

2.6. CRITERIOS DE FLUENCIA

2555 [(<r,-o¡)a +  (<x2 - a j .+• (<r3 - 1

siendo X la tensión monoaxial de fluencia, que por la isotropia
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consideráda sdil igtiáiés para cualquier dirección y qué!, ádertás 

por no tener efecto Bauschinger coinciden para tracción y para 

compresión.

La 255) se puede escribir:

2565 X  -  { 4 j ( o ; - < ; ) % ( < r a - c r o % (< r J -< rO J
El segundo miembro coincide con la expresión de la tensión equ.i 

valente definida en la 250). Con el criterio de von Mises se 

compara la tensión eficaz que representa Un estado multiaxial de 

tensiones con la tensión monoaxial de fluencia hallada experimen 

te. Esta última generalmente es la de tracción por ser más con 

fiable que ía de compresión por las inestabilidades elásticas o 

plásticas que se pueden preserntar', especialmente en tubos. Si 

al comparar, la tensión eficaz es menor que la tensión monoaxial 

de fluencia, en el punto, al cual corresponde el estado tensional 

comparado» el material se encuentra en régimen elástico. Si son 

iguales, el material se encuentra ert él punto de transición, o 

sea, fluencia, y el estado de tensiones es un punto perteneciep 

te al cilindro de fluencia.

En un estado plano de tensiones principales la 255) toma la for 

m a , para V  ^ » 0:

257) ^“íque es la expresión de una elip­

se en el plano (T^„ Cf' ̂  ,

Para las caras internas f externas de la lámina cilindrica que 

analizamos es inmediato que el material se comporta elásticamen 

te para las abscisas en que se cumple:

258) X  > (Ge ),, “  V^s-2 + ^
La ley de von Mises es relativamente aproximada para dúctiles



nero se aleja más cuanto mayor es la anisotropia* que es el caso^ 

de los tubos de Zircaloy. ;

Criterio de Hi11 :

Es u n a  generalización del criterio de Mises para nni-

sótropos sin efecto Bauschinger.

En coincidencia de ejes de tensiones principales con

los ejes principales de anisotropia, la superficie cilindrica de

fluencia es de s e c c i ó n  elíptica y para tensores diagonalizados

en el espacio triaxial de tensiones principales, es:

>59)' f  (<r, -  q ,  ) % -  a  <r3 f  +  1

Donde F, .G. y H son parámetros característicos de anisotropia. 

Llamando con X, Y y Z las tensiones monoaxiales de fluencia (trac 

ción o compresión) en l a s  tres direcciones principales de aniso 

tropía 1, 2 y í respectivamente, surge que:
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2 T
1

X a * y 2
i

260)
1 2 a * i

y2
í _

*
-L

X 2

2 H 3=1 i
'2* + 5^ " y Z

Si el material presenta simetría rotacional de anisotropia rés_ 

peato al eje 1, significa que Y - Z y la expresión 259) permane 

ce invariante de los ejes 2 y 3; se demuestra que F — II.

Si hay isotropia, o sea, simetría esférica es X = Y = Z y C, = F = 

=F. La 259), considerando la 260), se convierte en la 255), o 

sea, la ley de von Mises como caso particular del criterio de

Ilill.
Para un estado plano de tensiones principales tenemos, 

nuevamente una elipse.de intercepción entre el cilindro de fluen
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con axisimetría anisotrópica era F - H, aplicando las 260 resul

ta:

Fin el problema de láminas que abordamos en este trabajo resulta, 

en las caras externa e interna, que:

donde X e Y son las tensiones raonoaxiales de fluencia general­

mente tracción en las direcciones axiales y circunferenciales 

respectivamente. Las abscisas del tubo donde se produce la i- 

gualdad 263) indica él comienzo dé la fluencia. En los puntos 

donde el primer miembro es menor que la unidad el material está 

en régimen elástico. Es evidente que si X = Y la 263) se trans 

forma en la 257)'. En los tubos de Zircaloy, experimentalmente 

se ha verificado la simetría rotacional de anisotropía respecto 

al eje del cilindro y la tensión de fluencia en dirección tan 

gancial es aproximadamente igual a la radial, lo que justifica

la forma 26 3).

Notemos que la teoría elástica desarrollada no indica 

lo que sucede en los puntos donde se sobrepasa el límite elásti­

co, para ello, si: es necesario, se tendría que emplear los a ná­

lisis al límite.

sótropos que presentan efecto Bauschinger, en el criterio p r o ­

puesto por Ota, Shindo y Fúkuoka que utiliza las tensiones de 

fluencia en tracción y en compresión para todas las direcciones 

principales de anisotropia.

262)

26 3) -r -  t

El criterio de Mili fue extendido para materiales ani



fin tubos de pequeño espesor , a] «unos puntos do la curva de Fluen­

cia en el plano de tensiones principales pueden lograrse‘experi- 

mentalmente con combinaciones de cargas axiales y presiones,.pe 

ro son dificultosos, particularmente en algunos cuadrantes y no 

reproducen la curva completa. También se emplea el método de du 

reza Knoop.



En el caso en que la placa circular y la envolvente 

circular cilindrica sufran una misma elevación o clésceri.so nn ¡ Cor 

me de temperatura y si ambos poseen igual coeficiente medio de 

dilatación térmica, ambas sufrirán una misma deformación c i reun 

ferencial uniforme:

264) ( ¿ & ) t =  ( t  - Í.J

donde es el coeficiente medio de dilatación térmica l inealm

entre la temperatura-t inicial y la temperatura t fiel .

El desplazamiento radial de la superficie media de la lámina y 

del fondo es :

265) (w )c = r0 o:w  (-¿-4 ;
El radio medio dilatado (o contraído) es:

266) (r)t ,  rc¡ -t (w).¿ -  r0 [i
Esta dilatación, al no ser impedida, no genera tensiones térmi­

cas .

En rigor, el espesor de la lámina también se dilata, pero con

la hipótesis de lámina fina esta deformación se desprecia.

Si la envolvente y el. tapón se dilatan distinto, sea por toner

d i s t i n t a s ^  o por sufrir calentamientos homoréneos con diforen m '

tes temperaturas finales, se producirán tensiones térmicas por 

flexién de borde, semejante a la analizada hasta aquí. Asimismo 

la existencia de gradientes térmicos radiales, circunferenciales 

y axiales origina un estado de tensiones y deformaciones térmica 

que también se superponen a los anteriores.
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2.7. DILATACION H O M O G E N E A
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PROGRAMAS !)HSAJlRO_LLABOS PARA EL CALCULO

Las soluciones analíticas fueron programadas para o b ­

tener resultados numéricos con la calculadora programable de me 

sa Hewlett-Packard, Modelo 9100B del Grupo de Calculo para apro_ 

vechar su graficador de funciones» En cálculos secundarios se

utilizó la calculadora programable c o m p a c t a  MONROE, Modelo 1665

del Grupo de Diseño de Elementos Combustibles.

Se programaron las funciones que expresan la variación 

a lo largo de la abscisa de los desplazamientos radiales y de 

las tensiones, en función de las constantes elásticas, dimensio 

nos y de la carga de superficie efectiva. Las funcines fueron 

tabuladas para incrementos constantes de A  (ax) = 0 , 1 ,  elegido 

para obtener una fina variación de amplitud. Equivale a incre­

mentos constantes de abscisas de A x * 0,1/a. Se resolvío nurné 

ricamente hasta una abscisa del orden de una vez y media la Ion 

gitud de onda de la amortiguación senoidal (ax = 10 >  3 T ) .

Se calcularon los correspondientes valores extremos de todas las

funciones para x sfife A  • 1

21 s) w _  ïtç*- { 1 - % )  U - ¿ a % ( c o 4 a . *  +

con extremos en : 246) ax^ = 0

247) a x2 = W

248) axj » 2*ir

222) (o¿.)J , ±y3 -  1 - ( 1 - a )>+*#■A X ) -

+  2 M  ,/f . i )  jxt A * -  ■'*****).

~  a - r / ' * {  z l

L o s  extremos surgen de la ecuación

229) 4- 3 j Ü —  Cúü'&X
s & M ,  £LX — Í2.
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Se elaboré un programa para obtener las raíce? reíiles defttro ctr? 

a x <: Z'TC . La solución numérica para, t) = 0,38 (ver Capítulo 4) 

indicó :

a x 1 = 0 ,6184393670 = 0,1 968553645

ax2 = 2,523153286 = 0,8031446352 IT

ax3 = 3,760032020 * 1 , 196855364 

ax4 = 5,664745940 = 1 ,803144635

224 v ^  j^JT

2Jk.
Presenta extremos:

234) ax- = ^
1 2

,«>■■■ 37/~235) ax2 ~ -----

2 26)

Extremos en: _
3  ir

240) ax.M

241) ax-.
7lT

4

i*l valor *de la constante a Fue programado con la e x p r e s i ó n  160)
r - - * n * v l y 4 -a 2

Para la longitud de onda de la amo r t iptiac i ón senoidal se ti t i I i 

7.6 la 175):

» . - i ?
a

l.!l radio medio del cilindro circular dilatado se resuelve con la 

formula 266) :

1 t  °<W (-t-lo)as >0

Mediante la 251) se calculó:

0 i  .  ( < r , *  v a - . 1  - <T- ^

!/a



CAPITULO 3

p^onpjVMAS DESARROLLADOS PARA EL CALCULO
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DATOS Y CONSTANTES UTILIZADAS .

- Se adoptaron valores medios -

Caso a ) . Antes de entrar en servicio:

Presión efectiva interior de cálculo p y  = 0,1.5 kg.mm-2 

Temperatura ambiente (aprox. 20°C) .

Propiedades elásticas del Zircaloy-4 a esa temperatura:

Módulo de elasticidad longitudinal ^20°C = 10.000 kg.mm-  ̂

9 Coeficiente de Poisson = 0,38 

Dimensiones geométricas ,del tubo a esa temperatura: (Ver fig.-5) 

'Espesor, h = 0,55 m m .

■* Radio medio, r = 5,675 mm.

Caso b) . Tiempo inicial en servicio, (tiempo, cero)-: '

Presión exterior (zona del tapón inferior) pext = 1,20 Icg.mm"2 

 ̂ • ?
Presión interior, pint. = 0,60 kg.inm

Presión efectiva exterior de cálculo, pr = -0,60 kg.mm 

Temperatura máxima (zona del tapón inferior) aprox. 300'C. 

Propiedades elásticas del Zry-4 a 3 0 0’C.

* oc ~ 7.500 kg.mm 2

# \) = 0,38

Coeficiente medio de dilatación térmica .Id Zry-'l 

<>( 0 - 3 0 0 ° C = 6,5 x 10~6 °C'1

Dimensiones a 300"C:

0 h Csí 0 , 5 5 mm ,

Aplicando, la expresión 266) se calculó el radio -medio a 

osa temperatura, r = 5,686 m m .

Las especificaciones mínimas ■ requeridas para los tu-
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Figura 6

'lacro foto,t» ra fía de la. zoná. de la soldadura do la vaina con el t 
• . ,• '■■■ 

non, aumentada unas 1 7 'veces, que muestra la geometría resultan

te. Se puede apreciar la gama de estructuras mota 1 oe.rá f i ea s .



- 85 -

bos de Zry-4 pata la C.N.A,, ariíS's áeí afftátfó, értfeaytfáos cort téíf 

sión de tracción axial, son:

Caso c: Transferencia del elemento combustible servido del

reactor a la pileta dé enfriamiento.
; . •• ■ I ? •

Presión efectiva interior de cálculo p r ^  l,15...kg. mm “.

Temperatura de la zona del tapón inferior, menor nue 10ÓL'C.

Propiedades elásticas del Zry-4 a ino^C:

. E 100„c = n.'OOO ks .fitínT"

. 3 =  0,38

. (Jn 2 40 kn.mm"2
; 9 9 ■

Coeficiente medio de dilatación térmica del 7:ry-4 

o(.o 3.oo°r: '=■ 6,5 x 1 o"6 °c"1

dimensiones a 100°C:

!) 0,55 m m .

Y'i rtn°c..* 5.6 78 mm.

Caso el : Accidente de pérdida de presión en el canal.

- 2
Presión efectiva interior de cálculo p r =.1,15 kp, .mm 

.Temperatura de la zona del tapón inferior, estimado en SO'* C . 

Propi edades elásticas del Zry-4 a 500'"C:



. E 500°C = k g . mm"^

. 0,38

. (Tn , 2  c¿. 1 4  kg.mm 2

Goeficiente medio de dilatación térmica del Zry-4

0 1  0 - 700°C = 5,8 X  10 ' 6 oC ' 1 

Dimensiones a 500°C : 

ha: 0,55 mm.

^500°C = 5,691. mm.
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Ĵ N 'r—LO tio o h- vo o O T™ Oí 00 LO ro vo VO rtLO .Oí. LO VO o oo in T~ vo .'O; o (NJ LO VO

1 LO tO CNJ O r—t— <N1 ro ro "si­ LO LO ■LO LO LO LO
m

Tfr f- r—LO ro T— <VJ 00 ro ró en CM vO vO <?> IO
JB\N 40 CM T* en vo ro 00 o Oí LO ro ro ro LO vO r- >v 1".s r—vo cm O o 00 o> ai o CM '*! vO 00 O (VJ tí- SO 00W 1 « •» * •V * •s •V 0k •k A • ^ . ** - * •*

•ss «
fti

tí-i Tt
t

roi K>1 roi CM1 (NI1 Ni (NI1 roi roi roi roi ro
i.

tí*i t Tti <«■1 Tf . 1
V«J
f ♦ t̂ . O rO O IO en ro **± 00 LO LO -00 LO O LO r - ro roen r-. ro O T““ O LO vo r̂ . LO o. Oí Tt* vO «#■ enN-/ rO VO Oí <N LO 00 n- O LO o «a- 00 r— N Oí T" CM* * * * 0k * » 0K » •s ■ #» •s ' '•» » . *N ’ «s

« CM r-* O ó O r— ■ r*~ CM ro ro «a- LO LO LO IO sO vO
W

1 1 . t 1 i i i 1 1 t 1 f 1 i 1

JCjtH O CM O o ««a* ro LO 5̂* ro en r- O vO r- vO Ti­T~ (M (NJ o LO Tí* VO r— 00 LO ro 00 r* t— LO r- ro
l LO r-* r*» Tf ro vO O O ro CM T— T—* CM«* *s «V ■ » CK *. •s . «K #> * •v . »s 1 •>

•5S
«
N -1

2 o
i

en
i

N
i

VO
t

LO
1 1

ro
i

ro
i

<vj
1

CM
1 i i

r—
1 i 1 1

T~
1 i

áPUw<4
b* en r̂ f- ro Oí LO oo en o *fr fvj vO vO ro VO Ch

•sJn o *— T— CTi i-** LO ro oo fsj T— 00 Oí LO CM vOtO LO en LO 00 t"- lo f“ r— r-- 00 en o O O <T..’ *v a «K •S . #» •s •* ♦» •V •s #» •> - •v #s #v •sn vC T* (nj í* (SJ o r- CN ro KT LO LO LO Ttm t 1 1 i 1 1 1 i í i 1 1 1 1

O vO T— O o 00 en ro 00 O <NJ en CM en r- O
'o o LO ro Oí ro ro ro oo ro <NJ rt T— ro t— CM oc Oío ro ro t- vO N O 00 ro O CM ro (NJ O VO o ro> X o o T~ (N! vO Oí r— ro \C 00 t— ro LO en O (NJ ro< •» •s •i •V *« •s •» »V •V »V • «s •»•
E o © O O O O o r- T— r— T— (NJ <NJ CM (NJ CM ro ro ro
g 1 1 i i 1 1 1 { 1 1 t » l - i t i i ' i

o o o en Oí Oí 00 00 430 r*- ri­ Is r-- vO vO SO LO LO LO
o oo r— LO en ro r- r— LO eri ro r̂- T— LO Oí ro T*—. j “t.r- o r~ C M Tf L O vo oo en t— CM ro LO vO oo CTi O CM. ro I O

X c *> *• •v •v ♦v •» ** «V •n «V •s +■ _0S . *
£ o O O O O o O o v— r* r - t— T— t— r— C M C M C M CsJ

.• -  --



0 « # * 3 - r - * f ^ f < M O O t O v O  O í T - t O v O  r ^ O r ^ L O  O í t O r ' -
O» O  r -  fs) fM  «Nj <M < r- t— O  O i  Ò i  00 «• vO vO l/J «èf tO  tO  N
O  r -  * -  T—  r -  T -  y—  r —  T— r -  O  O  O  O  O  O  O  Ö  O  O  O•» .Ä » • Ä * •' À «I •» ' ,•* A. •%' «k •» 4K -* '* . . «k •*.*
©  Ô  ©  O  O  O  O  O  O  O  0 . 0  o  o  o  o  © |  ©  o  ©  o

I I ' I I I  I I I I I I I I I I  I I I I  I I

i o r > j v o m c M r ^ i — i / i o ^ N O t n o o ^ L T í r - t o r - v o o o r - u i
rf oo o  i— «-* cr¡ t*» to oo to r» © «  ifl t"  oo o> o> oí o» o
L O  v O  0 0  O í  O  O  t—  N  f s j  I O  t O  ^  ^  ^ 1 " * 5f* A A A A A A li *> A A A A A A A Al A* A A
<«t ^  LO LO LO LO LO I O LO LO LO LO LO LO I O LO LO LO LO

to JSJ vO oo Oí to O T— Oí «sì- 00 Oí o r— evi to vO o LO r— OíO "S’ VO « f" vO *a- T— o> VO to r— 00 LO (VI Ol r j Oloo 00 00 oo oo 00 oo oo 00 t̂ - VO vO i o LO LO LO LO

l o ; LO LO LO LO LO to LO LO LO IO LO IO LO LO LO LO LO LO LO IO

v O v O IO to vO v O r - C M C M V O to to C M v O v O
IO co CnI I O N r^. v O r - v O T— L O 00 O C M to TÍ- T h T f
o f M IO to V O t̂ - oo o > O tr- T"** CVJ C M C M IO to to tO to to ’ to

I O L O L O L O L O L O LO L O V O v O V O v O v O v O v D v O V O v O V O v O v O
1 I 1 i 1 1 i 1 1 1 1 I 1 I i 1 t 1 1 . 1 , *

•W- Oí r~ -«• Oí Oí I O V O to r^ r^ v O I O to C M L O C h
o OO to v O 00 o> Oí 00 v O t— 0 0 IO CM en v O IO O Ti­

■ w IO I O V O V O v O '£> v O V O v O V O v O L O L O L O T f to to
A a : #» * M A •» •n «s a * (K 0* * •s

«io v O v O V O V O V © vO v O vO SO VO vO VO vO vO vO vO vO vO VO vO
,1 ¡ I I I I I  I I I I I I I I  I I I I  I .1 I

l o  <«* m  i o  o  »o i— «'•J o  «— t o  «M o  «— »a- oo 10  m  r». to  
f f N ^ . N O I N ^ l O N N N t D l i r S K l O O N ' O O l
tO f/l Ç  N  O O O r ^ t M  t O ^  l O V O t " "  00 00 O» o> o  O  CD

W A . * - * *\ Ä A. Al . A «k A «S At *V A\ A A A» . A A
1—  r -  » i r i -  r -  N N N N N  N N N N N N N M I O M

t i l  I I I I ! I I I I I I I I I I I I I  I

O O e f t O O C O K V t ' - C J O t O f N O O r - f M P v i C n m o o O O i n C T v C n  
OOOO f ^ L O t O O  O O ,0 ' ttOC'4tO'«tvO O O r MvO»--t^-IOO  
0 0  S  « O  t o  « «■ t o  *—  O  C T i  O O  V O  W  r f  t o  t o  N  f s l  T—  r -  r -

* A A A A A A> A «I A A « A At A ' A At A A A At
i f V ' t V  ^ ' i ^ ^  l O I O M  to to t o t o t o t o t o t o t o t o

I I I I I I I I I I  I I I I I I I I I I I

f N i o o b o o o i - O L o r ^ f s i o o L O T— <tj-<vioL0fML00ir^r- 
• « r t o r j ' O o o o c ^ L O  *— o c v i o t o t o o ^ a - t ' -  oo oo oo oo I O I f l < i i - N t O N O t O « t ( O N N S N « l f l t t i O N  r
< t i r t ' O S N « o o o m m » o i o i o > m o i O i  en o> o í  o í  ct>
a a a a a a a a a a a a a a a a  a a a a a

t o t o t o t o t o t o t o t o t o t o t o t o t o t o t o t o t o t o t o t o t o
I I I I I ! I I I I I I I I I I I I I  I I

Tf -sf TÍ rj- to to to to C-l CM T— r- *— t— ©  O  O  O  Oi Oi
io O í to r» to Oi tO h  r- LO O í  tO >» r— LO O ì  IO O  «t
VO t-> O í O  csi to « f VO t~- O í  ©  r -  tO . « ♦ VO t'» OO O r -  tO^t

^ «K #s #> »K rv a p '*k *\ mu 0» * ts «i «o * 'fk a ft
eg CM CM tO to to to to to to TÍ- <<fr lO tf) U) lfi



- S9 >

N  N  <*}■ O  t-» « í <N! (VJ r -  «O *«fr LO LO LO LO LO
jsj ,-. r- o  O  O  O  O  O  O  O O O  O  O  O
O  O  O  O  O  O  O  ©  O ,  Ó  O  O  O  Ó  O  O  O

•i »  ■. m  '* ■gjin 'A  *> ..■■* - * : ■ ; *  *  "*■' á  * a •> u
6 e © s f t b b í ) b 6 b ü e 6 o c e

I i I I I I t l i l i  I I I I I I

O  LO'OO í“* VO 00 O  <M U) OO v— LO O  O  vo 
0> O Ó N S * l f l ^ ^ « N i - i -  O Ó O l O l O O

A ft A «% «t «l *k •*
lO l o l o l o l o l o  l o l o l o l o l o l o l o  l o l o l ó l o

O  r -  < í O l >C n f  W  OO r -  VO N  CT> N  I f l '« t » i
O  OI M  S  N  ' «  W  W  W  W  W '  Ifl^  «í* <*f K> to tO tO M  H  M tO tO tO ÍÓ

• «* « "   ̂ fc « i a ’ a k ft Á ft li <» n n •>
LO IO  LO i O  IO LO U1 I f l LO LO LO LO LO LO IO LO LO

O i n ( O O I >  ( A O O  (*'N4' \ O a O r > 
to to CM v— O  o  O  OO t "  vo to «* »<*

to
(«0

o  «t o  
N  N  r

ÍO to IO to to «  N  N  N  N  N  fM N  N  CM N  N

vO
l

\ 0 v O v O V O v O v O  v O v O v Ó v O  tO iO tO 
I I l i I I l i I t i l  l

vO
I

vO vO
I I

vo ■ LO 00 <M 0» t*. CTi N  «  P-' »  LO tO fM <M
f M O O O v O L O t O C M v - O O  O l & t O O  O O C O O O O O
K ) IO  N  N  N  fM o í <M fM fM f -  t— i— r -•» *» *t •» a n «v « a i» * 0*

NO vO VO vO vO v£>* vO ¡̂> vQ vO vO vO \0  v£) vo vO
i i i t i l i • i I i i t i l » i

® 9 l l O > O N l f l ' i O U l M O l O N \ O r i e O  v- to lo ao r-. oo oo oo oo eso oo r-~ r-~ vo vo lo lo
i— v— r — r“  r — - r — *— t— t— t— i— V— r -  r— t—

A M «i Á * ft A K A «t A «t A .  «i A K
t o t o t b t o t o t o t o t o t o t o t o t ó t o t o t o t o t o

I I I I I I I I I I I I I I I I I

'*St* (O 00 v© 1“  00 fr>- 00 ct> to f->. «— VÓ fM t<  to
«0 vo to  fM fM t— ■t— r-  r -  CM N  ÍO W  r f  ** IO
O  O  O O O  O  O  O  O  O  O  Ó  O  O  O  O  O

« * fe #» #» •» » , A A * «i «S -fe «t «t mt #v
t o t o t o  t o to t o t o t o i o  t o  t o t o t o  t o  t o t o to

l i l i  I I I t I I I I I I I I I

LO v— O  fM O  «Q- LO fM vo tv. to  CT> Cft <«s- Ó  i— r -t“* ’l"» N 00 Ó i f* ^ t Nr -  v O r - N ^ t l O í h N
O  Ó> 00 r-~ vo LO IO ^  - M  tO fM CM 1— t— T-  O  O
CT> 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 oo
rs fí>  *k •k «v n

t o t o t o t o t ó t o t o t o t o t o t o t o t o t o t o t o
I I I I I I I  I I I I I I  i I I

to
I

en oo oo oo t > - r ^ t ^ - r ~ v O ' O ' O L O L 0 L0 «^«^-rf
00 fM VO O  ^  00 fM V0 O  ^  00 fM VO O  00 CM.
l f l N O O O r - N < t l f l S O O O ) P “ N  ^ l / ) l O O O•»  ̂ ’•* *» * •»  ̂ * *L •* A * A A •* •> *) ’ ' Á
LO LO LO vo \D \0  vO vo VO vo VO S  K  N  N  N  00 60

9
6
4
"
 

-
3
,
8
0
5
5
 

-
3
,
0
S
8
 

-
3
,
1
4
6
 

-
6
,
1
8
2
 

-
6
,
2
1
5
 

5
,
3
5
3
 

5
,
3
8
2
 

-
0
^
0
0
5
 

1
0
3
 

-
3
,
8
0
4
3
 

-
3
,
0
6
3
 

-
3
,
1
4
0
 

-
6
,
1
8
3
 

-
6
,
2
1
1
 

5
,
3
5
4
 

5
,
3
7
9
 

-
®

t(
0
0
5
 

2
4
3
 

-
3
,
8
0
3
4
 

-
3
,
0
6
8
 

-
3
,
1
3
5
 

*
6

,
1

8
3

-
6

,
2

0
8

 
5
,
3
5
4
 

5
,
3
7
6
 

-
t
t
,
0
0
5



- 90 -

«<}■ w
o o o • O

. o o o o
•s * •n <K

ó ° o o

•«t rvi o
K VO

to to to to« •k 0\ A
LO lo lo LO

LO vO 00
IO LO LO LO
«o to tn t ^

«k •> 9%
IO LO LO LO

LO to ?“ o
o o O o
(SI <S| CM CM

'* a •k
/ VÛ VO vO vO

i 1 i ,1

fO LO NO s
00 00 00 00
r - «■“ T— r—

* ék a
vo VO VO VO

1
f

1 I I

l  ' O  ; \ o t*V 00
1 -»O’ N r —

: **•' ¡r»
A .A •» . n

tO to K) to
1 1 r •

> .

to K '«sr
t"«. S oo 00
O O o O  '■ ■

* * A
to to K Ì to
■' 1 ' ( 1

»■* to O  '
CM (Sí Cs| M
O o O O
00 00 00 00

•k A •* A
to Kt? to to

1 t*;1 1 1 ,

to CM c»i «M
00 N vo O
to to \o 00

•fc * . «% «k
00 00 00 00

o

«VI
r>»
to

«\
LO

X
A
X

< ,3
7

2

Cl, ÍO

C/3
w
¡E
oáo
u. K)
1—1 O

‘ z CNJ
3 -■

t o 1
w

2
u K>

Pí

O

o vO
(L, i
M
Q

>*

w T"
w O
2 ■ !■"
O *
*—1 w
co 1

, z  ' 
w  
H

w
«

o r -
O

. 9
•H

**
JO

C0 •
w

Oío
oo

«

1

ü

00to
T—
r̂
o
n
a

i
oc
r.
t̂-
*%

oo
I!

H o

«
K



Caso b ) , tiempo inicial de servicio

En la tabla siguiente los valores de los desplazamién 

tos radiales y de las tensiones para cada abscisa. La tabula­

ción se interrumpe para una abscisa del orden de la primera loir 

gitud de onda porque la dispersión alrededor del estado unifor­

me es muy pequeña (del orden del milésimo).

De la tabla extraemos los valores máximos y los u n i ­

formes . '

W máximo ■ -0,003974 mm,»para x = 4,389 mm.

W uniforme* 0,003809 mm,

(Tx máximo« - 12P(510 kg/mm 2 en la capa interior para x = 0

<Tx uniforme- -3,101 kg.mm " 2

máximo = -6,697 kg.mm 2 en la capa exterior, para x = 

3,493mm.

^<9 » uniforme = -6,203 kg„mm “ 2

O e . m á x i m o  ® 10,094 kg.mrn en la capa interior para x = 0  

uniforme * 5,372 kg.mm ” 2

Como consecuencia de la fina Variación programada pa 

ra las abscisas, resultó innecesario referir los valores extre 

mos de las funciones calculadas.

Los casos a ) , c) y d) para simplificar los analizare 

mos aplicando factores de proporcionalidad a los resultados nu 

méridos obtenidos en el caso b) desarrollado anteriormente. Es_ 

ta simplificación implica despreciar en cada caso las diferentes 

dilataciones del radio medio del tubo para diferentes tempera­

turas a la del caso b ) . '

El factor de proporcionalidad para obtener los despla 

zamientos radiales en los casos a), c) y d) a partir de los des

- 91 -
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plázamientos calculados en b)

. p .... . ?.sao,,. donde.
0,60 E

_ 2
p r es la presión efectiva de cálculo con signo, en kg* mm , 

en las nuevás condiciones,
- 2

E es el módulo de Young en kg.mm , también en las nuevas con 

diciones.

Para obtener las tensiones de los casos planteados 

a), c) y d) es necesario afectar a todas las tensiones calcu­

ladas en el caso b) con el factor:

P
_  r'.CT do»de:

_2
t>y es la nueva presión efectiva de cálculo con signó, en Jcgmm 

En estos tres nuevos casos la presión efectiva opera 

en el interior del tubo, por consiguiente los desplazamientos 

y tensiones son de signos contrarios al caso b ) . Una de las 

consecuencias de despreciar las distintas dilataciones del r a ­

dio medio es suponer que las funciones de desplazamientos y ten 

siones, en todas los casos son de igual periodicidad. En la 

realidad, hay un ligero apartamiento que no llega a ser superior 

á 0,01 mm. En consecuencia las gráficas son semejantes, de 

aproximadamente igual periodicidad, dé distintas amplitudes y.

de signos contrarios.

Resumiremos en cada caso los valores más representat

v o s :

Caso a ) :

Este caso, luggo del llenado con helio y antes de en 

trar en servicio, es el menos importante, ya que la carga de

- 92 -



sunerficíe os s61o una cuárta nnrtc del caso b)/ y a tempera 

tura ambiente: La presión efectiva actrta en el Interior pr o ­

duciendo tensiones y desplazamientos de sentido ocntrario al 

caso b) . L o s  correspondientes gráficos presentan forma si.me- 

tri.cn y menor amplitud.

_ JL *!•?.._ t __7_-L°JL = -0,1875
0,60 ' 1 0 . 0 0 0

• --- ÍLtlL. = -0,25
0.60

"1 máximo >  7,45 x 10~4 mm. para x - 4,39 mm.

W uniforme= 7,14 x 1 0  4 mm. ,

CJx máximo = 3,13kg.mm"‘J en la capa interior, para x = 0

_  - 2  
\J x uniforme = 0,78 kg.mm

máximo - 1,67 kg.mm en la capa exterior, para x - 3,4P mm

uniforme = 1,55 kg.mm 2  

CTe máximo = 2,52 kg.mm - 2  en la capa interior nara x = 0 

G e  uniforme = 1,34 kg.mm

Caso c ) :

V La presión efectiva es interior, los desplazamientos 

y tensiones son de signo contrario al caso b) y mayor amplitud.

. 1 > 1 5 • = - 1  ,57 22
0,60 9 . 0 0 0

,9167: o ,6 .o
W máximo = 0,006248 mm. para x = 4,389 mm.

W uniforme = 0,005989 mm.

CJ x máximo = 23,98 kg.mm - 2  en la capa interior para x = 0
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“ 2
(J~x uniforme = 5.^4 I:^.tnm

máximo = 12,84 kg.mm 2 en la capa exterior n ? n  x = 3 ,4^3 rjra 

CJ©^ uniforme = 11,89 kg .mm 2

(Je máxirno = 19,35 kg .mm 2 en la capa interior para x = 0 

ere uniforme = 10,30 kg.mm " 2

Caso d) :

Tin la despresuriZación del canal la carga de super­

ficie es interna y las tensiones y desplazamientos son de senti 

<1os contrario al. caso 1 0

—L J LL . ._Zjj5Sg _  = -2,8745
0,60 .5.000 

1 1 5
-  = - 1 ,9167

0,60

W máximo = 0,01142 mm, para x = 4,389 m m .

W uniforme = 0,01095 m m .

CT x máximo = 23 ,98 kg.mm 2 en la capa interior para x = 0

CTx uniforme = 5,94 kg.mm 2

máximo = 12,84 kg.mm 2 en la capa exterior nara x = 3,4 93mm 
í

o *  uniforme = 11,89 kg.mm " 2

G e  máximo = 19,35 kg.mm ' 2 en la capa interior para x = 0 

CT < 2 uniforme = 10,30 kg.mm ' 2
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V a l i d e z  _de_ E ip ó t/ _ s i s ,iiii.cia_le_s

En los resultados anteriores se observa nue los des - 

■nlazajnientos radiales son muy pequemos comparados al espesor 

de la lámina:

- 95 -
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Caso a b c d

- -- T --- ...... --- — ..-... ------ ------ -.. • ■- ;• - - - --

IVmáximo n voni Z. 0,007 OL 0,011 0.021

'Esto corrobora la ^inótesis inicial de pequeños dos

rd axami entns .

La tensión transversal radial os despreciable lo 

cual justifica la hipótesis de descartar la influencia de los 

es fuorzos cortantes en las deformaciones. As inis^o, no es n e ­

cesario consi clorar la tensión eficaz para la- superficie media 

:1e la lám ina, para lo cual se debería d iaponal i zar el corres­

pondiente tensor ríe tensiones.

Interacción entre casgui1lo y vaina
... i"' * ‘"7

Serrín especificaciones de'fabricación, a, temperatura 

a mM ente, el iuer-o radial entre vaina y casqui lio inferior es : 

iueqo mínimo .= 0,055

i ue<’0 n e E n  ~ n,0R75nn'i 

juepo máximo =. a , 12fimm.

Acontando calentamiento bomo^eneo en la zona próxima . 

al tapón inferior, este iue<?o se mantiene aproximadamente por 

ser el casquillo también de Zircaloy y sufrir el mismo calenta 

miento nue la vaina. El casquillo no está sometido a la car^a



■ 1o ^uper f.icie. 1 'n el caso b) lia y acortan!cnto ra J »n 1 v sn 

máximo desnl.azam1 ento calculado en x = 4,3R° rnn. es m .= - o o n ~ o ? ,i 

mn . Hn condiciones iniciales y normales de' servic io no in'iríí 

interferencia ent.ro vaina v casquillo. °i 1.a hubiera, en otras 

condi cienes, <!e servicio, el casnuillo nasa a colaborar con la 

vaina en soportar la presión efectiva exterior. !:sto tanVién 

se man i fiesta eñ el. estudio del colapso diferido.

Tin los otros casos, el alargamiento del radio aúnen- 

tn la separación entre vaina y casnuillo.

Las nayores solicitaciones se presentan en la abscisa 

cero y para la capa interior. En todos los casos 1 a reí ación

es :

C T’x máximo = 4 , 0 3<Jx uniforme .

Cfe máximo .= 1,88 (Te uniforme

Cn el caso b) son tensiones compresivas v en los d o ­

nas casos son de tracción.

‘ El nivel de tensiones comparados al límite elástico 

en cada caso es:

Caso M  : ( J x  máximo - 0,46 (7"n , 2 

(T e máxi me = O . \ 7 ( ? n . 2  

Jaso  c ) : (jPx máximo • = f'O (To , 2 

C íe  máximo = 0 , 48 ( f  O, 2

Ln el caso d) las tensiones superan ampliamente el 

ranfro elástico con lo que se producirán deformaciones plásti­

cas v aún,la falla de la vaina.

Según los casos, hay zonas de tensiopos extensivas 

que indican la necesidad de estudiar la propagación de micro-
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fi sur as «

T.as zonas sometidas a tensiones coirn res ivas que deben 

ser consideradas en análisis de colapso instantáneo y diferí'lo.

Hn la región de tensiones de compresión,, el criterio 

do von Mises apresa otra imprecisión a las previstas.

necesario conocer exper.vnentalmente el cnj^iortn- 

iiiií'nt.n elasto-plástico de los tubos do Zircnlov, pnra b r i l l r i r  

las superficies de carpa que contemplen anisotropíaj efecto 

Dauschinger, temperatura, irradiación, creep y relajación a lo 

lar^o del tiempo de servicio, incluyendo la región afectada ñor 

la soldadura. Fisto permitirá confeccionar modelos para conocer 

el estado de tensiones y deformaciones en función del tiempo.

Estados de tensiones y deformaciones locales se pre­

sentan en la zona de los patines deslizantes jr en la interaK- 

ción de la vaina con las pastillas combustibles a las que se 

superponen las tensiones térmicas, en las zonas activas de las 

barras.
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