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I.1 LA NOCION DE ORDEN EN LA MATERIA: EL GAS IDEAL Y LOS
SOLIDOS CRISTALINOS

Cada estado de la materia ¢std caracterizado por 1a manera en la que se
distribuyen los 4tomos que la componen. Las propiedades de un cuerpo ya sea
gaseoso, lfquido o sélido, dependen de 1a configuracién de los 4tomos en su in-
terior. La distribucién atémica m#is desordenada corresponde al estado gaseoso
y la teorfa cinética de los gases sc apoya precisamente en ese caos para explicar
las propiedades de un gas idecal. Los liquidos constituyen un estado de la materia
en el cual existe un orden parcial cntre sus constituyentes elementales (dtomos o
moléculas). Estos se nuclean formando pequefias agrupaciones en las cuales la
distribuci6n atémica (o molecular) cstd bien diferenciada de una distribucién al
azar. Sin embargo, no existe mayor relaci6én entre una agrupacién dada y sus
vecinos. Suele decirse que en los liquidos existe un orden de corto alcance entre
sus 4tomos. Desde este punto de vista los s6lidos amorfos se clasifican junto
con los liquidos en un mismo estado de la materia. Un s6lido amorfo como el
vidrio, por ejemp'o, no es sino un liquido de muy alta viscosidad.

Finalmente, el estado cristalino estd caracterizado por el ordenamiento
riguroso de sus 4tomos en toda su extensién. Se dice entonces que existe un
orden atémico de largo alcance. De la misma manera que las propiedades de los
gases ideales se e<plican en base al caos existente entre sus 4tomos, todas las
propiedades de la materia cristalizada depende directa o indirectamente de esa

distribucién ordenada. EIl objeto fundamental de la cristalografia es precisamente
el estudio sistemitico de ese ordenamiento desde un punto de vista geométrico.

La distribucién atémica en los cristales es periddica en las tres direcciones
del espacio. Conviene por lo tanto comenzar su estudio en base a una abstraccién:
la red geométrica de puntos. Como lo veremos més adelante (Seccibn II.2) una
red constituye el esqueleto sobre el cual se construyen las estructuras cristalinas
reales.

I.2 RED GEOMETRICA DE PUNTOS

Una red geométrica es un conjunto de puntos regularmente distribufdos en
el espacio de tal manera que uno cualquiera de ellos tienc a su alrededor una dis-
tribucién idéntica de puntos vecinos. A cada uno de los puatos de una red se lo
denomina nodo.

El concepto de red asf definido, aunque puede resultar diffcil de visualizar,
se intuye facilmente en la prictica. A los efectos de facilitar esta visualizacién,
comenzaremos por estudiar primero el caso de las redes planas para pasar luego
al caso tridimensional.



I.2.1 Redes Planas - Filas Reticulares - Celdas

Consideremos dos conjuntos de rectas paralelas y equidistantes entre si,
que se cortan segin 4ngulo cuilquiera, Fig. I.1. Las intersecciones de estas
dos familias de rectas determinan un conjunto de puntos que constituyen los
nodos de una red plana. Se puede ver en la Fig. I.1. que un nodo cualquiera tiene
a su alrededor una distribucién de nodos vecinos idéntica a la de cualquiera de
los demés. Uno de ellos puede clegirse arbltrarxamente como origen O.

A partir del origen pueden trazarse dos vectores ay b a los que llamaremos
vectores base de la red, cuyas direcciones sean las correSpondlentes a las dos
familias de rectas originales y cuyos médulos a y b, respectivamente, sean
iguales a la distancia entre dos nodos vecinos segin esas mismas direcciones.
Los sentidos positivos de los vectores base se pueden clegir arbitrariamente.
Cualquier nodo de la red queda entonces definido por el extremo de un vector
que es combinacibn lineal de los vectores base.

s

Ty, = Ud + vb (I.1)
uv

donde u y v son enteros cualesquiera, positivos, negativos o nulos. El nodo
correspondiente se denomina simplemente (u,v).

Segln las direcciones de a y b los nodos de la red se distribuyen en
intervalos regulares de longitudes a2y b, respectivamente. Una disposicién
peribédica similar, aunque con distintos espaciados, se observa también seglin
cualquier otra direccién definida por dos nodos cualesquiera. Esta sucesién de
puntos alineados se denomina fila reticular; cada direccién o fila reticular en la
red queda definida entonces por un vector ?uv, ec. I.1, donde u y v son enteros
cualesquiera primos entre si, ver ejercicio E.I.6. Una direccién se denomina
en forma abreviada (u,v]} . Por ejemplo, en la red plana de la Fig. I.1 la di-
recci6én(1, 1) est4 definida por el vector oP y contiene a los nodos O,P,P',P",
etc. Cualquier fila reticular paralela a una dada de fndices [u, v] tiene sus
mismas caracteristicas geométricas. A todo este conjunto o familia de filas
reticulares se lo designa con los mismos indices. Es 1mporta.ntn notar también
que en toda familia de filas reticulares (u,v) estdn contenidos todos los nodos
de la red, incluido por supuesto el nodo origen.

Siempre con referencia a la Fig. I.1 se puede ver que las dos familias
de rectas originales dividen el espacio ¢n compartimentos a los que llamaremos
celdas. Toda la red puede considerarse como la simple repeticién de una celda
convenientemente elegida. En la figura mencionada, la celda que més intuitiva-
mente describe la red es la determinada por el paralelogramo que tiene por
lados a los vectores base a y b definidos anteriormente. Su d4rea es numéri-
camente igual al producto vectorial (Ver Apéndice ).

A=\Z x-ﬁl (I.2)

Cada una de estas celdas contiene 4 nodos. Estos a su vez son comuhes



Fig.I.1. Esquema de una red plana de puntos. Un nodo cualguicra de la red
tiene a su alrededor una distribucidon de nodos idéntica a la de les demés.

A partir de un origen arbitrario O se trazan los vectores basces a NS . La
direccién o fila reticular (1 ,1] esti tefinida por el vector OP vy contiene a los
nodos O, P, P', P" ... Se muestran también cinco tipns posibles de celdas

que por sucesivas traslacionss definen In red considerada.



a 4 celdas y por lo tanto, cada celda contiene en total un solo nodo. Celdas de
este tipo que contienen solamente nodos en sus vértices, se denominan primi-
tivas. Pero la aleccién de la celda primitiva de una red no es Gnica, como se
puede ver en la Fig. I.1. Més adelante, en la secci6n (I.2.4), al tratar el caso
general de redes tridimensionales, se discutirn los criterios de elecci6n de
una celda en una red dada. Por el momento es importante destacar que siempre
existe una relacién entre el’drea de una celda y el nimero de nodos que ésta
contiene. En efecto, si a cada celda corresponde un nodo, el nimero de celdas
primitivas debe ser igual al nimero de nodos que contiene la red. Como este
nimero es independiente de la celda elegida, podemos concluir que una red dada
contiene un nimero constante de celdas primitivas independientemente de la
forma que éstas tengan. Si adem4s se tiene en cuenta que el 4rea total de una
red plana es independiente de la eleccién de la celda, se deduce inmediatamente
que en una red todas las celdas primitivas tienen igual 4rea. Si una celda con-
tiene dos nodos (un nodo compartido en cada vértice y un nodo propio p.ej. en

el centro) el nimero de estas celdas deber4 ser igual a la mitad del nimero total
de nodos. Por lo tanto una celda con dos nodos tiene un 4rea igual al doble de la
correspondiente a una celda primitiva. Tal es el caso de la celda "2'" de la

Fig. I.1. En general, una celda conteniendo n nodos tiene un 4rea n veces mayor que
1a de una celda primitiva.

Entonces, si una celda est4 definida por dos vectores cualesquiera de la red

Tov ™ ua + vb
- . (1.3)
T = u'a + v'b
su superficie estard dada por (ver Apéndice ).
R I U 4
S=(axb)
u'v'
y la celda contendréi n nodos si
uv
= +n (€.4)
u' v'

En cambio, la celda ser4d primitiva si el valor del determinante (I.4) es igual a
+1.

I.2.2 Redes de Bravais en el Plano

Hemos visto que, dada una red, existen varias posibilidades para la eleccién
de la celda primitiva que la describe. Si por alguna razén (ver secci6n I.2.4) se



prefiere describir la misma red por medio de una celda més compleja, las posi-
bilidades de eleccién aumentan enormemente, llegando a ser infinitas en el caso
de una red plana infinita, Sin embargo, la geometria de las celdas que pueden
llegar a describir una red bidimensional tiene que ajustarse necesariamente a
alguno de los cinco tipos que se detallan en la Tabla 1.1,

TABLA 1.1
Forma de la celda Ejes de la Angulo entre Nombre de
celda ejes la red
1 Paralelogramo General a#Z b # 90° Oblicuo
2 Con un nodo
en cada vér-
tice
Rectangular a¥Z b = 90°
Con un nodo Rectangular
3 suplementario centrado
en el centro
4 Cuadrada a=b = 00° Cuadritico
5 Romboidal con a=b = B0° Hexagonal
lados a 60°

En otras palabras, un conjunto plano de puntos dispuestos de tal manera que
cada uno de ellos es equivalente a los demés, se puede describir solamente por medio
de uno de los cinco tipos de celdas mencionados, que se denominan Celdas de Bravais

planas.

Esta limitaci6én respecto de las formas posibles de una celda plana se ird
viendo méis claramente en los ejercicios de aplicacién. A titulo de ejemplo diremos
solamente que todas las celdas primitivas que pueden describir la red de la Fig. 1.1
tienen una caracteristica comiin: todas pertenecen al sistema oblicuo.

I.2.3 Redes Tridimensionales. Filas Reticulares. Celdas

Una red tridimensional es un conjunto de puntos en el espacio distribuidos de tal
manera que cada uno de ellos es equivalente a los demis, es decir que tiene una
disposicibén idéntica de puntos a su alrededor. So puede generar a partir de una
red plana construida sobre los vectores base 3 y b ~desp!azando todos los nodos
de la misma segln un tercer vector ¢ que no pertenezca al plano determinado por
3 y b. De esta manera, un nodo cualquiera (u,v,w) de 1a red tridimensional




queda identificado por el extremo de un vector.

T  =ua+vb+we (1.5)
uvw
donde u,v y w son enteros cualesquiera, positivos, negativos o nulos. De la misma
manera que en una red plana, un vector como el dado por (I.5) conu,vy w primos
entre si, define una _fila reticular o direccién [u,v,w] y todas las filas paralelas
a la misma. Cualesquiera seanu, vy w, una familia de filas reticulares [ uvw]
contiene a todos los nodos de la red, incluido el origen.

Tres familias de filas reticulares, no coplanares entre si, dividen al espacio
en celdas tridimensionales y de manera andloga al caso de las redes planas, piede
considerarse a la red generada por sucesivas traslaciones de estas celdas. En la
Fig. I.2 se muestra en forma esquemadtica una red tridimensional de puntos y tres
tipos posibles de celdas primitivas.

I.2.4 Redes de Bravais en el Espacio

De forma anfloga al caso de las redes planas, la geometria de las celdas que
pueden describir una red tridimensional es muy limitada. En efecto, sélo existen
14 formas posibles de celdas que por sucesivas traslaciones pieden generar una
red. Estas celdas reciben el nombre de celdas de Bravais y se esquematizan en
la Fig. 1.3.

Cualquier otra disposicién tridimensional de puntos que cumpla con la defini-
ci6én de red, necesariamente tiene que estar comprendida dentro de alguna de estas
14 redes. Como veremos en el Capftulo II, por propiedades comunes de simetrfa,
estas 14 redes se agrupan en 7 sistemas reticulares. Las celdas respectivas se
caracterizan, adem4s de su forma geométrica especifica, por la disposicién de los
nodos en las mismas. En efecto, existen celdas con nodos en los vértices, en los
centros de las caras, o en los centros de los respectivos volimenes. Siguiendo las
reglas establecidas por la Uni6n Internacional de Cristalograffa, las celdas se
denominan de la siguiente manera de acuerdo a la disposicién de sus nodos:

p : Primitiva. Nodos en los Vértices solamente.

I : Intracentrada. Nodos en los vértices, méds un nodo adicional en el
centro de la celda.

F : Centrada en las caras. Nodos en los vértices, méis nodos adicionales
en los centros de cada una de las caras.

A,BoC Centrada solamente en dos caras opuestas, perpzndiculares al eje 2a,

al eje b, o al eje ¢, respectivamente.

Las caracterfsticas geométricas de las 14 redes de Bravais de la Fig. I.3
se resumen en la Tabla I.2. Cualquier otra celda no inclufda entre las 14 de
Bravais, o bien no describe una red, o puede reducirse a una celda de las ya
emumeradas. En los ejercicios de aplicacibén se verin algunos ejemplos de trans-
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Fig.I.2. Esquema de una red tridimensional de puntos. Los vectores 5, b y C

tres tipos posibles de celdas.



formaciones de celdas en una red.

TABLA 1.2
N° de redes Relacion entre los lados
Sistema Reticular posibles Tipos de Celdas a,b y ¢ y sus 4dngulos
respectivos

Triclinico 1 P a¥bfc xp0BEY
Monoclfnico 2 PyBoPyC a7fbFfc == 4%
Ortorr6mbico 4 p,C,I,F aZb#c o= P=¥ =90
Tetragonal 2 pP,I a=b7fc o=p=y =9
Trigonal 1 P a=b=c¢ of = (= ¥ <120°#30°
Hexagonal 1 P a=b+c X = (=90" ¥=120°
Cibico 3 p,I,F a=b=c¢ X =ps ¥ =930°

Un razonamiento anilogo al que se hizo con las redes planas muestra que existe
una relacién directa entre el volumen de una celda y el nimero de nodos que ésta con-
tiene. En efecto, los 8 vértices de una celda primitiva son compartidos con 8 celdas
vecinas. El nimero de nodos de una red tridimensional es por lo tanto igual al nGmero
de celdas primitivas. Si una celda no primitiva contiene n nodos, su volumen es n veces
mayor que el de la celda primitiva. El volumen de una celda cualquiera que tiene por
aristas a los vectores.

-

= ua+vb + we

r
u,v,w

oy N oy ™ o

Toylwt - ua + vib + w'c (I.6)
T et ,,=u"§ + vib o+ w'e

u''v''w

se calcula mediante el producto doble mixto (ver Apéndice A )

-— - -—

V.= (r Xr ). T

c uvw ufv'wr o ulviwe
uvw
= u'v'w' (abc) I$.7n
u"v"W"

donde (abc) representa el producto doble mixto de los vectores elementales E,B y c.
La celda serf primitiva si

uvw
u'v'w' =
u''v''w'"

1 (1.8)

1+
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Fig.[.3. Las 14 redes de Bravais. Existen solamente 14 formas posibles de
celdas que por sucesivas traslaciones pueden generar uni red.
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Fig.I.4. Ejemplo de celda primitiva v celda miltiple. La red cbica de caras
centradas se describe por una celda primitiva trigonal constituida por tres

vectores 3, b y ¢ de igual longitud, formando 60° entre si. Pero las simetrias
de la red se ven mis claramente representadas si se utiliza una celda cabica

miltiple de orden 4.
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y en cambio contendré n nodos si el determinante (I.8) es igual a + n.

Dada una red y elegida una celda para describirla, ésta siempre podra ser
transformada en otra, que deberd ser un caso particular de las 14 redes de Bravais.
Los criterios para describir una estructura reticular en base a uno u otro tipo de
celda responden fundamentalmente a razones de orden préictico. En ciertos casos
puede resultar cémodo utilizar una celda primitiva, dada la simplicidad de las mis-
mas pero también es comiin el emp'eo de celdas miltiples que por alguna razén,
ya sea por tener lados iguales entre s o 4ngulos rectos =ntre sus ejes, resaltan
més claramente alguna de las simetrfas de la red que se quiere describir.

El ejemplo més ilustrativo de eleccién de celdas miltiples para descrikir
una red es sin duda el de un caso particular del sistema trigonal. La celda pri-
mitiva de este sistema estd constituida por tres vectores de igual longitud

a=b=c
que, para el caso particular de

:(5:3': 60°

se puede transformar en una celda conteniendo 4 nodos, correspondiente a la red
clbica F, Fig. 1.4.

En efecto, en base a los vectores a , b y c se puede construir una celda
clbica F definida por los tres vectores

rig, C a + b + ¢
Tij; = a = b + ¢ (I1.9)
Typ- &+ B -3
De acuerdo a (I.7) el volumen de la nueva celda serd
V. (celda cdbica F) = Vc (celda trigonal) —i—li_lll

o sea
Vc (celda ctbica F) = 4 Vc (celda trigonal)

Es decir que el sistema trigonal con o=@ =¥ =60°se puede describir tanto
por una celda primitiva trigonal de tipo P como por una celda ctdbica F conteniendo
4 nodos. En general se prefiere esta Gltima representacién, puesto que ¢s mucho
miés fAicil visualizar un cubo en el espacio que un rombohedro y adem4s, quedan
puestas en evidencia mucho més claramente las simetrias del sistema.



I.2.5 Planos Reticulares - Indices dec Weiss y de Miller

La red tridimensional presenta un elemento nuevo respecto de las redes
planas: el plano reticular. Todo plano determinado por tres nodas no alineados,
por dos filas reticulares paralelas o por dos filas reticulares que se cortan en
un puanto, es un plano reticular. Es fdcil ver que los nodos pertenecientes a los
planos reticulares de una red tridimensional, constituyen una red plana.

En una red tridimensional infinita, existen infinitos planos reticulares.
Dado un plano reticular cualquiera, existe una familia de infinitos planos, regu-
larmente espiciados, que son paralelos al mismo. La distancia entre dos planos
veciros se denomina espaciado. Igual que en el caso de las filas reticulares,
una familia dada de planos contiene todos los nodos de la red y en particular, el
nodo orfgen. Por lo tanto, el espaciado entre planos reticulares piaede considerarse
también como la distancia desde el origen al plano de l1a  familia que se encuentra
més préximo al mismo.

Un conjunto de planos de distintas familias que se cortan segin una misma fila
reticular, define una zona. Si la fila reticular tiene i’ndices[u, v, w]ésta constituye
el eje de zona [u, v, w} o mds brevemente, la zona(u, v, w)

En cuanto a la forma de notaci6n para los planos reticulares, existen varias
posibilidades. La orientacién de una familia de planos queda perfectamente deter-
minada si se espzcifican los dngulos o, y ¥ que forman la normal a los mismos
con los tres vectores base 2, E, y ¢. Pero esta notacién hace muy diffcil la identi-
ficacién de la familia de planos correspondiente y su uso no resulta préctico. Es méis
fdcil visualizar en cambio la orientacién de un plano dado si se conocen las intersec-
ciones del mismo con los tres ejes de referencia, medidas en fracciones o mfltiples
de las longitudes a, by c. Asf por ejemplo, en la Fig. 1.5 a) el plano ABC puede
designarse por el conjunto de nimeros 121 y el plano DEF por 243.

Este conjunto de tres nimeros, qiile se conocen como indices de Weiss, podrfan
utilizarse para caracterizar los distintos planos reticulares. Sin embargo, su uso
resulta inc6modo cuando es necesario referirse a planos paralelos a los ejes.
Mucho més précticos resultan entonces los llamados fndices de Miller. En geaeral,
si un plano cualquiera de una familia (conjunto de planos paralelos entre sf) corta
a los ejes de referencia en los puntos u, v, w, todo el conjunto de planos queda
identificado por tres nimeros enteros definidos por

h=M k=M 1= M (1.10)

u v w

donde M es el minimo comin miltiplo de los indices de Weiss u, v, w. Los indices
(h,k,1) representan pues, un plano que corta a los ejes de referencia en los puntos

b b

~ o

a <
h 1



6v*\

a
h

e
Fig. 1.5. a) Planos reticulares en una red tridimensional de
puntos ABC: plano de fndices de Weiss (121), o Indices de
Miller (212). DEF: Indices de Weiss (243) o indices d= Miller
(643). b) Familia de planos de fndices de Miller (210), de es-
paciado reticular dyi). Esta es también la distancia del origen

al plano mds cercano. Se indizan también los planos de Indices
de Miller (200) v (0i0).
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Fig.I1.6. Relacibn entre los Indices de Mlller Bravals (hkjl) en la red hexagonal
descripta por cuatro vectores base “1 , az, a3 y C. Se puede demostrar que
h + k = -j.
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y todos aquellos paralelos a éste, separados entre s{ por una longitud dy igual
a la distancia entre el plano (hkl) y el origen. Por ejemplo, los fndices de Miller
del plano ABC de la Fig. I.5 (a) son

h=2 k=1 1=2

y toda la familia se designa con (212). En la Fig. I.5 (b) se ha representado la
familia de planos (210). Si un plano reticular corta a algin eje de referencia en
la direccién negativa, el signo (-) se indica con una barra arriba del indice co-
rrespondiente, p.ej. (110). '

Un caso particular en la notaci6én de Miller lo constituye el sistema hexago-
nal, Fig. 1.3, en el cual los planos reticulares se suelen designar entre otras po-
sibilidades (ejercicio E.I.12) por cuatro fndices (h k j 1), llamados fndices de
Miller-Bravais . Estos corresponden a las inversas de las intersecciones del
plano considerado con los tres ejes 21, 5.'2 y 5.'3 que forman 4ngulos de 120° entre
sf en el plano basal de la celda y con el eje ¢ normal a dicho plano, Fig. I.6.

Los tres primeros fndices h, k, j estdn ligados por una relacién que se puede
deducir fdcilmente a partir de la Fig. I.6. Es evidente la relaci6n

a o a
area OBD = 4drea OAD + area OAB

Estas 4reas pueden expresarse en funcién de los productos vectoriales (ver Apén -
dice A ).

-t — -— — -— -—
OB x OD = OAxOD ., OAx OB
2 2 2
es decir
a a a a
2 . 3 gen120°= _1 _3 sen 60°+ 24 _a_‘_g_ sen 60°
ko (-h) j B &
Como
a =a = a
1 2 3

resulta finalmente
h+k+j=0 (I.11)

Dada esta relacién se suele utilizar una notacién de Miller reducida para designar
planos en el sistema hexagonal, obviando el tercer fndice

(bk . 1)

sobreentendiéndose que



16

j=-h-k

Pero la notacién completa de Miller Bravais con los cuatro fndices es més clara,
puesto que pone de manifiesto las simetrias propias del sistema hexagonal. Asf,
por ejemplo, los planos (1100) y (1010) tienen la misma geometria y se dice que
son cristalogrdficamente equivalentes (ver Capftulo IT). En la notacién reducida
los mismos planos se designarfan como (110) y (100) respactivamente, y no es in-
mediato que estos fndices correspondan al mismo tipo de planos reticulares.
Oiros ejemplos serdn analizados en los ejercicios de aplicacién (E.I.11y E.I.12)
asf como las notaciones para determinar direcciones en el sistema hexagonal.

I.3 LA RED RECIPROCA

La representacién de planos reticulares en una red tridimensional suele ser
engorrosa. Bravais sugiri6é la idea de representar familias de planos reticulares
por medio de otra red obtenida de la original mediante una transformaci6én adecuada.
En esta nueva red, llamada reciproca, cada nodo corresponde a una familia de pla-
nos (hkl) de la red original o directa. La red reciproca, introducida inicialmente
como un simple artificio geométrico, tiene una enorme importancia en el estudio
de los sélidos y en particular, serd utilizada continuamente al considerarse la di-
fraccién de rayos X.

Supongamos una red tridimensional construida en base a la terna de vectores
a, b y ¢ que definen una celda de volumen Ve - (axb) c (Apendlce A). La red reci-
proca se construye en base a una nueva terna a*, b* y ¢* definida por

a*=bx¢ b*=cxa c*r=axb (1.12)
v, v, v,

Los médulos de e:tos nuevos vectores estdn dados en unidades de longzitud recipro-
ca. Por ejemplo, si a, b yc estdn medidos en A los vectores base de la red reci-
proca resultan medldos en A_ A partir de la def1m016n de a*, b* y ¢* y teniendn
en cuenta las propiedades del pratlucto entre vectores, se obt1ener1 las siguientes
relaciones

=}-Z). B C*.-(;:l

SDl

(1.13)

L

.b=a¥ ,c=b*.,a~b* ., ¢c=c*.a-c*¥.b=0

que suelen tomarse también como definici6én de los vectores base de la red recipro-
ca. A partir de ellas pieden deducirsc facilmete las expresiones dadas por (I.12).

Si la red directa es tal que los vectores a, b y ¢ son nrtogonales catre si,
caso de 1a red cibica p.ej., sc ticne que

\f)x_::l = be \EXE\ = ac \;xg\

V. - (@axb).c = abe



y por lo tanto

\;*l = %lg*l - 11;, lg*|= i, Vo * = a*b*c* = _IV; (I.14)

Estas relaciones, que son inmediatas cuando los vectores base de la red directa
son ortogonales entre sf, tienen sin embargo validez general y son consecuencia direc--
ta de las propiedades del producto vectorial y escalar de vectores (Apéndice A). De la
misma manera pneden obtenerse los d4ngulos «" , @* 3 ¥* entre los vectores
axy B*, b*y E*, T* y a*, respectivamente, en funcién de los 4ngulos correspondientes
x,® y ¥ , entre los vectores base de la red directa.

I.3.1 Propiedades de 1a Red Reciproca

Comenzaremos por demostrar la propiedad fundamental de 1a red recfproca.

A toda familia de planos (hkl) de la red directa, le corresponde
un nodo en la red reciproca definido por el extremo del vector
-— — - —

r*hkl = h a* + kb* + lc*

cuya direcci6n es normal a los planos (hkl) y sumédulo igual a la
reciproca del espaciado dhkl entre dichos planos.

Consideremos el plano de la familia (hkl) que pasa méis préximo al origen O.
Por definici6én de Indices de Miller, este plano corta a los tres ejes de referencia
en los puntos

T

a ¢
h 1

-
respectivamente. Para demostrar que el vector r* . es normal al plano (hkl)
basta con demostrar que es normal a dos vectores no paralelos de dicho plano.

En la Fig. 1.7 se puede ver que dos vectores contenidos en el plano (hkl) son

y

~lod
|
ool
—iod
i
=o'l

Calculando el producto escalar de ;*hkl con el primero de ellos

- b -‘_h‘* kb 1o* b
AT - Il G R

=l |

)

segln las expresiones (I.13) resulta

;*hkl. (E-%): 1-1=0
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- |a

Fig.i.7. Todo vector r*,, en la red reciproca es parpendicular a los planos
de fndices de Miller (hkl) y su médulo vale ‘;*hkll = 1

Ay
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Anilogamente se demuestra que también es nulo el producto
-y i

- c b

Tk ¢ (1 - E)
y por lo tanto el vector reciproco ;*hkl es normal al plano (hkl).

Por otro lado, notemos que el punto P, Fig. I.7 es la proyeccién_‘del origen O
sobre el plano (hkl). Luego, el vector OP tiene la misma direccién de r*yy vy su
médulo es el espaciado dhkl' Calculando el producto escalar

r* .
hkl

=il

y teniendo en cuenta que OP es la proyeccion de -2-_1. sobre ;*hkl
h

-

r*hkl .

- .|6i'>|=\}'*hk1| 4

-‘*
r hk1|

il

Pero por otro lado

- - - - e —ly
r* .a = (ha*+kb+1lc*). a =1
hkl ° = =
h h
con lo que resulta finalmente
\ o |= 1 (1.15)
hki

Uhi1

De la propiedad fundamental rexpresada por (I.15) se deduce también que si el
nodo (hkl) de 1a red reciproca, perteneciente a la fila reticular definida por el vector
;*hkl’ con h, k, 1 primos entre sf, representa una familia de planos reticulares de
espaciado dyi), el nodo siguiente (2h, 2k, 21) representa una familia de planos de
espaciado mitad. Fig. I.8.

En efecto, el nodo 2h, 2k, 21 estd definido por el extremo del vector

- -
% = %
™on, 2k, 21 ~ 2T hk

De acuerdo a (I.15) su mddulo es

T = 2| |= 2 = 1 (1.16)
2h, 2k, 21 hkl , —
hkl
2

y puede considerarse por lo tanto como un vector que representa en el espacio reci-
proco a una familia de planos de espaciado dy /2. Esta nueva familia de planos reti-
culares tiene caracterfsticas singulares, puesto que solamente uno de cada dos planos
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<
*
‘ (hkl)
N
/ >
/ ~
/ _—
P b
k
9

-l -t
r*ohok2l = 2T hkl
la red directa de espaciado (dhkl/Z).

Fig.1.8. Un vector de la red reciproca corresponde a una

familia de planos de



de la misma tiene existencia real, tal como puede verse en la Fig. I.8. De la misma
manera, un nodo de la red recfproca (nh, nk, nl) representa una familia de planos
de Indices (hkl) pero cuyo espaciado es dpi/n. Por el momento consideraremos esta
propiedad como una simple consecuencia de la definicién de red recfproca, pero mis
adelante, al tratar la teorfa de la difraccién de rayos X por una sustancia cristalina,
veremos la utilidad de esta formulacién.

Otra propiedad de la red reciproca es la siguiente:

La red reciproca de la red reciproca
es la red original o directa.

En efecto, las relaciones (1.12) o (I.13) que se pueden usar indistintamente
para definir la red recifproca de una red dada, son simétricas. La propiedad funda-
mental expresada por (I.15) se puede aplicar entonces a la red reciproca y por lo
tanto a cada familia (uvw) de planos reticulares de 1a misma le corresponde un nodo
en la red directa, ver ejercicios E.I. 24 y E.I. 25.

Otra consecuencia de la propiedad fundamental I.15 es que cuanto mayores son
los Indices (hkl) de una familia de planos, tanto mayor es ?*hkl y por lo tanto
menor el espaciado dhkl.Inversamente, cuanto menores son los fndices, mayor es
el espaciado entre los planos correspondientes. Dado que el nimero de nodos es
constante, cuanto menores son los Indices, mayor es el nimero de nodos que con-
tiene cada uno de los planos de la familia. Si suponemos por un momento que cada
nodo contiene un 4tomo, formando de esta manera un cristal (ver capftulo II) los
planos de pe queiios Indices son los que estin mds espaciados eatre sf. Las fuerzas
atébmicas de cohesién son por lo tanto menores entre estos planos y es l6gico pzasar
que el cristal se pueda "romper'' méds facilmente seglin dichos planos. Este fen6me-
no, conocido desde hace mucho tiempo en una gran variedad de cristales naturales,
se conoce con el nombre de 'clivaje'. Estos cristales suelen quedar limitados en-
tonces por caras que corresponden a planos atémicos de pequeflos fndices, que son
los que definen la forma macroscépica del cuerpo. Por esta razén se suele denominar
a los planos de pequefios Indices (hkl) como los més "importantes''. En los metales,
en cambio, este fen6meno se hace sentir en el curso de 1a deformacién pldstica:
el deslizamiento durante la deformacién se produce sobre los planos méis espaciados
entre sf y por lo tanto de mayor densidad atémica. Por ejemplo, en el aluminio los
planos que deslizan preferencialmente son los fndices de Miller (111).

I.3.2 Utilidad del Formalismo de 1a Red Reciproca

La red reciproca definida por los vectores 3*, 5*, g*, fue obtenida a partir de
una celda construida en base a una terna 4, 5, ¢ de la red directa. Si elegimos otra
celda para describir la red directa, correspondientemente cambia la celda y los vec-
tores de referencia que definen la red reciproca segtn (I.12). Pero la red descripta
es la misma dada la correspondencia entre planos de una red y nodos de la otra. Es
evidente que esta correspondencia debe ser independiente de la celda elegida para
describir la red directa.



Al efectuar un cambio de celda, solamente cambian los fndices de los nodos y
las filas reticulares y los fndices de Miller de las distintas familias de planos. El
formalismo e la red reciproca nos permite hallar rdpidimente los {ndices referidos
a la nueva celda. A tftulo de ejemplo, veremos como se | transforman los fndices de
Miller de una familia de planos. En efecto, sean d, b y ¢ los vectores sobre los cua-
les estd construfda la celda original y sean

- - -

ua+vb+we
- bnd bad

ua+vb+we (I.17)
- -y —

= ua+ v'b + w''c

il

@Y Yesl o
!

los vectores que definen la nueva celda. Queremos hallar ahora los nuevos i’ndices de
Miller (HKL) de una familia de planos reticulares referidos a los vectores A B y C
en funmén 43 1os fndices (hkl) de la misma familia referidos a la terna pnm1t1va a,

b y ¢. Comc la distancia entre planos reticulares es siempre la misma, independlente
del sistema de referencia elegido, se verifica que

HZ*+K]§*+LE* = h5*+k5*+15*

Multiplicando escalarmente miembro a miembro por K*, B* y C* sucesivamente
y teuiendo en cuenta las relaciones (I.13) se obtiene finalmente

H=hu+kv+lw
K=hu' +kv'+1w (1.18)
L=hu +kv'+1w"

que son 1as expresiones buscadas. En los ejercicios se verdn otros ejemplos de aplica-
ci6n del formalismo de la red recfproca.
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EJERCICIOS DE APLICACION

E.I.1

E.1.2

E.I.3

E.I.4

E.I.5

E.I.6

E.I.7

Cudles de las cinco celcdas dibujadas en la Fig. I.1 son primitivas.
Cuéntos nodos contienen 1as que no son primitivas. En cada caso,
cuil es la relacién entre el niimero de nodos y el valor del determi-
nante dado por la ec. 1.4.

Elegir tres celdas primitivas en la red plana de la Fig. I.1 y demos-
trar que tienen igual 4rea. En la misma red, elegir dos celdas no pri-
mitivas y determinar sus 4reas. Cu4l es la relaci6n entre el 4rea de
cada una de esas dos celdas y el nimero de nodos que contienen.

Demostrar que el sistema reticular oblicuo centrado, que no estd in-
clufdo en los cinco tipos de redes planas de la Tabla I, se puede en
realidad reducir a un sistema oblicuo simple.

Por qué el conjunto de puntos de la Fig. 1.9, supuesto infinito, no sa-
tisface a la definici6n de red geométrica dada en I.2. Es posible des-
cribir este conjunto mediante la repeticién sistemdtica de alguna
celda? En caso afirmativo, cudl podria ser ésta?

Demostrar por qué no aparece la celda tetragonal de caras centradas
en las 14 redes de Bravais. Por qué la estructura hexagonal compacta
no es una red de Bravais.

Demostrar que si u y v son enteros no primos entre sf, la direcci6n
definida por

-y
T =ua+ vhb
u,v

es la misma que la definida por

-

-
a+vb
n

donde n es el miximo comin divisor de u y v.

Basta demostrar que los dos vectores son paralelos. En efecto resulta
que
- -t
r
Por lo tanto, una direccién se define por vectores del tipo r, o con
uy v primos entre sf. ’

La celda elemental _en una red tridimensional est4 dada por una terna
de vectores a, b y ¢, que forman entre sf 4ngulos o 0y ¥ .



Fig.1.9. Conjunto de puntos distribuifdos periédicamente pero que no constituye
una red puntual, de acuerdo a la definicién.



E 01011

Dibujar en figuras separadas

las direcciones (oo1) (111} fo12) (110) (101) (122
los planos (001) (111) (012) (110) (101) (122)

para cada uno de los casos siguieates

a=b=c¢ & =0 =% =290°
a=b#c % 0= ¥ =90
a=b=c o« 0B #Y

Dibujar en una red éGbica los planos caracterizados por los siguientes
fndices de Miller

(100)(001) (110)(101) (111)(111)

En una celda ctbica indicar grificamente las direcciones (015] y [112]
que pasan por el panto (0, 1, 0).
2

Demostrar que si un plano reticular estd dado por los fndices de Miller
(hkl), a todo plano paralelo al mismo le corresponden los mismos fndices.
Por definicién de fndices de Miller, el plano de la familia (hkl) que pasa
m4s cerca del origen @ corta a los tres ejes de referencia en los puntos
a/h, b/ky c/1 (ejercicio anterior). Todo plano paralelo al mismo, Fig.
1.10, cortaré a los tres ejes en segmentos que son miltiplos de los segmen-
tos anteriores, es decir

m

? m ?

=l

=g K

Los fndices de Miller de este plano son, por definicién, las inversas de
estos segmentos

h

1
m m

glw

multiplicadas por el minimo com(n mdltiplo de los mismos, que en este
caso es m. Luego, los fndices de Miller de todo plano paralelo al designado
por (hkl) son también (hkl).

Direcciones en la Red Hexagonal.
Notaci6n de tres ejes. Tomando como referencia los ejes a ,a9 y c que de-
finen la celda monoclinica de la Fig. .3, una direccién cualquiera de la red

hexagonal se expresa como

T=ug +va,+we = (U, v, w)
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Fig.1.10. Esquema para demostrar que si un plano reticular esti dado por
los indices de Miller (hkl) a todo plano paralelo al mismo le corresponden
los mismos f{ndices.



/ ay ¢ Normal al plano
de la figura.

- -

Fig.I.11. Direcciones en la red hexagonal descripta por tres ejes 31, agyc.
Este Gltimo es normal al plano de la figura.
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\[51’20] = (11.0]

¢ NORMAL AL
PLANO DE LA ¢ i alui i

FIGURA. ® > [i70=120]

(0710)= [01.0}
e--¢ o o o o
\

\

, L | o |

[2110] 2 {21.0]

-

Fig.1.12. Direcciones en la red hexagonal descripta por cuatro ejes é‘l, 32, agy c.



29

Pero esta notacién presenta el inconvenie nte de que direcciones cristalogrifica-
mente equivalentes pueden no tener la misma forma algebraica. Por ejemplo,

las tres direcciones compactas en el plano basal se designan, respectivamente
(100) , (010} y(il0), Fig. 1.11. Este inconveniente se puede obviar si se intro-
duce un cuarto eje de referencia a3 sobre el plano basal, tal que dg = -(a +a o)
como ya se ha hecho en la secci6én 1.2.4, Fig. 1.6 al deflmr los indices de
Miller-Bravais para una familia de planos . Toda direccién se representa enton-
ces por un vector

;=u§1+v£2+t§3+w85 [u, v, t, w)
con
t=—(u+v)

Los fndices u, v, t, w de una direcci6én son entonces iguales al nﬁme ro de
veces que se ha tenido que trasladar cada uno de los vectores al, az, 5: y c
respectivamente, para formar un vector coincidente con la direcciba dada
tomando siempre la precaucién de que el nimero de traslaciones del vector
5.'3 sea igual y de signo contrario, al nimero de veces que se han trasladado
y 5’2. En la Fig. 1.12 se muestran algunos ejemplos de direcciones sobre
el plano basal. De esta manera, a direcciones cristalograficamente equiva-
lentes le corresponden fndices que son permutaciones algebraicas de un
mismo conjunto. Por ejemplo, las tres direcciones compactas en el plano
basal en esta notacién, pertenecen a la misma forma de fndices <1120) ,
Fig. 1.12. En la misma figura se indican también las notaciones abreviadas
en las cuales se ha eliminado explicitamente el indice superfluo t, Pero esta
notacién de tres fndices (u, v . w] siempre esth referida a un sistema de
cuatro ejes y no debe confundirse con la notacién [U,V,W) correspondiente
al sistema de tres ejes definidos al comienzo. Los dos sistemas de Indices
por supuesto guardan una relacién entre sf que se obtiene reemplazando
t y 23 por sus expresiones respectivas [ - (u +v)] v [- (51 +d,)] con
1o cual resulta :

U=2u+v V=u+2v W=w

También se suele utilizar una variante d¢ la celda ortorrénbica, llamada
celda ortohexagonal, centrada en las bases, para describir la red hexagonal,
Los vectores (5, b, c) que definen esta celda son

a=a1,b=a1+2a2,c

y una direceibén cualquiera en el espacio ge describe por un vector
T=pa+qb+re = (p. q, r]

Esta notaci6én presenta la misma desventaja de la correSpondlente ala
celda monoclfnica definida por los vectores al, a9 y ¢. Pero dado que los
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TRAZA DEL
PLANO (HKL)=(230)

¢ NORMAL AL PLANO
DE LA FIGURA

Fig.I.13. Orientacién de los vectores en la red reciproca respecto de los
vectores de la red directa para el caso hexagonal. En la notacidn en tres ejes

todo vector ?*HKL es pzrpendicular a la familia de planos de indices de

Miller (H.K.L).
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nuevos vectores base 2, b y € son ortogonales entre sf, las expresiones
cristalogréficas deducidas en base a esta celda toman una forma muy sim-
ple (ver tabla del artfculo de Otte y Crocker). La relaci6én entre los fndi-
ces (p,q,r] y [U,V,W] astd dida por

[U, v, W] = [p+q, 2q, r]
E.I.12 Planos en la Red Hexagonal

Se ha visto en la secci6n I.2.4 la notacién de cuatro fndices (hkil) llamados
de Miller y Bravais, para designar las distintas familias de planos reticu-
lares de la red hexagonal, tomando como referencia cuatro vectores

a1, 39, 83 y ¢. Fig. 1.6. También se dedujo la relacién existente entre
los fndices h, k, i que daba origen a la notacién reducida (hk. 1). Si se
utiliza 1a celda monoclfnica definida por los vectores a;, a, y ¢,Fig. II.3
(), seccibén II.2, se puede ver facilmente que los fndices de Miller (HKL)
de una familia de planos son idénticos a los indices corresponalentes
en el sistema de cuatro ejes p=ro en su notacién reducida, es decir

(H, K, L) = (, k, . 1)

Al igual que en otras redes cristalinas, la normal F*HKL a una familia
de planos (H,K,L) se expresa en términos de los vectores de la red reci-
proca a*,, 3*2 y ¢* obtenidos en el ejercicio E.I. 27, Fig. I.13

Tk = . o * "

UKL Ha1+Ka2 +Lec
En cambio en el sistema de cuatro ejes 51, 52, 5'3, ¢ no es posible encon-
trar un sistema de vectores base que definan su red reciproca satisfaciendo
la definici6én dada en la seccién I.3. Pero se puede definir un sistema de
cuatro vectores

-5 2 - -

X = ————— * = = _2_9 * =
A1 3 a2 ay, A2 T2 a2, A3 3, C

que no son los reciprocos de (5.'1, 52, a_, ¢) pero que permite describir una
familia de planos de fndices de Miller—lgravais (hkil) por medio de un
vector perpendicular a la misma, del tipo

3% = hA* +kA* +iA * + 1C*
1 2 3

Finalmente en el sistema ortohexagonal a toda familia de planos le
corresponde un conjunto de {ndices (e,f,g) que se relacionan con (H,
K,L) mediante

f-e

(H, K, L) = (e9 _5— » 8)

Las expresiones para los espaciados cristalinos, 4ngulos entre dos
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Fig.I.15. Planos piramidales en la red hexagonal.
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Fig.I1.16. Zona [u,v,w] definida por los planos (hkl) y (h'k'l').



E.I.13

E.I.14

E.I.15

E.I1.16

E.I.17

planos, 4ngulos entre dos direcciones, etc., en los distintos sistemas de
referencia se resumen en el trabajo de Otte y Crocker asf como en las
Tablas ' Internacionales de Cristalograffa.

En la red hexagonal definida por los cuatro vectoras base 3‘1' a_,a y °
- Dibujar sobre el plano basal

a) 1as direcciones  [10i0) , (0110} y (1100)
b) las intersecciones de los planos (1010), (0110) y (1100) con
el plano deldibujo .

- Cuél es la relaci6n entre los planos y direcciones anteriores
- Dibujar los planos (1013), (1120) y (1121)

En la red hexagonal descripta por la celda monoclinica de la Fig. II.3 (b)
- Dibujar sobre el plano basal

a) las direcciones (110) , (110} y (110) _ )
b) las intersecciones de los planos (110), (110) y (110) con el
plano del dibujo

- Cuil es ahora la relaci6n entre planos y direcciones descritos con los
mismos Indices.

- En la red reciproca definida por los vectores al*, a2* y o* (ejercicio
E.I. 27) dibujar en el plano basal los vectores reciprocos [110][110] y_
[110) Cu4l es la relaci6n entre estos vectores y los planos (110), (110)
y (110) de la red directa.

Verificar que en el sistema hexagonal, los planos definidos por los fndices
de Miller-Bravais (1100) (1010) son equivalentes, es decir, contienen
la misma disposicién de nodos.Recordando que un fndice de Miller 0O
significa que el plano es paralelo al eje de referencia correspondiente, los
planos (1100) y (1010) son los indicados en la figura. Es inmediato que |
ambos planos son equivalentes puesto que constituyen los lados del mismo
prisma hexagonal. Por esta misma razén los p'anos reticulares de este tipo
se suelen denominar prisméticos.

Verificar que los planos (1i01) y (0111) son también equivalentes.

En efecto, éstas constituyen las caras de una pirdmide hexagonal formada
por el extremo del vector de referencia ¢ y la base hexagonal de la celda.
La disposicién de nodos es 1a misma gn ambos planos, que se suelen deno-
minar piramidales.

Cu4l es 1a condici6én para que un plano de Indices de Miller (hkl) pertenezca
a una zona(u v w) ?
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E.1.18

E.I.19

Si el eje de la zona est4 definido por un vector
T = ua+vb+we
uvw

y la normal al plano (hkl) es, en el espacio reciproco

-

T* _=ha*+kb*+1 ok
hkl
el plano estar4 contenido en la zona si se verifica que
r*hkl Tuyw =0
o sea
hu+kv+lw=20
que es la expresién buscada.

Cu4l es la condicién para que dos planos (hkl) y (h'k'l) pertenezcan
a la misma zona (u v w)

De acuerdo a la expresi6n obtenida anteriormeante deben verificarse
simultdneamente

hu+kv+lw=0
h'u +k'v+1'w=0

Cusles son los fndices (u v w) de 1a zona a 1a cual pertenecen dos
planos no paralelos de fndices (hkl) y (h'k'l) . Sila direccién(u, v, w)
estd contenida en ambos planos, deben verificarse simult4neamente
las dos ecuaciones del ejercicio anterior. Dividiendo ambas ecuaciones
por w, éstas constituyen un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas.
A partir de ellas se pueden obtener las relaciones

?

y
w

€|

que son suficientes para identificar la direccién buscada [ u,v , 1]

w oW
Multiplicando 1a primera ecuacién por h'Al'w y la segunda por h/11'w
se obtiene

11'w  11'w T

hh'u , kh'v , h'  _,

hh'u | hk'v = h =0

11'w 11'w 1

Restando miembro a miembro y reordenando resulta



E.I.20

E.I.21

E.I.22

Apilogamente se obtiene la expresién para u/w. Ambas se pueden
expresar ademéis como un cociente de determinantes

\hh'l \kk'l
v =111 u V11
w kk'l w kk'

hh' hh'\

En una red cristalina los planos (111) y (221) definen una fila reticular.

Otra fila est4 definida por los planos (121) y (101). Determinar los indi-
ces del plano (hkl) que contiene ambas filas reticulares. En otras pala-

bras se pide determinar el plano (hkl) que pertenece a las zonas deter-

minadas por los dos pares de planos reticulares mencionados.

Demostrar que si [u, v, w] es un eje de la red cristalina y (hkl) es
un nodo de la red reciproca correspondiente, se tiene

hu +kv+1lw = n

si el nodo (hkl) se halla sobre el n=ésimo plano (uvw) de la red recipro-
ca contando a partir del origen.

Utilizando el formalismo de la red recfproca cncontrir la cxpresion
general del espaciado reticular dyk] entre planos reticulares de una
familia caracterizada por Indices de Miller (hkl) en el sistema c@bico.
Por definicién de vector de la red reciproca

SR
\ i ‘
siendo -

- - -
r* . =ha* + kb* +lc*
hkl

y como 5*, b* y c* son ortogonales entre sf, aplicando el teorema de
Pitdgoras en el espacio es

= 2 2| 2 2 21 2 2 2
r*hkl\ =h \a*‘ +k |b*‘ +1 ‘c*l

como 2 2 2
E R
resulta finalmente

d = 1 = a____
hk) |;*hk1‘ sz'
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Fig.I.17. Esquema para determinar la red re
caras centradas.

ciproca de una red ctbica de



E.I.23

E.I1.24

E.I.25
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Utilizando el formulismo de la red reciproca demostrar que el
espaciado interplanar correspondiente a la familia de planos de indices
de Miller (hkl) estd dado, para la red hexagonal, por

1
12 . -5
+c2) 2

4 22+hk+k2

hid 3 a2

amostrar que la red reciproca de una red clbica de caras centradas,
es una clibica de cuerpo centrado.
Los tres vectores que definen la celda primitiva rombohédrica de la
red cibica F son

— - - - —
a, =a i+ k,ao; ir k

1 b2

o
D@
ol

o=

- e -ty
donde i, j, k son tres vectores unitarios segiin las direcciones de los
tres ejes ortogonales x, y, z respectivamente (Apéndice A).

El volumen de 1a celda rombohédrica es (a3/4), Fig. 1.17. Aplicando
la definici6én de red reciproca, seccién 1.3, y la definicién de producto
vectorial (Apéndice A).

17k
-y —
- a_xa 1 - - -
ax=_2_3 - 4 1 1 0 =2 (i-j+k)
1 a3 /4 a’ 2 2 a
0 1 1
2 2
Anilogamente se obtienen
= 2 (i+7-Kk)
a
33*=l (d+7+Kk)
a

Estos tres vectores se representan gréﬁcamente en la Fig. 1.18.

Puede verse fdcilmente que 4{* o*y a3* describen una red ctbica I.
Cada uno de ellos une el origen con el nodo situadon 2n el centro de un
cubo de lado 2 x 1/a. Por lo tanto la red reciproca de una red ciibica F
de pardmetro a, es una red ciibica I cuyo pardmetro es igual a 2/a.
Este resultado se puede obtener también a partir de la teorfa cinemdi-
tica de la difraccién.

Encontrar ahora la rul r“cpr sea de 1a red cGbica T definida por los
tres vectores al*, a2 y a.g* calculados en ¢l ejercicio anterior, y
demostrar que vuelve a ser la red ctbica F definida por los vectores
al , a2 y a3. El volumen de 1a cclda reciproca determinada por
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Fig.I1.18. Vectores base de la red recfproca de una red cGbica de caras
centradas de paridmetro "a''. Se puede ver que éstos describen una red

cibica de cuerpo centrado de pardmetro 1.
a
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E.I.27

3
V* = _]; (g.) _4_;__
2 a 43
Por lo tanto - - -
i j k
*x %
_ %2 ¥ a3l 1 1
1 ' 4 a2
-1 1 1

Anilogamente se obtiencn az y a. g. Este resultado, obtenido para el
caso particular de las redes cfibicas Iy F, es completamente general:
la red reciproca de la red reciproca, vuelve a ser la red original.

Demostrar utilizando la propiedad fundamental de 1a red reciproca,
seccién I.3.1, que el 4ngulo ¢ entre los planos partenccientes a las

familias (h1k111) y (hzkzl ) de una red clbica, estd dado por la expre-
sién

h1h2 + klk2 + 1 1,

[(h2 + k) +1)(h2 k ‘1 )]1/2

cos @ =

Comparar con los datos numéricos del Apéndlce B.
Determinar la red reciproca de una red hexagonal.

Consideremos la celda primitiva de la Fig. II[.3 (b) , caso particular
del sistema monoclfmco definida por los vectorzs 2y y a2, a 120°
entre sf, y el vector ¢ perpondlcular a los dos anteriores. Fig. I.19.
El volumen de esta celda es

Ve = 213, sen 60°C = @ a2 c

2

e - -y -

pues |a1| -|a2\— a

Los vectores que definen la red recfproca se calculan a partir de
las expresmnes obtenidas en la seccibén 1.3, ec. I. 12. Expresando
al, a2 y a en una terna de ejes ortogonales i, ], k Fig. 1.19.

‘a:____ari 2]
1 2 2

o

il

o]
o
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Fig.1.19. La red reciproca de la red hexagonal es también una red hexagonal
pero rotada 30 grados respecto a la primeray con |ax,| = la*x |- 2.1y
jex|= 1. - T a

c



y segfin 1a expresién del producto vectorial deducida en el apéndice
A.3.

- — —h -l
- i k i
1 v, Ve 2 V3a
0 0 c

Anilogamente se obtienen las expresiones

- 1 - - - I
a* = — (i+ V3 j c= Lk
2 a3’ ( » c

Se puede comprobar f4cilmente que‘a1 ‘ la *\ El 4ngulo & que
forma az* con a2 (eje ]) se calcula mediante

- -
cos of = componente segln jde ag* _ 1/a  _ \E’
médulo de 52* 2/aV3 2

De donde _.o( = 309 Iguaimente, el 4ngulo entre 31* y ;1 es de 30°.
Entonces aj* y a,* forman 60° entre sf y 1a red reciproca de una
red hexagonal, es otra red hexagonal, pero rotada 30°respzcto de
1a red directa. La relacién entre las longitudes de los vectores Ty
al* es

43

En la estructura hexagonal compacta es c/a = V 8/3 (Seccibén 1V.5.2),

y para este caso

El eje reciproco °* tiene por lo tanto mo&dulo aproximadamente igual

a 1a mitad de las longitudes de 21* o a2






O.1 ESTRUCTURAS PERIODICAS PLANAS

En el capitulo anterior se ha definido ¢l concepto de red de puntos y sc han
analizado sus propledades generales. Veromeoes ahora cOdmo a partir de esa abstrac-
cién geométrica puede generarse una estructura periédica.

Siguiendo un ordea similar al del capitulo anterior, comenzaremos por estudiar
primero las estructuras periédicas planas. Consideremos entonces el dibujo de la
Fig. .1, supuesto infinito, construfdo mediante la repeticion sistemética de un
notivo geométrico dado. A lo largo de la direccién horizontal x los puntos homoélogos
Py, Py, Pg, ... € deducen unos de otros mediante una traslacién del tipo

- -
r=ua

donde a es el vector que indica el perfodo de traslacibén segin 2l eje x, y u es un
entero cualquicra, positivo, negativo o nulo. Se puede ver en la misma figura que estos

puntos homélogos son equivalentes puesto que el entorno de cada uno de ellos es
exactamente el mismo. Otro tanto puede decirse del conjunto de pantos homdlogos

Py, PZ P3, ... 0 del conjunto Py'", Py", P3'" ... Anilogamente a lo largo de la
direccién vertical y los puntos homélogos se dcducen unos de otros mediante uni
traslaciéun del tipo

—

=vb

-

donde b es el periodo de repeticién segGn ¢l eje y, y v es un entcro cualquicra.

En general, un conjunto de puntos homélogos estdn relacionados unos cou otros po:
un vector traslacién del tipo

-;u’v=uz'+vb o ) (II.l)
positivos, negativos o nulos.

donde u y v soa enteros cualesquiera, Por lo tanto, y de acuerdo a lo expucsto en
1.2.1., los puntos homélogos de un dibujo ponédlco como el de la Fig. I1.1 cons-
tituyen los nodos de una red plana, sicndo ay b los vectores gue definea 1a celda
clemental. Efectivamcate se pucdc ver en la misma figura que cualquiera de los
conjuntos de puntos homélogos considerados definen 1los nodos de una red plana
rectangular, que dificren entre sf solamente en la eleccién del origen. La porciéa
del dibujo asociada a cada nodo recibe el nombre de motivo, Este depende de la
celda y del origen clegidos, pero en todos los casos el dlbUJO periodico descriptd
por sucesivas traslaciones de la celda es el mismo. Es decir, que al efectuar un
cambio de celda en una red determinuda por un counjunto de puntos homélogos, el
motivo contenido dentro de la nueva celda serd distinto al de la celda original, pero
dar4 origen al mismo dibujo bidimensional.

Es . muy importante por lo tanto diferenciar los conceptos de red y dibujo
o estructura periédica. Dado un dibujo pzriédico plano, el tipo de red correspon-
diente (que tendrd que ser una de las cinco redes planas de Bravais, Tabla 1) queda
univocamente determinado. Pero cl.motivo de repeticién depznde del conjunto de
puntos homdlogos que se consideren para definir dicha red. Aunque no existe regla
fija para la elecciba del origen de una red dada, se trata en general de elegir puntos
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Fig.II.1. Dibujo periédico bidimensional, construido por repeticién sistemAtica
de un motivo dado. Este Gltimo depende del ovigen elegido y de la celda elegida
para describir el dibujo.
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tales que el motivo correspondicnte sca el més representativo del conjunto total, o
el que refleje mis claramente las simetrias del mismo. Entonces, y tal como

fue adelantado en 1.1, la red constituye el esquema o esqueleto de toda cstructura
pariddica. Una vez definida la red y clegido un origen adecuado, el motivo de
repeticién queda univocamente determinado alrededor de los nodos de la misma.

.2 ESTRUCTURAS CRISTALINAS TRIDIME NSIONALES

Las considcraciones vélidas para las estructuras periédicas bidimensionales
se pueden generalizar rdpidamente al caso espacial. En efecto, dada una estruc-
tura periédica tridimensiona! construfda por las sucesivas repeticiones de un
motivo, los puntos homélogos dz1 mismo definen los nodos de una red, relacionados
unos con otros mediante traslaciones del tipo

- - - -

Cyyw = Ud + vb + we (I1.2)
donde 3, b y ¢ son los vectores que indican los perfodos de traslaci6n segin tres
direcciones en ¢l espacio no paralelas entre si que definen una celda elemental,

y u, vy w son enteros cualesquiera, positivos, negativos nulos. El tipo de red
tiene que ser necesariamente una de las 14 redes de Bravais (Fig. I.3) pero el
motivo de repetici6n dependerd de la eleccién del origen. Si el motivo espacial
est4 constituido por algum configuracién de 4tomos o moléculas, sus sucesivas
traslaciones dardn lugar a una estructura cristalina.

En consecuencia, una estructura cristalina estd definida por d dos elementos
conceptuales diferentes: la red, definida por traslaciones del tipo r v,w partir
de un cierto origen, y el motivo propiamente dicho distribuido alrededor de cada
uno de los nodos de esa red. El motivo de repzticién depcnde del punto elegido
como origen de las traslaciones, pzro la estructura final obtenida es la misma
en todos los casos. El concepto de red es entonces fundamental para describir
las caracterfsticas peri6édicas dc los sélidos cristalinos.

Una vez encontrada la red gue describe la estructura de un cristal dado y
elegida una celda clemental (primitiva o no), cada uno de sus nodos queda iden-
tificado por sus coordenadas (u,v,w). Para determinar completamente la posi-
ci6n de todos los dtomos del cristal, solamente falta especificar la posicién de
los 4tomos que componen el motivo de repeticiéun. Dada la periodicidad de la es-
tructura, es suficiente conocer las coordznadis dentro de una celda. Estas se
suelen expresar en fracciones x, y, z dc las longitudes de las aristas a, b, ¢
de la celda. En los ejercicios de aplicacién se verdn algunos ejemplos.

1.3 SIMETRIA DE LOS CRISTALES

II.3.1..Anisotropia cristalina

La estructura triplemente pzriédica de los sélidos cristalinos, anilizada



iy

fig.I1.2. Dos posibles formas de un cristal de cuarzo. IEn aumbos casos la
L cientacién relativa de las caras s la misma y sus respoectivas normales

...omian un angulo de 60°.
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en la secci6n anterior, se caracteriza por una propiedad de particular importancia:
la densidad de 4tomos, o motivos atémicos, no es la misma a lo largo de todas las
filas reticulares. Por lo tanto la magnitud de las fuerzas que los 4tomos ejercen
entre sf es también distinta segtin la direccién particular considerada. Es inmediato
entonces que las propiedades de los cristales no pueden ser las mismas en todas las
direcciones. La resistencia 11a traccién de un metal, por ejemplo, depender4 de

la direccibn en la cual se lo Jdeforma. Lo mismo puede decirse de todas las otras
propiedades eldsticas o mecdnicas en general. El hecho de que las propiedades de
un cristal sean diferentes se;i1 las distintas direccion2s del mismo es entonces

una consecuencia directa de !a triple periodicidad de la estructura, y se denomina

anis otroEi‘ a.

Un aspecto particular de la anisotropia se manifiesta a través de !as formas
exteriores de los cristales naturales. Hemos visto en efecto en la seccién I.3.1 que
las caras que presentan los cristales naturales son paralelas a los planos segln los
cua'es el cristal puede romperse ficilmente. De 1a misma manera, durante cl
crecimiento de un cristal, sea en la naturaleza o en el laboratorio, ciertas caras
se desarrollan mis que otras como consecuencia de da anisotropia cristalina. El
objeto de csta seccibn es analizar las particularidades de las formas macroscépicas
de los cristales y establecer la relacién entre éstas y la estructura triplemente
peribdica estudiada en el capitulo anterior.

I.3.2 Formas Exteriores de un Cristal

En numerosos tratados de cristalografia o mineralogfa, al definir un cristal
se suele hacer referencia a las caras planas y a las aristas agudas que presentan
algunos cuerpos cristalinos. Actualmente una definicién de cristal basada en estas
caracterfsticas seria impropia, pues un vidrio de forma particular podrfa considerarse
como cristal (y sabemos que es un liquido) mientras que un cristal met4lico crecido
en un molde cilindrico no lo serfa. Sin embargo, esas definiciore s se apoyan en un
hecho que durantc siglos fue la principal fuente de conocimiento de la materia crista-
lizada: las formas exteriores. Aun en el presente, cuando es posible conocer las
coordenadas de un 4tomo dentro de un cristal con una przcisién del 1%o, las formas
exteriores constituyen el punto de partida para el estudio de una de las caracteristicas
de los sélidos cristalinos son afectadas directamente B(-)—r-l;b:imetria de los mismos.
Si las formas de un cristal son tales que una cierta direccién se deduce a partir de
otra mediante una cierta operaci6n de simetria, ambas direcciones serdn cristalo-
graficamente equivalentes. Las constantes eldsticas, la resistencia a la traccién,
la conductividad térmica, etc. serfin las mismas segln esas direcciones.

A tftulo de ejemplo, consideremos el cuarzo, que ha sido estudiado desde
tiempos inmemoriales. En la naturaleza se encuentra constitugendo cristales cuya
forma puede ser la esquematizada en la Fig. II.2 (a), o también la de la Fig. II.
2 (b). A primera vista se trata de dos cuerpos distintos, pzro en realidad existen
elementos comunes a ambos que permiten afirmar que se trata de dos aspectos
distintos de la misma forma. En efecto, si trazamos las normales a las caras
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Fig.II.3. Dos posibles formas de un cristal de ClNa. Se puede observar

que las normales de las caras forman 90° entre si.



verticales de los dos cuerpos, todas ellas guardan entre si 12 misma relacién que

las diagonales de un hexdgono. En los dos casos la orientacién relativa de las caras

es la misma, y sus respectivas normales se distribuyen con simetrfa hexagonal.

Cada una de ellas se deduce de la anterior mediante un giro de 1/6 de vuelta comple-

ta (60°) y es equivalente a cualquiera de las otras. Esta es una caracteristica comtn

a todos los cristales de cuarzo, independiente del origen de los mismos. Es evidente
que existen factores que hacen que el cuerpo przsente formas irregulares, pero la orien
taci6n rélativa de sus caras es siempre la misma, y no depznde de las muestras ni de
su origen. Innumerables ejemplos podrian citarse en base a otros cristales

1.4 OPERACIONES Y ELEMENTOS DE SIMETRIA. GRUPOS PUNTUALES

Asf como un cristal de cuarzo presenta simetrfa hexagonal, podrfamos analizar
el caso de cristales cuyas formas permitan descubrir otros tipos de simetria. Con-
sideremos en efecto un segundo ejemplo: el cloruro de sodio. Esta sustancia cristali-
za segdn una red clbica F, y los planos de clivaje son narmales a los tres ejes de
referencia. Se encuentra en la naturaleza en las formas esquematizadas en las Figs.
I1.3 (a) y (b). Las dos formas son equivalentcs, y la Gnica diferencia reside en el
hecho de que un tipo de caras se ha desarrollado mfis que otras. Las normales a
las caras forman 90° entre sf, y por lo tanto se deducen unas de otras mediante giros
de 1/4 de vuelta complata.

Anilogamente se puede demostrar que ciertos tipos particulares de simetria
no pueden existir en los cristales. En efecto, al descompouner un cristal grande en
cristales mis pequefios, se encuentra siempre que las formas de estos Gltimos son
equivalentes, y que las posibles formas cristalinas son tales que ensambladas una
con otra para constituir un cuerpo de mayores dimensiones llenan comp!ztamente el
espacio. De esta manera quedan exclufdas las formas geométricas con simetria
pentagonal o heptagonal*. Puede verse esqueméticamente en la Fig. II.4 que si se
tuvieran prismas de base pentagonal o heptagonal, éstos dejarfan espacios vacios
entre sf al ensamblarse. En cambio, es perfectamente posible llenar el espacio
con prismas de base cuadrada o hexagonal, Fig. .4 (a) y (b).

La clasificaci6n de las simetrfas en los cristales se hace en base a las
llamadas operaciones de simetrfa y la existencia de estas opzraciones esté limitada
por las formas posibles de llenar el espacio. Cada oparacién se designa por un sim-
bolo, y las combinaciones entre ellas se simbolizan por una agrupacién adecuada de es-
tos Gltimos, que responde a una convencién internacional conocida como nomenclatura
de Herman-Mauguin. Para estudiar las distintas operaciones de simetrfa empezaremos

* Esta restriccién puede desaparecer en el estado gaseoso, y en efecto, existen
moléculas con ejes de rotacidén de orden 5.
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Fig.l.4. Esquema bidimensional para demostrar que la repzticién periédica
de figuras con simetrfa pentagonal o heptagonal dejaespaciossin llenar. En
la naturaleza no se observan formas cristalinas con simetrias de rotacién de
orden 507,
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por considerar el esquema monodimensional de la Fig. II.5. La figura es simétrica
respecto del punto 0, y la operacién mediante la cual la parte derecha se ohtiene

a partir de la parte izquierda se denomina reflexién respecto del punto 0, el cual
p2rmanece invariado por esta operacién. La reflexién respzcto de un punto es la
Gnica operacién de simetrfa posible e¢n una :limensién.

Fig. I1.5

A continuaci6n estudiaremos las operaciones de simetrfa en dos dimensiones,
para pasar luego al caso de las simetrias de un cristal tridimensional.

II.4.1 Grupos Puntuales Bidimensionales. Nomenclatura de Herman-Mauguin

En el plano existen dos operaciones de simetrfa posibles:

- rotacién alrededor de un punto
- reflexién respecto de una Ifnea

Veamos como ejemplo de la primera operacién, el caso de la letra S. Al
rotarla alrededor de su centro, se obtiene una figura superpuesta a la letra ori-
ginal que coincide con ella misma. La letra S es por lo tanto simétrica respecto
de rotaciones de 2m/2 alrededor de su centro, el cual permanece invariado en el
curso de la rotacién.

Las rotaciones alrededor de un punto se designan por su nimero de orden n,
donde n es el nimero de veces en que una dada figura coincide con ella misma des-
pués de efectuar un giro completo de 2n. De esta manera, cualquier hexdgono de la
Fig. II.4 (b) coincide consigo mismo después de una rotacién de 2an/6, es decir
coincide 6 veces consecutivas en una rotacién completa de 2n. Se dice entonces que
un hexdgono es una figura geométrica que tiene un eje de simetria de orden 6. An4-
logamente, los cuadrados de la Fig. II.4 (a) poseen un eje de orden 4. Los pent4go-
nos y heptdgonos de las Fig. II.4 (c) y (d) tienen eje de orden 5 y 7 respzctivaments.
Pero si consideramos las rotaciones que dan lugar a figuras que puzdan Ilenar el
plano, de acuerdo a lo mencionado en la seccién II.4, en dos dimensiones sélo
piaeden existir las rotaciones de orden



n= 2, 3, 4, 6
sfmbolo

y ninguna otra rotaci6n es factible por lo tanto fuera d> las mencionadas.

En cuanto a la operacién de reflexi6n respecto de una linea, un ejemplo
tiptco es la letra H. Una reflexién se indica con la letra m (de mirror, miroir)
v e5 una operacién tal que divide a la figura considerada en dos partes, siendo
cada una de ellas la imagen especular de la otra.

El conjunto de operaciones de simetria que dejan invariado un punto se
denomina grupo puntual (queda excluida de los grupos puntuales toda opzracién
que involucre traslaciones). Ya se ha visto que en una dimensién sélo existe una
tnica operacién de simetrfa, y por lo tanto sélo hay un grupo puntual. En el
caso bidimensional las posibilidades se multiplican pero sin embargo el nimero
de grupos puntuales que pueden conducir a operaciones distintas es limitado, puesto
que la combinacién de ciertas opcraciones de simetrfa implica la existencia simul-
tdnea de otras. Se puede demostrar que en dos dimensiones s6lo existen 10 grupos
puntuales resultantes de la combinacién de lfneas m y rotaciones de orden 2,3,4y 6.

zada por el conjunto de elementos de simetrfa que define al grupo, Tabla II.1.

Se puede ver en la misma, que existen elementos de simetrfa comunes a distintos
grupos. De esta manera los 10 grupos puntuales se clasifican en 4 sistemas,

cada uno de los cuales est4 definido por una operacién de simetria comiin a los
grupos que pertenecen al sistema. Por convencién, el grupo puntual 1 (ninguna
simetrfa) se une al grupo 2 para formar el sistema oblicuo. Asimismo, los grupos
m y mmse agrupan en el sistema llamado rectangular, Tabla II.1.

Veremos a continuacién el orden de escritura de las distintas operaciones de
simetrfa en la nomenclatura de Herman-Mauguin. Para ello en la figura plana cuya
simetria se va a describir, se traza un eje de referencia x en la direccién horizon-
tal. Las operaciones de simetrfa que caracterizan la figura se escriben entonces
en el siguiente orden,

a) orden n del eje de rotacién respzcto de un puato: 2,3,4 0 6.

b) reflexién m respecto de una lfnea normal al eje x, y de todas las deducibles
de la primera por efecto de la rotacién anterior.

c) toda otra reflexién m no deducible de la anterior por la rotacién.

En otras palabras, un simbolo m ubicado en segundo y tercer lugar en la
notacién de Herman-Mauguin, indica la existencia de dos familias de lineas m.
Las lfneas de cada familia estdn relacionadas entre si mediante la operacién de
rotaci6n indicada en primer lugar, pero no existe la misma relacién entre lineas
pertenecientes a familias distintas.
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(o es el centro de simetria)
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(ejemplo de uneje 3)
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ROTOINVERSION

(ejemplo de un eje 4)

Fig.[d.7. Las cuatro operaciones de simetrfa que dejan invariante un punto
en el espacio.
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Para ir fijando ideas consideraremos a continuacién los ejemplos mis sen-
cillos de simetrfas en el plano. En el caso simple de una rotacién de orden 2,
Fig. II.6 (a), o de una reflexi6én respecto de una linea m, Fig. II.6 (b), los sfmbo-
los de Herman-Mauguin son 2, y m, respectivamente. Una figura caracterizada
por un eje de orden 2 y una linca m, Fig. II.6 (c), necesariameate posee una segun-
da linea m, no deducible de la anterior por la operacién de rotacién indicada. En
efecto, al actuar la rotacién sobre la primer linea m, no produce ninguna linea m
nueva, sino que relaciona sola mente las partes positivas y negativas de la misma.
#or lo tanto la rotacién compl>ta de las simetrfas de la Fig. II.6 (c) es

2mm

De la misma manera se pueden analizar las simetrfas de la Fig. I1.6 (d).
Cada rotacién de 2m/4 alrededor del punto central vuelve a poner la figura en
coincidencia consigo misma. Existe una linea m paralela al eje de referencia x,
y la rotacién genera una nueva linea m a 90° respecto de la primera. Pero tam-
bién existe otra linea de reflexi6én m formando 45° con el eje x, y una linea m
formando -45° con el mismo eje, obtenida a partir de la anterior mediante la
misma rotacién. La notacién de Herman-Mauguin de las simetrfas del dibujo de
la Fig. II.6 (d) es por lo tanto

4mm

En el ejercicio de aplicacién E.II.1 se verdn ejemplos de figuras planas con
simetrfas de rotacién de orden 3 y 6, y la deduccién de los simbolos de Herman-
Mauguin correspondientes,

Notemos que en la notacién de Herman-Mauguin no es necesario escribir
todos los simbolos. Tal como es el caso del rectdngulo de la Fig. 1.6 (c),
la existencia de una operacién dada de simetria suele implicar necesariamente
la presencia de otra. Por lo tanto se utiliza normalmente una notacién abreviada,
en la cual se escriben solamente los simbolos estrictamente necesarios para ca-
racterizar la simetrfa, quedando implicitos los demés. De 2sta maneca

2 m m se escribe solamente 2m
o también se suele utilizar
la forma totalmente equiva
lente mm

4 m m se escribe 4 m



58

TABLA 1.1

GRUPOS PUNTUALES BIDIMENSIONALES

N°de Orden  GCperaciones de Simbolo Simbolo Simetria
del Grupo. simetrfa completo abreviado Sistema minima
|
1 ‘ Ninguna 1 1
s e e oblicuo ninguna
2 Eje de orden 2 2 2
3 Lineca m m m rectinzu | m
lar
4 Eje de orden 2 2m 2m
Dos lineas m perpendicu
lares entre si
5 Eje de orden 4 4 4
cuadritico| 4
6 Eje de orden 4 4mm 4m
Dos lineas m formando 45°
entre si
7 Eje de orden 3 3 3
8 Eje de orden 3,linea m 3m 3m
9 Eje de orden 6 6 5 hexagonal | 3
10 Eje de orden 6 6mm 6m
Dos lineas m formando 30°
entre si

IT.4.2 Grupos Puntuales Tridimensionales. Sistemas Cristalinos

El anflisis que se ha hecho de las simetrfas de figuras bidimensionales facili-
ta el estudio de las simetrfas en el caso tridimensional. Estas son las que finalmente
permiten describir las formas de los cristales reales. Es obvio que en tres dimensio-
nes el nimero de operaciones de simetrfa posibles que dejan invariante un punto, es
mayor que en el caso anterior. Son cuatro en total, y se esquematizan grificamente
enla Fig. II.7. En la Tabla II.2 se indican adem4s los simbolos de Herman-Maugain
correspondientes.
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TABLA 11.2

OPERACIONES DE SIMLETRFA TRID'MENSIONALLES

Operacibén Simbolo de Herman-Mauguin
Inversién respecto de un punto 1

Rotacidén respecto de una linea (ejc)
de orden: 2,3,4,6 2,3,4,6

Reflexi6n respecto de un plano m

Rotoinversidén de orden:
2,3,4,6 2,3,4,6

Asi como en el caso bidimeansional la combinacién de las operaciones dz
simetria dabha lugar a 10 posibilidades diferentes que constituyen los 10 grupos
puntuales planos, en el caso tridimensional las opzraciones de simctria dofini-
das en la Tahla II.2 dan lugar a 32 combinaciones diferentes que cons*ituyen los
32 grupos puntuales cristalinos. Cada uno de ellos define una clase cristalina
y todo cristal debe pertencer necesariamente a uno de esos grupos.

Las convenciones de la nomenclatura de Herman-Mauguin son semejantes a
las utilizadas en los grupos bidimensionales:

rotacibén rotoinversién

Rotacién (o rotoinversibn) de
orden n cu.o eje es normal a n/m n/m
un plano m

Rotacién (o0 rotoinversién) de
orden n cuyo eje es paralelo nm n m
a un plano m

Rotacién de orden n con un
plano m normal y otro plano m n/mm
paralelo al eje de rotacién

AnAlogamente a 1o que sucede en el caso plano, la presencia de ciertos
elementos de simetrfa tridimensionales implica necesarianiente la existencia
de otros, y por lo tanto no es necesario escribir la secuencia de simbolos



compileta. En las dos primeras columnas de la Tabla 1.3 se da la lista de los 32
grupos puntuales, y las nomenclaturas de lHerman-Mauguin respectivas, en su
forma completa y en la notacién reducida.

TABLA II.3

GRUPOS PUNTUALES Y SISTEMAS CR'STALINOS

N°deorden Sfmbolos de Simetrla minima  Relaciones entre Noml:r.: del
de!l grupo Herman-Mauguin para pectenecer  los ejes y sus sistema
(entre paréntesis a un sistema ingulos respecti-  cristalino
se indica la nota- vos, que implica
cién abreviada) la simetrfa minima
; i ninguna :( : g; ; triclinico
3 2 2 a¥b¥fc
4 m (2) o monoclinico
5 2/m m o = (3 =907%
6 2 mm 222 a¥b#c
7 222 0 ortorrémbice
8 2m 2m 2m m o=03=¥ =90°
(m m m)
9 4
10 4 a=b#c
11 4/m 4
12 4 2m o o =p=¥ =90° tetragonal
13 4 mm 1
14 422 (42)
15 4/m 2/m 2/m
(4/m m m)
16 3 3 a=b=c trigonal
17 3 (0 rombo-
18 3m o « ( ¥ 790° hédrico)
19 32 3
20 3 2/m (3 m)
21 6
22 6
23 6/m 6 a=b¥e
24 62m o ¥ =120° hexagonal
25 6 m m 6 o =0 = 90°
26 6 22 (62)
| 27 6/m 2/m 2/m
L (6/m m m)




61

N° de orden Simbolos de Simetria minima Relaciones entre Nombre del
del grupo Herman-Mauguin para partenecer los ejes y sus sistema
(entre paréntesis a un sistema ingulos respecti- cristalino
se indica la nota- vos, que implica
cién abreviada) la simetria mfnima
28 23
29 2/m 3 (m3) 4 ejes de or- a=b=c¢c
den 3
30 4 3m (diagonales de of=0p3=¥ =90° cibico
un cubo)
31 4,3,2,(43)
32 4/m,3,2/m (m3m)

Se puede ver en la Tabla II.3 que existen grupos caracterizados por opera-
ciones de simetrfa comunes, y asilos 32 grupos se unen para definir siete
sistemés cristalinos. Los grupospertenecientesa un mismo sistema contienen
una o dos operaciones de simetrfa, que son las que definen al sistema. Un grupo
perteneciente a un sistema puede contener més elementos de simetria que el
mfinimo necesario para pertenecer al mismo.

Las caracterfsticas de cada sistema (nimero minimo de simetrfias) se
pueden resumir en siete ''sélidos tipo'. Estos son paralelepipzdos en los cuales
estidn contenidas las simctrfas del sistema, que se traducen 2 su vez en relacio-
nes bien definidas entre las longitudes de sus aristas a,b,c, y los 4ngulos entre
éstas

A A A

o =he @=ca ¥=ab

En la tabla II.3 se pusde ver c6mo se agrupan los 32 grupos puntuales
en los 7 sistemas cristalinos, y los 's6lidos tipo'' correspondientes se muestran
en la Fig. II.8.

Es conveniente recordar que si un cristal partenece a un cierto sistema,
no necesariamente su forma macroscépica es la del sélido tipo> correspondiente
a ese sistema. Ya se ha visto en la seccién I1.3.2 que las caras exteriores de
un cristal pueden desarrollarse en forma muy variada y el sélido tipo debe por
lo tanto considerarse solamente como una visualizacién geométrica de las
simetrfas del sistema que representa.

En la Fig. I1.9 se dan dos ejemplos de formas cristalinas simples indicdn-
dose el sistema al cual pertenecen y el grupo puntual correspondiente.
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Fig.II.8. Los siete sistemas cristalinos y forma de los sélidos que los

representan.

4
£

1. TRICICLICO 2.MONOCICLICO
3. ORTORROMBICO 4L TETRAGONAL

5. HEXAGONAL 6. TRIGONAL

A/

7.CUBICO



UREA (TETRAGONAL)
GRUPO 42m

(b)

D

ESPINELA (CuBICO)

Al2 04 Mg

GRUPO m3m
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Fig.I1.9. Dos ejemplos de formas cristalinas simples indicdndose el sistema

y el grupo puntual al cual pertenecen.
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I1.5 LAS FORMAS EXTERIORES Y LA ESTRUCTURA ATOMICA DE LOS
CRISTALES

A través de todo lo expuesto hasta el presente se ha visto, aunque en forma
m4s bien intuitiva, que existe una cstrecha relacién entre la estructura at6mica de
un cristal y las formas macroscépicas que éste puede adoptar. También es un hech®
muy significativo, aunque no se haya dicho explicitamente, que la forma de los sélidms
tipo que definen los sistemas cristalinos coincide con la forma geométrica de las cel-
das de Bravais, Fig. I.3.

Hasta ahora se ha tratado a los cristales desde dos puntos de vista diferentes.
En el primer capftulo se estudiaron las propiedades de las redes tridimensionales,
mientras que en las secciones del presente capitulo se han tratado las propiedades
de simetria de las formas exteriores de un cristal. El objeto de esta seccibn es
unir los dos puntos de vista estudiando cé6mo se puede formar un cristal construido
sobre una de las 14 redes de Bravais a partir de la repeticién de motivos atémicos
elementales, para constituir un cuerpo macroscépico cuyas formas exteriores psr-
manezcan a una de las 32 clases de simetria.

Trataremos primero el caso simple de un cristal constituido por un Gnico

tipo de 4tomos en los nodos de la red, para pasar luego al caso general de un
motivo de repeticién més complejo.

I1.5.1 Cristal constituido por 4tomos situados en los nodos de la red

Supongamos que se quiera comstruir un cristal cuya forma macroscépica
sea una de las correspondientes a los sbélidos tipo representativos de las sime-
trfas macroscépicas del cristal. Para ello es necesario elegir una celda tal que
por sucesivas traslaciones, tantas como sean necesarias para alcanzar el tamafio
del cristal macroscépico, pueda finalmente formar un cuerpo con las simetrias
exigidas. Dado que se ha supuesto un solo 4tomo por cada nodo de la red, es sufi-
ciente partir de una celda cuya forma geométrica sea la misma que la del sélido
tipo. Asf, para formar un sélido tetragonal, es suficiente elegir una celda
tetragonal. Existen a su vez dos posibilidades, puesto que son dos los tipos de
celdas de Bravais tetragonales: P o I. Como ambas tienen la misma forma geo-
métrica con las simetrias que l¢ son caracteristicas, la repeticién de cualquicra
de las dos conduce a un sblido macroscépico tetragonal. De 1a misma manera,
el sélido tipo monoclfnico pued: alcanzarse trasladando las celdas monoclinicas
P o C, y el sélido tipo ciibico mediante las traslaciones sucesivas de las celdas
ctibicas P, I o F. Pero las configuraciones atémicas de una celda P, I o F son
distintas, seg(n se ve en la I'ig. 1.3. Por lo tanto, aun c¢n el caso simple que
estamos tratando (un solo 4tomo por cada nodo de la red), vemos que una misma
forma cristalina macroscépica puede alcanzarse mediante la repeticién de
distintas configuraciones atémicas.

Inversamente, la repeticién de una celda dada piuede conducir a un sélido
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macroscdpico de simetrfa menor. Tal es el caso, p.ej., de las traslaciones de
una celda cfibica, Fig. II.10. En un caso el s6lido macroscépico puede alcanzar
una forma octaedral, cuyos elementos de simetrfa son los mismos que los de la
celda cibica (9 planos m, 6 ejes de orden 2, 4 ejes de orden 3, 3 ejes de orden 4)
pero también puede constituir un tetraedro, caracterizado solamente por 6 planos
nm, 3 ejes de orden 4 y 4 ejes de orden 3. La caracteristica com(n de todas las
posibles formas cristalinas alcanzadas mediante las traslaciones de una celda
clibica es que todas poseen 4 ejes de orden 3, que es la simetrfa mfnima para per-
tenccer al sistema c@bico.

11.5.2 Cristal constituido por un motivo atémico distribufdo alrededor de los
nodos de la red.

El problema de construir un cristal macroscépico de simetrfa dada a partir
de la repeticién de una celda con un motivo atémico en sus nodos, se plantea de
manera andloga al caso anterior: la celda debe pertenecer al mismo sistema que
el cristal macroscépico. Pero como alrededor de cada nodo de la red se distribuye
ahora un motivo atémico , éste no debe destruir la simetrfa del grupo puntual
que define la forma macroscépica. La agrupacién debe entonces necesariamente
poseer las simetrfas del cristal. Con la restriccién adicional de que en el motivo
sélo existan ejes de orden 2,3,4 o 6, el nimero de combinaciones posibles de
operaciones de simetrfa se reduce también a 32. La distribucién de caras crista-
linas o motivos atémicos en base a operaciones de simetrfa que dejen invariable
un punto, es formalmente el mismo problema.

Entonces para construir un cristal macroscépico perteneciente a una clase
de simetrfa C del sistema cristalino S

- se elige un motivo tal que contenga las simetrfas correspondientes a la clase C

- se elige la red cristalina en base a la celda de Bravais que corresponde al sistema S

- se distribuye el motivo alrededor de cada nodo de la red construfda en base a esa
celda.

Como la celda elemental elegida contiene todos los elementos de simetria del
motivo entonces el conjunto tendrd la simetrfa requerida.

Pero, como se ver4 en la seccibn siguiente, existen ain otras posibilidades
que no se han tenido en cuenta hasta el presente. De la misma manera que es posi-
ble alcanzar una forma de simetrfa macroscépica mediante la repeticién de distin-
tas celdas de Bravais (P,I, F) en realidad pueden existir méis de 32 formas de com-
binar geométricamente los 4tomos alrededor de los nodos de una red para consti-
tuir un cristal macroscépico de simetrfa dada.
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L
L

Fig. 11.10. La repeticién de una celda de una simetrfa dada puede
dar origen a adistintas formas macroscépicas deigual o menor si-
metrfa. Las tres formas de la figura poseen 4 ejes de rotacién de
orden 3 que es la simetrfa mfnima para pertenecer al sistema cibico.
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L.5.3 Los urupos Espaciales

Consideremos el motivo de la Fig. II.11 (a). Las simetrias del mismo se
Ggescriben mediante el grupo m. De acuerdo a lo mencionado en la seccibén ante-
rior podrfamos distribuir ese motivo, por ejemplo, alrededor de los nodos de
una de las dos celdas de Bravais del sistema monoclfnico (P o C) y por sucesivas
traslaciones tendrfamos un cristal perteneciente a la clase m del sistema mono-
clinico, grupo 4 de la Tabla II.3.

Consideremos ahara la celda de tipo P. En este caso la Fig. II.11 (b) repre-

seinta un plano (001) de la red, y el plano (010) es el que actia como plano m.
Pero podemos considerar también la distribucién de la Fig. II.11 (c). El semi-
rmotivo Mg se deduce de M1 mediante una reflexién seguida de una traslacién
irual a a/2. Considerado en la escala atémica el plano (010) ha dejado de ser
un plano m en la forma en que se ha entendido este tipo de simetrfa hasta el
presente. Al observar la distribucién de motivos a lo largo de toda la extensién
del cristal, se puede ver que el plano m acta como un p'ano m particular, que
en lugar de reproducir la imagen especular de My produce una imagen desplaza-
da en una longitud igual a la mitad de la arista a de la celda. Como este des-
plazamiento es inapreciable desde el punto de vista macroscépico, la repaticién
de un motivo cuyos componentes estdn relacionados por una reflexién con desli-
zamiento también conduce a un cristal que posee la simetrfa macroscépica
pedida,. Se ha introducido asf un nuevo elemento de simetria: el plano con
deslizamiento. De la misma manera puede efectuarse un deslizamiento igual a

¢/2 puesto que la direccién c est4 también contenidi en el plano de reflexién
(010). Anilogamente puede existir un deslizamiento segiin una diagonal contenida en
dicho plano  en cuyo caso la traslacién serfa igual a (a + c)/2. Si el plano fuera
el correspondiente a una cara centrada de la celda, también serfa factible la tras-
lacién (a + c)/4.

Para indicar una reflexi6én con deslizamiento en la notacién de Herman-
Mauguin, se reemplaza la m de la reflexién simple por los siguientes simbolos
segln cual sea la traslacién correspondiente

Sfmbolo de
Herman-Mauguin Traslacidén
a a
2
b b
2
¢ c
2
n a+b
2
d a+b
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[ 010] (010}

Fig.Il.11. El reemplazo de una linea de simetrfa m por una linea con
deslizamiento no altera la simetria macroscépica de un cristal.
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En forma anéloga a la reflexi6n con deslizamiento se puede introducir otra
operacién que, alterando la distribucién atémica local, no afecta la simetria ex-
terior de un cristal: la rotacién con deslizamiento, cuyo elemento opzrante es el
eje helicoidal. Un eje helicoidal de orden 2 es un eje tal que a la rotacién respec-
tiva asocia ademés una traslacién igual a a/2 en una direccién paralela al eje a,
Fig. II.12 (a). Anilogamente, un eje helicoidal de orden 3 alrededor del eje a
asocia a'la rotacién de orden 3 un desplazamiento igual a a/3, Fig. I1.12 (b).

En cada uno de los casos la hélice descripta por la rotacién y el deslizamiento
pueue ser a su vez levégira o dextrégira. En la Tabla II.4 se detallan las caracte-
risticas de los ejes helicoidales posibles con su respectiva notacién de Herman-
Mauguin.

TABLA I1.4

EJES HELICOIDALES

Sfmbolo Orden del Eje Traslacién Tipo
2 1 2 1/2
31 3 1/3 Dextrégiro
3, 3 1/3 Levbgiro
44 4 1/4 Dextrégiro
4, 4 1/2 Incluye un eje de orden 2
49 4 1/4 Levégiro
61 6 1/6 Dextrégiro
64 6 1/3 Dextrbgiro
63 6 1/2 Incluye un eje de orden 3
6 4 6 1/3 Levbgiro
65 6 1/6 Levégiro

Con las dos nuevas operaciones de simetria introducidas aumenta entonces el
nimero de posibilidades de construir un cristal macroscépico de simetrfa dada.
Con las operaciones de inversién, rotacién, reflexién y rotoinversién existfan 32
combinaciones que correspondian a las 32 formas exteriores posibles. Si se
agrega la reflexi6én con deslizamietso y los ejes helicoidales, el niimero total de
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Fig.II.12. Ejemplo de eje helicoidal de orden 2 (a) y de orden (3), b. La presencia
de un eje helicoidal aunque altera la distribucién atémica local no afecta la simetria

exterior de un cristal.
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combinaciones que puede dar lugar a las mismas formas es ahora igual a 230. Estas
230 combinaciones de operaciones de simetrfa se denominan grupos espaciales.
Cada uno de ellos representa una distribucién de elementos de simetria dentro de
una celda dada.

Resumiendo:

- Yos #tomos pueden ordenarse periédicamente en el espacio de 230 maneras dife-
rentes.

- estas 230 formas de distribuciones atémicas generan 32 formas macroscépicas
de cristales, Tabla II.3.

- estas 32 formas se clasifican en 7 sistemas cristalinos.

Por lo tanto varias distribuciones atémicas pueden generar formas macrosc6--
picas caracterizadas por el mismo grupo puntual de simetrfa. Por ejemplo el grupo
puntual 2 del sistema monoclinico, Tabla II.3, puede alcanzarse con dos grupos es-
paciales, mientras que el grupo 2/m del mismo sistema se llega mediante cinco
grupos espaciales distintos.

El primer sfmbolo en la nomenclatura de Herman-Mauguin de los grupos es-
paciales, una letra maytscula, indica el tipo de red de Bravais

P,I, F

La descripcién de los demés elementos de simetria es similar a la de los
32 grupos puntuales con la salvedad de que el orden corresponde a la orientacion
espacial del elemento respecto de los tres ejes cristalograficos. Asi por ejemplo
en el sistema tetragonal la secuencia de los elementos de simetria corresponde a

ejec, ejea, eje [ 110] _
De esta manera P 4 m2 indica que el eje c de la celda tetragonal primitiva
tiene la simetrfa 4, los dos ejes a son paralelos a un plano m, y la direccién [110]
es un eje de orden 2. En el sistema cGbico el ordenamiento de los elementos de
simetrfa es: a, flll] , [110] . Puesto que la direccién(lll] tiene la simetria

3 o 3,]a aparicién de un 3 en segundo lugar caracteriza sin lugar a dudas al sistema
ctibico.

11.5.4 Posiciones Equivalentes

En un cristal caracterizado por un grupo espacial dado, existen 4tomos iguales
relacionados unos con otros mediante las operaciones de simetrfa correspondientes
al grupo. Si un 4tomo est4 situado en un puato genérico de coordenadas fraccionarias
X,v,z , dentro de la celda clemental, el conjunto de elementos de simetria le hace
corresponder un cierto nimero de 4tomos equivalentes. Las coordenadas de las po-
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siciones gencradas por el grupo se denomin:n posiciones equivalentes, y la cantidad
de estas posiciones se denomina rango. Puciie ocurrir también que el punto genérico
se encuentre sobre un plano o un eje de simetrfa. En este caso el nimero de puntos
equivalentes es siempre menor que si el punto inicial se encuentra en una posiciéa
general. El caso extremo corresponderfa al punto inicial situado sobre el centro de
simetria, con lo cual todos los puntos equivalentes se confundirfan con ese centro.

Por ejemplo, en la Tabla II.5 se muestra la lista de posiciones equivalentes
para el grupo P 4 2 c correspondiente al sistema tetragonal derivado del grupo
puntual 4 2 m (Tablas Internacionales de Cristalograffa, Vol.I). La primer columna
indica el rango del conjunto de puntos equivalentes. Este es igual a 8 para una posi-
cién general. Cada conjunto estd caracterizado ademés por letras mintisculas con-
secutivas, llamadas simbolos de Wyckoff, de tal manera que la Gltima corresponde
a la posicién general,

TABLA II.5
POSICIONES EQUIVALENTES

DEL GRUPO ESPACIAL P 4 2, ¢

Rango Sfmbolo de Wyckoff Coordenadas de las posiciones
equivalentes
8 e X,y,2;1 _ 4 1 1
A} - Xe= + — - Z
2 '3 Y2
x,y,231 ., 1 1 _,
2 'Y
V’X’Z;_1_+y‘l+x,_1_ +z
2 2 2
v,X,z; 1 1 1
2Ry .y, 2 1S + Z
2 2~ %2
4 d 0,1,2;1,0,2;0,1,1,21,0,1_
2 2 2 2 2 2
4 c anaZ;anvz;l’l:l+z;l,lal_
2 2 2 2 2 2
2 b 0,0,1;1,1,0
2 2 2
2 a 0,0,0;1,1,1
2 2 2
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11.5.5 Nomenclatura Strukturbericht

En forma independiente de las desggnaciones en base a la nomenclatura de
Herman-Mauguin los editores del "Shukturbericht' (Zeitschrift fir Metallographie) ,
en la actualidad "Structurc Reports', han adoptado una nomenclatura simplificada
para designar los tipos de estructura que se cncuentran més frecuentemente. Asf,
las estructuras fcc se designan por Aj, las bee por A9, las hep por Ag. La estruc-
tura ciibica del diamante es A4 en esta notaci6n, y las aleaciones se denominan con
la ievra L.

Finalment2, es interesante destacar que ninguna informacién concerniente
a los grupos espaciales puede obtenerse a partir de observaciones o experiencias
macroscépicas. Los métodos de difraccidn, siendo el mé4s generalizado de ellos
el de rayos X, son los Gnicos que permiten decidir acerca del grupo espacial al
cual pertenece un cristal. La teorfa de grupos espaciales introducida originalmente
como una abstraccién matemética por Schoenflis y Fedorov, se convirtié en una
herramienta imprescindible para todo cristalégrafo después del descubrimiento
de la difraccién de los rayos X por un cristal.

EJE RCICIOS

E.II.1 El cloruro de cesio es un ejemplo tipico de cristal iénico, en el
cual los 4tomos estdn ionizados y se mantienen unidos mediante
fuerzas electrostiticas. La red que describe esta estructura es
la cdbica simple, y el motivo estd compuesto por un ién C1~ y un
i6én Cs*. Tal como puede verse enla Fig. II.13 el motivo de repe-
tici6én toma distintas formas segin donde se elija el origen de la red.

E.II.2 La llamada estructura hexagonal compacta, que designaremos por
las iniciales hcp de '"hexagonal close packed'' se encuentra en
algunos sélidos metédlicos, como el berilio, magnesio, cobalto,
zinc. El apilamiento compacto de 4tomos (que pueden considerarse
como esferas rigidas, ver IV.3) puede originar una estructura tal
como la esquematizada en la Fig. II.14 (a) en la cual se alternan
sucesivamente dos capas de 4tomos dispuestos segin una red hexagonal
plana. La red de Bravais que describe esta estructura es la hexago-
nal (Fig. I.3).

En la celda de la Fig. I1.14 (a) se puede ver que los vértices estdn
ocupados por 4tomos de una de las dos capas, que llamaremos de
tipo A, mientras que los 4tomos de la segunda, que llamaremos de
tipo B, ocupan posiciones intermedias entre las dos anteriores (ver
Secci6én 1V.5.2). Dz esta manera la celda hexagonal contiene en su
interior tres 4tomos de la capa B, que sumados a los 12 de los vérti-
ces, compartidos entre seis celdas, y los dos 4tomos en los centros
de las bases, compartidos a su vez con dos celdas, constituyen un
motivo compuesto en total por 6 4tomos. La misma estructura puede
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Fig.I1.14. Dos celdas posibles para describir la estructura hexagonal compacta.

a) Celda de base hexagonal que contienc un motivo compuesto por 6 fitomos.

b) Celda monoclinica, con aj=asy ¥ =120° que contiene un motivo de dos 4tomos.

Fig.II.15. Dibujo periddico bidimensional generado por la repeticion de un
motivo o configuracién bdsica sobre los nodos de una red plana.
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describirse por medio de una celda méis sencilla, que es un caso
particular del sistema monoclfnico, cona=by ¥= 120°, ver

Tabla [.2 y Fig. II.14 (b). Esta celda contiene 8 4tomos de la capa
A, compartidos con 8 celdas vecinas, y un 4tomo de la capa B en su
interior. Por lo tanto el motivo que describe el sistema hexagonal
compacto, referido a esta nueva celda, consiste e¢n dos 4tomos.
Estos estdn situados en las posiciones

00 (1 21
3 3 2

referidas a los ejes a;, Ay y C de la Fig. I1.14 (b). Es interesante
notar que los puntos definidos por estas coordenadas no tienen la mis-
ma configuracién de vecinos, y por lo tanto, no constituyen una red
por sf misinos, de acuerdo con la definicién.

E.II.3 En el dibujo periédico de la. Fig. I1.15 determinar:
a) La celda de méxima simetrfa
b) El motivo o configuracién bédsica
¢) Los zlementos de simetria
d) El grupo espacial bidimensional
e) Las coordenadas de las partes equivalentes a uno dado, en
posicién general
f) Idem, para posiciones especiales

E.II.4 Cufles son las operaciones de simetrfa que caracterizan las figuras
planas dadas por la Fig. I1.16 (a)(b)(c)(d). Escribir los respectivos
simbolos de Herman-Mauguin.

Se ve inmediatamente que la Figll.16 (a) posee solamente un eje de or-
den 3, cuya notacién de Herman-Mauguin es 3, y pertenece al grupo
punctual 7 de la Tabla II.1. La RII.16 (b) adem4s del eje de orden 3,
posee una linea m (normal al eje de referencia x), que por sucesivas
rotaciones de 2®/3 origina dos nuevas lineas m, formando 120° entre
sf. La notacién completa es 3 m, al igual que la reducida, y el grupo
puntual respectivo es el N° 8 de la Tabla II.1.

La Fig. III.16 (c) posee solamente un eie de rotaci6én dc orden 6, grupo 9
de la Tabla II.1. Pero laFig. II.16 (d) posee ademds una lfnea m norma)
al eje x, que por sucesivas rotaciones de 2a/6 da origen a 1os nuevas
lfneas m. La existencia de estos dos elementos de simetria implica
necesariamente una segunda familia de 1fneas m, originadas por suce-
sivas rotaciones de 2q/6 a partir de una lfnea que forma 30° respecto
de la lfnea m normal al eje x. La notacién completa de Herman-Mauguin

es por lo tanto 6 mm, que se puede reducir a 3 m, grupo 10 de la
Tabla II.1.

E.II.5 Demostrar mediante un dibujo adecuado en el plano, que una rotacién
de orden 4 y una linea m, producen otras dos lfneas a 45° respacto de
la primera.
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Fig.Il. 16, Figuras planas con distintas simetrins.
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Demostrar que la simetria 2 es equivalente a m, y que 3/m es equi-
valente a 6.

El cobre cristaliza en una estructura cibica de caras centradas, con
un 4tomo en cada nodo de la red. Indicar los elementos de simetria
de esa estructura.

Verificar grificamente las simetrias de la estructura descrita par
el grupo espacial

I4/m 3 2/m

que corresponde a la estructura Ag en la nomenclatura
"Strukturbericht'. La celda de Bravais es cibica de cuerps centrado,
El sfmbolo 4/m indica que existe un eje de rotacién de orden 4, en las
direcciones de la forma €001) , Fig. I1.17 y que es perpendicular

a un plano de reflexién m de la forma {001}

El sfmbblo 3 indica la existencia de un eje de orden 3 de rotoinv:rsién.
Este eje es evidentemente uno de la forma {111) . Finalmente, existe
un eje de orden 2, de la forma <110 perpendicular a un plano m de la
forma {110} ver Fig. I.17.

La rotacién reducida I m 3 m indica la existencia de un plano de reflexién
del tipo { 001}, de un eje de orden 3 de tipo (111> y de un plam de re-
flexi6n de tipo {110} . La sola presencia de estas tres operaciones in-
cluye necesariamente todos los elenentos de simetria descriptos por
la rotacién completa.

Qué elementos de simetria se encuentran en la estructura hexagonal
compacta.

Utilizando las tablas internacionales de la cristalograffa, Vol.I, anali-
zar los sfmbolos de los siguientes grupos espaciales; indicando en cada
caso los elementos de simetria que intervienen, cuél es el grupo puntual
del cual deriva cada uno de los grupos dados y cudl es el sistema al que
pertenece cada uno de ellos

P432,2 P 49/ncm P 63/m mc
Comparar la rotacién completa con la abreviada.
a) Una de las formas cristalinas del elemento C es el diamante cuy2
estructura es cdbica, de pardmetro de red a = 7.91 A. Si su densidad
es 3.51 gr/cm3, cuéntos dtomos de C contiene cada celda. Peso atémico

del C:12.01. Nimero de Avogadro N = 6.06 x 1023 - Respuesta: 8.

b) Sabiendo que ¢l grupo espacial de la estructura diamante es F 4 /3
2/m, determinar las posiciones de los 4tomos en la celda elemental -
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Fig.II.17. Elementos de simetrfa de la estructura cGbica de cuerpo centrado.
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Sugerencia: consultar Tablas Internacionales de Cristalografia y
en base al resultado del ejercicio anterior, analizar las posibles

posiciones especiales. Respuesta: 0,0,0;0,11;1,0,1 ;1,1,0
22 2 2 22
1,11;1,3,35 3,1,3 5 3,3,1
444 444 444 444
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III LA PROYECCION ESTEREOGRAFICA
1.1 PROPIEDADES GENERALES

Hasta el presente se ha recurrido al uso de dibujos en perspectiva siempre que
se ha necesitado representar en el plano del papel las distintas caracterfsticas tridi-
mensioaales de redes y cristales. Esto puede hacerse en forma relativamente facil
pira estructuras cibicas o hexagonales, p2ro resulta sumamente engorroso al tratar
estructuras m4s complejas. Surge entonces 1a necesidad de representar de alguna otra
manera figuras espaciales sobre un plano, conservando en lo posible el mayor nimero
de caracterfsticas geométricas de las mismas.

Estas representaciones planas de figuras tridimensionales se denominan en
generai proyecciones.

El pasaje de la figura espacial al dibujo plano correspondiente piuede hacerse
de varias maneras. Cada tipo de proyeccién conserva en el plano un conjunto de pro-
piedades de la figura original, y por lo tanto la manera de proyectar depender4 del
problema particular considerado. Como en cristalografia interesan fundamentalmeate
las relaciones angulares entre familias de planos y ejes, se busca una proyeccibn que
conserve esas relaciones del cristal tridimensional. La llamada proyeccién estereografi-
ca cumple precisamente con esta condicién y es la de uso mds frecuente en metalur-
gia ffsica. La proyecci6n estereogréfica da una imagen simple y precisa de las relacio-
nes angulares y elementos de simetrfa, y elimina detalles, en general sin importancia,
concernientes al tamafio del cristal o formas exteriores. Dadas las innumerables
aplicaciones de esta proyecci6n, se hard a continuaci6n un estudio més detallado de
sus propiedades.

La orientaci6én de un plano cristalogréfico queda determinada mediante el 4ngulo
que forma con un plano tomado como referencia. Este dngulo es igual al que forman
sus respectivas normales. Por lo tanto la orientacién de los planos de una forrna{hkl},
queda definida por el conjunto de sus normales que se trazan a partir de un origen
comfn.

Consideremos ahora el cristal situado en el centro de una esfera, llamada
esfera de referencia, cuyo didmetro sea grande respecto de las dimensiones del
cristal. El haz de segmentos constitufdo por 1as normales a la forma de planos con-
siderada, corta a la superficic de la esfera de referencia en puntos a los que se
denomina polos. Por ejemplo, en la Fig. III.1 (a) se haa dibujado los polos de la
forma {100} . Cada polo representa, a través de su posiciéa sobre la esfera de refe-
rencia, la orientacién de una familia de planos en el espacio. La distancia angular 6
emtre dos polos, medida sobre la esfera a lo largo de un circulo méximo, es igual
al 4ngulo 0 que forman los planos correspondientes, Fig. II.1 (b).

También es posible representar cada plano por su intersecci6n con la esfera
de referencia. Si el plano pasa por el centro de ésta, la intersecci6n serd un circulo
méximo, en caso contrario serd un cfrculo menor. Dos planos que pasan por el ceatro
de la esfera, cortian a la misma segtn dos cfrculos méximos. La distancia angular entre
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100

@

(b)

Fig.[i.1. a) Polos de la iforma{IOO] del sistema cibico. Cadi polo corresponde
a la interseccién de la normal a una familia de planos con la esfera
de referencia.

b) El 4ngulo 8 form:iuin por dos planos es igual a la distancia angular
entre los polos correspondientes sobre la esfera de referencia.
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estos dos circulos, medida sobre la esfera, es igual al Angulo 8 que forman los
dos planos entre sf, Fig. III. 1 (b). En cualquiera de los dos casos, la medicién
de 4ngulos entre planos en el espacio se ha reducido a 1a medicién de distancias
angulares sobre la esfera de referencia. Pero para resolver el problema planteado
inicialmente es necesario llevar esta representacién a un plano.

En la proyeccibn estereografica cada direccién, o normal a un plano cristalino,
se representa primero en la esfera de referencia, tal como se ha meacionadn, por
au polo P, y éste se proyecta luego sobre un plano tangente a la esfera, Fig. III. 2.
La proyeccibén se realiza uniendo el polo P con el extremo B del didmetro de la esfera
que pasa por A y C. De esta manera, a una direccién, o a un plano que tiene su polo
respectivo en P, le corresponde una "imagen' P' en el plano de proyeccién, que es
la intersecci6n de la recta BP con ese plano. Iin otras palabras,el punto P' es la
"'sombra'" del punto P sobre el p'ano tangente a la esfera en A, si se considera que
existe una fuente luminosa en el punto B.

El cfrculo méximo NESO que pasa por el centro de la esfera, se proyecta como
el cfrculo N'E'S'O' , y este (ltimo se denomina circulo de referencia. Todo polo
perteneciente al hemisferio situado a la derecha del plano NESO se proyecta dentro
de este circulo, Fig. III.2, mientras que aquellos del hemisferio izquierdo se proyec-
tarfan fuera de él. Pero la distorsién de esta proyeccién serfa demasiado pronunciada
y se prefiere en cambio proyectar este Gltimo hemisferio sobre un plano tangente a
la esfera en B, siendo ahora A el punto de proyeccién. Las proyecciones de los dos
hemisferios se pueden dibujar en realidad superpuestas dentro de un mismo circulo
de referencia, diferencidndose los puntos correspondientes a uno u otro hemisferio
con los signos (+) y (-) o también con dos colores distintos. Si el plano de proyeccién
no es tangente a la esfera en A o B, sino 7ue se sitia en cualquier otra posicién nor-
mal al eje AB. snlamcate cambia la escala de la proyeccibén, pero no la distribucién
de los puntos. Por lo tanto puede tom:rse también el plano ecuatorial NESO como plano
de proyeccién. Girand» el circulo NSO alrededor del eje NS, se puede ver que todo
cfrculo miximo que pasa por los puntos Ny S se proyecta como un arco dentro del
circulo de referencia. En cambio el circulo horizontal ABEO se proyecta como el
didmetro O'E' del mismo cfrculo. Resumiendo, las propiedades més importantes
en la proyecciébn estereogrifica son las siguientes:

1) A un arco de circunfereancia situado sobre 1a esfera de referencia le corres-
ponde también un arco de circunferencia sobre el plano de proyeccién.
2) Todo circulo sobre la esfera de referencia se proyecta también como un circulo

en el plano de proyecci6én, aunque el centro del circulo provectado no coincide
con la proyeccién del centro del circulo original.

3) Las relaciones angulares entre arcos de circunferencia situados sobre la
esfera de referencia se conservan invariantes en el plano de proyeccién.

1.2 LA RED DE WULFF

Consideremos ahora a la esfera de referencia dividida por cfrculos méiximos
que pasan por los puntos Ny S formando p.ej. 10° entre si (meridianos) y cifrculos
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Fig.III.2. Proyeccidn estereogrdfica. Una direccién o una normal a una familia
de planos cristalinos se representa primero en la esfera de referencia por un
polo P y éste se proyecta luego sobre un plano tangente a la esfera, panto P'.

El cfrculo N'E'S'O', proyeccién del circulo mdximo NESO,se denomina cfrculo de
referencia.
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Fig.III.3. Dos proyecciones distintas de los meridianos y paralelos de la
esfera de referencia: a) Red de Wulff; b) Proyeccién polar.
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Fig.Ill.4. Medicién de 4ngulos en la proyeccion estereogrdfica. Se gira la red
de Wulff hasta que los dos puntos se¢ sitien sobre el mismo circulo méximo y
sobre éste se mide directamente ¢l dngulo.
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menores concéntricos con el eje NS (paralelos) también separados entre sf por la
misma distancia angular de 10°. La proyeccién de esta distribucién sobre un plano
tangente a la esfera de orfgen a la llamada red de Wulff, que resulta de suma utilidad
para el empleo préctico de la proyeccién estereogréfica, Fig. III.3 (a). Si la proyec-
ci6n se efecta sobre un plano paralelo al plano ecuatorial ABEO, normal al eje NS,
se obtiene en cambio, la llamada red polar, Fig. I11.3 (b).

Es interesante notar, tanto en la proycccién polar como en la red de Wulff,
que la proyeccibn estereografica couserva los 4ngulos tal como se mencion6 en la
secci6n III.1. Se puede observar en la Fig. 1I.3 que en efecto, la proyeccién de cual-
quier meridiano corta a la proyeccién d: cualquier paralelo bajo un 4ngulo de 90°
conservindose de esta manera las reluciones existentes entre 1os mismos sobre la
esfera de referencia. Una aplicacién inmediata de la red de Wulff es la determinacién
de dngulos en la proyeccién estereogréfica. Por ejemplo, para medir el 4ngulo
que forma dos direcciones dadas en el espacio, cuyos polos respectivos son Py Po,
Fig. III.4 (ay sencillamente se superpone la red y se gira la proyeccién (o la red) hasta
que los dos puntos se sitiien sobre la proyeccién de un mismo cfrculo méximo. El 4n-
gulo entre los dos polos se mide directamente sobre dicho cfrculo miximo, Fig. III.4
(b). En general, en un laboratorio se suele disponer de redes de Wulff impresas sobre
papel transparente. Se puede utilizar entonces un papel cualquiera para marcar los
trazos o los polos y superponer al mismo la red transparente para realizar las
mediciones.

III.3 LA PROYECCION TIPO

La proyeccién estereogréfica de planos cristalinos en la cual uno de ellos es
paralelo al plano de proyeccién, se denomina proyeccién tipo. En el sistema ctbico
se suelen elegir para ello los planos de las formas {100) , {110} o {111} . Estas
proyecciones son sumamente tdtiles para visualizar las orientaciones relativas a las
distintas familias de planos o direcciones de un cristal. Para construir una proyecci6n
tipo basta con conocer los 4ngulos que forman entre sf los planos cristalinos (o sus
respectivas normales). Estos 4ngulos dependen de los planos (hkl) considerados, las
longitudes a, b, c de las aristas de la celda primitiva y los 4ngulos que forman entre
sf. Es decir que en general, una proyeccién tipo vale para un cristal dado. Sin
embargo, en muchos casos una misma proyeccién sirve para todos los cristales de
un sistema dado. T,1 es el caso del sistema cilibico, de sumo interés en metalurgia
fisica, en el cual los 4ngulos que forman entre sf dos planos cualesquiera sélo de -
penden de sus fndices de Miller. Por lo tanto es posible construir una tabla de 4ngu-
los interplanares para todos los cristales de dicho sistema y a partir de ella obtener
las proyecciones tipo que se necesiten (ver ejercicio E.III.4). En la Fig. 1I[.5 se
muestra en forma esquemética, los principales polos de una proyeccién tipo (001).

El el Apéndice se muestran en forma mucho mis completa las proyecciones tipo
més utilizadas en los sistemas c(dbico y hexagonal.
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Fig.IlI.5. Proyecci6n tipo (001) del sistema cilbico. Los polos de las formas
{100} , {110] y [11 1} dividen la proycccibén en 24 tridngules que son cristalogra-
ficamente cquivalentes, dadas las simetrias del sistema ciabico.
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III.4 EL TRIANGULO FUNDAMENTAL

Consideremos la proyeccién tipo de la Fig. III.5 (a). Los polos correspondien-
tes a los planos de las formas {100} , {110} y {111} determinan 24 figuras de tipo
triangular que son cristalogrédficamente equivalentes dadas las simetrfas del sistema
clbico. Cada una de las figuras se denomina tridngulo fundamental, dado que consti-
fuyen el elemento basico para represeuntar la orientacién de un plano o una direccién
en un cristal. En efecto, para determinar el eje de un monocristal, o la normal a
un grano cristalino dado, no es necesario ubicar el polo respectivo en toda 1a proyec--
+16n tipo, puesto que por las simetrfas del sistema cdbico, toda direccién P siempre
-,stara situada dentro de uno de 1os triauguios meacionados, Fig. IOI.5 (b).

Mediante esta representacién, solameate queda una indeterminaci6a respecto de
nosibles rotaciones del cristal alrededor de la direccién P, p2ro éstas no tienen
inayor importancia en la mayorfa de los problemas que se presentan en metalurgia.

IMI.5 UTILIZACION DE LA PROYECCION ESTEREOGRAFICA

Veremos a continuaci6n algunas de las aplicaciones méis comunes de la proyec-
cidén estereogréifica. Como ya se ha dicho en la seccién II.1, los problemas més
frecuentes de metalurgia ffsica estdn relacionados con la determinacién de 4ngulos
entre dos planos cristalinos, entre dos direcciones dadas o entre una direccién y un
plano.

II1.5.1 Medicién del Angulo entre dos Planos

La medicién del 4ngulo entre dos planos puede realizarse de dos maneras.
Un plano puede representarse por su traza sobre la esfera de referencia. Esta
traza es un cfrculo miximo P; que se proyecta de l1a manera indicada en la
Fig. III.6 (a). Otro plano Py tendr4 una proyeccién que serd también un circulo
méximo. El dngulo & entre los dos planos se determina entonces midiendo el
4ngulo entre los cfrculos méximos correspondientes. Para ello se trazaa las
tangentes a ambos en el punto de interseccién, puesto que, como ya se ha men-
cionado, las relaciones angulares son conservadas en la proyeccién estereogrifica.

Si se conocen los polos correspondientes a los dos planos, el d4ngulo entre los
mismos se mide directamente haciendo coincidir un circulo méximo de la red de
Wulff con los dos polos, tal como se indic6 en la secci6én III. 2, Fig. ITI.4. Este
método es més preciso que el anterior y es el que se utiliza normalmente. El
primer caso siempre se puede reducir a este (ltimo puesto que si se conoce la
traza de un plano, el pnlo correspondiente se determina muy fdcilmente. En
efecto, como la normal a un plano forma 90° con el mismo, se hace coincidir un
cfrculo méximo de la red de Wulff con la traza del plano y se miden 90° a 1o largo
del didmetro O'E' de 1a misma red, Fig. II.6 (b). El punto P'y asf obtenido es
el polo correspondiente al plano P;. De la misma manera se obtiene el punto P',
correspondiente al plano P,. El 4ngulo & entre los dos planos es el indicado en
la Fig. I1.6 (c).
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U

Fig.II.6. a) Medicidn del 4ngulo entre dos planos.
Si los dos planos se representan en la proyeccién mediante sus
trazas correspondientes, el dngulo que forman entre ellos es
igual al que forman las tangentes en el punto de interseccidn.
b) Determinacién del polo de un plano a partir de su traza.
¢) Medicién del dngulo entre dos polos P'1 y P 9°
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I11.5.2 Rotacién de Polos

Un problema que se presenta frecuentemente es el de la rotacién de los
polos de una proyeccién estereogréfica, cuindo el cristal gira alrededor de un
eje dado. Analizaremos a continuacibn tres posibilidades.

a) Rotacién alrededor de un eje normal al plano de proyeccién. Es la rotaciba,
ya descripta, que se realiza arededor del centro de la red de Wulff para situar
dos polos sobre un mismo circulo miximo. Fig. IIl.4.

b) Rotacién alrededor de un eje paralelo al plano de proyecci6én. Siempre se
plede reducir este caso al de una rotacién alrededor del eje NS. Si el eje
de rotaci6én no es paralelo a NS basta rotar la red de Wulff alrededor de su
centro hasta que ambos sean coincidentes y luego se desplazan los polos sobre
sus respectivos paralelos (lfneas de latitud) el nimero de grados requeridos
en la rotacién.

Consideremos entonces el caso de la Fig. II[.7. Al rotar el cristal alrededor
del eje NS, cada polo se desplaza a lo largo de 3u respectivo paralelo (linea

de latitud) y por lo tanto es suficiente con que este desplazamiento, medido en
grados, sea igual al 4ngulo de rotacién del cristal. Tal es el caso de los polos
A4y By que luego de una rotaci6n de 60° pasan a las posiciones Ay y B, res-
pectivamente. En cuanto al punto Cq de 1a misma Fig. III.7 es necesario tener
en cuenta que luego de desplazarse 40° en el sentido OE, alcanza el borde de
la proyeccién. Los 20° restantes son recorridos sobre el otro hemisferio de la
proyeccién. El punto final Co debe por lo tanto marcarse conun signo (-). Por
el contrario un punto como el D1 situado inicialmente sobre el hemisferio nega-
tivo, durante 1a misma rotacién se desplaza primero un 4ngulo igual a 40°

en el sentido EO hasta alcanzar el borde de la proyeccién y luego, ya sobre

el hemisferio positivo, recorre los 20° restantes en el sentido OE hasta la
posicién final D,. Todas estas operaciones pueden visualizarse facilmente
dibujando meridianos y paralelos sobre la esfera de referencia de la Fig. II1.3
y estudiando los desplazamientos de los polos mencionados tanto sobre la
esfera como en la proyeccién estereogréifica.

c) Rotacién alrededor de un eje inclinado respecto del Plano de Proyeccién.
En este caso es necesario descomponer la rotacién en dos opzraciones suce-
sivas: primero una rotacién alrededor de un eje perpendicular al plano de
proyeccién y luego otra rotacién alrededor de un eje contenido en dicho plano.
Para ilustrar el procedimiento a seguir consideremos el caso de la Fig. III.
8 (a) en la cual se desea rotar e! polo Ay alrededor de un eje cuyo polo es By,
en un cierto 4ngulo, p.ej. de 40” en el sentido de las agujas del reloj.

Primero se efectia una rotacién 1lrededor de un eje normal a la proyeccién
de manera de llevar B al ecuador OE de la misma, Fig. III.8 (b). Luego se
rota el dngulo necesario para que By sea coincideate con el centro de la
proyeccibén, Fig. III.8 (c). Este dngulo resulta ser igual a 48°. Esta dltima
operaci6n afecta también 1l puato A, el cual después de rotar los mismos 48°
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Fig.II.7. Rotaci6n alrededor del eje NS. Cada polo se desplaza por su
respectivo paralelo un 4ngulo igual al requarido en la rotacién.
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Fig.II.8. Rotacién alrededor de un eje inclinads respecto al plano de proyeccién.
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desplazdndose sobre su paralelo correspondiente se sitiia en la posicién Ay,
Fig. III.8 (c). Ahora se puede efectuar facilmente la rotaci6a de 40° alrededor
del eje B, puesto que éste se encuentra en cl centro de la proyec:ién. El punto
Ao pasa entonces a la posicién Ay de 1a Fig. 1.8 (d). Finalmente es necesario
volver al eje de rotaci6bn Bg a su posicion original mediante un giro de 48°
alrededor del eje NS en sentido contrario al efectuado anteriormente. El polo
Agpasa entonces a la posicién A4 Fig. III.8 (e). Una rotacién alrededor de un
eje normal a la proyecci6n, Fig. III.8 (f) coloca al polo B4 ea la posicién By
coincidente con la posicién inicial By y el polo A4 pasa a la posicién final Ag
que es la resualtante de 1a rotacién pedida de 40° alrededor del eje cuyo pole

es Bl .

II.5.3 Determinaci6n de los fndices de Miller de un polo dado

El problema de determinar los indices de Miller de un plano cuyo polo est4
ubicado en una cierta posicién A de la proyeccibn estereografica, Fig. II1.9 (a),
se puede resolver ficilmente si se dispone de una buena proyeccién tipo, con un
nimero suficientemente grande de polos. Si la proyeccién en la que estd situado
el polo A tiene la misma escala que la proycccibn tipo, por simple superposici6én
de ambas pueden identificarse los fndices de dicho polo.

Si por alguna razén ésto no es posible, ser4 necesario seguir entonces el
método esquematizado en la Fig. II[.9 (a) y (b) valido para el siste ma ctbico.
Sea en efecto, un plano (hkl) cuya normal esté definida por el polo A en la proyec-
cidn estereogrifica. Si p, q, r, sonlos directores de esa norml, y d es el espa-
ciado entre los planos (hkl), entonces

p=cosp=d , g=cos T - d , T=cosT = d

a/h b/k c/1

pr =h , pa =h , gb =Kk
k re 1 1

comoa=h=c¢

=2

resulta P~ , P =
q r

—

» 9 Kk
r 1

Entonces midiendo los 4ngulos ¢ , @ y T con la red de Wulff, tal como
se indica en la Fig. II.9 (a) y calculando luegn los cosenos respectivos, se ob-
tienen las relaciones entre los fndices d: Miller del plano representads por el
polo A.

Otras aplicaciones de interés en netalurgin fisica pueden encontrarse deta-
1ladas en el libro de Barret-Massalski, The Structure of Matals, McGraw Hill,
New York 1966, 3a. edici6n.
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Fig.Il[.9. Los indices de Miller de un polo dado A se pueden obtener midiendo
los dngulos § , T y < respecto de los polos de tres direcciones conocidas.
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Fig.I1.10. Construccién de la proyeccién (001) del sistema ciibico.
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Dados dos puntos A y B arbitrarios en una proyeccién estereogréfica,

‘medir el 4ngulo comprendido entre ellos utilizando la red de Wulff.

Determinar el polo P correspondiente al circulo midximo que pa2sa por
los puntos A y B. Dibujar también el punto P' diametralmente opuesto
ap.

Utilizando la red de Wulff, dibujar el lugar geométrico de los puntos
que distan 20° de uno cualquiera dado.

Construccién de la Proyecci6n Tipo (001) del Sistema Cibico.

El polo (001) se sitGia en el centro de la proyeccién. Se puede ver
fAcilmente, comparando con el esquema de la Fig. III.1 (a) que

los dem4s polos de la forma { 100} se sitGan sobre los puntos N,S,
O y E del cfrculo de referencia, Fig. III.10 (a) a 90° del primero.

Los polos correspondientes a los planos de la forma {110) se ubican
inmediatamente con la red de Wulff, puesto que éstos forman 45 o 90°
con los polos de la forma {100} Fig. IM.10 (b). Todos los dem4s polos
se pueden situar sobre la proyeccién de la misma manera, con el
auxilio de la tabla de 4ngulos interplanares y la red de Wulff. El
problema puede simplificarse sin embargo, teniendo enc cuenta las
simetrfas del sistema cGbico. En efecto, sabemos que debe existir
una simetrfa de rotacién de orden 4 alrededor del centro de la proyec-
cién, puesto que el eje {001} es un eje de orden 4.

Ademés, se puede recurrir a otras relaciones cristalogrificas, como
por ejemplo, la orientacién relativa entre planos paertenecientes a um
misma zona y el eje correspondiente. Como las normales a los planos de
una zona son coplanares y adem4s forman un 4ngulo de 90° con el eje
de zona, los polos correspondientes a los planos de esa zona se .

sitian sobre el mismo cfrculo miximo de la proyeccién,y el eje de zona
a 90° del mismo, recordar Fig. II.6 (b). Teniendo en cuenta las
relaciones que existen entre los indices de planos y ejes de zona, (ejer-
cicio E.1.17), se puede ver, p.ej. que el plano (111) pertenece a la
zona cuyo eje es (101) y también a la zona de eje (011} . El polo (111)
debe encontrarse entonces en la interseccién de los cfrculos méximos
correspondientes a esas dos zonas. Estos dos circulos y su intersec-
ci6én, se muestran en la Fig. 1 (b). Por simetria se obtienen inmedia-
tamente los polos (111), (111) y (111). La tabla de 4ngulos interplanares
da un valor de 54.7° para el 4ngulo comprendido entre los polos (111)

y (001) que se puede verificar superponiendo la red de Wulff sobre

la proyeccitn.

Anilogamente se pueden ir obteniendo los demés polos.

Construir la proyecci6n tipo (011)
La proyecci6n tipo (011) pucde construirse de la misma manera que
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Fig.II.11. Los Indices de Miller de los polos A, B, C,D se pueden determinar
midiendo sus distancias angulares con la red de Wulff y comparando estos va-
lores con las tablas de dngulos interplanares.
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la anterior o bien simplemente rotando todos los polos de la proyeccién
(001) en un 4ngulo de 45° alrededor del eje NS (ver seccién I11.5.2).
El polo (011) pasa entonces a ocupar el centro de la proyeccibn.

A partir de la proyeccibn tipo (001) efectuar el giro necesario para
llevar el polo (112) al centro de la proyeccién. Indicar en esta nueva
proyecci6n los polos de las formas {100} , {110} y {111}.

Los cfrculos miximos, 1, 2, 3y 4 en laFig. III.11corresponden a
cuatro familias de planos de un cristal de aluminio. Los polos respec-
tivos son A, B, C y D. Utilizando la red de Wulff se encuentran las

-siguientes relaciones angulares

AB: 35 BC: 20°, CD: 34°, DA: 44° AC: 30°

Con estos datos y con la ayuda de la tabla de 4ngulos interplanares
determinar los fndices de Miller (hkl) de los polos A,B,C y D:

En la Tabla (Apéndice) se encuentran los siguientes valores:

hyk, 1 hok,l, angulo
100 100 0 90
110 45 90
111 54.7
211 35.2  65.9
10 110 0 60 90
111 35.2 90
211 30 54.7 73.2 90
111 111 0 70.53
| 211 19.5 61.9 90

Del andlisis de las distintas posibilidades se comprueba fAcilmente

A: (110) C: (211)
B: (111) D: (100)

Construir la proyeccién estereogrifica correspondiente a las direc-
ciones de los vectores que unen un 4tomo con todos sus primeros ve-
cinos, para los siguientes casos:

a) un metal ctbico de cuerpo centrado (I).Elegir (001) en el centro
de la proyeccibn.

b) un metal ciibico de caras centradas (F).Elegir (001) en el centro
de la proyeccibn.

c) un metal hexagonal compacto.Elegir (0001) en el centro de la pro-
yeccién.
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Fig.II.12. Representacién de los polos de un cristal ciibico de caras centradas,
y de una macla obtenida por reflexi6n en un plano (111).

a) AB: traza del plano (111) y su polo P correspondiente. b) Giro de la red de
Wulff hasta ubicar el polo P sobre el ecuador OE. c) La reflexi6én de los distin-
tos polos se realiza a lo largo de los paralelos correspondientes.
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Representar a una proyeccién estereogréifica, los polos de un cristal
clbico A1 y una macla obtenida por reflexi6n segin un plano (111).

Dos cristales forman una macla cuando existe un:i relaciébn de orientacién
bien definida a través de algunos elementos de simetrfa. En el caso par-
ticular de la estructura Ay, uno de los cristales que compone la macla

se deduce del otro ‘mediante una reflexi6én en un plano de tipo {_1113

ver m4s adelante, Fig. IV.15. Esta relacién de orientacibn es facil-
mente visualizable en una proyeccién estereogriafica. Consideremos

por ejemplo un cristal ctbico y su proyeccién tipo (001), ejercicio E.
III.4. Uno de los planos de macla (también llamado plano de composi-
ci6n) puede ser p.ej. el plano (111). En la Fig. II.12 (a) se indica el
polo y la traza AB correspondiente, recordar Fig. IlI.6 (b). La posicién
de los polos del cristal maclado se obtiene reflejando los polos de la pro--
yecci6n tipo respecto de la traza del plano (111). Para ello se superpone
una red de Wulff rotada de tal manera que el polo (ill) esté contenido en
el ecuador OE de la misma. Las reflexiones de los distintos polos se
realizan luego a lo largo de los paralelos correspondientes, como se
indica en la Fig. III.12 (c). Nétese que los polos (010) y (iOO) pasan al
hemisferio posterior de la proyeccién, recordar Fig. OI.7.

En una proyeccién tipo (001) del sistema clibico, representar los planos
y las direcciones més densos, tanto para la red I como la red F.

En una proyeccién tipo (0001) de la estructura hexagonal compacta, re-
presentar los planos mis densos, dibujando los cifrculos méximos corres-
pondientes . En la misma proyecci6n indicar las direcciones de las filas
reticulares mé4s densas.

Determinacién de los Indices de Miller de un Plano a partir de sus

trazas sobre dos superficies dadas.

Este es un problema tipico que se presenta en metalurgia. Es el caso de
la determinacién del plano de deslizamiento en la deformacién pléstica

de monocristales o del plano de h4bito de martensita inducida por tensién.
Consideremos, a tftulo de ejemplo, un monocristal de forma cilindrica,
sometido a traccién segtn una direccién paralela al eje del mismo, NS
en la fig. IM.13. La deformacién se realiza por medio del deslizamiento
en una familia de planos cristalograficos bien determinada. Las intersec-
ciones de estos planos con la superficie exterior de la muestra son
elipses. Si se pulen sobre la muestra dos planos P; y P, cualesquiera
formando un cierto 4ngulo ¢ entre sf, generalmente 22 90°, las inter-
secciones de los planos de deslizamiento con estas dos superficies

son dos familias de rectas que forman 4ngulos iguales a oy Ay

con el eje NS, Fig. I1.13.

Consideremos ahara una proyeccién estereogrifica paralela al plano Py
de tal manera que sus polos Ny S sean coincidentes con la pirroyeccién
de la direccién de traccién, Fig. I11.14. La traza del plano Py es un
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Fig.I1.13. Determinacién de los fndices de Miller de un plano a partir de sus
trazas sobre dos superficies dadas.



115

Fig.NI.14. Proyecci6n estereogrifica correspondiente a la Fig.IlI.13.
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E.OI.12

cfrculo méximo situado a una distancia angular igual a ¢ respecto

de la traza de Py (cfrculo de proyeccién NOSE). En la Fig. III.14

se ha representado cl caso particular de ¢ > 30°., La proyeccién

de la direccién PR seri un punto situado sobre el circulo de proyec-
cién a una distancia angular & respzcto del punto N. La direccién
PR en cambio, se proyecta como un punto sobre la traza del plano Py
situado a una distancia angular & , del punto S. Como el plano de des-
lizamiento P contiene las direcciones PQ y PR, su traza =n la proyec-
cién estereogrifica seré el circulo mdximo que contiene a los puntos
PQ y PR. El polo correspondiente se determina inmediatameute de
acuerdo a lo visto 2n la seccién Il1.5.1. Fig. 1.6 (b).

La orientaci6én de los planos de deslizamiento queda entonces determina-
da por el polo P obtenido de 1a manera indicada quedando también
determinados los 4ngulos que forma con cualquier otra direcci6én de la
muestra. Para determinar ademds sus fndices de Miller es necesario
conocer la orientacién del cristal, por ejemplo mediante un diagrama
de Laue obtenido con el haz de rayos X normal al plano P1. De esta
manera se puede conocer la ubicacién de los polos de los distintos
planos cristalogréficos de la muestra en una proyeccién estereogrifica
orientada respzcto del cristal de la misma manera que la de la Fig.
III.14. Por comparacién directa de las dos proyecciones se puzden
conocer entonces los fndices de Miller del plano P.

Nociones Elementales de Figura de Polo.

Una proyeccién tipo,p.ej. 1la (110), representa la orientaci6én en ¢l
espacio de los distintos planos de un monocristal cthico orientado

de tal ma nera que el plano (110) es paralelo al plano de la proyeccién.
Pero en general, para definir la orientacién de un monocristal es
suficiente representar la orientacién de una sola familia de planos
cristalinos, por ejemplo los de la forma {110} . Fig. II[.15 (a) en una
proyeccibn estereogrifica.

Consideremos ahora una muestra, p.zj. en forma Je 14mina, compuesta
por un cierto niGmero de granos cristalinos ligeramente desorientados
entre sf alrededor de una orientacién promedio como la del monocristal
anterior. La orientaci6n de los granos de esta muestra queda especifica-
da por una proyeccibn estereogréfica en la cual se indica la ponsici6én de
los polos de tipo {110} de cada uno de los cristales individuales. La
"textura'' o distribucién de orientaciones preferenciales de la muestra se
describe entonces mediante una proyeccién como la indicada en la

Fig. OI.15 (b). Si la 14mina contiene un nimero cada vez mayor de
granos, la distribuci6n de polos de la Fig. II[.15 (b) pasar4d gradualmente
de una distribucién de puntos a un ennegrecimiento continuo que serd
mé&s o menos uniforme 3egin cual sea el grado de desorientacién entre
los cristales. Esta es la llamada Figura de Polo {110} de la muestra.

Si el nimero de cristales de 1a muestra s muy grande, se suelen

trazar curvas de nivel, tales como la de 1o Fig. II.15 (c) que unen
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los puntos de igual densidad de polos (ennegrecimiento) en la proyeccién
estereogrifica.

En estos casos se especifica adem4s la orientacién de la figura de polos
respecto de alguna direccién preferencial en la muestra. En chapas
laminadas, la proyeccién estereogréifica se realiza en un plano paralelo
al de la chapa y la direccién de laminaci6én (D.L.) se hace coincidir
con la direccién Sur-Norte de la proyeccibén, Fig. III.15 (c).

 Una misma textura se puede representar también mediante diferentes

figuras segln sean los planos [hkl} que se consideren en la proyeccién
estereogrifica. En general se representa la distribucién correspoadiente
a planos cristalinos de bajos indices de Miller, que puedan ser facil-
mente visualizables. Por ejemplo, la textura dominante de laminacién

en frio del aluminio y en general, de metales cGbicos de caras centradas,
se escribe en forma abreviada como

@10) (112)

indicando que la mayorfa de los granos cristalinos de 1la muestra
estdn orientados de tal manera que sus planos {110} son paralelos
a la superficie de la chapa y las direcciones del tipo> {112 son para-

~ lelas a la direccién de laminacién. La Fig. II.15 (c) representa otra

de las orientaciones preferenciales presentes en una chapa laminada

de aluminio, que se indica como (110) [001] . La obtencién de figuras
de polo a partir de experiencias de difraccién de Rayos X seréd descrip-
ta en el apunte de difraccién de rayos X.
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IV ESTRUCTURA ATOMICA DE LOS METALES

IV.1 LA ESTRUCTURA CRISTALINA DE LOS ELEMENTOS Y SU CLASIFICATION
EN LA TABLA PERIODICA

La estructura cristalina de un elemecnto estd relacionada con la configuracién
electrbénica de sus 4tomos y ésta a su vez determina la ubicacién del elemento en
la tabla peri6dica. Segfn sea la configuracién electrénica, las uniones atémicas de
los elementbs pueden ser de distinta naturaleza y éstas determinan las principales
caracterfsticas estructurales de los sélidos que se originan. La Tabla IV.1 muestra
en efecto, que los elementos se ordenan en la tabla periédica formando grupos verti-
cales y periodos horizontales. Elementos pertenecientes al mismo grupo tienden a
formar estructuras semejantes a temperatura ambiente. Por ejemplo, los elementos
alcalinos (grupo IA) cristalizan todos segiin una red cfibica I, los elementos de los
grupos ITIA y IIB son en su mayoria hexagonales y los del grupo IB son cibicos F. Los
elementos del lado izguierdo de la tabla peri6dica son los que presentan caracteristicas
tipicamente metdlicas (llamamos metal en el sentido cldsico, aunque ésta no sea una
definicién rigurosa, a todo elemento ddctil, opaco, y que conduce muy bien el calor
y la electricidad).Los elementos del lado derecho son los 1llamados no metales o meta-
loides, de estructura cristalina més bien compleja, aunque algunos son gases o liqui-
dos a(in a temperatura ambiente. Los elementos intermedios son los llamados de "trar
sicién" y las "tierras rara.s"‘y poseen caracterfsticas esencialmente metdlicas.
En la literatura existen descripciones mucho més completas de la distribucién de
los elementos en la tabla periédica y no nos detendremos aquf en su andlisis puesto
que escaparfa a los propésitos del texto. "

IV.2 DISTINTOS TIPOS DE UNIONES INTERATOMICAS

Los 4tomos de los elementos o compuestos sélidos se mantienen unidos entre
s{ mediante distintos tipos de fuerzas atractivas, que se denominan en general
enlaces atémicos. La configuracién electrénica de los 4tomos es la que determina
el tipo de enlace y este dltimo es el factor que determina la estructura cristalina.
De esta - manera los distintos s6lidos se pueden clasificar en base al tipo de unién
atémica aunque debe tenerse en cuenta que esta clasificacién es més bien empfrica
y no la resultante de un entendimiento completo de las relaciones entre la estructura
cristalina de un sélido y las caracterfsticas electrénicas de los 4tomos que lo com-
ponen. Aunque en general en los s6lidos existen simultdneamente varios tipos de en-
laces, en ciertos cuerpos sélidos tipicos las uniones interatémicas tienen caracteris-
ticas bien definidas y es en base a éstos que se hace una clasificacién segin el tipo
de enlace predominante. Se pueden considerar desde este punto de vista cuatro
grandes grupos:

a) Cristales I6nicos: Los 4tomos alcalinos pueden perder ficilmente su Gnico
electrén de valencia y de la misma manera los 4tomos de hal6genos pueden
ganar un electrén. Los primeros dan origen a iones positivos y los segundos
a iones negativos. Cuando ambos se unen para constituir un cristal, se ejer-
cen fuerzas electrostdticas entre ellos, origindndose una distribucién tal que
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b)

c)

d)

minimiza la energlia del sistema. Esta condicién se logra cuando cada i6n
negativo se rodea de 6 iones positivos (y viceversa) dando origen a una es-
tructura cléctricamente neutra con igual cantidad de iones de amhos signos.
Estructuras i6nicas tfpicas son las correspondientes al NaCl, KCl, LiF, etc.

Cristales Covalentes: El elemento de uni6n que caracteriza a este grupo es

un electrén compartido entre 4tomos vecinos. Se puede considerar a este
electr6n como perteneciente simultdneamente a la capa exterior de dos 4tomos
adyacentes, completando en conjunto una capa electrénica semejante a la del
gas inerte méis préximo en la tabla peri6dica. Todo el cristal se comporta
entonces como una gran molécula, obteniéndose sélidos estables muy duros y
de alto punto de fusi6én. Un ejemplo tipico es el diamante (Z=6). Se comparten
4 electrones de valencia entre 4 4tomos vecinos, completando éstos en conjunto
una capa exterior de 8 electrones similar a la del ne6n (Z=10).

Cristales Moleculares: Los cristales orgénicos son los m4s representativos

de este tipo. Las moléculas de estos cristales estdn formadas por 4tomos unidos
entre sf por enlaces covalentes aunque las configuraciones electré6nicas de las
moléculas resultantes estdn levemente distorsionadas y los centros de gravedad

de las cargas positivas no coinciden con los correspondientes a las cargas negati-
vas. Las moléculas se comportan asf como dipolos eléctricos que ejercen entre sf
fuerzas denominadas de Van der Waals. Estas fuerzas son débiles y dan origen a
estructuras mas bien desordenadas como las de los polimeros. Por la misma razén
los cristales moleculares se caracterizan por un bajo punto de fusién.

Cristales Metdlicos: En un metal, el conjunto de todos los iones positivos se man-
tiene unido por el conjunto de todos los electrones de valencia. Estos tltimos se
comportan como un flufdo cargado negativamente, susceptible de moverse a lo lar-
go de todo el cristal, denominado gas de electrones o gas de Fermi. Este es res-
ponsable de la alta conductividad de los metales. Como el nimero de electrones de
valencia de un 4tomo metélico es muy bajo, no existe posibilidad de enlace cova-
lente o de formacién de iones positivos o negativos por parte de dos 4tomos veci-
nos. El gas de electrones de valencia debe considerarse entonces como pertene-
ciente a toda la red cristalina y no a un 4tomo o conjunto de 4tomos en particular.
Esta caracteristica explica la ductilidad de los metales puesto que si se deforma
una distribuci6én atémica de tipo metilico, cada 4tomo forma inmediatamente nue-
vos enlaces que son tan fuertes como los anteriores y puede soportar asi deforma-
ciones considerables sin fracturarse.

Aunque de todos los tipos de estructura nos interesa particularmente el caso de
los metales, no nos detendremos més en el andlisis de este tipo de enlace que
puede consultarse en distintos textos (Kittel). Pasaremos por lo tanto directa-
mente al estudio de las caracterfsticas geométricas méds importantes de las
principales estructuras metédlicas.
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Fig.IV.1. Capa de esferas rigidas en contacto sobre un plano. Se observan dos
tipos de intersticios indicados con las letras By C.

Fig.IV.2. Apilamiento compacto de esferas rigidas. Una estructura compacta
en tres dimensiones puede formarse apilando sucesivas capas compactas sobre

los intersticios de la anterior.
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IV.3 REPRESENTACION DE LA ESTRUCTURA ATOMICA DE LOS METALES
MEDIANTE EL MODELO DE ESFERAS RIGIDAS

Dado que la unién entre los 4&tomos de un metal no es direccional, cada 4tomo
tiende a enlazarse con sus vecinos tratando de alcanzar las distribuciones mé4s com-
pactas y rodearse por el miximo nfimero posible (nimero de coordinacién) de vecinos
inmediatos. Es por esta razén que se pueden rep-esentar las estructuras met4licas
por up empaaquetamiento compacto de esferas rigidas e impenetrables entre sf.

Consideremos en efecto una capa de esferas rigidas en contacto sobre un plano,
tal como se ilustra en la Fig. IV.1. La estructura periédica resultante, en la cual
cada esfera estd rodeada por 6 esferas vecinas pusde describirse por una red de
Bravais plana hexagonal (Tabla I.1, capftulo I), cuya celda se esquematiza en la
misma figura. Cada celda contiene dos tipos de espacios, vacfos o intersticios, que
se indican con las letras By C. Ambos intersticios son de tipo triangular, pero difie-
ren en su orientaci6n: los de tipo B tienen su 'base'' abajo y el vértice hacia arriba,
mientras que los de tipo C tienen la orientacién opuesta. De acuerdo a lo tratado en la
secci6n II.1. la misma estructura se puede describir por una red cuyo origen se sittie
sobre el centro de los intersticios, Fig. IV.1. Resulta as{ que todos los intersticios
del mismo tipo estin relacionados entre si por traslaciones enteras idénticas a las
que relacionan entre si los centros de las esferas.

Una estructura compacta en tres dimensiones puede entonces construirse apilandc
capas de esferas como las que hemos considerado, cada una de las cuales es compacta
y se describe por el mismo sistema reticular. Las maneras en las cuales pueden api-
larse las distintas capas de esferas para dar lugar a una estructura compacta son
infinitas. Consideremos en efecto una capa de esferas centradas en las posiciones A,
como la indicada en la Fig. IV.2. Sobre ésta es posible apilar otra capa compacta
ubicando las esferas sobre las '"depresiones' de los intersticios Bo C.

Supongamos que esta segunda capa esté ubicada sobre las posiciones B, como se
indica en la misma figura. Una tercer capa puede entonces apilarse sobre las depre-
siones situadas en las posiciones C o A y asf sucesivamente. Eligiendo al azar la
ubicacién de los sucesivos apilamientos se podrfan construir infinitas estructuras
compactas. Pero son solamente dos las formas de apilamiento que se encuentran
realmente en los metales. Una de ellas sigue la secuencia ABABAB ... y conduce
a una estructura de tipo hexagonal compacta A3 mientras que la otra secuencia posible
ABCABCABC ... da origen a una estructura ctibica de caras centradas Aq. En ambos
apilamientos cada esfera (4tomo) estd rodeada por el nimero mé4ximo posible de
esferas vecinas que es igual a 12. En la Fig. IV.3 (a) y (b) se ilustran los dos tipns
de estructuras resultantes.

En cambio, si se forma una capa constitulda por esferas de radio r, distribuf -
das sobre los nodos de una red p'ana cuadrada de tal manera que la distancia a entre
esferas vecinas sea

[
1
Lo
.1
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Extrafdo de Azaroff y Brophy

Fig.IV.3. Secuencias posibles de apilamiento compacto. a) Secuencia ABABAB...:
estructura hexagonal compacta. b) Secuencia ABCABCABC...: estructura cdbica

de caras centradas.



Extrafdo de Azaroff y Brophy

Fig.IV.4. Modelo de esferas rfgidas de la estructura cébica de cuerpo centrado.
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(b)

Extraido de Azaroff y Brophy

Fig.IV.5. a) Apilamiento compacto de esferas rigidas en la estructura ctbica

de caras centradas.
b) Disposici6n de las esferas en la celda cdbica de caras centradas.

£l tamafio de las esferas ha sido reducido para poner méis clara-
mente de manifiesto la simetria cdbica.
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y sobre esta capa se apilan luego capas idénticas ubicando siempre las esferas

de 1a capa superior sobre las depresiones de la capa inferior, Fig. IV.4, se obtiene
una estructura ctGbica de cuerpo centrado. Esta estructura, denominada Ay en la rota-
cién Strukturbericht no es compacta como las anteriores. Metales como el Fe, W, Mo,
Cr, cristalizan segln esta estructura.

Las principales caracteristicas geométricas de las estructuras mencionadas
serin detalladas a continuacién.
1V.4 LAS ESTRUCTURAS METALICAS MAS COMUNES

IV.4.1 Estructuras Tipo A; (Cibica de Caras Centradas)

Enla Fig. IV.5 (a) se ha reprzsentado nuevamente la estructura compacta
obtenida mediante el apilamiento ABCABC de esferas rigidas. En la Fig. IV.5 (b) se
esquematiza la celda de Bravais que describe la estructura mencionada, en la cual
se ha reducido el tamaifio de las esferas para poner de manifiesto mis claramente
la: simetrfa ctibica. Esta estructura se describe por el grupo espacial Fm 3 m
(grupo N° 225).

Se puede demostrar fAcilmente (ejercicio E.IV.9) que la distancia entre
primeros vecinos es

a V2

2

siendo a la arista de la celda, y que los 4tomos, supuestos esféricos, ocupan el

74% del volumen de la misma (ejercicio E.1V.9). También se puede ver que los
planos m4s compactos, que son los correspondientes a los planos de apilamiento de
las esferas rigidas son de la forma {_111] y que las direcciones més compactas son
de la forma < 110) , ejercicio E.IV.9. Los 4 planos {111} y las 12 direcciones{110)
seg(n las diagonales de las caras del cubo, caracterizan asf la distribucién de ma-
yor compacucidad y mayor simetria de todas las estructuras cristalinas.

iv.4.1.1 Intersticios en la Estructura A1

Los intersticios que deja esta estructura son sumamente pequefios y pueden ser
de dos tipos. Si sobre la depresién situada entre tres esferas vecinas (intersticio de
tipo B, Fig. IV.2) se coloca otra esfera, Fig. IV.6 (a),queda un espacio vacfo limitado
por las 4 esferas. Como éstasse distribuyen segtn los vértices de un tetraedro, el
intersticio delimitado se denomina tetraedral. En la Fig. IV.6 (b) se muestran las
posiciones que ocupan los intersticios tetraedrales dentro de la celda chbica. Sc
puede ver que éstos estdn situados sobre las diagonales de la celda, a distancias
iguales a 1/4, V3 a de los vértices de la misma. En la Fig. IV.6 (c) se muestra
un esquema auxiliar que permite calcular el radio miximo de la esfera rigida que
puede ocupar una posicién intersticial tetraedral. En efecto. s¢ puzde ver que el
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Extrafdo de Barret y Massalski

Fig.1V.6. Intersticios tetraedrales en la estructura ciibica de caras centradas.
a) Formacién de un intersticio tetraedral. b) Ubicacién de un intersticio tetra-
edral en la celda de Bravais. c) Esquema para calcular el radio méximo de
una esfera rigida que puede ocupar un intersticio tetraedral.
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Extraido de Barret y Massalski

Fig.IV.7. Intersticios octaedrales en la estructura cfibica de caras centradas.

1) Formacién de un intersticio octaedral. b) Ubicacién de los intersticios octa-
edrales en la celda de Bravais. ¢) Esquema auxiliar para calcular el radio m4-
ximo de una esfera rigida que puede ocupar un intersticio octaedral.
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Extraido de Barret y Massalski

Fig.IV.8. a) Celda de base hexagonal de la estructura hexagonal compacta.
b) Esquema auxiliar para calcular el valor de la relacién c/a.
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tetraedro marcado en la Fig. IV.6 (b) se puede inscribir dentro de un cubo de
arista a/2 y que su centro T coincide con cl centro de la esfera intersticial. Se
puede demostrar entonces que en el intersticio tetraedral de un apilamiento compacto
de esferas de radio ‘r=a V2/4 puede acomodarse una esfera de radio maximo
igual a 0.225 r (ejercicio E.IV.1).

Consideremos ahora un intersticio plano de tipo B, como el del caso anﬁerior,
formado por tres esferas rigidas vecinas. Si se apila otra capa compacta de esferas
de rddio'r, centradas en las posiciones C (Fig. IV.2) se obtiene ahora sobre el
intersticio original B, un intersticio plano orientado en sentido contrario, vértice
hacia abajo, Fig. IV.7 (a). Las dos capas delimitan entonces un espacio vacfo deno-
minado intersticio octaedral. En efecto, este intersticio estd rodeado por 6 esferas
dispuestas segln los vértices de un octaedro. En la Fig. IV.7 (b) se muestra la posi-
cién de los posibles intersticios octaedrales dentro de la celda cdbica F, en la cual
por razones de claridad, se ha reducido el tamafio de las esferas que representan a
los 4tomos. El corte de la celda seglin un plano de tipo (100), Fig. IV.7 (c) facilita el
célculo del radio miximo de la esfera rigida que puede ocupar un intersticio octaedral
en la estructura cGbica de caras centradas. Se puede demostrar (ejercicio E.IV.2)
que este radio es igual a 0.414 r. Es importante notar finalmente que en las estructuras
compactas, solamente pueden existir estos dos tipos de itersticios, independientemen-
te de la secuencia del apilamiento, ver seccién siguiente,

IV.4.2 Estructura Tipo A3 (Hexagonal Compacta)

Esta estructura difiere de la anterior en la manera de apilar las sucesivas capas
compactas. Como ya se ha demostrado en la Fig. IV.3 (a) el apilamiento de las dos
primeras capas sigue la secuencia AB, andlogamente a la estructura Aq. La tercer
capa se apila, en cambio, de tal manera que las esferas vuelven a ocupar la posicién
A correspondiente a la primer capa. La estructura que asf se obtiene se describe
por unared de Bravais hexagonal y un motivo compuesto por 6 4tomos por celda o
también por una red monocfclica con a=b y ¥ =120°y un motivo compuesto por dos
dtomos por celda situados en las posiciones (000) y (1 2 1)secci6n II.2., Fig. I.3.

332
En las Tablas Internacionales de Cristalograffa esta estructura se halla clasificada
segf(in esta Gltima celda, tomando el origen de 1a red en el centro de 1a lfnea que une
los dos 4tomos que.componen el motivo.

El nimero de coordinacién (primeros vecinos) es 12, igual que en la estructura
A1 y los planos mé4s compactos son los (0001) 1lamados basales, cuya configuracién
es igual a la de los planos compactos {111} de la estructura fcc. Sin embargo en la
estructura A3 sblo existe ese conjunto de planos compactos. Las direcciones mi4s
compactas son las del tipo ¢1120) paralelas a los planos {1010} que constituyen las
caras del prisma hexagonal, Fig. IV.8 (a) recordar ejercicio E.I.15. El grupo
espacial correspondiente a esta estructura es el P63/mmc (grupo N° 194).

En un apilamiento compacto de esferas rigidas tipo Ag, la relacién entre el
eje Cyelejedes
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Extrafdo de Barret y Massalski

Fig.IV.9. Intersticios en la estructura hexagonal compacta. a) Intersticios
tetraedrales. b) Intersticios octaedrales.
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c . V§ = 1.633
a 3

El dibujo auxiliar de la Fig. IV.8 (b) permite calcular ficilmente este valer,
ejercicio E.IV.3. Sin embargo, en las estructuras hexagonales reales existen apar-
tamientos mé4s o menos pronunciados de esta situaci6n ideal, tal como se puede ver
en la Tabla IV.2.

TABLA 1IV.2

Elemento c/a

Be 1.5847
Ti 1.5873
Zr 1.5893
Mg 1.6235
Zn 1.8556
cd 1.8859

IV.4.2.1 Intersticios en la Estructura A3

También se puede calcular facilmente que en el apilamiento ideal (c/a = 1.633)
las esferas ocupan el 74% del total del espacio, como en la estructura fcc. De la
misma manera los intersticios, como no dependen de la forma del apilamiento, son
similares a los de la estructura fcc. En la Fig. IV.9 (a) y (b) se muestra la ubicacién
de los intersticios tetraedrales y octaedrales, respectivamente, en la celda hexagonal.

IV.4.3 Estructuras Tipo A, (clbica de cuerpo centrado)

Esta estructura ya ha sido ilustrada en la Fig.IV.4 y se describe mediante la
red de Bravais cibica I. La celda correspondiente contiene 2 4&tomos, situados en
las posiciones (000) y(l 1_1_) ver secci6n I1.2. Fig. II.2 (a) y el grupo espacial que

222

describe las simetrfas de esta estructura es Im3m (grupo N° 229).

La estructura A, no resulta del apilamiento sucesivo de capas compactas de
esferas rigidas y en este sentido difiere de las estructuras Ay y Ag. Solamente el
68% del espacio estd ocupado por 4tomos, supuestos esféricos, frente al 74% de las
estructuras anteriores. Los planos mis compactos son los de la forma[llo] cuya
multiplicidad es 6. Adema4is los planos de las familias [112} y {123) también contie-
nen una alta densidad de 4tomos y por esta razén, existe en esta estructura una
tendencia al deslizamiento que se manifiesta indistintamente en las tres formas
de planos. El deslizamiento en la estructura A, se produce en las direcciones com-
pactas {111) . A pesar que las estructuras cbicas de caras centradas fcc o hcp
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o “Stomos
¢ intersticios

@ 4tomos
¢  intersticios

Extrafdo de Barret y Massalski

Fig.IV.10. Intersticios en la estructura cdbica de cuerpo centrado.
a) Intersticios tetraedrales. b) Intersticios octaedrales.
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hexagonal compacta son mis compactas que la hee cibica de cuerps centrado, los
{ntersticios de esta Gltima son méis pequeiios. Los intersticios tetraedrales se en-
cuentran en el centro de un tetraedro distorsionado definido por dos 4tomos de los
vértices y dos 4tomos correspondicates a los centros de dos celdas adyacentes,

Fig. IV.10 (a). Pueden alojarse cn :llos esferas de radio méiximo igual a 0.219 r.

En cambio los intersticios octaedrales son mis pequefios que los anteriores puesto qu
el radio de la mayor esfera que pued: situarse en los mismos es 0.154 r contraria-
mente ‘a lo que ocurre en los apilamientos compactos. La ubicacién de los sitios
intersticiales octaédricos en la celda cibica se muestra en la Fig. IV.10 (b).

IV.5 FALLAS DE APILAMIENTO EN ESTRUCTURAS COMPACTAS

Sc ha visto anteriormente que las estructuras compactas pueden considerarse
originadas por el apilamiento de capas atémicas segiin distintas secuencias. La Gni-
ca condicién para que el apilamiento resulte compacto es que dos capas contiguas no
ocupen posiciones iguales. La secucncia ABCABC ... origina la estructura Ay y un
apilamiento ABAB ... origini en cambio la estructura Ag. Sin embargo, dada una
estructura, es muy frecuente encontrar altcraciones en la secuencia de capas, las
cuales dan origen a defectos cxtendidos sobre los planos compactos del cristal,
denominados fallas de apilamiento.

En la estructura Ay puede ocurrir que una capa entera quede removida en la
secuencia de apilamiento, como por cjemplo

... ABC / BCABC ...

donde en el lugar de la barra falta una capa e tipo A. Esta falla se denomina
intrfnseca. De la misma manera puede introducirse una capa extra entre dos capas
vecinas

... ABCB ABC...

que dan origen a una falla de apilamiento extrinseca. Cuando una falla de apilamiento
divide al cristal en dos porciones de orientacién diferente tales que una de ellas es
la imagen especular de la otra, se dice qu: se tiene una macla (ver més adelante

IV.6).

Teniendo e¢n cuenta solamente las interaceiones entre los dtomos de dos capas
vecinas, no existirfa diferencia entrc las cstructuras Ay y Ag puesto que éstas se
inician con la misma secuencia AB. Energéticamente, amhas estructuras serfan
equivalentes. Pero el apilamiento de la tercer capa es diferente y la interaccién
entre segundos vecinos no es la misma. Por lo tanto existe una pequefia diferencia
de energfa entre ambos apilamientos. El hecho de que esta diferencia sea muy
pequefia es la razén por la cual las fallas de apilamiento constituyen un defecto muy
comin en estructuras compactas.



Fig.IV.11. Esquema de la disposicién de 4tomos en un plano (111) en la

estructura ctGbica de caras centradas. En la deformacién pldstica, el des-
lizamiento de la capa inmediata superior no se realiza directamente entre
dos sitios'B' (vector 3) sino que r_gsult_e} energéticamente mis favorable el

camino definido por los vectores b1 y b2 tales que b= 51 + 5‘2.
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IV.5.1 Formacién de Fallas por Deformaci6én Plastica

Las fallas de apilamiento desempefian un papel muy impartante en las deforma-
cionn plistica de los metales. Supongamos por ejemplo un cristal fcc sometido a una
tensi6n tal que favorezca un deslizamiento. Este se producir4 preferencialmente sobre
los planos {111] segfin las direcciones {110) . Enla Fig. IV.11 se muestra esquem4-
ticamente la disposicién de 4tomos sobre un plano compacto (111) de un cristal cibico
de carap centradas. Un deslizamiento sobre dicho plano enla direccién compactaf 110J,
diagonal de la cara inferior del cubo, deberfa llevar a los 4tomos de la capa superior
de un sitio B a otro sitio B mediante el desplazamiento.

ignal a la mitad de la longitud de la diagonal de la celda ctbica. Asf, una capa B
después de un desplazamiento igual a b volverfa a ocupar las posiciones B. Sin em-
bargo, este desplazamiento no es el que se produce en una deformacién pléstica,
sino que energéticamente resulta méis favorable un deslizamiento en "zig-zag' defi-
nido por los vectores

- =
% (211) b, - 2 (121]
tales que

-

=b1+b2

Entonces, durante el deslizamiento un 4tomo situado en una posicién B pasa
primero a la posicién C mediante el desplazamiento by. La capa B ha pasado a ser
una capa Cy la capa inmediata superior, que era C, debido al mismo desplazamiento
bl ha pasado a ser una capa A, Fig. IV.11. Del apilamiento original ABC ABC se
tiene ahora la secuencia

ABCA CABC

[

El desplazamiento b, ha removido una capa B y se ha introducido de esta
manera una falla de apilamiento intrfnseca. Si se produce adem4s un desplazamiento
segln b2 la capa C pasa a ser nuevamente una capa B y la capa siguiente A pasa a
ser C. La falla de apilamiento desaparece y la secuencia vuelve a ser nuevamente el
ABC ABC. En la Fig. IV.12 se ha representado nuevamente el plano (111) en la celda
clbica de caras centradas, reduciéndose el tamafio de los 4tomos por razones de
claridad. En esta construccién pueden visualizarse rdpidamente los vectores b, b1
y b2 (ejercicio E.IV.5).

IV.6 MACLAS

Dos cristales constituyen una macla cuando formando parte del mismo cuerpo,
estdn ligados por relaciones de orientacién bien definidas a través de ciertas opera-
ciones de simetria.
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by =3 (211)
6
b, =% (121]
b =3 (110] ,
> .
a,
a,

Fig.IV.12. Esquema delglano compacto (111) en el cual se indica la posicién
de los vectores b, b2 y b.
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Fig.IV.13. a) Macla de reflexién. b) Macla de rotaci6én de orden 2.
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Fig.IV.14. Esquema de formacién de una macla en un cristal ciibico de caras
centradas (fcc). El dibujo corresponde a la proyeccién del cristal tal como se
verfa segin la direccién (110). Con A, By C se indican las sucesivas capas
compactas.
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Si la orientacién de un cristal se deduce de la orientacién del otro mediante la
reflexi6n en un plano, se tiene una macla de reflexién. Fig. IV.13 (a). Es obvio que
el plano de reflexi6én,denominado generalmente plano de composici6én, corresponde
al mismo tipo de plano reticular de los dos cristales. Sin embargo este plano no debe
confundirse con los elementos de simetria del grupo puntual del cristal (capftulo IT).
Es también interesante notar que en las zonas adyacentes al plano de composicidn
piteden alterarse las distancias interatémicas y por lo tanto siempre se necesita una
cierta energia para producir una macla.

Si las orientaciones de los dos cristales estdn relacionadas por rotaciones de
orden 2, 3, 4 0.6, se tiene una macla de rotacién. Fig. IV.13 (b). El eje de rotacibén
puede encontrarse en el plano comiin a ambos cristales o puede ser normal al mismo.

En metalurgia ffsica, las maclas de mayor interés son las que se presentan en
las estructuras Aq, A,y Ag4. Estas pucden clasificarse a su vez en dos grandes grupos
segin la causa que las origina.

- Maclas de recristalizacién. Se presentan en metales y aleaciones fcc después de una
deformacibn y un tratamiento de recristalizacién a altas temperaturas.

- Maclas de deformacién. En la deformacién plastica de metales bce y hep s= puzde
producir una forma particular de deslizamiento en el cual cada capa atémica desliza
una cierta distancia respecto de la capa adyacente. La orientacién de la parte del
cristal que ha deslizado cambia respecto del cristal no deformado,originando final-
mente una macla.

I1V.6.1 Maclas en Estructuras A1

Enla Fig. IV. 14 se esquematiza la proyeccién de 4tomos de un cristal fcc, tal
como se verfan segln una direcci6n[110] del mismo. En la misma figura se han mar-
cado con las letras A, B, C a las capas atémicas compactas (ver Fig. IV.1).

Supongamos que el cristal crece, p.ej. por solidificacién,a partir de la fase
lfquida, en la direccién [001] (izquierda a derecha, Figﬁ./ IV. 14). Las sucesivas
capas compactas se van apilando de acuerdo a la secuencia ABC ABC ... correspondiente
a la estructura fcc. En un momento dado, es altamente probable que después de una
capa C se apile una capa de tipo B, produciéndose una falla de api'amiento. Si el
cristal sigue creciendo segin la secuencia propia del fcc, la falla ser4 el tinico defec-
to presente en el cristal. En cambio, puede ocurrir que después de una capa B se
apile una capa A, luego una capa C de acuerdo a la secuencia BAC... Este apilamiento
también da origen a una estructura fcc pero su orientacién es diferente de la anterior
puesto que es distinto el orden de ocupacibn de los sitios at6émicos.

Se puede ver que el plano PP', Fig. IV.14 correspondiente a la dltima capa C
de la parte izquierda del cristal, actia como plano de reflexién. En cfecto, todo
ftomo de la capa B siguiente tiene un equivalente cn la capa B anterior al plano PP'.
Otro tanto puede decirse de la capa siguiente A, Enla Fig. IV.14 se han marcado con
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l{fueas de punios algunas de estas correspondencias.

Si luego, durante el crecimiento subsiguiente del cristal, se produce una nueva
falla en la secuencia se vuelve al apilamiento original tal como se puede ver en la parte
derecua de la Fig. IV.14 Se ha nucleado as{ una banda de macla entre dos partes del
cristal que han seguido la secuencia del apilamiento original, de acuerdo al esquema

... ABCAB

R e

B A C ABCABC ...

cristal original band de macla secuencia del cristal original

Las superficies que limitan la mac!a definen dos fallas de apilamiento e¢n las
cuales la secuencia de capas compactas corresponde a la estructura hexagonal Ag.

IV.6.2 Maclas en Estructuras A,y Ag

La formacién de maclas constituye uno de los mecanismos importantes dentro
de los procesos de deformacién pldstica de metales ctbicos de cuerpo centrado. El
plano de composicién en estas estructuras es de la forma{llz] . En el caso del Fe o
estas maclas se producen por deformacién de muestras monocristalinas a bajas tempe-
raturas. También son caracteristica de la deformacién del hierro por impacto, dando
origen a bandas muy estrechas denominadas bandas de Neumann.

Los desplazamientos atémicos que intervienen en la formacién de maclas en es-
tructuras tipo A, son un poco mds complejos que en el caso de estructuras compactas,
ver Hume Rothery, capitulo 3, y por ejemplo las distancias interatémicas en las vecin-
dades del plano de composicién son un 9.2% menores que las normales en la estructura
del Fe « .

En metales hexagonales se producen maclas de deformacién cuando la orienta-
cién del cristal no favorece &1 deslizamiento de planos atémicos. El plano de composi-
cién es generalmente uno de la forma {1012} . Se puede ver ademés que dadas las si-
metrfas propias de la estructura hexagonal, los pequefios desplazamientos atémicos
necesarios para producir una macla pueden cambiar apreciablemente la orientacién
relativa entre la macla y el cristal original. P.ej. en el caso de Cd el eje ¢ de la macla
es aproximadamente perpendicular al eje ¢ del cristal no deformado.

IV.7 ESTRUCTURA ATOMICA DE ALEACIONES

A tftulo de aplicacidén de los conocimientos anteriores, haremos a continuacién
un breve anilisis cristalograifico de algunas aleaciones y de las transformaciones que
en ellas pueden llevarse a cabo. Desde el punto de vista estructural las aleaciones
binarias pueden pertenecer a dos grandes grupos, seg(n cual sea . la ubicacién de
los 4tomos del metal soluto B en la estructura del metal solvente a: intersticiales
y sustitucionales.



Fig.IV.15. Maclas en una muestra de 6xido de Vanadio. Micrograffa 6ptica
obtenida con un aumento total de 400 x. Atencién: Ing. D.I. Vassallo.
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Fig.IV.16. Relacién entre la celda clbica fcc de la austenita (fase ¥ ) y la
celda tetragonal de la martensita.
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IV.7.1 Soluciones Sé6lidas Intersticiales

Cuando los 4tomos del metal soluto B ocupan los intersticios de la estructura
del metal base A, se tiene una solucién sélida intersticial. Un ejemplo tipico es la
austenita: los 4tomos de carbono se ubican en los intersticios de la estructura Aq
del Fe ¥ . Ya se ha visto en la seccibén IV.5.1 que los intersticios tetraedrales y
octaedrales de la estructura Ay, construida mediante el apilamiento de 4tomos es-
féricos de.radio r, puede alojar 4&tomos cuyos radios méiximos son 0.225ry 0.44 r
respectivamente . Suponiendo que el Fe ¥ pueda describirse por el modelo de esferas
rigidas y siendo su parimetro de red a=3.65 A se halla facilmente que los sitios
tetraedrales pueden dar cabida a ftomos de radio 0.28 A y los octaedrales a 4tomos
de radio igual a 0.52 A ejercicio E.IV.6. En la Tabla IV.3 se da la lista de los
radios atémicos de elementos solubles en el hierro

TABLA IV.3
ELEMENTO H B C N o
Radio 0.46 0.97 0.77 0.71 0.60

Atémico (&)

En cambio en la estructura A, del Fe ol cuyo pardmetro de red es 2.87 A
podrfan caber 4tomos de 0.36 A de rad1o en los intersticios tetraedrales y de 0.19 A
en los octaedrales. Es evidente entonces que es mAis favorable la constitucién de
una solucién sé6lida intersticial en la estructura A; que en la A,.

Pero es posible también obtener soluciones intersticiales de carbono en la es-
tructura cibica de cuerpo centrado del Fe & . Los 4tomos de C se ubican en los
sitios octaedrales contrariamente a lo que podrfa esperarse provocando el desplaza-
miento de los dos 4tomos vecinos inmediatos. La relajacién posterior hace que la
red clbica pase a ser tetragonal. Esta es la llamada transformacién martensftica.

IV.7.1.1 La transformacibn martensitica

La transformacién martensftica es un fené6meno conocido desde hace mucho
tiempo y es el responsable del endurecimiento de aceros templados rdpidamente
desde altas temperaturas. Una caracteristica particular de esta transformacién
de fase es que no interviene ningln proceso de difusién en ella y solamente es el
resultado de una variaci6n local de las posiciones atémicas de la estructura original.

Consideremos la celda tipo A1 de la Fig. IV.16 que corresponde a un acero
austenftico clbico de caras centradas. La misma estructura puede describirse me-
diante una celda tetragonal I en la cual los planos de la forma {110} y las direcciones
del tipo {111) son paralelas a los planos {100] y a las direcciones € 110) respecti’a-
mente, de la estructura A,.
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En la misma figura se han marcado ademés los intersticios octaedrales comunes
a ambas estructuras. En la transformaci6én martensftica, inducida p.ej. por una ten-
si6n en la direccibn vertical, los 4tomos de carbono no alcanzan a difundir como para
formar algn carburo y sélo pueden reordenarse localmente y ocupar preferentemente
dichas posiciones intersticiales. El hecho de que se ocupe un solo tipo de sitios in-
tersticiales trae como resultado una distorsién tetragonal de la red ctbica original
que es proporcional a la concentracién de carbono asf como la presencia de fuertes
tensiones locales en la estructura resultante. La transformacién martensitica puede
tener lugar también en aleaciones no ferrosas como el latén con 37.5% de Zinc.

IV.7.2 Soluciénes Sélidas Sustitucionales

IV.7.2.1. Orden de Corto Alcance

En una solucién sélida sustitucional un cierto nfimero de 4tomos del metal
soluto B reemplaza a los 4tomos del solvente A en la estructura cristalina de este
Gltimo. Las diferencias de tamafio de los 4tomos que componen la solucién sélida
provocan en general una variacién de las dimensiones de la celda del solvente. La
ley de Vegard establece que las dimensiones de la celda varfan linealmente con la
concentracién de soluto, aunque en realidad la validez de esta ley es sélo aproximada.

A su vez, en una soluci6n s6lida sustitucional los 4tomos de los metales A y B
pueden distribuirse en tres formas distintas:

1) Al azar - Los 4tomos de A y B se distribuyen indistintamente en los sitios
atébmicos correspondientes a la estructura del metal solvente A o de la es-
tructura particular que pueda adoptar la aleacién. Se dice que la aleacién cons-
tituye una solucibén s6lida homogénea o que estd completamente desordenada.
Pricticamente este caso no se presenta en los sistemas binarios conocidos.

2) Los 4tomos de A y B se distribuyen de tal manera que cada 4tomo de A tiende
a rodearse por 4tomos de B como vecinos inmediatos y existe por lo tanto una
tendencia al ordenamiento. Esta situacién suele presentarse tanto en las
soluciones sélidas sustitucionales como intersticiales.

3) Los 4tomos de la misma naturaleza tienden a agruparse entre sf. Se dice
que en la aleaci6n existe una tendencia a la segregacién. Este caso es fre-
cuente en soluciones s6lidas sustitucionales.

En cualquiera de los tres casos, los conceptos de triple periodicidad y si-
metria, dejan de tener la validez establecida hasta el presente, puesto que puntos
equivalentes de la red pueden estar ocupados por Atomos diferentes. En el caso de

-un metal puro, la triple periodicidad permitfa describir una estructura en base

a la celda que con su repeticién constitufda todo el cristal. Las caracterfsticas

de la celda quedaban especificadas por unos pocos pardmetros geométricos. Pero
para describir 1a estructura de una solucién sélida serfa necesario especificar la
posicién individual de cada uno de los 4tomos de 1a aleacién. Es evidente que esta
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descripcién no puede hacerse y es necesario por lo tanto limitarse a un estudio
estadistico. De esta manera en una solucién sélida completamente desordenada
sélo es posible decir que en posiciones equivalentes de la red existe un "4tomo
promedio't. Este es un stomo ficticio cuyas caracteristicas son una combinacién
de las caracterfisticas de los 4tomos que componen la solucién sélida, promediadas
con un factor de peso que depende directamente de la composicién atémica.

Si la distribucién atémica en una soluci6n s6lida se aparte de la correspondiente
al azar,. la descripci6n de la estructura se hace entonces en términos de los llamados
pardmetros de orden de corto alcance. La definicién de estos pardmetros no es
Gnica y adoptaremos aquf una de las més utilizadas en la literatura.

Sea ?m un vector de la red cristalina, donde m simboliza ahora los tres en-
teros u, v, w (seccién 1.2.3). Consideremos todos los pares de 4tomos separados
por el vector * . suponiendo que el origen de dicho vector se toma sobre un 4tomo
B. Los pardmetros de orden de corto alcance de Warren-Cowley se definen entonces
por la relacién

p BA
X, =1-
Ca

donde PmBA es la probabilidad de hallar un 4tomo A en el extremo del vector Fm
cuando existe un 4tomo B en su orfgeny CA es la concentracién atémica del metal
A. Si la soluci6én sélida estd completamente desordenada, la probabilidad de encon-
trar un 4tomo A en cualquier punto de la red cristalina es Cp; luego &, =0

para todo m, salvo el caso trivial & =1, pues por hip6tesis existe un 4tomo B
en el origen.

Si 1a solucién evoluciona hacia el ordenamiento, existirdn dominios en los
cuales cada 4tomo tiende a rodearse por 4tomos de naturaleza diferente, separados
entre sf por dominios de solucién totalmente desordenada. En este caso la probabi-
lidad de encontrar un 4tomo A vecino al 4tomo B situado en el origen ser4 tal que

-

y ¢ m serd negativo para todos los vectores F . correspondientes a la primer capa
de vecinos de B. 8i el extremo del vector *  cae enla segunda capa, la probabilidad
de encontrar allf un 4tomo A seré

BA
) < C,
y o serd positivo. Puesto que los dominios ordenados son pequefios y estdn separa-
dos Bl)r dominies de solucién s6lida desordenada, al aumentar Fm, entonces P
tiende a CA y &, tiende por lo tanto a cero. Si la soluci6n s6lida evoluciona en cambio
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Fig.IV.17. a) Esquema de una solucién sélida binaria completamentz desordenada.
b) Esquema de la misma solucién sé6lida completamente ordenada. En
este caso es posible definir una nueva celda de mayor tamaiio para
describir la estructura del cristal. Esta disposicién ordenada se
denomina superestructura.
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hacia la segregacién, se constituyen dominios en lols3 A:uales los 4tomos de B (o los
del metal A) tienden a agruparse. En este caso P, = < Cp y los pardmetros &,
son todos positivos.

IV.7.2.2 Orden de Largo Alcance. Superestructuras

Un caso particular de ordenamiento se presenta en una soluci6én sélida en la
cual dos 4tomos se suceden en una secuencia ordenada tipo ABAB ... en todo el
volumen de la aleacién. En este caso, para la primera capa de vecinos

PBA=1 S -1
1 1 -E—
A

Para la segunda capa en cambio

De esta manera el pardmetro & oscila entre los valores 1y 1-1/C, en
todo el volumen del cristal. Se dice entShces que existe orden de largo alcance .

Habfamos visto que en una solucién sélida completamente desordenada, la
celda unitaria se podfa definir solamente en base a un 4tomo promedio situado sobre
sus nodos, tal como se muestra esqueméticamente en la Fig. IV.17 (a). Pero en una
solucién sélida completamente ordenada es posible definir una celda de tal manera
que su repeticién sucesiva describa todo el cristal, Fig. IV.17 (b). Esta celda contiene
dtomos idénticos en puntos equivalentes, pero su tamafio es mayor que el de la celda
de la solucién desordenada. Este hecho ha conducido al nombre de superestructura
para designar una solucién sélida caracterizada por un orden de largo alcance.

Los sistemas de aleaciones que pueden dar lugar a superestructuras son numerosas,
aunque sin embargo la mayorfa de ellos puede clasificarse segiin unas pocas estruc-
turas tipo, basadas en las redes A1, Ag y Ag. Nos limitaremos a mencionar los
ejemplos més representativos.

1) Cu3Au - Nomenclatura Strukturbericht le

En el estado desordenado la estructura es de tipo A, con un 4tomo promedio
(75% Cu + 256% Au) en cada nodo de la red, describiéndose por el grupo espacial
Fm3m, Fig. IV.18 (a). Pero en el estado de orden total la celda que describe la
aleacién es clbica simple, alrededor de cuyos nodos se distribuye un motivo com-
puesto por un itomo de Aua en el orfgen (000) y tres 4tomos de Cu en las posiciones

(110),(011),(101), Fig. IV.18 (b). El grupo espacial correspondiente es
22 22 2 2
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a
Q Cu OAu () 25% Au,75% Cu

Fig.IV.18. Celda unitaria de la aleaci6n Cu3Au. a) Estructura desordenada.
b) Estructura ordenada.

@c On (O sowcusonn

Fig.IV.19. Aleacién CuZn o latén (@ . a) Estructura desordenada.
b) Estructura ordenada.
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Fig.IV.20. Celda unitaria de la aleacién CuAu. a) Estructura ordenada,

b) Estructura desordenada.
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Fig.IV.21. a) Supe restructura del FeAl. b) Superestructura del FegAl .



ahora Pm3m'.

La celda es ctbica en ambos casos pero en la solucién ordenada un cierto
motivo de repeticién se asocia a la celda primitiva P, mientras que en el caso
desordenado es ctibica F con un "4tomo promedio' en cada nodo de esta Gltima
red. El tipo de superestructura L 1, ha sido observado en casi un centenar de
sistemas. Ademds del CugAu, podemos citar el Pt3Sn, AlgU, AlZrg, FegNi.

2)  CuZn o latén

En el estado desordenado la estructura es de tipo Ay, Fig. IV.19 (a),
con un 4tomo promedio 50% Cu - 50% Zn en cada nodo de esta red. Al ordenarse
la estructura se describe por una celda cGbica simple en la cual cada nodo tiene
asociado un motivo compuesto’por dos 4tomos, uno de Cu y otro de Zn, Fig. IV.19
(b). Este tipo de superestructura se encuentra también en otros sistemas como el
AuCd, G AINi, @ NiZn, etc.

3) CuAu - Nomenclatura Strukturbericht L 1

En el estadodeserdanado la estructura de esta aleacién es fcc, Fig. IV.20 (a).
Al ordenarse la superestructura resultante es tal que los planos (001) contienen
alternadamente 4tomos de Cu y 4tomos de Au solamente. La celda resultante queda
ligeramente distorsionada en la direccién (001) pasando de esta manera a ser
tetragonal con una relacién c/a = 0.93. El grupo espacial es P 4/m mm y dentro
de la celda tetragonal los 4tomos de Cu ocupan las posiciones (000) (11 0) y los de
Au(011) y@01). Fig. IV.20 (b) 22

22 2 2

Otros ejemplos de superestructuras L1 pueden encontrarse en los sistemas
siguientes, indicdndose en cada caso la relacibén c/a

AgTi (0.993) AITi  (1.020)
Cdpt (0.914) FePt (0.968)

4) Sistema Fe-Al
Las aleaciones Fe-Al pueden dar lugar a dos tipos de superestructuras

Fe-Al (Strukturbericht L 2,), FegAl (Strukturbericht DOg)

1)

En el estado desordenado ambas se describen por la estructura Ag del Fe.
Al ordenarse la aleacién Fe-Al toma una estructura basada en la celda ctGbica
simple, alrededor de cuyos nodos se distribuye un motivo compuesto por dos
4tomos, uno de Fe en la posici6én (000) y otro de Al en la posici6én (1 11). Fig.
IV.21 (a). 222
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Fig.IVv.22. Esquema de un dominio de antifase de una aleacién ordenada.
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La solucién sélida F33A1 se ordena en hase a una red cGbica F. En cada
nodo de la misma se sitlia un motivo compuesto por 1 4tomo de Al y 3 4tomos
de Fe como se indica en la Fig. IV.21 (b).

IV.7.2.3 Parfimetro de Orden de Largo Alcance

En general una solucién sélida que tiende a formar una superestructura nunca
se ordena completamente, sino que presenta apartamientos miso o menos pronunciados
de esa situacibén extrema. Es posible especificar cuantitativamente el estado de orde-
namiento de este tipo de aleaciones mediante el llamado pardmetro de orden de largo
alcance de Bragg & Williams.

En una solucibn sbélida de 4tomos de un metal A y otro B, cuyas proporciones
relativas son Cp y Cq se distinguen dos tipos de sitios. Si la aleaci6n estd completa-
mente ordenada, todos los sitios denominados ™ estdn ocupados por 4tomos A y los
sitios llamados B por 4tomos B. Pero si el ordenamiento no es completo, solo una
fraccidn ro¢ del ndmero total de sitios o estari ocupada por 4tomos A. Correspon-
dientemente sélo una fraccién rg del nimero total de sitios (> estard ocupada por
4tomos B. Entonces, para una aleacién parcialmente ordenada se define el pardmetro
de orden de Bragg & Williams por la relacién

rgy - Cp a- Cq
S = = —-
1-Cp 1-Cq
Si el orden es perfecto ry = re = 1 S=1
Si el desorden es total re = Cy Tp = CB S=0

El pardmetro S define asf estadisticamente el estado de orden de una aleaci6n
en todo su volumen. La descripcién que resulta de dicho pardmetro es menos deta-
11ada que con los pardmetros de corto alcance, puesto que para un estado caracteri-
zado por S = 0 pueden existir numerosas configuraciones atémicas con pardmetros
7 0.

1V.7.2.4 Dominios de Antifase

Cuando una solucién sélida estd parcialmente ordenada pueden distinguirse
en ella dominios dentro de los cuales existe orden de largo alcance, separados por
Ifmites en los cuales el ordenamiento se destruye localmente. Por ejemplo, si en
una cierta direccién la secuencia de 4tomos es

... ABABAB/BABABA ...

el lugar marcado con la barra representa un borde entre dominios. Si se considera
a la secuencia ABAB ... como una onda de concentracién en la cual A y B representan
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Fig.IV.23. Esquema de precipitacién de una segunda fase con relaci6n de orientaci6n
entre planos y direcciones de la matriz y la fase precipitada.
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sus miximos y minimos respectivamente, el borde de un dominio corresponderfa
a un cambio de fase iguala N en esa onda. Los dominios estarfan pues en oposicién
de fase y este hecho ha originado el nombre de "‘dlominios de antifase'. En la Fig.
IV.22 se ilustra un caso esquemitico de dominios de antifase en dos dimensiones.

Tanto los pardmetros de orden de largo y corto alcance, como la presencia de
dominios de antifase, pueden detectarse a partir de experiencias de rayos X y es
de donde proviene 1a mayor parte de la informacién acerca de las transformaciones
order-desorden.

IV.7.3 Relaciones de Orientacién entre Precipitados y Matriz

Si a una cierta temperatura T, 1a concentracién del metal B es una aleacién
binaria supera un valor l{mite Ch la configuracién de equilibrio no seri ya una solu-
cién s6lida homogénea (fase « ) sino una mezcla de fases o + @ . Sila pre-
cipitacién de la nueva fase se lleva a cabo en condiciones de temperatura tales que
se alcanzan en todo momento los correspondientes estados de equilibrio, el pracipi-
tado en general no guarda relaciones de orientacién definidas respecto de la matriz
en la cual se forma. Sin embargo, en numerosos casos la precipitacién se produce
en soluciones sb6lidas sobresaturadas retenidas a tempéitu}ras mis bajas que la
correspoadientz a la aparicién de la segunda fase. Tal serfa el caso de aleaciones
templadas bruscamente. En estos casos es altamente probable que el sistema no
alcance la configuraci6n de equilibrio estable y se produzca en cambio un conjunto
de transformaciones que pueden ir desde la segregacién de 4tomos de soluto B en
zonas que guardan la misma estructura cristalina de la matriz A (zonas de Guinier-
Preston) hasta la precipitacién de fases de transicién con estructuras diferentes de
la correspondiente a la solucién sélida original. En este Gltimo caso, también es
muy probable que la fase precipitada crezca en general con uno de sus planos cris-
talinos paralelo a una cierta familia de planos de la matriz. Se dice entonces que
entre la matriz y el precipitado existe un plano de hibito.

Enla Fig. IV.23 se i{lustra esquemAticamente el plano (100) de una solucién
sélida de estructura ctbica en la cual crece una fase tetragonal con su plano (110)
paralelo al plano (100) de la matriz. En el precipitado marcado con A la direccibn
[110] del precipitado es paralela a la direccién [011] de la matriz mientras que
en el precipitado B 1a misma direccién del precipitado es paralela a la direccién
(011) de la matriz.

Debe tenerse también en cuenta que si un precipitado crece sobre un plano de
hébito (hkl) creceri con igual probabilidad sobre cada uno de los planos de la forma
{hkl} . En una observacién al microscopio 6ptico o electrénico aparecerin por lo
tanto pracipitados con distintas orientaciones, correspondientes a todos los planos
de habito cristalograficamente equivalentes. Las bien conocidas estructuras de
Widmanstaten son un ejemplo tpico de pracipitacién con plano de hébito.
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kEJBRCICION

E.IV.1 Calcular el radio méximo de la esfera que puede situarse en una
posicion intersticial tetraedral en una estructura formada pur el
apilamiento compacto fcc de esferas rigidas de radio r.

Como se ha visto en IV.5.1 los intersticios tetraedrales se sitGan
sobre las diagonales de la celda ctbica, a distancias iguales a

V3'a/4 de los vértices de la misma. Siendo el radio r de las
esferas iguala V¥2/4, se puede ver inmediatamente en el esquema
auxiliar de la Fig. IV.6 (c) que el radio de 1a mayor esfera que puede
acomodarse en este tipo de intersticio es

V3a -V2a=1(V3-V2)a=1 (V3-V2) 4r =0.225r
4 4 4 4 N2
E.IV.2 Calcular el radio mdximo de la esfera que puede ubicarse en un inters-

ticio octaedral de una estructura compacta.

E.IV.3 Calcular la relaci6én c/a para un apilamiento compacto de esferas
rigidas tipo A5 (hexagonal compacto) (Fig. IV.8 (b)).

E.IV.4 Calcular el radio méximo de las esferas que pueden acomodarse en los
intersticios tetraedrales y octaedrales en una estructura A,(Fig.IV.10).

E.IV.5 Se ha visto en la secci6n IV.6 que la deformacién pldstica en un cristal
A, produce un deslizamiento en zig-zag sobre los planos [111] creando
y aniquilando sucesivamente fallas de apilamiento. Calcular los vectores
b y 32 que definen el deslizamiento que tiene lugar sobre la familia
de planos (111) de una estructura cdbica de caras centradas, Fig.IV.12.

E.IV.6 Calcular los radios m4ximos de los 4tomos que pueden acomodarse en la
estructura Ay del Fe ¥ enlos intersticios tetraedrales y octaedrales,
suponiendo un apilamiento de esferas rigidas. El pardmetro de la red,
arista de la celda cdbica, es a=3.65 A.

E.IV.7 Idem para la estructura Ag del Fe- o .Pardmetro de red a=2.87 A.

E.IV.8 Sea un acero austenitico de composicién: 86.56% Fe, 12.1% Mn,
1.34% C cuya estructura A tiene un parmetro de red a=3.631 A.
La densidad macroscépica de esta aleacibén es 7.839 gr/cm3. Demos-
trar que los 4tomos de carbono no estdn ocupando los nodos de la red
fcc.

E.IV.9 Calcular la distancia entre primeros vecinos y la fraccién del volumen
total ocupado por los 4tomos que constituyen una estructura fcc de
acuerdo al modelo de esferas rigidas. Expresar estas cantidades en
funcién de la longitud a de la arista de la celda cdbica.
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Fig.IV.24. Solucién s6lida sustitucional AB en la cual existe tendencia a la
segregacibn (a) y al ordenamiento (b).
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E.IV.10 Se tiene un conjunto de esferas rigidas de radio r tangentes entre st,

- formando estructuras ctGbicas P,I,F, respectivamente y tales que a
cada nodo de la red corresponde una esfera. Llenar entonces el si-
gulente cuadro en base a los datos de los problemas anteriores y célcu-
los complementarios en los casos necesarios:

TABLA IV.4

Estructura P I F

gt = e i praeem e

Radio de las esferas (dtomos)

Primeros - nfimero
Vecinos - distancia entre centros

Segundos - nfimero
Vecinoa - distancia entre centros

Fraccién del volumen ocupado por las esferas (%)

Fraccién del 4rea ocupada (100)
por las esferas en los planos (110)
(111)

Cuéles son los planos reticulares mfs densos
y cudl es su multiplicidad

Cuflles son las filas reticulares mé4s densas
y cufl es su multiplicidad

E.IV.11 En la estructura Ay del Cu (a=3.61 A) calcular los espaciados inter-
planares dygg, dy19 ¥ dyy1- Explicar porqué la deformaci6n pléstica
en este metal se produce preferencialmente por deslizamiento sobre
los planos {111} .

E.1v.12 Los esquemas bidimensionales de la Fig. IV.24 (a) y (b) representan
una solucién s6lida sustitucional AB, en la cual los 4tomos A se repre-
sentan por cfrculos (o) y los 4tomos B por cruces (x). Calcular los
parimetros de orden de corto alcance & ; hasta los quintos vecinos
(1=5) y analizar su variacién en funcién de la distancia al origen sefiala-
do en las figuras (se supone en este ejercicio que el c4dlculo realizado
para el origen indicado es representativo del estado de toda la aleacién).
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APENDICE A

NOCIONES ELEMENTALES DE ALGEBRA VECTORIAL

A.1 DEFINICION DE UN VECTOR

Un segmento orientado, como el MN de la Fig.A.1, constituye un vector,
si para-él imismo se especifican los siguientes parimetros: '

- M6dulo o magnitud. Es la cantidad aritmética que mide la longitud delseg-
mento MN.

- Direcci6én. Queda definida en el espacio por la recta portadora del segmento,
también llamada recta de accién.

- Sentido. Es el que tendrfa un mévil, dirigiéndose desde M hasta N, Fig.A.l.

- Origen o Punto de Aplicaci6én. Es el punto a partir del cual se mide el segmen-
to que representa al vector.

Fig.A.1

Un vector entonces es una magnitud por una cantidad aritmética, una direcci6én
y un sentido en el espacio. Los vectores son imprescindibles para representar mag-
nitudes ffsicas que necesitan para su especificacién completa, ademis de un nimero
que mide la intensidad de 1la magnitud considerada, una direcci6n y un sentido en los
cuales ellas actdan. Tal es el caso de los desplazamientos, las velocidades o las
fuerzas, que se denominan por lo tanto magnitudes vectoriales. Las magnitudes es-
calares en cambio quedan especificadas por un Ginico nGdmero y la unidad respectiva
(masa, densidad ,cantidad de calor).

Dos vectores son iguales cuando tienen igual médulo, igual direccibén e igual
sentido. Vectores opuestos son los que difieren solamente en su sentido.

Si al definir un vector no se especifica su origen, el vector se denomina libre,
pues puede deslizarse a lo largo de su recta de acci6n, y ésta a su vez puede des-
plazarse paralela a sf misma. En caso contrario el vector se llama ligado. La mayo-
rfa de los problemas cristalogréficos se resuelven utilizando solamente vectores ibres
pudiéndose desplazar por lo tanto su recta de accién siempre que sea conveniente
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A.2 OPERACIONES CON VECTORES

A.2.1 Suma de Vectores

Consideremos un punto que recorre la distancia OP en la direccién Oy, Fig.
A.2y que a continuacién se desplaza una distancia PQ en la direcci6én perpendicular
Ox. Resulta inmediato que los desplazamientos sucesivos OP y PQ tienen el mls mo
efectq que el desplazamiento inico OQ. Se puede decir entonces que el vector A repre-
sentativo del desplazamiento OQ es la suma de los vectores Ay Ag correspondientes
a los desplazamientos sucesivos OPy PQ.

A=A +A
=81 78y

Este resultado es el que se obtiene aplicando la llamada regla del paralelogramo.
Puede verse en efecto en la Fig.A.2 (a) que trasladando el vector Aj de manera de
llevar el punto O al punto P, y construyendo el paralelogramo PP'Q'Q la diagonal
PQ es un vector de igual direccién, sentido y médulo que A.

Y
P -5 ‘ Q'
l
|
I
\
|
P L a x
A,
A, A
o
@) (®)
Fig.A.2

La suma _<.ie vectores se defirga entonces de la manera siguiente. Dados dos
vectores Ay y A,, _e;l vector suma A de los mismos es el que une el origen de A;

con el extremo de Ag, cuando el extremo de Kl es coincidente con el origen de Xs.
La generalizaci6én para la suma de més de dos vectores es inmediata. El vector
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-

1+A +A3+...+An

- -

A=A
se halla haciendo ¢ coincidir el extremo de A1 con el origen de A2, el extremo de A
con el origen de A3 y asi’ sucesivamente. El vector suma A es el que une el ongen

de Al con el extremo de A (regla del poligono), Fig. A.2 (b).

De la definici6én dada surgen inmediata mente las propiedades conmutativa y
asociativa para la suma de vectores

- - g - - - - - - -
A1+A2=A2+A1 A1+A2+A3-=(A1+A2)4-A3

El vector diferencia entre dos vectores dados A y A1 se obtiene teniendo en
cuenta que

A-A =X+(-A

1 1

En la Fig. A.2 se puede ver ficilmente que
- - K

A-Ap =4,

y que el vector diferencia entre dos vectores es el vector que une los extremos de

los mismos.

Consideremos ahora la suma de n vectores iguales. Puesto que tados tienen
igual médulo, direccién y sentido, se suman simplemente una a continuacién del otro
sobre la misma recta de accién. La longitud del vector suma seré igual a n veces la
longitud de los vectores componentes. Entonces, el vector suma de n vectores iguales
es otro vector de igual direccién y sentido_. que los vectores dados y cuyo médulo es
n veces mayor. El producto de un vector A por un escalar entero positivo n es en
consecuencia un vector de igual direccién y sentido que el vector dado y cuyo mbdulo
es el producto del entero n por el médulo de A. Esta definicién se gereraliza inme-
diatamente para un nﬁmero x cualquiera, entero o fraccionario, positivo o negativo:
el producto de un vector A por un escalar cualquiera es otro vector de igual direcci6n,
cuyo mébdulo es XA, y cuyo sentido depende del signo de x. Por eJemp]o el vector
opuesto a un vector A dado se obtiene multiplicando a éste por (-1).

La divisi6én de un vector por un escalar x se define simp!emente como la multi-
plicacién del vector por el escalar 1/x. En particular si x=A (médulo de A) convendre-
mos en llamar vector unitario en la direccién A, o versor, al vector
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= Q}K
A

-y
Entonces todo vector A puede expresarse como el producto de su mébdulo A
por el vector unitario de la direcci6n correspondiente

A=A 3

A.2.2 Multiplicacién de Vectores. Producto Escalar y Producto Vectorial

Se definen dos operaciones de multiplicaci6n entre vectores. El producto escalar
da como resultado una cantidad escalar, y el producto vectorial da otro vector.

Se define como producto escalar A A' de dos vectores A y A' a la cantidad AA'
cos of , donde A y A' son los médulos de A ¥ Al respectivamente, y o el dngulo que
forman entre sf, Fig. A.3 (a).

-A . A" = AA' cos X

. V= AxA
A A
AD
ol 2 ¢
(@) (b)
Producto escalar Producto vectorial

Fig.A.3

El producto escalar de dos vectores es también, en otras palabras, igual
al producto del médulo de uno de los vectores por la proyeccibén del otro sobre
el primero. Puesto que cos & = cos (- & ) no interesa el sentido en el que se
mide el 4ngulo entre los dos vectores, y por lo tanto el producto escalar es con-
mutativo
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El producto escalar ser4 positiva si el 4ngulo que forman los vectores es
agudo, y negativo si ese 4ngulo es obtuso. El producto escalar de dos vectores
perpendiculares entre sf es nulo puesto que cos /2 = 0.

Si los dos vectores tienen la misma direccién y sentido, cos X =1, y se tiene
simplemente

- -
A.A' = AA'

En particular el producto escalar de un vector por sf mismo es igual al cuadra.
do de su médulo

- - 2

A.A=A

Las reglas del célculo algebraico permanecen véilidas en el caso del producto
escalar, como por ejemplo

-h - —
+B)=A .B +A .B +A

El producto vectorial AxA de dos vectores A A A'es por definicién otro
vector V perpendicular al plano determinado por A y A' y cuyo médulo es AA'
sen® , Fig.A.3 (b). Es importante notar que el é.nguloo( puede medirse desde A
hacia A' (sentido positivo de rotacién, ver m4s adelante seccién A.3) o en sentido
inverso. Aumue el valor absoluto del dngulo o es igual en ambos casos, como.
1a funcién sene es impar (sen (- o ) = - senat ) el producto vectorial depende
del orden de los factores

-y

-d -y -t
AxXA'=-A"xA

El producto vectorial no es por lo tanto conmutativo y la inversién del orden de
los factores da como resultado vectores de sentido opuesto. Las reglas del cédlculo
algebraico siguen siendo vdlidas, siempre que no se invierta el orden de multplica-
cién vectorial.

Finalmente, se pueden combinar las dos 0peraciones anteviores, y definir
asf el llamado producto mixto. Sean los tres vectores A A y A g+ DO coplanares
entre si. Se denominan producto mixto a la cantidad escalar

AAA)=(A xA) . Ag

o)

El producto mixto asf definido tiene un significado geométrico bien preciso.
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En efecto, el vector A xA =Bes normal al p'ano definido por Kl y A
y su médulo A A~ sen &« ed num?‘éricamente igual al drea del paralelogramo que
determinan. C%)ngideremos ahora el paralelepipedo limitado por Kl’ A 9 ¥ A 3°
El médulo del vector B es igual al 4rea de la base, y el producto escalar
B. 33 es entonces numéricamente igual al producto de la base por la altura del
paralelepipedo, es decir, su volumen.

Puede ademds demostrarse que

( 1A2A )=(A1xA2) .A3=(A2xA3) .A2=A3 xAl) .A2

En cualquiera de estas expresiones puede invertirse el orden de los factores
que se multiplican escalarmente, pero una inversién en el orden de un producto
vectorial dard en cambio una inversibn en el signo del resultado.

Otra propiedad del producto mixto, que surge de su definicién, es que si
de los tres vectores, dos cualesquiera de ellos son paralelos, el resultado es nulo.

A.3 COMPONENTES DE UN VECTOR

-
Todo vector A en el plano, se pucde descomponer en dos vectores a los que
denominaremos ua y vb tales que



BLL
A=ua+vb

- -y

donde u y v son esca_l.ares, y (a,b) un par de vectores unitarios. De manera m4s
general todo vector A en el espacio puede considerarse como la suma de tres
vectores no coplanares

b
- - - -y C
A=ua+vb+we ' @u

Las tres cantidades (uvw) determm'm completamente el vector A respecto
de 1a terna de referencia dada por a b y ¢. Estos vectores se llaman fundamentales
o vectores base o vectores umtarlos y los niimeros (u,v,w) son las componentes
del vector A. ~ |Enel plano el vector Aesla dlagoml del paralelogramo deter-
minado por u y vb, Fig. A. 5(a) y enel esp acio A es la diagonal del paralelogramo
construfdo sobre los vectores udi, vb y wc, Fig.A.5 (b). El mismo vector A podria
definirse respecto de cualquier otro conjunto de vectores fundamentales pero sus
componentes (u'v'w') serfan diferentes a las componentes originales (u,v,w).

Veremos a continuacién algunas de las ventajas de utilizar una terna de refe-
rencia para describir vectores en el espacio. Sean, en efecto, dos vectores A y A"
definidos por sus compmentes u'v'w' Yy (u''v''w'y, respocuvamente en la terna

fundamental, a, b ¢. El vector suma A1 serd

Z‘l =A' b A" = (u'a + v'b + w'Z-) + (u"?t F v w"E)
= (U A+ +V) D+ (W WS

Anilogamente el vector diferencia

X2=K' -A"=(@u-u")a+ (v —v'03+(w' —w")-c.
Entonces, si dos vectores estin definidos por sus componentes respecto de una
terna de referencia, las componentes del vector suma (o diferencia) se obtienen
sumando (o restando) las componentes de los dos vectores originales segiin cada una de
las direcciones de la terna. Esta propiedad se puede generalizar ficilmente al caso
de n vectores. Resulta también inmediato que las componentes del producto de un

vector por un escalar, son iguales a las componentes del vector original multiplica-
das por el mismo escalar.

- . _Silaterna 3, E, Ces ortogonal (se suele utilizar en este caso la notacién

i, j, k) se pueden encontrar expresiones particularmente simples para los praductos

escalar, vectorial y mixto. Sean en efecto los vectores expresados segin dicha terna
-y -y - -

A =ua+vb+we

-9

- - -
=u'a+v'b +w'c
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El producto escalar de ambos seri
2.A= (ua +vb + w-é) . (u'?t +v'b + w'-é)

Multiplicando escalarmente cada uno dc los sumandos de A por los sumandos de Al ,
y teniendo en cuenta que

. hcate1 3.b=0
- -Q_ 2— — q—
b.b=b%"=1 b.c=20
¢ E=02:1 3 ;:0

dado que la terna es ortogonal, y los vectores que la componente tienen mddulo igual
a 1, se obtiene finalmente

A.A =u' + v+ ww'

El caso particular del producto escalar de un vector por sf mismo, se exprzsa
- -y
A A=A‘?‘=u2+v‘?‘+w2

que es sencillamente el resultado del teorema de Pitdgoras en el espacio. En base

a las propiedades del producto escalar se pueden obtener otras relaciones de suma
utilidad en el cédlculo vectorial. Por ¢jempl»s multiplicando escalarmente el vector A

por cada uno de los vectores base a, b, ¢

-

A .?1=(ua+vl-5+w‘é) .3 - ua?

I
=

y anidlogamente

-
. C=W

>

A.b=

se puede ver que las componentes u,v,w del vector A son 1gua1es al moddulo de la
proyeccibén de dicho vector sobre las d1recc1ones dadas por a b ,C respactlvamente

AdemAs si llamamos  , (3, ¥ a los 4ngulos que forma A con i, byc, respecti-
vamente, tendremos

u=Acosod v=:Acos® w=Acosy

y entonces

2

2 r
A =02+ v 2 - A% cos2a +Azcosz(5 + A% cos?y

=uf+ve+w
de donde resulta

cosZa + 0032 (5 + coszx =1
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Los 4ngulos que forma un vector A con las direcciones de referenéia no son
pues independientes. Si se dan dos de ellos el tercero queda determ,i.nadtvnnr la

relaci6n uluma. Los cosenos de dichos fingulos se denominan ‘cosenos difectores
del vector A.

Para calcular el producto vectorial de dos vectores A y A' es necesario
definir nrimero el sentido positivo de giro, tal como se ha mencionado en A.2.2.

La convenci6n que se utiliza genera] mente es 1a llamada regla del tirabuzén, o
de la terna derecha. Dados dos vectores a y b Fig.A.6, el sentldo positivo se defme
como el sentido en el cual un observador parado sobre el eje ¢ verfa rotar el vector a

Fig. A.6

hacia el vector b. Se tiene entonces, que el producto vectorial de dos vectores A y
A' se expresa

AXA'=(ua+vb+wo)x (3 +v'h+wo)

9 - - badibad - -
= uu'axa + vv'bxb + ww' cxc

- = - - -
uv' axb + uw' axc + vu' bxa

vw' bxe + wv' oxa + wv' oxb
Teniendo en cuenta que de la definicf6n de rproducto vectorial

- — -

-y b -y
axa =bxb =cxc =0

- = - - - - - - -

b=c¢ axc = -b bxc = a
- b -d - - -l - - -y
bxa = -c cxa=Db cexh = -a

resulta finalmente
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- - - - -
AxA' = (vw =vy'w)a + (wu' = w'u)b + (uv' = u'v)c

que se puede expresar como Suma de determinantes

v v' w w!' u u'
- — - - -
AxA'=lww']a+{juu] b+]v v'| c
o, en forma mis reducida como

- S -
- - abc
AxA'= uvw

u'v'w'

En forma anfloga, y teniendo en cuenta siemp-e las propiedades del producto
escalar y vectorial, aplicadas a los vectores ortogonales unitarios aby 3, se puede
deducir la siguiente exprz2sién para el producto mixto de tres vectores Kl, A'z y K3
en funcién de sus componentes (uvw), (u'v'w') y (u'v''w") respactivamente

(AlAnA,) =

e e &
< < <

3

-

Si la terna no fuera  ortogonal, el producto mixto (31K9A3) se expresaria
también como el determinante formado por sus componeentes, pero en este caso
multiplicado por el producto mixto (@xb) . ¢ de los vectores base.
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100

110

111

210

211

221
311

L

APENDICE B

ANGULOS INTERPLANARES EN EL SISTEMA CUBICO

(hokols)

100
110
111
210
211
221
311
110
111
210
211
221
311
111
210
211
221
311
210
211
221
311
211
221
311
221
311

Angulos entre (h{kql4) y (hokolo)

00

45°
54°44'
26°34'
35°16'
48°11'
25°14'
00
35°16'
18°26'
30°1'
19°28'
31°29'
00
39°14!
19°28'
15°48'
29°30'
00
24°6'
26°34'
1917
00
17°43'
10°0'
00

00

90°
90°

63°26' 90°
65°54'

70°32'

72°27'

60° 90°
90°

50°46' 71°34'
54°44' 73°13'
45° 76°22'
64" 47'90°
70°32'

75°2!

61°52' 90°
54°44' 78°54'
58°30' 79°58'
36°52' 53°8'
43°5' 56°47'
41°49' 53°24'
47°36' 66°8'
33°33' 48°11'
35°16' 47°7'
42°24' 60°30'
27°16' 38°57'
35°%' 50°29'

90°
90°

66°25'
79°29'
63°26'
82°15'
60°

65°54"'
75°45'
63°37'
65°58'

78°28'
90°
72°39'

70°32'
74°12'
90°

83°37'
84°47'
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90°

90°

80°24'
82°12'

90°
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Proyeccién tipo (0001) para un cristal hexagonal de Mg
con c/a = 1.6235
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