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f - atMARIOi
SI estudio da problemas fluidodinámioos y do tra o íarenóla 

d* oalor en oonduotoa de seooión arbitrarla es de interés en la tec, 
nología de vehlouloe eepaoiales, reactores nucleares, bombas electro

En general» los diversos planteos llevan a modelos matemá- 
tioos cuya solución es exaota en el caso de configuraciones geométri 
oas senoillas (oirculares o rectangulares). Si la sección del oonduo 
to es compleja» no resulta posible en general» obtener la solución 
del problema mediante el método olásioo de separación de variables y 
es necesario reourrir a métodos aproximados»

En este trabajo» se presenta la soluoión de dos problemas 
resueltos reoientemente por el autor y sus oolaboradorest
1.- Flujo y transferencia de calor en el caso de generaoión uniforme 

de oalor en el fluido.
2,- ?lujo magneto hidrodinámico no estacionario.

En ambos oasos se obtiene una soluoión analítica aproxima­
da transformando la seooión dada en otra más sencilla mediante el mé, 
todo de representación oonfozme. Es posible entonoes satisfacer iden 
tioamente las oondioiones de borde pero como las ecuaciones gobernan 
tes no son invariantesf es necesario haoer uso de un método aproxima
do para resolverlas.

Se demuestra q.ue las soluciones analltioas obtenidas son vá 
lldas para oualq.uier tipo de seooión y q.ue en el caso de seociones 
ouadradas» los resultados obtenidos mediante el método expuesto es — 
tán en acuerdo exoelente oon la soluoión exaota.

pggjiétloesy etc.



- INTRODPCCION

Investigaciones sobre medios líquidos que fluyen en con 
ductos prismátioos o cilindricos de sección compleja son de interés 
tanto desde el punto de vista aoadémioo oono práatioo, 7* que en la 
tecnología espacial es común utilizar conductos de forma irregular 
que puedan ser colocados en los vehículos espaciales aprovechando al 
máximo el limitado espacio disponible*

Utilizando una misma metodología se resuelven en el pre 
sente trabajo dos problemas cuya solución ofrece serias dificulta - 
des por los métodos clásicos de análisis:
1 — Flujo y transferencia de oalor en el caso de generación unifor­

me de calor en el fluido.
2 — Flujo no estacionario — laminar de un fluido conductor al que se

aplioa un campo magnético» uniforme y transversal de magnitud
H .o

El método utilizado consiste en la transformación del 
dominio en el circulo unitario y en la aplioación de una, de las téc 
nicas de residuos ponderados para resolver las eouaciones gobernan­
tes*

Esta técnioa ha sido utilizada por el autor y sus cola­
boradores en la solución de numerosos problemas en diversos campost 
electromagnetismo, transferencia de oalor, vibraciones, etc.*~^

*

2.1 - FLUJO T TRANSFERENCIA BE CALOR EN CONDUCTOS NO CIRCULARES COTA 
PARED MANTIENE TEMPERATURA CONSTANTE T EN EL CASO DE GENERACION 
UNIFORME DE CALOR EN EL FLUIDO.

El oaso de un flujo a temperatura oonstante a la izquierda del pui 
to x^ ■ 0 y una temperatura presoripta en la pared a la derecha 
del origen de ooordenadas lleva a un problema interesante de la 
teoría de autovalores.

Para flujos laminares en conductos ciroulares o rectángula-« Q
res se han hallado soluoiones exactas • El análisis de flujos



Nslug"* en al oaso da seooloneB no convencionales ha sido llevado
9a oábo mediante la técnica de variable compleja 7 muy reciente — 

mente ha sido extendido a fluidos con generaoión uniforme de ca-
1  1 0lor •

Es importante mencionar que Sparrow
16ha desarrollado métodos muy generales para secoiones arbitrarias . 

Creemos también que el procedimiento utilizado en este trabajo es 
n¿a simple para oiertos problemas o amo el que se describe en esta 
seocián» aunque no es tan general*

_ TOHUüLACIQH MATEMATICA DEL PROBLEMA

Sea un flujo laminar totalmente desarrollado en un oonducto 
oillndrioo de sección arbitraria (Figura 1) oon las siguientes 
oondioiones de oontoraoi

v [ L <*1 ’ x2> " 0 ’ x3 ) * 0 

T ^  , x2) - 0 , x^ > 0 j -

T [ , x2 , x3 ¿ 0 ] -

(1)

Tw (2)

T (3)

donde la relaci6n funcional L (x^ , Xg) - 0 define el contor­

no de la sección en el plano x^ , •

Si hay fuentes de calor uniformemente distribuidas en el fluí 
do y admitiendo qué las propiedades del mismo son izdependientes de 
la temperatura y que la oonducción longitudinal do calor es despre 
oiable comparada oon la convección longitudinal, las siguientes
eouaoiones son válidas;

2
(4)

* ?lujos oon perfil de velocidad constante en la sección. Es un mo 
délo utilizado muy a menudo para metales líquidos, flujos alta­
mente turbulentos, eto.

Conuáión Nocional óe t.cergia Atómica

b i b l i o t e c a



T72 m / ’̂ P • v  ̂ Q , N V  T, ------------------------------------(sl,x ,x ) -  ------- (5)
(X1 * 2* 3 k 2 ^  ^  3 k

donde ▼ (x^ F x2) es la velocidad del fluido.
Dado que el sistema diferencial gobernante es lineal, es lí 

oito hacer uso del método de superposición.
Es conveniente tasar:
T - T T - T f T

TTT'TTT1* — + 7TT ■ ^ * * 3  (6)O W  0 w  e w e w
donde

T - T 
- -i— ;

T - T o w

K  - — L .2 T - T e w

K  -  —  3

/ C p  - T 9 ^
k

J ^ P  * V
k

Q
k - «2

K ( 1 *X1 * x2* " 0 * x3 >  0 )  

K  [ X1 ’ x2 * x3 - 0 - 1

(7a)

(7b)

3 T - T (70)e w
La ecuación (5 ) puede ser expresada del siguiente modox

( 8 a )

2
y  p2 . — -=—  . ~ — . (8bj

2
V  h  - -  i r  “ c2 (*>)

Las correspondientes oondiciones de contorno sont

(9*)

(9d ;



03 j^L (xx , x2) - O j - O (U)

K  (X1 * X2‘» X3 ’ °> * ~ H  (xl » x2> (12)

Las eouaoiones (8a) j (8t>-) describen problemas de tipo di fu 
si6n mientras que las eouaoiones (4) 7 (8c) son ecuaciones del ti 
po de Poisson*

2,2 - TRAB’SFOBIIA.CION DEL DCMIglO T DE LOS SISTEMAS qnraraNCIALTgS 

Sea

K  [ L ^*1  * X2^ •  0 * x3 >  0 J  "  0 ( 10)

■ f ( !
) («)

1* fuñoi 6a analítica que transforma el dominio dado en el plano 
v , en el oiroule unitario en el plano ^  • En general esta fun- 
oi6n puede ser expresada en términos de un polinomios

P
• ¿Fo aP • \  (14)

donde £  es un faotor de escala* Varios métodos numerioos si­
do desarrollados en los últimos años para determinar fuñoiones que 
efectúan la transfoxmaoidn de dominios sumamente o empleaos. 

Introduciendo 1» variable

/ .  o .-t.

donde T7 es un parámetro ouy&s unidades son de velooidad* Es ooá 
veniente expresar las eouaoiones dlferenoiales (4) 7  (8 ) en fun - 
oi6n de la variable oompleja w resultando entonoest

4 . 2
2
v - C, (15a)



4 . 1 > \  

3  w.3*

l í i .

w

' b S
^  w.^w

^ 0 1 (15b)

(1 3o)

(154)

Expresando estas eouaoiones en fuñoifin de la variable ^ se tiene

4 .  ^  - dw
2

4?

1

.  T dw 2

ti d  .

? > \  , dw 2

c)  ̂ u
T 3  ■

■ 3 % dw
2

' °2

4 f

(16a)

(16b)

(16c)

(I6d)

Las oondioiones de borde deben ser referidas ahora al circu
lo unitario en el plano

2.3 - FLUJO pE METALES LIQUIDOS (Perfil Unifoxine de Velocidad)

El oaso de flujo con perfil uniforme de velocidad ("slug 
floir") con temperatura uniforme en la pared del conduoto a la de­
recha de la seoción definida por la coordenada x^ ■ O y sin 
generaoión de oalor ha sido estudiada en la Referenoia 9 para el 
oaso de oonduotos de secoifin arbitraria* Ese estudio oorrespands



en síntesis a la determinación de la funoión ^  .
Para hallarla se toma una soluoión de la forma

0 - (^ # ©)• Z(z)

y substituyendo en la ecuaoión (16b) se obtienes

V  ¿i,a<r > 6)

¿ l , a  ( r  ’  S )

d Z(z)
dz

dw

d ?
«í»)

.

(17)

(18)

Se obtienen por consiguiente dos ecuaciones diferenciales:
2

V  ¿ l , a  +

dw - 0 (19»)

1 M  ♦ ^  Z(z) 
dz n

(19b)

La soluoión de (19^) es simplemente

_x2 . *
z(i) ~  e “ 

mientras que para obtener la solución de la ecuación transformada 
de Heloholtz será neoesario recurrir a un método aproximado«Como 
primera aproximación se tomará una sumatoria de funciones coorde­
nadas» tales que, cada una de ellas satisfaga idénticamente las 
oondioiones de borde pero despreciando la variación de la función 
oon respecto a la variable 6 . Desde el punto de vi6ta práctico 
se obtienen resultados lo suficientemente preoisos siguiendo este 
oriterio.

Es conveniente tornar a en forma de una sumatoria de

fundón de Bessel de la* oíase y orden oeroi
5

*l,a -  £ 1  V  *0 «X'n r> <2°)
donde

O



Substituyendo (20) en (19a) se tiene una función error o 
siduo ya que la funci6n definida en la ecuación (20) no es una s£ 
lución exacta del problemas

■ Í l  A: [ v 2 * ^ l ^ - f  <“ >

Varios oriterios son aplicables para minimizar el valor de 
la funoión error* En el presente trabajo se hace uso del criterio 
de oolocaoión a lo largo de aroos, el cual consiste en tomar el 
valor de la integral de la funoión error igual a cero a lo largo 
de XT aro os oonoéntrioost

í I*
r *« - O (J . 1.2...S) (22)

donde ■ 2.TI si el dominio en el plano w no tiene ningún 
eje de simetría y jb - si dominio tiene p^ ejes de-
simetría.

Se obtiene asi un sistema de N ecuaciones lineales en los
coeficientes A* • Se la condición de no trivialidad resulta un n
determinante ecuación en los autovalores X n

Por consiguiente, la expresión resultante para 0^ es :
2

k  -  i  j 0  < « * , • '  n ”  ( 2 3 )

Para evaluar A^ se haoe uso de la condioión de borde (9b) refe, 
rida al plano ^ .Por consiguiente»*

V
51 a' J (CX r ) - 1 n- 1  n o ' n '

y haoiendo uso de la oonooida expansión de Fourier - Bessel resul 
tai

A* - -------- 1-------- (24)
'

La expresión (23) se oonvierte entonoes eni



El paso siguiente es obtener la solución de la ecuación 
(l6d). Si bien es posible encontrar la solución exacta de esta 
ecuación para cada función w ( ^ , es más conveniente deterná 
nar una soluoión aproximada pero única de modo tal q,ue sea váli­
da para cualquier tipo da seooión.

Tomando
cr * ( 1 - r2 ) 

y üaoienao uso del método da Galerlcin se obtiene:

C P p . a *
¿  Sí - ----- 5  ----- ( 1 - r2 ) (26) 
3----------- 2 ^  p + 1
La funoión ^  se determina siguiendo el procedimiento uti 

ligado para calcular •
La funoión ^  08 expresable entonces en la forma:

11 - A  , j
0 a ^  D . J  ( c x T . r ) e  m (27)m*l m o ' m ' ' '

En general será conveniente tomar U - U • Dado que se debe veri-
fioar la igualdad

para - 0

i (28) m-1 m o m

donde a - p.i p + 1
Por oonsiguie; 
la expresión:
Por consiguiente los ooefioientes D son expresables mediante

xa

c 0[



- 2 C„ . í  . S . Jg («^.)
(29)

La funoi6n 0 puede ser expresada ahora en la siguiente forma»
2

q 2  *  j 2  ( ° 0  “  ^  •  z

h ~  2 V * ‘s J  g m-----
*  • j : (o¿ )m 1 m'

(30)
mientras <iue ^  es representada en forma aproximada por la expxe 
sifini

V J2
Jo « * n *) (31)

• J, (°¿ ) m 1 ' m'
La solución final del problema está dada por la adición de 

las eouaoiones (2 5), (30) 7 (3 1)»

K
a  z

n'1 V i < ^
J (c*' r) e o n y

.

JL J, (“O
- 2 C 2 ¿ ‘S S i  - ■/ .  -J0 ( ^ a r ) ( l - .

- V .
n- 1  2 2

°< .j; (°C )n i '  n'
(32)

2.4 - TEMPERATURA. DE MEZCLA Y NTJMERO DE NUSSELT

Estos dos parámetros son de importancia práctica* Aplicando 
la definioi6n standard de temperatura de mezcla se tiene, en el pía 
no t

A í:¡;’27r * ,2 dw
’i

r.dr.d©
II

Cí;2*n 2dw

N
n- 1

r.dr.de

H «e n
n



donde

E (34)

El oalor transferido por unidad de tiempo y de área de pa - 
red del oonduoto está dado port

- k 'Bt
L(xlfx2) - 0 3 r

)
r- 1

dw
r- 1

(35)
y el coefioiente de transferencia de calor es:

O  0h - - (k > //  ( ^ dw
) (36)

r- 1  / r- 1

Se posible calcular ahora el número de Nusselt

( Nu - 2LE donde D - 2 )

En definitiva se obtienes
2

Bs interesante obtener los valores del número de Nusselt 
oua&do a tiende a infinito* Se tiene entoncesi
a) Sin generaoión de oalor

(37)



b) oon fuentes uniformes generadoras de calón

(Nu) (39)

2,5 - RESULTADOS SIME RICOS

Se considera primeramente un conducto de sección cuadrada ya 
que este caso tiene soluoión exaota^.

Los resultados aproximados están en aouerdo excelente con loe 
▼alores exaotos (Fig.2). Las Figuras 3»4»5 y 6 muestran variaciones 
de temperaturas de mezcla y números de Nusselt para varias configu 
raciones geométricas y diversos valores del parámetro C

3 - CONCLUSIONES

Se ha demostrado en este trabajo que el método de variable 
canpleja provee soluciones unificadas de algunos problemas moder­
nos de mecánica de fluidos y transferencia de calor de relativa 
complejidad.

Una de las características más importantes de este enfoque 
es el hecho de que permite obtener soluciones analíticas válidas 
para cualquier tipo de sección.

También debemos admitir que una de las desventajas principa­
les del método es el hecho de que se debe- conocer de antemano la 
funoión que efectúa la transformación» aunque se conooen numero — 
sos métodos numérioos para detezminarla.
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