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I - SBMARIO:

El estudio de problemas fluidodinimicos y de tranferencia
de oalor en oonduotos de secoiém arbitraria es de interés en la teg
nologia de vehiouloe eepaciales, reactores nucleares, bombas eleotro
métioas, eto.

En general, los diversos planteos llevan & modelos matemi-
tioos cuya soluoién es exaocta en el caso de configuraciones gecamétri
oas senoillas (circulares o rectangulares). Si la seccidn del oondugc
to es campleja, no resulta posible en general, obtener la solucibn
del problema mediante el método olésioco de separacién de variables y
es pecesario reourrir a métodos aproximados.

En este trabajo, se presenta la solucilm de dos problemas
resueltos reoientemente por el autor y sus colaboradoress
1.= Flujo y transferencia de calor em el caso de generaoién uniforme

de oalor en el fluido.
2,~ Flujo magneto hidrodindmico no estacionario.

En anmbos oasos se obtiene una solucién analitica aproxima-
da trapnsformando la secoiém dada en otra més sencilla mediante el mé
todo de representacifim conforxme. Es posible entonoces sa.t.isfacer iden
ticamente las oondioiones de borde pero como las ecuacicnes gobernan
tes no son invariantes, es necesario hacer uso de un método aproxima
do para resolverlas.

Se demuestra qQue las soluciones analftiocas obtenidas son v&
lidas para oualquier tipo de seoccién y que en el caso de seociocnes
ouadradas, los resultados obtenidos mediante el método expuesto es =

tén en acuerdo excelente oon la solucién exacta.



1 - INTRODUCCION

Investigaciones sobre medios lfquidos qQue fluyen en con
ductos prismitiocos o cilindricos de seccibén compleja son de interds
tanto desde el punto de vista académico ocamo préotioco, Ya qQue en la
tecnologia espacial es comln utilizar conductos de forma irregular
que puedan ser colocados en los vehiculos espaciales aprovechando al
méximo el limitado espacio dispomnible.

Utilizando una misma metodologia se resuelven en el pre
sente trabajo dos problemas cuya solucién ofrece serias dificulta -
des por los métodos clésicos de andlisis:

1l = Flujo y transferencia de calor en el caso de generacidén unifor-
me de calor em el flufdo.

2 = Flujo no estacionario —laminar de un flufdo conductor al Que se
aplioa un campo magnético, uniforme y transversal de magnitud
H_ . '

El método utilizado consiste en la transformaciém del
dominio en el circulo unitario y en la aplicacién de una de las téc
nicas de residuos ponderados para resolver las eouaciones gobernan—
tes.

Esta técnioa ha sido utilizada por el autor y sus cola-
boradores en la solucién de numerocsos problemas en diversos camposs
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electramagnetismo, transferencia de oalor, vibraciones, etc.

2.1 - FLUJO Y TRANSFERENCIA IE CALOR EN CONDUCTOS NO CIRCULARES CUYA
PARED MANTIENE TEMPERATURA CONSTANTE Y EN EL CASO DE CENERACION
UNIFORME DE CALOR EN EL FLUIDO.

El oaso de un flujo a temperatura oomnstante a la izquierda del pur
to x3 = 0 y una temperatura presoripta en la pared a la derecha
del origen de ocoordenadas lleva a un problema interesante de la
teoria de autovalores.

Para flujos laminares en conductos ciroulares o rectangula-

res se han hallado soluoiocnes exaotas7-8. El andlisis de flujos



"nlug"" en el 0aso de seociones no convencionales ha sido llevado
s oabo mediante la técnica de variable c<:mp1¢;;la9 y muy reciente -
mente ha s8ido extendido a fluidos con generacién uniforme de ca-
lorlo-

Es importante mencionar que Sparrow
ba desarrollado métodos muy generales para secoiones a.rbitra.riaslé
Creemos también que el procedimiento utilizado en este trabajo es
més simple para ciertos problemas ocmo el qQue se describe en esta

seocién, aunque no es tan general.

2,1 - FORMULACION MATEMATICA DEL PROBLEMA

Sea un flujo laminar totalmente desarrollado em un oomducto
cilindrico de seccidn arbitraria (Figura 1) oon las siguientes

oondioiones de oontorno:

Vih(xl,xz)-°113]' 0 (1)

T[L(xl,xz)-o,x3>0]-'.l" (2)

' < -
T [ xl » x2 ? 13 £ 0 ] Te (3)
donde la relaciém funcional L (xl ’ 12) = O define el contor-

no de la seccifm en el plano xl » X, .
Si hay fuentes de calor uniformemente distribuidas em el flui
do y admitiendo que las propiedades del mismo son irmependientes de
la temperatura y que la oonduccién longitudinal de calor es despre
ciable coumparaia con la conveccibn longitudinal, las siguientes

ecuaciones son validas:

2
V v (xl ’ x2) - = ‘ L = C (4)

e '

¥ PFlujos oon perfil de velocidad constante en la seccién. Es un mo

delo utilizado muy a menudo para metales liquidos, flujos alta-
mente turbulentos, eto.
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donde v (x1 ’ x2) 68 la velocidad del flufdo.
Dado que el sistema diferencial gobernante es lineal, es 1i
oito hacer uso del método de superposicidn.

Es oonveniente tomar:

T - Tw Tl - Tw T T3
- ‘ . - P v 8,4 8 (6)

1 w
= —= (7a)
2
fp = —— (70)

Py = — (Te)

La ecuacién (5) puede ser expresada del siguiente modo:

2 ,jq c:p -V . 2 ¢l

g, = (8a)

‘7 1 k ﬂa 13

2 .V g
Vg, - LG T OF (8v)

k Ox

3

2 Q
Vo= - — - ¢ (80)
Las correspondientes oondiciones de contorno sons

¢1[x-(x1.x2)-o : x3>o] - o (95)

¢1[‘1"2”3'°J' 1 (sv)



¢2[L(xl,x2)-0,x3>0J- 0 (10)

¢3 {L (xl » 12) = 0 ] - o - (11)

¢2 (xl ’ x2-’ x3 - 0) . = ¢3 (H ’ x2) (12)

Las ecusoicones (8a) y (8b) desoriben problemas de tipo difu
sién mientras que las eouacicnes (4) y (8¢c) son ecuaciones del ti

po de Poisson.

2,2 = TRANSFORMACION DEL DOMINIO Y DE LOS SISTEMAS DIERENCIALES
‘Sea

--t(?) (13)

la funciém analitica que transforma el daminio dado en el plano
w , en el ociroulo unitario en el plano 5 o En general esta fun-
oién pueds ser expresada en términos de un polinamio:

P
--fZ..#(p (14)

“p=0 'y

donde L s un factor de escals. Varios métodos numéricos han si-

do desarrollados en los Gltimos afios para determinar funciomes que

eofeotlan la transformacién de dominios sumamente oamplejos.
Introduciendo la variable

k x

f.op.‘t.u 3

donde U es un parimetro ouyas unidades son de velocidad. Es oon
veniente expresar las ecuacicnes diferenciales (4) y (8) en fun -
oiln de la variadle oompleja w resultando entonces:

¢ 0%
Dwow

- Cl (15a)



2
4, ’a ¢1 = _!_.9_.?.]; (15b)
TB‘LEB; U 73 ]
2
¢2 - _'._.2& (1%0)
’2>w:2); U ?D z
2
4 0% - ¢ (154)
w0
Expresandc estas ecuacionses en funcién de la variable % se tiene
2 2
4. 9% -| 9" £ € (16a)
ib?.:b% d?
2 2 ~
4...?.13_._. || 2 (16p)
0895 v [az 0z
2 2
4 a (;i - Y. dw . g¢2 (16¢)
'af. $ U ax D z
2 2
4 9 ¢3__ - A f.c, (164)
?)?.35 d?

Las oondiociones de borde deben ser referidas ahora al circu

loc unitario en el plano ? .

2.3 = FLUJO DE METALES LIQUIDOS (Perfil Uniforme de Velocidad)

El oasc de flujo con perfil uniforme de velocidad (“slug
flow") ocon temperatura uniforme en la pared del conduoto a la de-
recha de la seocifén definida por la coordenada 13 = 0 y s8in
generaciém de calor ha sido estudiada en la Referencia 9 para el

0aso0 de oonductos de secoifm arbitraria. Ese estudic correspamde



on sintesis a la determinacitn de la funcitn £, .

Para anallarla se tcma una soluoién de la forma
- 8). Z(z (17)
¢1 ¢1,8 (r ’ ) ( )

y substituyendo en la ecuaoién (16p) se obtiene:
a 2(z)

2¢ (r,6)
b S 2
V i,a . dz - - ')\n (18)
dw 2(z)
¢1,a (r, 9) . ng
Se obtienen por consiguiente dos ecuaciones diferenciales:
2
2 2
dw
. = O 19a
V. ¢1,a * ’An ¢l,a. ‘d (19a)

y

2
az(z) A, zm) - o (19%)

dz

La solucién de (19b) es simplemente

Z2(z) =~ o ©
mientras que para obtener la solucién de la ecuacidn transformada
de Helmholtz seréd neocesario recurrir a un método aproximadosComo
primera aproximacién se tomard una sumatoria de funciones coorde-
nadas, tales que, cada una de ellas satisfaga idénticamente las
condioiones de borde pero despreciando la variacidém de la funcidn
oon respecto a la variable © . Desde el punto de vista practico
gse obtienen resultgdos lo suficientemente preocisos siguiendo este

oriterio.

Es conveninnte tomar a ¢l en forma de una sumatoria de

funcién de Bessel de la. olase y orden oeros:
b
Fla = 2o A7, (1) (20)

donde
J (¥ )Y - o0



Substituyendo (20) en (19a) se tiene una funcién error o re
siduo ya que la funcién definida en la ecuacién (20) no es una so
lucibén exacta del problema:

N 2 2
Ere) = = a [v . A

n

2
dw

7

Varios ortiterios son aplicables para minimizar el valor de

} I (X x) (21)

la funoién error. En el presente trabajo se hace uso del criterio
de o00locaoibn a lo largo de aroos, el cual consiste en tomar el

valor de la integral de la funoibn error igual a cero a lo largo

de ¥ aroos oonoédntrioos:

g

e(rj )8 r, 40 = O (3 = 1,2...K) (22)
o

donde ﬁ- 2T  8i el dominio en el plano w no tiene ningtn

eje de simetrfa y /6 - 1T/pl s8i ol dominio tiene P, eles de

simetria.

Se obtiene asfi un sistema de N ecuaciones lineales en los

coeficientes A; « Do la oondicién de no trivialidad resulta un
determinante ecuaciém en los autovalores )\

L 4

Por oonsiguiente, la expresifn resultante para ¢1 es :

z g
p, = 25 A T (o r) e (23)

Para evaluar A; 8e haoe uso de la oondiocién de borde (9b) refe
rida al plano 5 « Por consiguienter

N
> ' (% -
n=l An Jo ( n r ) 1

Y haoiendo uso de la oonocida expansién de Fourier - Bessel resul
ta:
2
A; - (24)
Xa N ('°<n )

La expresién (23) se oonvierte entonoes en:



2
-A .z

(4
o~ = Z 3K . e B (25)
<+ Ty (X )

El paso siguiente es obtener la solucibn de la ecuacién
(16d). Si pien es posible encontrar la solucidn exacta de esta
ecuacién para cada funcién w ( % ) » 68 mas conveniente determi
par una soluoién aproximada pero dnica de modo tal que sea VvAli-
da para cualquier tipo de seococidn.

Tomando

2
~ v l-r
g, ( )
y bacienao uso del método de Galerkin se obtiene:
' 2 2
c2 .‘e P P e

ap 2
— & Z (1-5) (26)
P +

La funoifém ¢2 se determina siguiendo el procedimiento uti
lisado para calocular ¢1 .
La funoiém ¢2 e8 expresable entonces en la formas

2
u - Xn e 3
¢2= mz-i D .7 (Nn.r)e (27)
En general serd oonveniente tamar M = N . Dado que se debe veri-
ficar la igualdad
¢2 - ¢3 para 33 - 0

debe cumplirse también ques

c f S %E
- Lo 2y ~ < 28
2 (-r)= 23 opLI (X .T) (28)
2
P P 32
= L
donde S - p.]. P+ 1
Por consiguiente los coefioientes Dm son expresables mediante
la expresiéms
1l 2
D 2 t[cgf s (1 t2]J
(" - ) ° (°<m t) dt =

2
Jl(ﬁzm) ° 2



= 2¢ .fzs T2 ()

2°" % /3 (29)
2
Nm * Jl (o(m )
La funoién ¢2 puede ser expresada ahora en la siguiente forma:
2
N
2 7. () =X .z
¢2°"2°2"E‘SE1 2o T (¢ ) e

2 2
Mm‘ Jl (&m)

(30)
mientras que ¢3 es representada en forma aproximada por la exprt
sibns

2 I, ()
S 2 m
gz -2c,ds = T e T (1)

2.
m'Jl (Nm)

La solucién final del problema estd dada por la adiclén de
las ecuacicnes (25), (30) y (31)s

N 2 -c\ : « 2
g = )3 I, (c><'n r) e n -
ol °<x‘l';rl.(b(n)
¥ 2\’
2 J, (¢ ) - « 2
- 20 lls Z 2 .5 (x -e P )
N= 2 2
x .7, (°<n)
(32)

2.4 - TEMPERATURA DE MEZCLA Y NUMERO DE NUSSELT

Estos dos parimetros son de importancia prictica. Aplicando

la definicidn standard de temperatura de mezcla se tiene, en el pla

no 3
1727 » 4 2 5
w
o Jo ¢ d§ r.dr.de X 2 _1 .z
. ¢M = - gl H Y -] n

1727

[ f a | * r.dr.de ST (o)

o Jo

1%



2.5.7, (o¢ ) - .
- o b= 2 Trm e ) (33)
<232 ()

dw

. > o dr . d6

de
1/2m
f I, (&, )
o Jo
H =
n 1/2% 2
ﬂ_ .r.d.r.d.e
oJo di%

El ocalor transferido por unidad de tiempo y de &rea de pa =
red del oonduoto estd dado por:

(34)

_, or 9? aw
q = -l Yy /|
’b’( L(x,,x,) = 0 Or di—i ol
(35)
y el coeficiente de transferencia de calor es:
s - 2 )/(¢u — ) (36)
T | rwl Y ? rel

Ee posible calcular ahora el nimero de Nusselt

(Fu - 22 donde D.2{) )
k

En definitiva se obtiene:

N S (n
z.gl:eX -4C ESZ < . J(,(w)n) ({-e

N—azit g m e
U(Zraf’)[ é: “nJ.éln) € -2Gls nz.:w J(,,)”Ge ))

-3\:.z>

(37)

Es interesante obtener los valores del nlmeroc de Nusselt

ouando 2 tiende a infinito. Se tiene entonces:

s) Sin generaoiém de caler

P ’ - : (38)

z Pe ap Hl

(Nul’. -




b) oon fuentes uniformes generadoras de calor:

F g, (m(n )
Iy (¢
(Fu) , = -5 : ' al *n T (X o) (39)
(pz-l P o ap) ¥ 2 (Q(n)

el 232 ()

2.5 - RESULTADOS NUMERICOS

Se considera primeramente un conducto de seccidén cuadrada ya

11
qQue este caso tiene soluoidém exaota .

Los resultados aproximados estdn en aouerdo excelente con 1¢e

valores exaotos (Fig.Z). Las FPiguras 3,4,5 y 6 muestran variaciones
de temperaturas de mezcla y nimeros de Nusselt para varias configu

raciones geométricas y diversos valores del parimetro 02 -, - Q/k.

)} ~ CONCLUSIONES

Se ha demostrado en este trabajo que el método de variable
canpleja provee soluciones unificadas de algunos problemas moder-
nos de mecénica de flufdos y transferencia de calor de relativa
complejidad.

Una de las caracteristicas m4s importantes de este enfoque
es el hecho de que permite obtener soluciones analfiticas v&lidas
para cualquier tipo de secciém.

También debemos admitir que uma de las desventajas principa
les del método es el hecho de Que se debe conocer de antemano la
funoibén que efectia la transformacién, aunque se conocen numero -

sos métodos numérioos pura determinarla.
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