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I) I N T R O D U C C I O N

Las ecuacion es  de m o v i m i e n t o  de una p a r t í c u l a  clásica libre son:

sistema de coo rdenadas car tesiano es aquel en quejlas fuerzas de in e r ­
cia se anulan.
Resulta trivial que 1 a fuerza definida  de esta m a n e r a  (como la según 
da d e r i v a d a  respec to al tiempo de la coordenada) no es un ve cto r ante 
t r an sforma ci ones gen erales de coordenadas.
Po dem os decir entonces  q u e ,i n d e p e n d i e n t e m e n t e  del si stem a de coorden a 
que usemos, una p a r t í c u l a  est ará, en  g e n e r a l ,sornetida a la acción de 
fuerzas que tienen un carácter te nsorial bien d e t e r min ad o (como es el 
caso de las fuerzas elect ro magnéti ca s) y a fuerzas q ue. ti enen otras 
leyes de t r a ns fo rm ación  ante cambios de coordenadas, que llamaremos 
fuerzas inerci ales o g r a v i t a c i o n a l e s .
C o n s i d e r a n d o  la p r o p a g a c i ó n  de ondas, des cr ipta por la soluci ón de la 
co rr e s p o n d i e n t e  ecu ac ión de onda, podemos di st i n g u i r  dos p r o blemas  di

_
m x = 0 1-1

donde x 1 son coo rdenadas cartesianas.
E s t a  e c u a c i ó n  es m a t e m á t i c a m e n t e  eq u i v a l e n t e  a

1 - 2 )

Donde g1 son co ord ena das no cartesianas.
Decimos entonce s que la p a r tíc ul a es tará so me tida a fuerzas de inercia 
cuando sus ec uac ion es de m o v i m i e n t o  son las (1-2). En p a r t i c u l a r  el

f e r e n t e s :
a) La sol ución  de la ecuaci ón  h o m o g é n e a  en el espa c i o  libre infinit o

i A  \>7g n  ¿ 
O s 1 Oí

Estas fuerzas se m a n i f i e s t a n  an est a  ec uac ión a través de la depend en-



cia func i o n a l ( e n  las coordenadas) de las componen te s del tensor m é t r i ­
co . -
b) Solu ciones  en sistemas|donde debemos impone r condic io nes de contorno 
con una dada geometría. Es aquí donde las fuerzas de in er cia adquie ren 
im por tancia,  ya que si bien tenemos en general, un p r o b l e m a  con s o l u ­
ciones u n í v o came nt e determi na das, para su so lución ri g u r o s a ( s a l v o  en 
casos sencillos) co nviene d e t e rm in adlos modos de v i b r a c i ó n  en coorde na 
das cur vilíneas. Esto im plica cons iderar  la acción de las fuerzas inej: 
niales, que en muchos casos pu eden ser d e t e r mi na das i n d e p e n d i e n t e m e n t e 
en forma sencilla.
En estos casos por lo tanto, debere mos usar el f o r m a l i s m o  de Ei nstein 
de la teoría gene r a l  de la relatividad. Dicho form a l i s m o  había sido 
ut i l i z a d o  an ter i o r m e n t e  por F. Kott l e r  en la r e l a t i v i d a d  r e s t r i n g i d a . -

El pr oc e s o  de ref l e c c i ó n  de una p a r t í c u l a  cl asica pu nt i f o r m e  sobre 
ana  supe r f i c i e  dada es ind ep e n d i e n t e  de la c u rva tu ra de dicha s u p e r f i ­
cie en el puáto de choque, ya que el pr oc e s o  se pr od uce de la m is ma 
forma que lo h a r í a  en el pl ano tangente a la supe r f i c i e  en dicho p u n ­
to.
Por el contrario, si estu di amos un paquet e de ondas, la r e f le xi ón no 
se p o d r a  des cribi r solo sobre el plano tangente, sino que en el p r o c e ­
so inte rv iene un do mi nio finito de la superficie. Por c o n s i gu ie nte las 
fuerzas de iner cia actua rán sobre las ondas que componen el paquete.
La i n f l u e n c i a  de estas fuerzas será mayor, cuanto m ayor sea la curvatu 
ra de la s u pe rf icie dentro de las dim en siones  del paquete.
Es decir, estamos así frente a fenómenos que están, en parte, d e t e r m i ­
nados por la g e o m e t r í a  pa rt i c u l a r  de la superficie; o lo que es lo mis^ 
mo, fenómenos que están determ in ados por la acción conjunta de la su­
p e r f i c i e  y de las fuerzas de inercia.
Su i n t e r p r e t a c i ó n  en términos de dichas fuerzas, nos provee  un métod o 
sen cillo  p a r a  obte ner una de s c r i p c i ó n  cu a l i t a t i v a  de p r o bl emas d i v e r ­
sos, incluso en aquell os casos cuya soluci ón r i g ur osa sea su mamente  
c o m p l i c a d a .-
Como sabemos que las fuerzas de inerci a inte rv ienen en forma d i s tint a 
en las ecua c i o n e s  para ondas de dif erente carácte r te n s o r i a l  ( es calar  
v ec torial,  e s p i n o r i a l  etc.), es evidente  que la acción de estas f u e r ­
zas d e p e n d e r á  de este caráct er tensorial, es decir del espín de las 
p a r t í c u l a s  co nside r a d a s . -
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11) PARTICULAS ESCALARES

Estamos interesados en estudiar la acción de las fuerzas de inercia 
sobre una partícula cuántica.

un espacio riemaniano de dimensión finita- Podremos así estudiar el 
movimiento del centro de gravedad de un paquete y poner de manifiesto 
la influencia de las fuerzas de inercia en la propagación del mismo. 
Veremos que la trayectoria del centro de gravedad del paquete libre 
se aparta de la geodésica, como consecuencia directa de la acción 
combinada de las fuerzas de inercia y el carácter ondulatorio de la 
p ar ti cula.
Una partícula clásica que se mueve en un espacio con métrica ĝ _. 
tiene un halmitoniano dado por

Tomaremos aquí el caso mas simple de la ecuación de Schroeding«er en

H
2m

(II-l)

Según Podolsky^ el halmitoniano cuánticamente correcto, es decir a- 
quel que nos conduce a la e cu ación de Schr'oedinguer con las reglas 

la definición del impulso es

1
p¿ vg g JPy

i
H =— tr—  

2m \¡ g

Definiendo entonces el impulso como

1 (11-3)+

reemplazando en (II-2) obtenemos la ecuación de onda



donde = 1, 2, 3, .... 3N

La condición de normalización para la función escalar ¥ es

r
>\ + \/g * 1

con d£n =

El operador inpulso definido anteriormente es hermitiano y opera sO- 
bre la función es calar ¥.
La acción de las fuerzas de inercia en la ecuación (II-4) se manifies 
ta a través de la dependencia en las coordenadas del tensor métrico. 
De esta ecuación y su conjugada se obtiene inmediatamente el teorema 
de conservación para la densidad de probabilidad

En le anterior hemos supuesto que las conponentes del tensor métrico 
no dependen explícitamente del tiempo. La componente contravariante 
de la densidad de corriente esta dada por

(H-5)

( 11- 6)

Movimiento de un paquete

Definamos nuestro paquete por
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< >= <yi \Z¿\ ¥>

donde < \ e^ I ¥ > = n

Entonces

d
dt

—  < ■) yf 
0 t

4» > + < ¥ + i*
O t

Usando la ecuación (II-4) y su conjugada se obtiene

dt
< ^  > =  \ j'0 d e n

Derivando nuevamente respecto al tiempo

< e^ > f <'3"
dt i de n (n-7)

El integrando es fácilmente calculable usando la formulación la- 
grangeana para la descripción del campo de probabilidad. 
Definamos la densidad lagrangeana por

L =
2m

vg / / i l + !¿I. + íL./¥ ' k ü l +  ¥+ ¿ i Z  I í11-8)
t)e^ c)eJ h v o t ?)t/

Es fácilmente verificable que con esta definición, las ecuacio­
nes de Euler reproducen la ecuación (11-4) y su conjugada.
La densidad del tensor de energía-impulso será
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ry - ¿A h l + A L _ £y l c 11 -9 >
J V :¡ c)?V ') Z^J+'i c)5V 

c • c ^ -  ' v ^ 5 yy

y v - 0,1,2,3

Puede verificarse que este tensor es simétrico, por lo tanto se cum­
ple el teorema general

\  V 1 ) g a 6
A S ,  + —  O r t  - 0 (11-10)
0 r  y 2 ú c

Como trabajamos con transformaciones espaciales sera

01 n 00 __ - g = 0 g -= 1

donde índices latinos se refieren a coordenadas espaciales.
Por lo tanto la ecuación (11-10) puede ser escrita

1 c) ? : o -  n (H-ll)— —  + —  ■í::̂ — 7 O  j  £\ rV ^  „ A -cÜ  £ 2 i j  E,

<L) ~7 V

r V V
D o  - o (11-12)

d  5

0 también

d  -r 0 7- (n-13)^  O  = - /  j l  ( d  
O S

-''l ^ ° vJ¿— ?) 0 (11-14)"n _vO  5

Ante las transformaciones de que nos ocupamos, que no incluyen el
-7- Vtiempo^ las cantidades ( j  se transforman como
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°--i Como una densidad vectorial covariante.'v. >0
.O.o Como una densidad vectorial contravariante.-i.
'_> ¡ i Como una densidad tensorial de rango dos.
( j ° o  Como una densidad escalar.

En nuestro caso se cumple

r- 7  °
( j  ■ = m i .^ c

— 0¿ .-í
0 == m 3

Integrando (11-11) y (II-13)y teniendo en cuenta las relaciones 
(11-15) se obtiene inmediatamente

N I

d t 2m

_ i l  i ^  d 5 n
cjt J m j ‘ i 1

j*-

De la segunda de estas ecuaciones y de acuerdo a (II-7) se conclu­
ye que la ecuación de movimiento del centro de gravedad del paque­
te será

d2 - 1 f j¿
-- < ^  > = ---- / 7 , dK (11-16)
dtZ m j ' i  w

^Si el espacio de configuraciones es euclídeo, existe un sistema 
de coordenadas cartesianas^ con lo cual la ecuación (11-16) conduce 
inmediatamente al teorema de Erhenfest para una partícula libre

d 2 £--Y < x > = O
dt
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Podemos decir, entonces, que una partícula escalar cuántica evolu­
ciona bajo la acción de fuerzas inerciales cuando se cumple la ecua­
ción (11-16).
Cabe señalar que en el límite clásico ( h ■+ 0), de esa ecuación es 
posible obtener la (1-2) que habíamos usado anteriormente en la de­
finición para partículas clásicas. Para mostrar esto pongamos

donde A y S son funciones reales del tiempo y de las coordenadas 
espaciales.
Como

recordando la definición del tensor de energía-impulso y reemplazan­
do en (11-16) obtenemos

l

(11-18)

g4V ' £  2 • Ñ

donde

Esta expresión se simplifica trabajando con los dos últimos suman­
dos, resultando finalmente
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dt

2 m  J 0 5  \ A  /
Ü  ( g^ _ 4  « ,1
>m J 0 5  \ A  /

( H - 1 9 )

El se gundo  sumando del se gun do mi embro  es un termino  p u ramen te  c u á n ­
tico. Como se ve claramente es el valor me dio  de la fuerza contra va- 
r i a n t e / obt enida del po t e n c i a l  cuánti co (ver A p é nd ic e A). Cabe a g r e ­
gar qu« el v al or  me dio de esta fuerza de inerci a se anula en c o o r d e ­
nadas cartesian as como resulta evidente de (11-18). Sin em bar go en 
coordenadas curvilíne as  es, en ge neral dis tinto de cero. Estamos 
aquí en p r e s e n c i a  de una fuerza de inercia que no tiene e qui va lente  
clásico, ya que está ín timamente ligada al caráct er on dula t o r i o  de 
la partícula.
Si co nsideram os un paq uete delt iforme la ec. (11-19) se reduce a

( 11 - 20 )

Como además es (ver Apéndice A)

re sul ta

que es la formula clá sica (1-2).
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III) COORDENADAS ORTOGONALES Y SEPARABLES

En la sección anterior hemos tratado las fuerzas de inercia 
sobre una partícula escalar en un sistema de coordenadas arbitrario. 
Veremos aquí como, en coordenadas ortogonales y separables, la acción 
de dichas fuerzas se manifiesta en forma de potenciales inerciales 
en la ecuación de onda.
En la sección (I) hemos definido las fuerzas de inercia que actúan 
sobre una partícula clasica, como aquellas fuerzas que modifican el 
movimiento "libre"

d 2 ^

dt

Análogamente podemos decir que una onda "libre" es aquella cuya ecua­
ción está dada por

3£ -  > 2
2  ÍJ—  
-c=7 <ü x

+ k

Hemos tomado la ecuación independiente del tiempo pues estamos in­
teresados en estudiar la acción de las fuerzas sobre las autofuncio- 
nes del problema, en un sistema inercial.
La ecuación (III-l) es matemáticamente equivalente a

. /i" t)¡
+ k (III-2)

donde g1 son coordenadas no cartesianas cualesquiera.
Si las coordenadas son ortogonales la ecuación anterior se reduce a

ckS~ \
O + k
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Como es bien conocido en este caso pod emos poner
M 

U -  JT  X ^ ( ^ )  (1 1 1 -4)

con lo cual la ec uació n d if er encial  para X* , en el caso 
sera

^  \
-—  + F (€"C) + G,(5 i + a.

-  ' 5 ?  ’ X^U*) = 0 (111 - 5)

( índice repeti do no indica s u m a c i ó n ) .

F U * )  es una fu nción de las compon entes del tensor mé trico que q u e ­
da de t e r m i n a d a  en cada caso p a r t i c u l a r  al r e empl az ar (III-4) en 
(I I I - 3 ) .
G 7 ( es un p o t e n c i a l  in erc ial  debido al m o v i m i e n t o  en las otras 
co ordenadas  y a . es una constante.
El término en de riva da  p r i m e r a  de (III- 5)p uede ser e l i minad o de la 
ec ua ci ón d i f e r e n c i a l ,e s c r i b i e n d o  ésta pa ra la parte de la solución 
que no contiene el factor de atenuación. Al hacer esto apa recerá  
un p o t e n c i a l  inercia.! que puede ser de term i n a d o  de la s i g u i e n ­
te ma n e r a  
Llamemos X ^ U * )  —  X ( 5 )

P o n i e n d o  _  A{5)

ree m p l a z a n d o  en (III-5) y d ividie nd o por k[%) llegamos a

(ti= 0() + 2 A  + _ ¿  i j i  + f ^)l  SL + -A j + G. U ) +a 
d i  c) C ^  A f ) r  \c> 5 ¿  5 j

Anulando el término en derivada primera se obtiene
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cuya solución es

A U) = exp ( F U)

con lo cual la ecuación (III-6) se reduce a

d i
d C 2

G j U ) +

d onde

G„[g)
_1_
A

>2 
-J Ao

~> S2
+ F U)

o
c) ln A 

O 1 5

En los siguientes capítulos veremos ejemplos de aplicación de 
estos potenciales inerciales.
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IV) PROBLEMAS PLANOS

En esta sección trataremos dos ejemplos en los que intervienen 
los potenciales inerciales de los que hablamos en la sección ante­
rior. Consideremos un problema plano. La ecuación de Schroedinger 
para la partícula será

Si tomamos una barrera de potencial, que para simplificar suponemos 
de altura infinita, como lo indica la fig. IV-1), la solución que 
nos interesa estará restringida a la zona delimitada por las curvas 
^1 y ^2 » debiéndose cumplir la condición de contorno

(IV-1)

tenemos

donde k = y 2mE

UUi) = U(Z2) = 0

\

fig(IV-l)

x
II

El problema planteado puede interpretarse, asimismo, como el cho-



que de dos partículas de coordenadas xi=" x y X2~ y respectivamen­
te, donde la interacción entre ellas está determinada por la geome­
tría de las curvas £ i y £2 -En otras palabras, si el plano es el es­
pacio de configuraciones de las partículas; la zona I indica que 
la partícula 1 es libre mientras que la partícula 2 está ligada. En
II ocurre lo inverso, mientras que III es la zona de interacción de 
las partículas.La solución del problema de contorno, obviamente de­
penderá de la curvatura de y E¿.

Tomemos como primer ejemplo cuartos de circunferencias como lo indi­
ca la fig. IV-2)

y ;
I

p 1 fig. (IV-2)
P 2

/

x

Es conveniente usar las siguientes coordenadas:
Zonas I y II : coordenadas cartesianas.
Zona. III : coordenadas cilindricas.
La ecuación de ondas en las distintas zonas será



debiendo cumplirse las condiciones de contorno
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Ur íx »Ptl = Ü (x,p2) 0

UI X (p i , y )  

^iii »$)

u t t Í P 2 >y)  ^  o 

= o
II

ÜIII p̂2 »  ̂ ^

(IV-4)

U 1 {x=0 ) 
U '

o x /x —0

« n i  (p ,¿!

c) x /

Ujjly-0)

¿ U .  \II
■ j  y /  y = 0

ln l p >0)

\ ! 
o  y / y “  o

(IV-5)

Las relaciones (IV-5) implican la continuidad de la corriente en 
los empalmes.
Como solución en la zona III podemos plantear

u r i I ( p » a u )  =  x ( p ]  .<¿u j
{v

La ultima de las ecuaciones (IV-3) conduce al sistema

dp4

ái
d<j>‘

l/(p) + k2 - ,2 - 1/4 l/(p)= 0

(IV-6)

£( <¡>) + y 2<2.( <í>} =- 0

Obviamente deberá cumplirse que

l/( P 1 ) = 1/ í P 2 ) = 0
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a fin de satisfacer las condiciones (IV-4).Esta solución deberá ade­
más empalmar con las soluciones en I y H .  Para ello debemos determi-

r\nar el valor de y . Hagamos notar que este coeficiente puede tomar 
valores no enteros ya que no es necesario imponer condiciones de pe­
riodicidad a la solución Q_ (<j)) .
Las ecuacuiones (IV-6) muestran que el movimiento en la coordenada 
<j> es libre, mientras que en el movimiento según p actúa el potencial 
inercial

1/4

Restringiéndonos al caso en que Ap_ << 1

en la primera de las ecuaciones (IV-6) podemos reemplazar p por un 
valor constante p tal que

P 1 < P < P 2 
La solución en será entonces

X (p ) sen
\/ P

r ~
Ik2 ,2 _ 1/4

Para cumplir las condiciones (IV-4) deberá ser

/ k2 - ü Í - T - V A Ap = njll

con n^ un numero entero.
La solución en la zona III será

Um lp^ l =  i  s e n y k 2 -
■y & V

1/4
P2

(P Pjl D exp(iy<¡>) +Eexp (-iy <j>¡

donde D y E son constantes a determinar.
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Como soluciones en las zonas I y II tomemos

U (x,y) _ sen ky ( y - p x) .C e x p (-ik x)

U (x,y) = sen k; ( x - p x) 
II

(IV-9)

exp(ik^y) + A exp(-ik^ y)

Para que se cumplan las condiciones (IV-4) deberá ser

ky Ap = n 27í 

Ap = n 3rr

n2 ,nj números enteros

Imponiendo a las soluciones las condiciones (IV-5) se obtiene

k2 ■ ,2 - 1/4
P2

C = D exp(iy£) + E exp (—iy II )

k'x V k2_ y2 -1/4

(IV-11)

D + E - A

Recordando que
cJ =  
c)<i>

— sen<j>
"\

— + p cos<f> — —  
¿>X r) y

y como además Ap << 1

de imponer (IV-5) se tiene

- k C = -
X

k^ ( 1- - A ) =

D exp(iyji ) - E exp(-iy_n )
2 2

D ~ E (IV-12)

De las relaciones (IV-11) se concluye inmediatamente que
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como ademas se conserva la energía total, es decir

k2~ k2 + k2 ~ k '2 + k '2 x y x y

se concluye que k^2 — k2 es decir la segunda partícula sale con la 
misma energía con que incidió la primera. Esto es consecuencia del 
hecho que en el ejemplo que hemos tomado los tubos I y II tienen el 
mismo ancho.
Teniendo en cuenta lo anterior,de (IV-lp) se tiene n¿ = 113 y de 
(IV-11) se obtiene finalmente

1,2 " k¿2“2 + 1/4 (IV-13)

De la solución del sistema de ecuaciones dado por (IV-11) y (IV-12) 
se obtiene la expresión de los coeficientes que nos interesan

A2 =

C2

1 + 64 j* (y2 - 1/4 )
seáy n_

2
1

1 + sen2y JT/2

64 y2 (P2 - 1/4 )

Vemos entonces que hay una pequeña reflexión de la onda en el empal­
me de las zonas II y III. Esta reflexión, debida al cambio de curva= 
tura de la superficie, puede ser atribuida a la acción del potencial 
inercial actuante en la ecuación diferencial para el movimiento se­
gún la dirección de la coordenada p.
La expresión que hemos hallado para los coeficientes no es válida en 
todo el rango de energías, ya que hemos supuesto anteriormente que
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el potencial era constante en todo el ancho del tubo. Desarrollando 
este potencial

y2 - 1/4 = y2 - 1/4 + 2 ( y2 - 1/4) 
p2 p2 p 3 

Reemplazando en la primera de las relaciones (IV-6) vemos que nues­
tra aproximación tendrá validez si se cumple

? ? " 3 ... —o n n . p,
k; >2 «  — < í f 1

lo que implica un límite superior para la energía con que incide la 
partícula. Esto es comprensible pues para longitudes de onda muy 
cortas la trayectoria de la partícula deberá ser obtenida por las 
leyes clásicas de la reflexión sobre una pared infinitamente rígida. 
Dijimos anteriormente que la pequeña reflexión de la onda en la zo­
na de empalme podía atribuirse a la acción conjunta de la superficie 
y del potencial inercial actuante. Sin embargo si en la zona III 
hubiéramos usado coordenadas cartesianas los potenciales inerciales 
serían cero y las fuerzas que ejerce la superficie sobre la onda se 
manifestarían en una expresión complicada de las condiciones de con­
torno y estarían localizadas en la misma superficie.
Por el contrario, en coordenadas curvilíneas los potenciales inercia 
les son diferentes de cero y ejercen su acción no solamente en la 
superficie, sino también en el espacio vecino a ella.
Es decir, el uso de distintas coordenadas para la descripción de un 
mismo proceso nos conduce a distintas localizaciones de las fuerzas 
actúantes.-

Tomemos como segundo ejemplo ilustrativo un caso en el cual el an­
cho de los tubos superior e inferior sea distinto. Para ello en la 
zona III de la fig. (IV-1) tomemos fragmentos de elipses, de manera 
que s srá.:
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x =-• d coshg cosn 
y = d senh£ senri

Las soluciones en I y II serán del mismo tipo que en el ejemplo an­
terior

U (x,y) - sen k ( y - y 1) exp(ik x) + A exp(-ik x) x x
(IV-14)

(x,y) = sen k^ ( x - x ^  . C exp(-ik 'r y)x

debiendo cumplirse que

*y ( Y 2 “ Yi) = n xn 

k ’ ( x ¿  ~ x 1 ) n2 II
X

(IV-15)

relaciones necesarias para satisfacer las condiciones de contorno 
(IV-4). La función en la zona III será solución de la ecuación di­
ferencial

Va

¿i

 ̂2 2 2
- + k2d2 (senhf; + senn ) UIII U,n);= 0 (IV-I5b)

Planteando = S(^) ,í/{n)

se obtiene el sistema de ecuaciones

-N) 2 — — + k2d2 senh£ - y2 
-2>
2

i2 + k2d2senr

S (5) 

t/(n)

(I V - 16)

La primera de estas ecuaciones debe ser resu elta con la condición 
de contorno

s Ui) = s u 2) ~ o

Suponiendo que se cunple



A i  ~  í z  -  Si «  senh Si
senh E,2

podremos aproximar en la primera de las (IV —16) senh £, por un valor 
constante de la función en el punto La solución aproximada de la
ecuación diferencial será entonces

j 2 "" " '
S U )  = sen ~ \j k 2d2senh 5i ~ y2 (C - 5 i) 

debiéndose cumplir que 

k2d2senh E>1 -  y2 A £ = n 3n (IV-17)

De aplicar las condiciones de continuidad de la corriente de proba— 
bilidad en las zonas de empalme resulta

2 1 / 2  k d cosh Si = ( k 2d2senh y2 )
y , (IV-18)

2 1 / 2  k^d senh E,i = ( k 2d2senh y2 )

Además de las relaciones (IV-15) se obtiene

k^d (senh F,2 ~ senh 5 x) == k d cosh g 1 A5 = n 1n
(IV-19)

k 'd (cosh i 2 ~ cosh g 1 ) = k ' d  senh £,1 A? =-n2n
X  X

por lo tasto resulta n^~ n2= n 3~ n y

2 2 
y2 — k^2d2senh ^  k 2d2senh £1 - k 2 d2 (IV-20)

que es la expresión del coeficiente de separación de las variables. 
Como se cumple al igual que en el caso anterior que la energía total 
es constante, será

-  21 -
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o 9 r 2 _i 2 _ i^ 1 2 = ^ 2  + (cosh 5i) - (senh 
y X A 2 I A r\ 2d2 (A?)2

(IV-21)

De esta expresión se ve que existen energías tales que k' resulta 
imaginario, es decir tendremos ondas evanescentes en el tubo II. 
Esto sera mas visible al estudiar la sulocion en r) .
Reemplazando en la segunda de las (IV-16) el valor obtenido para el 
coeficiente de separación de las variables tenemos

Esta ecuación la podemos interpretar diciendo que en la dirección 
tangencial a la superficie tenemos un movimiento libre en el tubo I. 
En la zona III actúa el potencial inercial

mientras que en el tubo III tenemos un potencial constante dado por 
el valor de (IV-24) en r¡ = 0 .
Gráficamente sería

con el simple cambio de escala r¡ “= n d cosh 5^
la ecuación anterior se reduce a

k 2x

-y-

cOsh2 £ i

I III II
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La condición , ¿
k 2 ¿  ---------£--------
X COSh2?!

es equivalente a

k2 < Ak = K'2- k2 x ~ x y

es decir, con estas condiciones estamos tomando los distintos casos 
en que hacemos incidir la partícula 1 con energía mayor, igual o 
menor que la diferencia de energías en los movimientos transversales 
en los tubos I y II.
Como se desprende inmediatamente de la fig. (IV-2) si:

k 2 < Ak la partícula no se propagará en el tubo II , en el cual 
tendremos ondas evanescentes,ya que como lo muestra (IV-21) k^2 re­
sulta negativo.
k2 > Ak una parte de la onda se verá reflejada y la otra transmi­
tida.
k2>> Ak fundamentalmente habrá onda transmitida, x
Lo anterior muestra como la influencia de la curvatura de la super­
ficie de contorno se traduce en una barrera inercial que nos permi­
te obtener una descripción cualitativa del problema.
En forma similar al ejemplo anterior puede verificarse que la aproxi­
mación que hemos usado será válida siempre que

, 2 n 2 n2k¿ <<x
2 senh ^icosh Sf.d2 (A?) 3

lo cual implica una cota superior para las energías con que hacemos 
incidir la partícula 1.
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V) V IBRA CI ONES C U A S IE STACIO NA RIAS

Hasta ahora hemos tratado casos simples en los que intervienen

caso electromagnético debemos trabajar con ondas vectoriales (cua- 
dripotencial ) en las cuales, como hemos visto anteriormente las 
fuerzas de inercia actúan en forma cuantitativamente diferente.
Sin embargo veremos que los efectos de estas fuerzas serán del 
mismo tipo.
Elegiremos, para estudiar estos efectos, las ecuaciones de Maxwell 
en coordenadas esferoidales. Estas coordenadas revelan las carac­
terísticas escenciales de coordenadas ortogonales y se_parables. 
Tienen además, la ventaja de contener los dos casos simples bien 
conocidos de una esfera y un cilindro como casos particulares. 
Desde el punto de vista físico, estas coordenadas nos permiten es­
tudiar los casos de un esferoide perfectamente reflejante y el de 
una pantalla con un orificio circular, además de otros problemas 
de los cuales no nos ocuparemos en este trabajo.
Tomemos entonces un esferoide prolato de distancia focal 2d y una 
pantalla con el orificio de diámetro 2d. Las coordenadas que usa­
remos serán:

Esferoidales prolate (Para el esferoide)

partículas descriptas por ondas escalares de Schroedinger. En el

1) (1 - T)2 ) eos <¡>

1) (1 -  n 2 ) sen $

z = d £ n
(v-i)

+
2d

n \ j p 2 + (z + d)2 + (z - d) 2 —
2d

P
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con -1 n >. 1 5 ^ = 5  < « > j  0 ¿ <p < 211

Esferoidales óblate ( para la pantalla)

x = d \/ U 2 + 1) (1 - n2) COS <t>

y = d V ( 5 2 + 1)(1 ~ n2) sen <}>

■\J p2 + (z + id)

+ (z + id) 2

—\ f x2 + y ‘

V p 2 + - id):

~\Jp2 + (z -id) 2
2d
1
2d

con 0 <. n .< 1 ; ; o 4  4> < 2n

Sean u , V , w coordenadas curvilíneas ortogonales. La longitud 
de arco esta dada por

donde

as2- - S h í  + _ a d
2 2 

U V

■’ o  x ' ' 2

U

1

■ \  c)u/ \

V

_1_
w

/J^ 2
\ c W

+ i

dw2
W

/_¿ZX-2 +
U u ¡

d z \ 2

\ o v I

w
¿ X A 2 + (As.', 

V c)w/ \t)w/

1 / 2

1/2

1 / 2

Si especificamos una superficie por u ~ Uq== constante ; sobre
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ella debeaos inponer las condiciones de contorno

w E =  H v u
debiéndose cumplir 

4 JIp — Eu 4n jw = - H (V-4)

Se puede mostrar entonces que las ecuaciones de Maxwell (tabla V-l) 
conducen a las siguientes relaciones

<) P
c
- ——  +
o t

1 j-’v ,

c

1 ¿i» .

t) t

. A ! 3 :  'i
¿)v \ uw /

V w

U V

u w

N \ ■ ! o v  \ w;
; +

^.V
i - 
\ U /

1- P '
c! w \ u

O
// jv

c)w \ UV l

O'
o w \ \; / -

=  o

E
4n u \ v y u uo

w
4 n ¿)u \ W / u 

1 ¿I
■\4II cj u \ VW > u

=  u

u

(V-5)

(V-6)

u o y ]v ' 3W son lasdonde U, V, W están evaluadas en u 
componentes físicas del vector corriente.
Estas relaciones, que son las ecuaciones de movimiento para las 
cargas y corrientes sobre la superficie, son satisfechas por cual­
quier solución exacta del problema de contorno.
Sin embargo si deseamos soluciones aproximadas, reduciendo nuestro 
problema a vibraciones de cargas y corrientes sobre la superficie, 
solamente los términos de la izquierda de (V-6) permiten una inter­
pretación en este sentido ya que los términos de la derecha se re­
fieren a variaciones de los campog en el espacio, fuera de la su­
perficie .
Despreciando los segundos miembros de (V-6) tendremos entonces
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1
c  e) t

V W v
Ü  V w ; CJW

w
v /

i  ¿i.
c t) t

V

w

U V

+ u w

w
v  \

d (
O  V

*\
\cjw
N
ó

V u  i

u i

]v '
c W  l UV

(V-6 b)

=  O

ecuaciones que describen un problema determinado exclusivamente 
por xas car} as y corrientes sobre la superficie, - 
Estas relaciones pueden ser satisfechas poniendo

1 c) * 
c O t

$
U

3,

w

= U V

U vi

c) v  

$
D  w

(V- 7 )

donde 0 es una función escalar que, como se desprende de las re­
laciones (V-5) , satisface la ecuación diferencial

V vi 
U

¿) / UV + ¡ UW j
c ) v \  W ¿ ) v /

1
C 2 í )  t 2

0 (V-8)

Esta ecuación escalar no es la ecuación de onda sobre la superfi­
cie, sino que la presencia de la función U nos pone de manifiesto 
la influencia del carácter tridimensional del problema.
La ecuación (V-8) permite un conjunto discreto de vibraciones no
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amortiguadas que corresponden a otros tantos valores de k.
Por ejemplo en el caso sencillo de la esfera la (V-8) se reduce a

r-2r 0
í) sen 0 el 1 2 '

C2 c) t2
(V-9 )

cuya soiucion es

$ = (eos 0 ) Gxp(im <)> + kct)

debiendose cumplir

k r o = + y £ u  + 1)

Mientras que en el límite (d ■> " ) del cilindro infinitamente largo
tenemos

+
\ 2 
e)d

c) z2 p2 c3 4>2
1 c);

¿ t 2
=  0 (V-10)

que tiene como soiucion

exp i m(J) + kct + "\J k2- m 2 z

ín particular, para m

$ = exp ik( z - ct )

Aquí tenemos un espectro continuo de k pues la superficie de que 
se trata no es cerrada.
Para coordenadas esferoidales tomemos como ejemplo la soiucion 
eléctrica axialmente simétrica ( m= 0 ), que nos será de utilidad 
mas adelante. En este caso la densidad de corriente inducida en la
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superficie ( componente según <{> ) es nula, mientras que la densi­
dad de carga p resulta ser independiente de <j>.
Las dos ultimas relaciones de (V-6) se satisfacen idénticamente , 
mientras que las dos primeras conducen a la ecuación

dn dn
k2d2£2- k2d2n2-

n -
jn= 0 (V-11)

comparando esta ecuación con

—  ( 1 - n2) —  j + 
dn dn

u^(kd) - k2d2n2- ----- j = 0 
i - nr

que representa un problema de autovalores para u^(kd) , obtenemos 
la relación

u£(kd) = k2d2 52 (V-12)

Vemos entonces que anulando los segundos miembros de las relacio­
nes (V-6) llegamos a un conjunto discreto de vibraciones no amor­
tiguadas. Es decir las ecuaciones (V-6b) no pueden aplicarse a un 
sistema que emite radiación.
La reacción de la radiación, que modifica el comportamiente de las 
densidades de carga y de corriente, está contenida en los segundos 
miembros de (V-6) que aquí hemos omitido.
La omisión de estos términos está permitida solamente si éstos son 
nulos o suficientemente chicos, lo que en general no sucede. No 
obstante las relaciones (V-6b) son de considerable interés.
Aun no anulándose los segundos miembros de (V-6) para todos los va­
lores de k (espectro continuo), ellos pueden ser nulos en ciertos 
valores particulares k_̂  , formando así un espectro discreto (espec­
tro de la teoría cuasiestacionaria). Para estos puntos las solucio­
nes obtenidas de (V-6b) coinciden con las soluciones rigurosas del

* Este problema será tratado en el próximo capítulo.Ver (VI-1) y 
re f . 2
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problema.
En el caso que estos valores coincidan o estén muy próximos a 
las frecuencias características con las cuales el sistema emite 
radiación, las ecuaciones (V-6b) representan una buena aproxima­
ción para el proceso de radiación (radiación muy débil). Tal es 
el caso de un esferoide sumamente exéntrico que estudiaremos en 
en próximo capítulo.Sin embargo en general esto no ocurre; por 
ejemplo en el caso de una esfera las (V-6b) no son una buena a- 
proximación del problema.
La comparación de las soluciones de las ecuaciones (V-6) y (V-6b) 
nos permiten, por lo tanto, estimar la influencia de la reacción 
de la radiación y nos provee de los criterios necesarios para de­
terminar si esta radiación es o no pequeña. Ademas nos permite 
justificar, en el caso de radiación débil, el uso de la teoría 
cuasiestacionaria y determinar las pequeñas correcciones que a 
ella hay que agregar.
Dijimos anteriormente que en general los segundos miembros de 
(V-6) no se anulan para todo el espectro de k. Sin embargo tome­
mos ahora un ejémplo en el que estos términos son efectivamente 
nulos. Tal es el caso de un cilindro infinitamente largo para el 
cual existen soluciones rigurosas dadas por (V-6b). En este lími­
te la reacción de la radiación es nula.
Si d -* 00 las coordenadas serán

zn = — 
d

52_ x „ P2 
d2

de modo que las ecuaciones (V-6) se transforman en

0 * * <D
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C1 3 z 
0 t

+ Op  _

c) z

0 t
+ -  ^ p 

p0 ¿<t>

c!jz 
<¡) <t>

d i *  
d  z

4r¡
(V-13)

C> p / p

4n \ o p /p =  Pn

aquí las corrientes quedan determinadas por las relaciones (V—4) 
donde se ha hecho

H

Analicemos la soiucion eléctrica para la cual la cual los campos 
están expresados por

E = ik -Í Zm (kpP) 
P ' ¿)p

E = - k- — Z (k p)
<t> m pK/

E = k 2 (k p)z p m p

H

H

w m Z (k p) ---  m p
c p

i ü_ w *
G ó  p

(V-14)

donde

Z (k _ P)m p
a)

A H (k p) + B H (k p)m p m p

A
B

i 2)
Hm (RnPc)m p c
(1)
H (k p) m p

\1) U¡ 
H y H m mm 
cié.

son las funciones de Hankel de primera y segunda espe-
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En el caso p a r t i c u l a r  de la solució n de orden cero (a =  0) puede 
verse que las relacion es (V-13) se tra ns forman en

e) z2
_L- A
4nc c) z \c) P ‘ o = p0

(V-15)

Para las solucione s con ^ * es decir ondas al ámb ricas  que
corren a lo largo del cilindro, la (V-15) se tran s f o r m a  en la e- 
cuación del t e l e g rafist a

c2 c ) t 2
(V-l6)

que es s a t i s f e c h a  rig ur o s a m e n t e  por la solución  e l é c t r i c a  de o r ­
den cero c o n s i d e r a d a .En este caso la tr ans ición  de las ecua ci ones  
de Ma xw e l l  a la a p r o x im ac ión de las corr ie ntes c u a s i e s t a c i o n a r i a s  
conduce a un espectro continuo de k ,como c o n s e c u e n c i a  de ser ri­
gurosam en te cero la re acción de la radiación.
Concluimos en tonces que la el i m i n a c i ó n  de los segundos miem br os  
de (V-6) es posible en ciertos casos particula re s, pero en g e n e ­
ral su omisión no solo es una aproxim ac ión m a t e m á t i c a  sino que 
im pl ic a mo d i f i c a r  a fondo el caráct er del p r o b l e m a  cuando su valor 
es apreciable.
Digamos fina lmente que para llegar a las ecuac io nes (V-6b) hemos 
pa rt i d o  de las ecua cione s rigurosas del p r o b l e m a  de co ntorn o en 
tres d i m e n si ones y lo hemos red ucido a un p r o b l e m a  sobre la super 
ficie. Para co mpr ender  mejor el s i g n i fi cado de estas r elacio ne s  
podemos com pa rarla s con otro si st em a de ecu ac io nes semejantes.
Una sup erfic ie  b i d i m e n s i o n a l  c orre sp onde a un espacio riema n i a n o  
con m é t r i c a
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la ecuación de onda en este espacio es

VW
w ,

1
c2 c)t2

= 0 (V-17)

y poniendo

obtenemos

w

V

Vi

• k  A l
c t

A l
7 )v  

c) y 
w

vw i* í ^v_ ' 
<} v l W

A (V)
O w \ V /

1 + v ci P
C el t  ü  V

1 + w Á £ .
c O t  c) w

CJ I _  c) ¡ ~^V 1

(V-18)

d v V W I c¡ w \ V j
0

Estas ecuaciones determinan el movimiento de cargas y corrientes 
derivables de un potencial que se propaga sobre la superficie con 
velocidad c, según la ecuación (V-17). Por consiguiente ellas o- 
bedecen a la dinámica determinada por la geometría de la superfi­
cie. Las ecuaciones (V-18) difieren de las (V-6b) solamente por 
la presencia de la función U.
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Tabla V-1

Ecuaciones de Maxwell en coordenadas curvilíneas ortogonales

• \ ¡ E >
uvw < — - i +

! ¿)u \ VW I

) i E \
U  ' V  I—  \ — —  I +

c)v U'-J j

''I ■ E \ 
d i w

ü  w \ UV
• ¡ > 4n p

v w
H \ v '

0 w V 1

U  f V7 \

w /t)v

A E 
1 u
c a  t

+ 4n ju

UW
> / H \J i w \
\ í l

' d  u \ W /
c) [ H U \ 

.V v7  \ U /
1 A  E1_ CJ V

N .
c o  t

+ 4n i

UV a í Hu n;
jv l U ¡

o
'N
O) u •. V ¡

i ¿fw
c ¿) t

+ 4n jw

Vví i E \ 
A .  ( - J L .  i

c)w \ V
o

\ü V  \ W  /
1
c

u

UW O ; v/
c) u w

E

CJW \ U
u1 I

I
1
c

V

o  t

UV
d  v

Eu
U /

A  .

e)u \ V /
1
c

HW
d t
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VI) COORDENADAS ESFEROIDALES 

Vl-a) Onda escalar

Antes de entrar en el estudio de la antena, analicemos las fuer­
zas de inercia que aparecen en coordenadas esferoidales para el 
caso de una onda escalar.
La separación de variables en la ecuación de onda conduce a las 
siguientes ecuaciones

o

(VI-l) 

w“ (n)= 0

donde se ha puesto

d_
dn

( 1 - ti2) d_
dn

+ 1í£ (kd) - k2d2ri2- irr
T nT

—  ( 52- 1) —  + k 2d2?2- (kd) - — —
d£ dÉ c c 2 -

l/™ ( £} . ( n) . exp i(m<¡) - kct)

y£(kd) es el coeficiente de separación de las variables que que­
da determinado como autovalor de la segunda ecuación (VI-1), por 
la condición que (n) sea una función continua e unívoca de la 
variable n .
Para ellos se conocen desarrollos en serie en potencias de k 2d2

Si kd << £ 
(kd) = £(£ + 1) + - 

^ 2
(2m - 1) (2m + 1) 
(2£ - 1) (2 1  + 3)

Si kd >s> £

k 2d2 +
(V I -2)

y™ (kd) = 2 ( £  - m) + 1 kd + m 2 - — 
8

\ 2
(2 (£ - m) + 1 !  + 5 + 0(1 ) 

kd
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Las soluciones matemáticas rigurosas de las ecuaciones (VI-1) fue-
2ron extensamente tratadas, principalmente por Meixner y Schafke.

El caso particular de m :r= 1 , y en relación con las oscilaciones 
eléctricas de un esferoide idealmente conductor está tratado en

o / 5 6los trabajos, entre otros de Abraham , Page y Adams^» ,Ryder , 
L.V. King7 etc.
Asimismo se han realizado estudios de las ecuaciones del campo e- 
lectromagnético en coordenadas separables, para otras superficies 
de geometría simple: paraboloide, por Abraham; de un cilindro in-

Q # Qfinitamente largo por Sommerfield ; de una esfera por Mié ; 
Debye^ ; y G . Beck-M. Nussenveig ̂  .
Por otro lado, en la extensa literatura sobre la antena (E.Hullén 
y otros) generalmente se ha usado el método de suponer una deter­
minada distribución de corrientes en la superficie y obtener un 
campo compatible con ella. Esto conduce a dificultades matemáticas 
considerables para resolver el problema.
En este trabajo nos interesamos, principalmente, en estudiar la 
influencia de las fuerzas de inercia en la reflexión de una onda 
sobre una superficie. Tomaremos un esferoide prolato muy exéntri- 
co pues ello nos permite evitar complicaciones matemáticas, a la 
vez que hacer un análisis de las distintas resonancias de la an­
tena y el comportamiento de las corrientes sobre la superficie.
Los máximos que se observan en estas corrientes en las proximida­
des de las frecuencias de resonancia, dependen de la geometría de 
la superficie y por ende de las fuerzas inerciales del problema.
A los efectos de estudiar los casos límites de la esfera y el 
cilindro infinitamente largo resulta útil el cambio de variable

c = v T ^ T

Aplicando lo visto en la sección III) para la eliminación del 
factor de atenuación , pongamos
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l/£U)

l/Jlc)

u 2- 1 )
- 1 / 2

Wjln) ■=

C \/C2 + 1 

(1 - n2 )

ü“ U )

- 1/2  sjui

- 1/2 Tj(n,

con esto las ecuaciones (VI-1) se transforman en

(V I -3)

¿i + k2d2 + $  + SÍ- 1
< H 2 £2 - 1 U 2 - 1)

m
U ¿ U )  =  0

+ k2d2
m

1 - 2 v m
d?-

ái 
- dn2

1 + S 4C2 (1 + C2) 5 (1 +C > .

(V I - 4)

s “U )  =  o

+ y + ( ~ k2d2)n2 + 1 -
1 - n 2 (1 -  n 2 ) 2

T “{ n ) =  0

Estas ecuaciones exiben la acción de los potenciales inerciales 
Ellas determinan el comportamiento de las soluciones que no con­
tienen el factor de atenuación. En los límites d 0 y d °° se re­
ducen a casos bien conocidos.
Consideremos en general, tres dominios en el esferoide

(a)

' ( c)

(b)
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(a) s >> 1
(fc>) c << 1 ; n << 1 

(c) s << 1 n - 1

Como en el dominio (a ) es r ■— £ d la segunda de las ecua­
ciones (VI-4) se reduce,en este dominio, a

ái
dr2

+ k2 -
m

y luego
-  1/2

(kr)
(VI-5a)

que representan ondas esféricas de Bessel, 
Mientras que en el dominio (b) resulta

P = d ?

é í  
dp'

+ k 2 - d - 2 (U" + m 2 - 1) - m2 - ^
<■ - ? sj(p) = o

(VI-5b)
n

Zm\1/k2 ”  d ~ 2 (y£ + m2_ 1} P ¡

que son ondas cilindricas.

De estas expresiones podemos ver que el potencial inercial

d 2 <u! + m 2 - 1) -  —— y ~~
¡C o

es repulsivo para todos los valores de m mayores que cero.
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Vl-b) Ondas vectoriales. Soluciones generales.

En el caso de la antena, que a los fines prácticos interesa en el 
dominio

(d^0) 1 > k > d-1

nos ocuparemos principalmente de la solución axialmente simé­
trica.No obstante veremos primeramente el planteo general del pro 
blema de contorno.
Sea un esferoide idealmente conductor que especificamos con

K = £0 = c te.

El problema general consiste en resolver las ecuaciones de Max­
well

div É = 0 div B =  0
(VI-6)

rot B - -  — - =  0 rot É + -  — - = 0 
c t c t

con las condiciones de contorno

E = E = H = 0 (VI - 7)4> n £
sobre la superficie del esferoide. Tomando el vector potencial 
de Debye

—y
JT = * Q-í c , rt, <í> J

donde Q_ es una función escalar y K indica el vector posición y 
escribiendo las soluciones eléctricas (índice e) y magnéticas 
(índice y) como

+  i 'N -*> —  e
H = ~ -A rot 77 E = rot rot 77 

ct)t
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H
---y

rot rot 77

se puede mostrar que las ecuaciones de Maxwell se cumplen siempre

Aquí hemos supuesto una dependencia temporal exp(-ikct) para los 
camp os,
Teniendo en cuenta las relaciones (V-l) y la definición del poten­
cial de Debye, las componentes de éste en coordenadas esferoida­
les prolate serán

que Q. satisfaga la ecuación diferencial

+ k 2 Q.U, n, <j>) = 0 (VI-8)

TJ = 5 y s 2 “ 1 2.£Í5,n)exp i (m$ - kct)

n
2

n'/—— — n- 0“ U,íi)exp i (mtf> - kct)

donde

Aquí l/“ y fi/J son soluciones de las ecuaciones (VI-1). Los cam­
pos estarán entonces expresados por

kiHn
a“ (5,n)

/ a 2 - n2) U 2 - 1)

kmf;
\/(C2 - n2)(1 - n2
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-EUm= H e = - ik~l/(£2 - 1) (1 - n2) / ^  £
♦ <f> i n

S2 - n2 \ O t

> 2 ?  \
z -

D n  /

E®"- HÍm= l / l Ü   ̂ S '■ / 1-2
U ¿  -  n ¿ )

11 i 
2' • on

m
1 - n2 / J 
s2 - n2 Vn D e

'N Q.P ' 
? — -ic'n/.

m2 £
U 2 - 1)(1 - n2)

■>ia

u'l - lo

.E m = H ^ V ^ i ) . 2) <- A  
n ’ U 2 - n2) |

Z ¿ - 1 
S2 -

I . Á Q l  __ F ^ t \  , ! 1nz \ dC un I

m2 r| itn
U 2 - 1) (1 - n2)

ím ! 52 _ J !
1 -

m
¿  !

, ; 1 - nI • — -----
V S2 - 1

-¿ín 0“ '’ 
on v > i

se deben ademas cumplir las condiciones

E (E ) = E (E ) = H_(E ) “ 0 r) o <p o 5 o (VI-1 1)

La solución general para m fijo sera de la forma

H " =  /
„ n i  n  % , faj(k) ÍÍJm

(VI-12)
tm v

/
T

aj(k) S=m + b“ [k)



Restringiéndonos al interior del esferoide deberemos tomar sola­
mente las soluciones regulares de (VI-8) .
Al aplicar las condiciones de contorno (VI-7) las expresiones de 
los campos en este dominio quedan formalmente expresadas por

obtienen de las expresiones (VI-9) y (VI-10).
Sobre la superficie del esferoide estas funciones dependen so­
lamente de la coordenada r) y pueden ser desarroladas en un sis 
tema ortonormal cualquiera.
Por ejemplo tomando el sistema determinado por las soluciones 
de la segunda de las ecuaciones (VI-1) para un valor de m fijo 
tendremos

dn j

(VI-13)

donde , g^ , , g^ son funciones que se
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Es evidente que para cada -£' se deberá cumplir

l
al Al V ^  o)  +

a ¿  k l V ^ o ' ) + b ¿  B££'(?o>

(VI-15)

Hemos llegado así a un sistema infinito de ecuaciones lineales
M Mhomogéneas en las variables y b^ . Para que exista soiucion,

lógicamente, se debe anular el determinante de dicho sistema.
De esta condición se obtiene el espectro de autovalores del 
p roblema.
Notemos que en el caso general las soluciones ya no serán fun­
ciones separables en las variables £ y n .
Para la soiucion externa tenemos un problema análogo al anterior 
salvo que deberemos reemplazar las soluciones regulares de la 
ecuación (VI-1) por combinaciones lineales de soluciones emer­
gentes e incidentes en £ • Como ser

_ ” i #ni
a l  y i  ( 5) a , ,m +

’ i  %;

de modo que las condiciones de contorno se escribirán

z?» ( 5 o ) ^ p -̂p í> i (?o) ■*" b p ® p p » ( 5 o )  ̂p ^ p p » ( € o ̂’ t  " I V

zl a ¿  o ) + a l  A¿ v  ^  + b l  + b l  5*r<«o>

(VI-16)
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Este sistema de ecuaciones no homogéneo permite un espectro con­
tinuo de k. Para construir estas soluciones pongamos por ejemplo

'££ ’Z 0

elección que corresponde a una onda eléctrica incidente de índi­
ce £ . Las ecuaciones (VI-16) permiten determinar las ondas e- 
mergentes resultantes

—

+
az A££

£
v— +

a£
7+
£££

+

+ R+

¡+ R+
£ ££'

v z
(VI-18)

= - A£.'£

Estas ecuaciones tendrán solución, en general, para todos los va 
lores de k. En el caso particular que se anule el determinante 
del sistema de ecuaciones (VI-18), éstas tendrán soluciones solo 
para

es decir, soluciones puramente emergentes que corresponden a los 
polos de la matriz S de nuestro problema.
Notemos todavía que según (VI-18) las ondas emergentes contendrán 
en general, todos los valores de £ , con lo que se concluye que 
el valor del índice £ de la onda incidente no se conserva duran 
te la reflexión, a diferencia de lo que ocurre en casos separa­
bles.
Para cálculos efectivos estos sistemas infinitos de ecuaciones 
son sumamente complicados. No obstante, si nos limitamos a la a- 
proximación cuasiestacionaria,la ecuación (V-8) permite una orien 
tación, aun en el caso general de m diferente de cero.



La localización del proceso de reflexión requiere todavía un c£ 
mentario. Podemos evidentemente atribuir la reflexión de la onda 
a la superficie del esferoide. Sin embargo, salvo en los domi­
nios de resonancia, las amplitudes de las ondas en y cerca de la 
superficie serán pequeñas, de modo que la mayor parte del campo 
no llega hasta la superficie.
Es,por lo tanto , igualmente correcto y físicamente mas adecuado 
a la situación, decir que la onda se refleja en el potencial i- 
nercial vecino a la superficie y que esta, conjuntamente con di­
chas fuerzas inerciales son las responsables del cambio del indi

métrica que nos interesa en la antena. Para ello tomemos m - 0 
El potencial de Debye será

ce ¡L .

VI-c) Solución axialmente simétrica

Restrinjámonos ahora a la solución eléctrica axialmente si

^  = S7/s2- 1 £¿u,n) exp (-ikct)l £«U,n) exp (-ikct)

nV  12 ^ 2 SXP (”ikct) (V I - 19)

0

De (VI-9) y (VI-10) los campos resultan
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H E i k ~ Y ( g 2 - l) ( i - n 2 ) / d ,  d Q-í \

(e2 - n2) \ '

e , - 1  / 9  W  — -------- > ( V I - 2 0 )
-ik E =  d H z 2 - n 2 ) 7 l - n 2 . !

_  1 - 1/2 \ j ,-----—  v
ik E c - d (Í2 - T,2) ¿L y E2 - 1 . i

O  Í \ V

Para satisfacer las condiciones de contorno se deberá anular la 
última de estas expresiones.
Definiendo los operadores diferenciales

D =
O Z

r

\

+ _d_
dz c ) n

(1 - n2) 1
t)n

V  U 2 - 1) (1 - n2) i n —
V  dz

_ü_

c)n

puede verificarse que se cumple la identidad

S --- ----  D - D --- -----  3
C2 - n2 S2 - n2 ( 5 - 1 ) ( l-n )

S (VI-21)

Como además es

H ik Oos i¿p
Z2 ~ n2

y es solución de la ecuación

S2 - n2
D + k2
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de (VI-21) se concluye que H es solución de la ecuación diferen­
cial

$

U 2-l) ~  + —  (l-n2) r -  + k2d2 U 2-n2) - g2 - n2 

U 2-l)(l-n2).
<P

(VI-22)
Planteando como solución

=  l/“ ' m . w“ '(n)

ni * m *se concluye inmediatamente que las funciones l y  satisfa­
cen las ecuaciones (VI-1) para el caso particular de m =  1 , 
Escribiendo las relaciones (VI-4) para este caso, tenemos

ái
d K z

d?2

k2d2 + k2d2 - üMkd)
- 1

(VI-2 3)

i .. fr2d2 -u, (kd) - 1 (kd),W
i - rr

r£ (n) = o

Ryder encuentra las soluciones de estas ecuaciones siguiendo el 
método de Abraham. Basado en teoremas matemáticos generales para 
ecuaciones de este tipo obtiene el comportamiento cualitativo de 
las soluciones afuera de la resonancia.
Nosotros interpretaremos esos teoremas en términos de potencia­
les inerciales, que tienen la ventaja de permitirnos obtener las 
mismas conclusiones, pero con un razonamiento físico más intui­
tivo.
Para valores pequeños de n la solución angular representa ondas
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propagándose en la dirección rj con un vector de onda

r r
Vk = -----  (VI -2 4)

1 d

En las proximidades de los extremos del esferoide ( n — + 1) 
estas ondas son fuertemente influenciadas por el potencial iner- 
cial

( n*(kd) - k 2d2) „2 (VÍ-25)

1 - ri2

que es atractivo para kd << ¿  y repulsivo para kd >> L .
DE (VI-5b) resulta que a distancias cercanas a la superficie del 
esferoide (dominio (b) ) las soluciones en £ se comportan como 
ondas cilindricas con un vector de onda

k C V k2 ~ kn (VI-26)

De las relaciones (VI-2) para m — 1 se puede verificar que la 
expresión

y^(kd) =■ k2d2 - y¿(kd)

toma valores positivos o negativos según sea kd >> £ o 
kd << Z  . Existirá ei 
sea nula , de modo que
kd << L  . Existirá entonces un valor k^ tal que esta expresión

k2d2 = y^ (VI-2 7)

Para estos valores de k tendremos soluciones características que 
determinan las resonancias inerciales de la antena, que veremos 
mas adelante.
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De la relacuon (VI-24) y de la segunda de las ecuaciones (VI-23) 
se concluye que, en el dominio de la resonancia inercial, las so­
luciones que consideramos son aquellas en que, cerca de la super 
ficie,la energía se propaga principalmente en dirección parale­
la a la misma. En particular sí se cumple (VI-27) será

k = 0 k =
S n t

Como bajo estas condiciones se anula el potencial inercial (VI- 
25) la dependencia angular de la soiucion se expresa

eos k^d n i sen k^d n
W¿(n) = — — — — --  ( n)

V i -  n2 V 1 - n2

Como estas funciones deben ser regulares en los puntos (n = + 1) 
debemos imponer la condición

eos k^d = 0 — k^d == (2ni + 1) n/2 

sen k^d = 0  > k^d = n2 n/2

con nj y n2 números enteros.

Tomando
k^d = t  n/2

las soluciones angulares serán pares para £ impar e impares pa­
ra t  par. Estas funciones, para valores de ŷ , no nulos, están 
ootán influenciadas, como dijimos anteriormente,por el potencial 
inercial (VI-25). Por consiguiente, cerca de los extremos del
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esferoide, la amplitud de la onda será menor que la correspon­
diente a resonancia inercial.
Además, para y^> 0 , en la zona donde el potencial repulsivo ti£ 
ne un valor apreciable la función oscilará con un número de on­
da menor que el correspondiente a resonancia, mientras que para 

1Y£ < 0 lo hará con uno mayor. Esto se traduce, obviamente, en 
un corrimiento de los nodos hacia el centro y los extremos del 
esferoide respectivamente.
En la figura se ilustra el caso de £ = 3

< 0

Pasando ahora a la solución en £ , vemos que,como en resonancia 
se anula el potencial inercial en la primera de las ecuaciones 
(VI-23), la solución de esta ecuación que cumple las condicio­
nes de contorno es

ü¿rí5) = eos i  n/2  U  - í Q) (VI-33)

Se concluye entonces que la expresión rigurosa de los campos, 
en resonancia inercial, para la vibración axialmente simétrica 
es



i eos £ IT/2 ti £■■ impar
£ = cos£ IT/2 (g -■ go) j
(¡) ,------------------ |

a/ (g2 - i)(i - n2) ; sen £ n/2 n £ par

ik E e = —  cos £ n/2(g - gp)

5 2a v 7 r 2“ '¿)T5T '-l)

J cos £ n/2 ti 

ik E e= - M  sen £ H/2(g - gn) >

2d V ( g 2 - n2)(1 - n2) | sen £ n/2 n

~ sen £ n/2 n 

cos £ n/2 T) (VI-34)

Para los valores de kd dados por (VI-27) , hemos obtenido así so 
luciones rigurosas simples que nos permitirán estudiar el compojr 
tamiento analítico de las soluciones en las proximidades de aque 
líos valores .
Podemos, entonces, definir los puntos

k£d = £ n/2

como los puntos de resonancia de nuestro sistema. Los hemos lla­
mado puntos de ;'resonancia inercial". Están caracterizados, como 
hemos visto, por el hecho que en ellos se anulan las fuerzas i- 
nerciales, dando acceso libre a las ondas incidentes para llegar 
a la superficie donde se propagan paralelamente a la misma.
Para esferoides muy poco exentricos estas resonancias correspon­
den a valores muy grandes de k. En el caso particular de la es­
fera ( d = 0) desaparecen en el infinito. Es decir, una esfera 
no tiene"resonancias inerciales".
Sin embargo, si adoptamos como definición de los puntos de reso 
nancia los de la teoría cuasiestacionaria obtenemos
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k|d2c2 =■ v¿(kd)

que para esferoides muy exéntricos ( - 1 ) están muy cerca 
de las resonancias inerciales. En particular para la esfera son

k^a = ~\/1 (l  + 1)

Adoptando como punto de resonancia aquella longitud de onda que 
al incidir una onda desde afuera, produce la corriente máxima 
en la superficie del esferoide, llegamos a una tercera defini­
ción de resonancia. Sin embargo esta definición depende de las 
condiciones de exitación.Especificamos por eso, que las ondas 
del modo considerado ( Z  , m ’= 1) tienen en el infinito la am­
plitud

2 ,x~1/2(/¿U -»■»)= U 2 - i)

y buscamos el máximo de H, sobre la superficie en función de k. 
Esta definición es, sin duda, la que más corresponde físicamen­
te a lo que se mide experimentalmente. La llamaremos "resonan­
cia de máximo" y la calcularemos mas adelante.Encontraremos que 
para esferoides muy exéntricos coincide mejor con la resonancia 
inercial que con las otras.
Una última definición de los puntos de resonancia, obviamente, 
fluye de los polos de la matriz S de nuestro problema.

Para los fines que nos interesa es suficiente restringirnos al 
caso en que se cumple

5 = 1  C << 1 (VI-36)o o

Las soluciones linealmente independientes de (VI-23) pueden ser 
desarrolladas en la variable £ . La función U^(?) obedecerá
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la ecuación diferencial

ái
de2

1 d_ U¿ U) (VI-3 7)

cuyas soluciones linealmente independientes son

ir
U¿(c) ^ ?2 1 / 1 . 1 - (Yp + 2) ^  - —

8 24
k2d2 - — (yJ + 2) (yÍ + 12] 

8

ll2)li¿U) A/l + e2 Y1 lt0 ^1 + c2 - 1 ln 1
4 v i  + + 1

(VI-3 8)

V i  + k2d2 + - Y£ (y ¿ + 1)

P 1anteando

(jf - AU| ' ♦ ,_B U>

de imponer las condiciones de contorno resulta

-1 v 1y t + Y¿ C0+ 
2

1 Yik 2d2 ~ Y o d  - —  )
*■ 4

-1
B “ (2Co " C*>’ . 2Co “ “ (Y^ + 2) r,3
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Como estamos en las condiciones (VI-36) se tiene

2 \ í / 8 4 2

(VI- 39)

Estos desarrollos cumplen las condiciones de contorno sobre el 
esferoide solo en forma ap r oximada , pe r o coa.' precisión suficiente 
para nuestros fines.
Notemos que el punto de inflexión de la solución de la primera 
de las ecuaciones (VI-23) es

kd

Podemos empalmar la función (VI-39) con la solución asintótica 
en un punto £ , que deberemos tomar suficientemente pequeño para 
que los desarrollos (VI-39) aproximen bien a la solución.Por con 
siguiente, para que nuestra aproximación sea valida nos restrin­
giremos a valores de cumplan

Esta condición puede, evidentemente, ser satisfecha tomando va­
lores de £0 suficientemente chicos. En estas condiciones podemos 
p one r

(VI-40)

<< e << i (VI-41)
kd

U¿ {1 ) = Ü1r (̂  + - f -  ln,v'^o)
(VI-42)
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d Ul \ d Ut \  ~ - “£ R!
de / e=é d? / e= e + (ln Cq I 5

La condición (VI-41) nos permite aplicar la aproximación W K B 
para la soiucion asintotica, de manera que

C y V  U 2 + C2)‘1/lt eos í?/e2 + c2 k d ‘; \ di +. 6
/g 1 + s2

d U¿{c)
dC

C kd (e2 + e2) 1/l+

(1 + ez)
sen kd

' o o
U U i L i i  
)v i + ?2

d? + 6

+ C £• eos
2 Ve (£2 + e2)5/i*

kd \
í v - r r de + <s

donde e =
(kd)

De estas relaciones obtenemos fácilmente la amplitud

|C| . V e2 + é2 U¿(5) 1 + ir 2

k2d2 é(e2 + é2J
d u \ \

e= e

2 e (e2 + e2)
u*(c) (VI-44)

Dado que en resonancia inercial ( e = 0 ) la amplitud de la so-



- 56 -

lución rigurosa es la unidad, como se desprende de (VI-34), tene­
mos

1 = l R 4(1 + l2 )

I* n2 é2
* UÍ r 
de

(VI-45)

Por otra parte, usando las expresiones (VI-42) y (VI-45) es fácil 
mostrar que cumpliéndose (VI-41) la expresión (VI-44) se reduce a

1
u¿  U)

721 + C 
k2d2 é2

¿“1)
de i  e=é

(VI-46)

lo que equivale a admitir que la amplitud no depende del punto 
de empalme. Reemplazando en esta ecuación las expresiones dadas 
por (VI-42)

Ul R í l ]  Y£ ln E' - U1r) -+ I
de / e =  e

72i  +  e

k2d2 x2

Despreciando términos en cuartas potencias y recordando que para 
valores suficientemente chicos del punto de empalme la función 
toma valores muy próximos a la unidad, tenemos

Ü ¿ R ( C ) £ u1
de /  e =  e

■4(1 + l 2 ) 

l 2  n2 é2
¡ln e i 2 +

+ Y¿ lneQd (I1 \ 
k2d2é2 de U£R / -  +

/ 5
V£_lne0 
kd

(VI-48)



Para resonancia inercial, de (VI-39) se obtiene

— i k2d2 i3 
2

Reemplazando esta expresión en (VI-48) y recordando las relacio­
nes (VI-45) llegamos a

I c 1 + 1 lP tn
k d

(VI-49)

Por otra parte de la segunda de las ecuaciones (VI-23) es posi­
ble obtener, en primera aproximación

1 b ¿ ( k2d2 -

donde
. + 1

-1

eos L/2 rrt 
1 - t 2

dt

i  £ 2 n 2 ) 
4

(VI-50)

-1
£ impar

,.+ l
I 2\ sen £/2 Ilt dt
-I 1 -

-1
par

de manera que el cuadrado de la amplitud queda finalmente expre­
sado por
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Si normalizamos con amplitud unidad en el infinito, entonces el 
cuadrado de la amplitud de las corrientes jn sobre el esferoide 
sera

b2 d2 ( b2 ln2 ? 0)
-l (VI-51)

( k| d2 - k2 d2 )2 + k| d2 (b| ln2¡;0)

En el caso que hemos considerado, (esferoide muy exéntrico) es ­
ta formula abarca el dominio de resonancia y es del tipo de la 
expresión de Lorentz convencional para un perfil de línea. 
Notemos que las corrientes presentan su máximo valor para Y£= 0 

Es decir la resonancia de máximo y la resonancia inercial son 
coincidentes. Sin embargo , esto se debe a la insuficiente pre­
cisión con que hemos satisfecho las condiciones de contorno. 
Tomemos valores muy pequeños de y ^ t a l que

- A i----  << c0
kd

En este caso podemos tonar como punto de empalme el punto t,Q , 
donde conocemos los valores exactos de la función y su derivada. 
De la aplicación de (VI-44) se concluye que el punto de resonan 
cia de máximo está desplazado del correspondiente a resonancia 
inercial en una cantidad muy pequeña dentro del intervalo

0 < e2 £ 1_ ¿ 2 n2 Cq
2

Para fines prácticos las formulas obtenidas son insuficientes, 
ya que para valores realizables de largo 2a y diámetro 2b de
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un hilo

ln £0 ln ( 1 + - )*2

no será un valor suficientemente grande para poder aplicar núes 
tra aproximación. En este caso la expresión (VI-51) no será vá­
lida, es decir el perfil de línea ya no estará expresado por 
una formula de Lorentz con dos constantes solamente.
Para obtener expresiones mas completas se puede incluir un mayor 
número de términos en los desarrollos (VI-39) y (VI-44). Sin em 
bargo, como lo nuestra Page, estos desarrollos convergen muy 
lentamente. No obstante las ecuaciones diferenciales (VI-23) per 
miten, por cálculo numérico, obtener las amplitudes en la aproxi 
mación deseada

Pasemos ahora a analizar los polos de la matriz S de nuestro pro 
blema. De (VI-43) se obtiene

de /e=e

(VI-52)

Recordando la condición (VI-41) y como además es

v \ U )

tendremos

1

tang 6 1___  1 d U£ | (VI-53)

Reemplazando los valores de la función y su derivada dados por 
(VI-42)
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tang ó * y* ln e0
k d

imponiendo la condición tang <5= -i que nos. da para la solución 
una onda puramente emergente y recordando (VI-50) resulta

bp ( k2 d2 - - £2n2) = (vi-54)
* 4 ln

con lo cual los polos de la matriz S serán

d * + £-1 1 i  1 - ----- ------- + --- --- (VI-55)
2 V ¿ 2 j[2 b 2 in 2ío ln c0

La matriz S nos indica como decaen las amplitudes de las corrieri 
tes y el campo en un punto fijo, si el sistema es exitado en el 
instante inicial t — 0 por un pulso infinitamente angosto.
Dado el carácter lineal de nuestras ecuaciones este decaimiento 
será exponencial y,como es bien conocido,tiene el espectro

1
----------------------  (VI-56)
( k2 - k| )2 + (r)2

Sin embargo, los polos de la matriz S nos dan solamente una dest̂  
cripción global del perfil de la línea de emisión en el caso de 
líneas muy estrechas (donde podemos olvidarnos de las diferen­
cias que existen entre los puntos de resonancias inerciales, 
cuasiestacionarias y de máximo). Es decir, los polos de la ma­
triz S no son suficientes para describir,en detalle , el compor 
tamiento del sistema y de las cargas y corrientes en su super­
ficie .
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En el ejemplo que hemos tratado, hemos tenido cuatro definicio­
nes de resonancia:
a) Resonancia inercial

d = 1 l  II 
2

b) Resonancia cuasiestacionaria

«  -  y m / i  - b£- ‘ C2
2

c) Polo de la matriz S

~ I 2 —1
k ¿ d = l£nj/l - U 2n2 b 2 ln 5q) 

2

d) Resonancia de máximo.

Como hemos visto, para esferoides sumamente exéntricos, las lí­
neas son suficientemente finas y las cuatro definiciones condu 
cen a valores de k muy peoximos entre si.
Los polos de la matriz S y las resonancias cuasiestacionarias 
conducen a valores finitos de k aún en el caso límite de una 
esfera, aunque difieren considerablente entre si. El máximo de 
la amplitud y la resonancia inercial, sin embargo, ya no tienen 
sentido en este límite.
Tratando entonces con línes anchas, (En nuestro caso con esfe­
roides poco exéntricos) debemos especificar bien que entende­
mos por resonancia del sistema.

VI-d) Soluciones magnéticas.

Estudiaremos ahora, sintéticamente, las soluciones magné
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ticas de nuestro esferoide. Sos restringiremos a la solución 
con m = 0 , es decir m ’ = 1. En este caso de (VI-9) y (VI-10) 
se obtiene

E*! - EU = = 0  (VI-56)£ n <P

e y
Además como = - E,9

se concluye que E^ será solución de la ecua­
ción diferencial (VI-22), mientras que las otras componentes 
del campo estarán expresadas por

E J = - . W¿ln)

^  • HÜ = d'Nc2 - n2)~l/2 ( V i  - n2 E ü )  (VI-57)
o n  \ 9 /

-ik h¡¡ ~ d_i(g2 - n2) ~1/2 (a/ C2 - 1 E¡¡ )
* ¿u V */

1 1
donde las funciones W^n) y son soluciones de la e-
cuación diferencial (VI-23). La condición de contorno sobre la 
superficie del esferoide se expresa, en este caso, por

*/¿( eo) = 0 (VI-58)

que nos asegura que la componente tangencial del campo eléctri^ 
co sobre la superficie es nula.
Como mostraremos a continuación para las soluciones magnéticas, 
no tenemos resonancias cuasiestacionarias ni resonancia de max¿ 
mo. En cuanto a los polos de la matriz S,(en el caso sencillo de
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m = O y £ = 1 ), para esferoides muy exéntricos algunos de 
ellos estarán en el eje imaginario a una distancia muy grande 
del origen.
Por otra parte, similarmente a lo que ocurre para las soluciones 
eléctricas, las fuerzas de inercia también se anulan en las prjo 
ximidades de los k correspondientes a las resonancias inercia- 
les .
Si bien aquí no podemos hablar de resonancias, podemos decir que 
al ser nulas las fuerzas de inercia las ondas pueden llegar li­
bremente a la superficie. Esto se ve comprobado, como lo mostra 
remos mas adelante, por el hecho que las corrientes j^ induci­
das en el centro del esferoide, son comparables en magnitud, a
las corrientes j de la solución eléctrica vista anteriormente.J n
Como se cumple (VI-58), para la solución magnética será

De las ecuaciones de Maxwell se desprende que podemos, también 
en este caso, describir el problema en términos de vibraciones 
de cargas y corrientes sobre la superficie, llegando a las ecua 
cione s

<í> —
r;

5o
0EÜ
C¡ 5

(VI-59)

\ l 1 - n2 j
4n

d K )
3 í / f

Como se ve de estas ecuaciones de movimiento para la corriente



, no podemos definir resonancias cuasiestacionarias ya que 
anulando el segundo miembro de (VI-59) no obtenemos un conjun­
to discreto de vibraciones.
En cuanto a las funciones son en todo similares a las te
nidas para la soiucion eléctrica. Mientras que las soluciones 

serán

1 u*U)
</£ U) = - i -

siendo £ << 1

1U)
uz  U) =

+ 2
(VI-60)

ll2)
u ¿ ( d 1 -

1 1
n )

ln? ,U¿ (c) 1
8

k2d2 -
Y 1o Y p

7 4 (1- 1  >

Planteando
! U* ^ 2)

A U¿  l i )  + B (c)

e imponiendo las condiciones de contorno (VI-58) y eligiendo a- 
demas

d U,,U) ) - 1

se pueden determinar los valores de A y B , resultando



Con esto, los desarrollos de las soluciones son

1 1
2 (VI-63)

1
- +
d

Como en la aproximación en que hemos trabajado (£0 suficiente-

es un parámetro que nos indica cuanto nos apartamos de la reso­
nancia, resulta obvio que para las soluciones magnéticas que 
consideramos no tenemos resonancia de máximo.
En cuanto a. los polos de la matriz S debemos imponer la condi­
ción

tang 6 = - i

donde 6 es la fase en el infinito. De (VI-53) resulta

donde 5 es el punto de empalme con la solución asintótica. 
Reemplazando la derivada por la expresión dada por (VI-63) te­
nemos

mente chicos) estas soluciones son independientes de , que

tangó 1 1 (VI-64)

_ 1
(VI-6 5)

relación que muestra lo que dijimos anteriormente sobre la ubi­
cación del polo de la matriz S.
Finalmente digamos que como es
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aplicando (VI-63) se tiene
1

i W£ ( n)

kd 2
o n2

Comparando esta expresión con la corriente jn de la solución
eléctrica se concluye que ambas corrientes son comparables,lo 
que corrobora lo dicho anteriormente sobre la influencia de las 
fuerzas de inercia.

Vl-e) En el ejémplo de la antena que desarrollamos anteriormen­
te, hemos puesto énfasis, principalmente, en la influencia de 
las fuerzas de inercia.
Sin embargo este estudio nos ha conducido a una mejor compren­
sión del carácter de las soluciones cuasiestacionarias y de la 
reacción de la radiación que hemos tratado en las secciones V 
y VI.
De aquí podemos esperar que el análisis de estos resultados nos 
permita comprender el origen de las dificultades que se oponen 
a una descripción adecuada del acoplamiento entre cargas y campo 
electromagnético.
Efectivamente, dado un sistema de cargas cuasiestacionarias con 
un espectro de frecuencias discreto, se conocen reglas útiles 
que permiten, en el caso límite de resonancias estrechas, dete_r 
minar la vida media y los anchos de tales estados aproximadamen 
te.12 Estas reglas se usan, en particular, en el caso de los es 
tados cuasiestaciónarios de sistemas atómicos.
En nuestro caso, sin embargo, conocemos no solamente los estados 
cuasiestacionarios de nuestro sistema, sino también las solucio­
nes completas del campo electromagnético que los genera.
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Este, aunque se trate de un ejemplo aislado, nos da la posibi­
lidad de comparar las reglas de acoplamiento con una teoría mas 
completa, que ya contiene la radiación y su reacción sobre las 
cargas. Esta comparación puede ser útil para determinar el al­
cance y los límites de validez de dichas reglas a la vez que 
para encontrar el origen de la necesidad de renormalizacion que 
ellas implican.
Este análisis, sin embargo, será tratado en un próximo trabajo.
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VII -- ORIFICIO CIRCULAR EN UNA PANTALLA

Solamente a título de ejemplo ilustrativo, veamos como al inci­
dir una onda sobre una pantalla en la que hemos practicado un 
orificio circular, los potenciales inerciales se oponen al paso 
de la misma.
Las coordenadas adecuadas al problema son las esferoidalse oblji 
te cuyas formulas de transformación fueron dadas en la pag.25. 
Las superficies E, = constante y n = constante se indican 
en la figura para el rango de las variables

- CO < £ < 0°

0 < n < l

£-= -oo | j 5—  0 I £=+°°

I I I 
' /
' 1 / E, =c t e
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Tomemos una onda escalar

u™(5,n *<í>) = W^ín).  exp(im<{> )

Las funciones l/™ (?) y (n) serán soluciones de las siguien 
tes ecuaciones diferenciales

- (1 + 52) - + k2d2 52 - v \ (kd) + 
dg d i 'c

irr

- (1 - n2) -  + k2d2n2 + vt(kd) 
drj dn

m
1 - n:

(vil-1) 
Wjln) ~ 0

donde v^(kd) —  (- k2d2) es el coeficiente de separa­
ción de las variables. Para él se conocen desarrollos en serie

para kd ■+

m

m - k2d2 + 21 kd £ — m + l , m + 3 ,

para kd (VII-2)

m £ (£ + 1) 1
2

1 -
(2m - 1) (2m + 1)
(2 - 1) (2 + 3)

k 2d2

Haciendo el cambio de funciones
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t^UI
-1/2

(l + ?2) u“ (U

W£ (n) (1 -  n2) ‘ 1/2 T“ ( n)

las ecuaciones (VII-1) se transforman en

ÉÍ
d£:

mk2d2 + v 0 -¿ k 2d 2_ ----------1 +
1 + g2 (1 + £2)

uJ u j = o

df_
dn‘

k 2d2n2 - v“

1 - n‘

m 2 _

(1 - n2)
Tjln)

(VII-4) 

0

La solución de la segunda de estas ecuaciones, deberá cumplir 
la condición de contorno

T“ (n0 ) = 0 ( nQ << 1 ) ( VII-5)

Tomemos como ejemplo el caso de una onda con m = 1. Restringien 
donos a puntos cercanos al centro del agujero tenemos

p « 0 z = d £

La primera de las ecuaciones (VII-5) se transforma entonces en

dz2
k2 -

k2d2 + 1 i

:2 + d2
(VI1-6)

Evidentemente para valores grandes de z la onda es libre, mien-
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tras que cerca de la pantalla comienza a ser influenciada por 
el potencial inercial repulsivo

k2d2 + 4(kd) ' (VII -6)

z2 + d2
que se opone a que la onda pase por el egujero.1
Del comportamiento de dado por las relaciones (VII-2) se
ve claramente que cuando kd -* <» (es decir el diámetro del ag_u 
jero es mucho mayor que la longitud de onda) el potencial i- 
nercial (VII-6) tiende a cero, con lo cual la onda puede pasar 
libremente. Por el contrario, si kd -+ 0 (longitud de onda mayor 
que el diámetro del agujero) la"energía" k resulta ser mucho 
menor que el potencial repulsivo

¿ U  + 1) 
z2 + d2

con lo cual la onda se verá casi totalmente reflejada en dicho 
potencial.
Digamos finalmente que si bien la aproximación de Kirchhoff, 
puede dar la distribución angular asintotica correcta para la 
onda difractada, nuestras ecuaciones para un agujero chico 
( kd << 1 ) invalidan dicha aproximación.
Efectivamente, en la aproximación de Kirchhoff, la amplitud de 
la onda en z = 0 se toma igual a la de la onda incidente. Sin 
embargo, como hemos visto, la acción de las fuerzas de inercia 
implica que la onda llega al plano z = 0 con una amplitud ex­
ponencialmente disminuida.
Digamos también que el ejemplo que hemos desarrollado es apli­
cable al caso de una onda plana incidiendo en dirección perpen 
dicular a la pantalla (m = 0 ) ; y a la solución eléctrica axial, 
mente simétrica en el caso electromagnético (m — 1).



VIII) FUERZAS DE INERCIA EN EL ESPACIO DE CONFIGURACIONES

Hasta ahora nos hemos ocupado principalmente de las fuerzas de 
inercia de origen geométrico, actuando sobre ondas escalares y 
electromagnéticas.
En esta sección veremos que,en la mecánica cuán tica,fuerzas se 
¡nejantes aparecen en el espacio de configuraciones. Un ejemplo 
sencillo de este caso ya fue tratado en la sección IV), al in­
terpretar los problemas planos como el choque de dos partículas 
unidimensionales, con interacción dada por las curvas Zj y Z2 • 
En este caso el plano es el espacio de configuraciones de las 
partículas y las fuerzas de inercia que aparecen en el proble­
ma deben ser ahora interpretadas en ese espacio.
Sin embargo trataremos ahora un problema mas general: 
Consideremos un sistema de partículas cargadas, no relativis­
tas, con interacciones electrostáticas y magne tos tá ti cas . Supon, 
gamos velocidades y aceleraciones pequeñas de manera que el si£ 
tema emita una radiación electromagnética muy débil, que despre^ 
ciamos.
En esta aproximación, tanto la interacción eléctrica como la 
magnética dependen, en cada instante, solamente de las posicijo 
nes relativas y velocidades de las partículas. Es decir las i_n 
teracciones se propagan con velocidad infinita.
La energía del sistema será entonces

E = I m — a
a -*■ v —  a

atjtg 4 c 2

a-*v.

' a 0'

a-K .-*■v) (r

' a g
a£_ %

1
(VIII-1)



donde r . =  r ap a

El primer, y tercer termino dan cuenta de la energía cinética 
y de la interacción electrostática respectivamente. El segundo 
término de la derecha es la interacción magnética ( energía del 
campo eléctrico y magnético excluida energía propia).
Podemos plantear el Lagrangeano del sistema

L — K - V

con
V

K

N

e 0 'ct 3
2 I r

N 3

Z -  i
otjl 3 i j. ¡ 2

cxf3

S aS. . m + (1a3 a

(VIII-2)

{  \ 1 , a i 6 io o) — o * v . vJ a3 2 1J

(VIII-3)

Aquí a, 3 ^ 1, 2 , 3 .

i , j = 1 , 2 , 3 .

. N

Además es
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raB

Tomemos la siguiente numeración para las coordenadas de las 
partículas

l  -  3 U  - 1) + i (VIII-5)

i  — 3 (6 - 1) + j  i t j  _ 1 , 2 .. 3N

las inversas serán

(VIII-6)

+ 1 j =  i - 3 p.e (¿-~ 1-..V) 
' 3 / \ 3

( donde p.e indica parte entera ) 

Entonces podemos poner

a x _ ■<. v = v
Con lo cual, como se ve de (VIII-3) y (VIII-2) el Lagrangeano 
puede ser escrito

L = -  q  . . v j  -  V (VIII-7)
2 ^

donde índices repetidos indican sumacion. Además cĵ y está
dado por la expresión

9¿/ -  + (1 - o / i j  (VIII-8)
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la relación entre los índices a, 3, i, j con j  están dji
das en (VIII-6) .
Como se ve entonces, la matriz g. . (de 3N x 3N) puede ser 
subdividida en submatrices de 3x3.

' 1

(VIII-9)

■4

\

Los índices a 0 que numeran las partículas, especifican la
posición de la submatriz dentro de la
Resulta obvio que, usando coordenadas cartesianas para los es
pacios individuales de las partículas, las submatrices de la
diagonal de g. . , serán matrices diagonales constantes.■*- j
Ante un cambio de coordenadas en los espacios tridimensionales 
de las partículas, cada submatriz se transforma (sus componen_ 
tes) como las componentes de un tensor dos veces covariante en
tres dimensiones. En general en el nuevo sistema la

g' • •4. J

8'a (3

-t

A'
ct 8

(VIII-10)
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donde 3 ^  sera no diagonal y sus elementos dependerán de las 
nuevas coordenadas. Estas dan origen a lo que llamamos
las fuerzas de inercia de origen geométrico, mientras que los 

contienen las fuerzas de inercia de origen magnético. 
Incluyendo ahora transformaciones en el espacio de configura­
ciones (3N dimensional) , vemos que se comporta como un 
vector contravariante (ya que el tiempo interviene como un pa 
rámetro escalar).
Como el lagrangeano del sistema debe ser un escalar ante este 
tipo de transformaciones, resulta que los elementos de g. . 
son componentes de un tensor dos veces covariante.
Definiendo los impulsos canónicos

g . . (VIII-11)
*-S

y formando los cocientes

ü  L

0  V■L

■ ■ adj g . ■
g ----- —  ¿J-

l^fcl

se puede mostrar que los g ^  son componentes de un tensor 
dos veces contravariante y que se cumple además que

con lo cual

De manera que el halmitoniano de nuestro sistema será
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9 J P¿ Pj + V ( V I 11-12)

lo que da lugar a la ecuación de Schroedinger

- 2¡2i = • I ^L.iq (VIII-13)
íl ¿ t yg <J ̂  0  5^

con lo cual llegamos al caso estudiado en la sección II.
Para el caso particular en que la matriz g ^  contiene sola­
mente las submatrices de la diagonal, es decir despreciando 
las interacciones magnéticas, el halmitoniano de nuestro pro­
blema se reduce al halmitoniano que describe la materia ,en

. . 1 3la aproximación de W. Thirring (para ello debemos incluir 
en V las interacciones gravitacionales entre partículas).
Sin embargo nosotros nos interesamos en sistemas para los cua 
les las interacciones magnéticas tienen un peso considerable 
de modo que el potencial de interacción electrostática pueda 
ser supuesto pequeño. Tal es el caso, por ejémplo de un siste 
ma neutro N

z
o= 1

e = 0  a

con las velocidades de las partículas dirigidas, principalmente^ 
en una dirección, es decir en presencia de corrientes eléctri­
cas .
En este sistema el tercer término de (VIII-1) tendrá N(N - 1)
sumandos con signos alternados, de manera que dicho término re.
sulta muy pequeño frente al segundo término, el cual, (si bien

v 2contiene sumandos del orden — ) para valores de N suficienc - —
teniente grandes tendrá un valor apreciablemente mayor que V.
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En esta aproximación

H = i g*-í p p (VI11-1 3)
2 s

Podemos decir entonces que la evolución del sistema estará da 
da por la evolución de un punto en el espacio de configurado 
nes, que tiene una métrica g - • y la longitud de arco es

ds2 = g. . d ^

Es de hacer notar que este espacio de configuraciones resulta
ser un espacio riemaniano con tensor de curvatura distinto de
cero. Esto es consecuencia del hecho que las interacciones maj*
ne ti cas hacen que los espacios individuales de las partículas
ya no sean ortogonales entre si. Sin embargo pueden estudiarse
modelos en los cuales el espacio de configuraciones es euclí-

1 4deo como es el caso si tomamos los A „ constantes.a 3
Estos modelos conducen a problemas de corrientes cuas ies tacijo 
narias. Las ecuaciones (VIII-I3), sin embargo contienen, en 
adición, los fenómenos de fluctuaciones de densidades de carga 
y de corriente.



APENDICE A

Tomemos la ecuación de Schroedinger

2 m i c) Y 1 ¿)
- ^  n. ,_ % ¿ l 9

n O t yg O K

Propongamos como solución

¥ = A exp ( —  S )
¿i

donde A y S son funciones reales .
Reemplazando en (A-l) e igualando parte real e imaginaria teñe 
mos

2mi c) A m A HS 2_ l ¡  c) A ¿)s (A-2)
ií d  t n h c) 5^ c)^'

c)
(A-1)

A = h a ---g ^ ’ . (A-3)
\ iz e) t c) 5^ c)^

donde H es el operador

h - ^  -A-í?/' Z .
V 5  ^  a s j

La ecuación (A-3) se puede reescribir

2 m - t 2—  - g .
c) t a ¿>s d e *

que es la ecuación de Hamilton Jacobi en un espacio general y 
donde



-  so -

n 2 « A
A

es el potencial cuántico.
A partir de (A-2) y (A-3) se puede obtener el teorema de con­
servación de la densidad de probabilidad

^  (v? a 2) ♦ A - L ñ  *  ¿ 2 . } ,  - o
O t  ' ¿> 5 \ rn d  5 /

donde se ha supuesto que el determinante del tensor métrico 
no depende explícitamente del tiempo.
Teniendo en cuenta que podemos poner

j'*' = p v donde p = ~Jq A 2

tendremos

_  a 2  -,r~ '¿y c) s  _ p v «= - Yg g J
m cJ

con lo que resulta

= i g^' A S .
m c) 5̂
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