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I) INTRODUCCION

Las ecuaciones de movimiento de una particula clasica libre son:

mx*= 0 I-1
donde x! son coordenadas cartesianas.

Esta ecuacidn es matematicamente equivalente a

Donde El son coordenadas no cartesianas.

Decimos entonces que la particula estarid sometida a fuerzas de inercia
cuando sus ecuaciones de movimiento son las (I-2). En particular el
sistema de coordenadas cartesiano es aquel en quellas fuerzas de iner-
cia se anulan,.

Resulta trivial que 1 a fuerza definida de esta manera (como la segun-
da derivada respecto al tiempo de la coordenada) no es un vector ante
transformaciones generales de coordenadas. '

Podemos decir entonces que,independientemente del sistema de coordena-
que usemos, una particula estard,en general,sometida a la accidn de
fuerzas que tienen un cardcter tensorial bien determinado (como es el
caso de las fuerzas electromagnéticas) y a fuerzas que .tienen otras
leyes de transformacidn ante cambios de coordenadas, que llamaremos
fuerzas inerciales o gravitacionales.

Considerando la propagacifn de ondas, descripta por la solycidn de la
correspondiente ecuacién de onda, podemas distinguir dos problemas di-
ferentes:

a) La solucidn de la ecuacién homogénea en el espacio libre infinito

I 9(ge™t 9y +xv=o0
ICENTE Ol

Q

Estas fuerzas se manifiestan en esta ecuacidon a través de la dependen-
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cia funcional(en las coordenadas) de las componentes del tensor métri-
co,-

b) Soluciones en sistemasidonde debemos imponer condiciones de contorno
con una dada geometria. Es aqui donde las fuerzas de inercia adquieren
importancia, ya que si bien tenemos en general, un problema con solu-
ciones univocamente determinadas, para su solucidn rigurosa(salvo en
casos sencillos) conviene determinadlos modos de vibracidén en coordena
das curvilineas. Esto implica comsiderar la accidn de las fuerzas iner
gdales, que en muchos casos pueden ser determinadas independientemente
en forma sencilla,.

En estos casos por lo tanto, deberemos usar el formalismo de Einstein
de la teoria general de la relatividad. Dicho formalismo habia sido

utilizado anteriormente por F. Kottler en la relatividad restrimgida.-

El proceso de refleccidén de una particula clasica puntiforme sobre
nna superficie dada es independiente de la curvatura de dicha superfi-
ciz en el puato de choque, ya que el proceso se produce de la misma
forma que lo haria en el plano tangente a la superficie en dicho pun-
to.

Por el contrario, si estudiamos un paquete de ondas, la reflexidn no
se podr3 describir solo sobre el plano tangente, sino que en el proce-
so interviene un dominio finito de la superficie. Por comnsiguiente las
fuerzas de inercia actuardn sobre las ondas que componen el paquete,
La influencia de estas fuerzas serid mayor, cuanto mayor sea la curvatu
ra de la superficie dentro de las dimensiones del paquete,

Es decir, estamos asi frente a fendmenos que estin, en parte, determi-
nados por la geometria particular de la superficie; o lo que es lo mis
mo, fendmenos que estdn determinados por la accidn conjunta de la su-
perficie y de las fuerzas de inercia.

Su interpretacidn en t&rminos de dichas fuerzas, nos provee un m&todo
sencillo para obtener una descripcidn cualitativa de problemas diver-
sos, incluso en aquellos casos cuya solucidn rigurosa sea sumamente
complicada.~-

Como sabemos que las fuerzas de inercia intervienen en forma distinta
en las ecuaciones para ondas de diferente caracter tensorial ( escalar
vectorial, espinorial etc.), es evidente que la accidn de estas fuer-
zas dependerid de este caradcter tensorial, es decir del espin de las

particulas consideradas.-



II) PARTICULAS ESCALARES

Estamos interesados en estudiar la accidon de las fuerzas de inercia
sobre una particula cuantica.

Tomaremos aqui el caso mas simple de la ecuacidn de Schroedingser en
un espacio riemaniano de dimensidn finita- Podremos asi estudiar el
movimiento del centro de gravedad de un paquete y poner de manifiesto
la influencia de las fuerzas de inercia en la propagacion del mismo.
Veremos que la trayectoria del centro de gravedad del paquete libre
se aparta de la geod@&sica, como consecuencia directa de la accidn
combinada de las fuerzas de inercia y el cardcter ondulatorio de la
particula,

Una particula cldsica que se mueve en un espacio con métrica gij

tiene un halmitoniano dado por

H :.ll._ /('j . . (II_I‘
> gt Ipp; (11-1)

Segiln Podolsky1 el halmitoniano cudnticamente correcto, es decir a-
quel que nos conduce a la ecuacién de Schroedinguer con las reglas

usualesbara la definicidn del impulso es

Y poVggtip, b (1I-2)
H s——p— "4 1 =
2my g Vg

+ - ! (I1-3)

reemplazando en (II-2) obtenemos la ecuacidn de onda



\ ~— -t
JEm o2t L 9Vs Y Oy (11-4)
4 Z}t {2; Q < 6}51
donde 4,f =1, 2, 3, .....3N

La condicidn de normalizacién para la funcidn escalar V¥ es

r ~
A vty Vg agh = 1

con dEn

= dg,dg .,..dESN

El operador impulso definido anteriormente es hermitiano y opera sO-
bre la funcidn escalar VY.

La accidén de las fuerzas de inercia en la ecuacidn (II-4) se manifies-
ta a través de la dependencia en las coordenadas del tensor métrico.
De esta ecuacidén y su conjugada se obtiene inmediatamente el teoremna

de conservacidn para la densidad de prebabilidad

) {V§'wfwj J jt=o0 (II-5)

ot / Dt

En lc anterior hemos supuesto que las componentes del tensor métrico
no dependen explicitamente del tiempn. La componente contravariante

de la densidad de corriente estd dada por

, + PN - ~
it = Vg I [yt DY oyt (I11-6)
A gd

t

2mi \ c)Ej

Movimiento de un paquete

Definamos nuestro paquete por



donde < gTIgL ly > = \ vt ¢t v Vg ag”
J
Entonces
d . \ + N
— gt s =« Ef! |EL IW > + < vyt lgkl'w >
dt “t

(I1-7)

El integrando es facilmente calculable usando la formulacion la-

grangeana para la descripcidn del campo de probabilidad
Definamos la densidad lagrangeana por

r . ..\
{ = 'B 5.! LJJW+ mi (W oyt + ot QY \1 (11-8)
Tom Y c)g h ot Nt |

Es facilmente verificable que con esta definicidén, las ecuacio-
nes de Euler reproducen la ecuacidn (IL-4) y su conjugada,.

La densidad del tensor de energia-impulso sera



N N
6“ STV . g/ vt _ é,t L (I1-9)
Vosp oy oed /o ogd
¢ < =y
dgh) g/
v = 0,1,2,3

Puede verificarse que este tensor es simé&trico, por lo tanto se cum-

ple el teorera general

N aB
7, g9 4
<L+ —_— DaB = 9 (II-10)

_
Jg¥ H 2 ogt

g
<
=Y

Como trabajamos con transformaciones espaciales sera

gOL -0 gOO -1

donde indices latinos se refierem a coordenadas espaciales.

Por lo tanto la ecuacidn (II1-10) puede ser escrita

NV '
Qe 2 ot
AV
~
\a\) Oo = 0 (I1I-12)
&
0 también
) B ’”’Lwﬂ (I1-13)
3‘5" {3 =~/jt O
oV
\*‘) S0 (II-14)
Q)Ev

Ante las transformaciones de que nos ocupamos, que no incluyen el

-V
tiempo, las cantidades C;u se transforman como



Q Ei Como una densidad vectorial covariante.
.Cko Como una densidad vectorial contravariante,
-?vz Como una densidad tensorial de rango dos.
7300 Como una densidad escalar.

En nuestro caso se cumple

r,‘o
(y. = mj.
< < (II-15)
~ 0L .
G- m

Integrando (II-11) y (ILI-13)y teniendo en cuenta las relaciones

(II-15) se obtiene inmediatamente

. r ,
—"\‘—!J dg”=——l $3g1£(\ de
At )l 2m —) gt Tt

~ L 4L
\ f . l 7 o
S LA no _ / / n
— 7 dE = — , dg
at } m \}’Jz 2

De la segunda de estas ecuaciones y de acuerdo a (II-7) se conclu-

ye que la ecuacidn de movimiento del centro de gravedad del paque-

te sera

2 ~ ..
‘ fﬂ&leﬂ
/e Oy de (11-16)
) .

1
< g > T e
m

:Si el espacio de configuraciones es euclideco, existe un sistema
de coordenadas cartesianas,con lo cual la ecuacidn (II-16) conduce

inmediatamente al teorema de EEPenfest para una particula libre

a?
——'7-<x>;=0
dt



Podemos decir, entcnces, que una particula escalar cuédntica evolu-
ciona bajo la accidén de fuerzas inerciales cuando se cumple la ecua-
cidn  (II-16).

Cabe sefialar que en el limite cldsico ( h - 0), de esa ecuacidn es
posible obtener la (I-2) que habiamos usado anteriormente en la de-

finicidn para particulas clasicas. Para mostrar esto pongamos

donde A v S son funciones reales del tiempo y de las coordenadas
espaciales,
Como
e Y Y A VI
% TT Gus
recordando la definicidn del tensor de energia-impulso y reemplazan-

do en (II-16) obtenemos

7 .
d 1 Y APV ENY- s 2
“—E<€&>"'=""71/ziéggjL\IEJJAdEn_
dt m- J& @i
(II-18)
£21 (N gftua el / nl s \OB JA 1=
S bz o & A oafag" - ’/’; (g’“gff): 2 g g 1)9\—6,%2@ ag”
2m J GE" a/ WIS quDE
donde
1 . ‘5 A
HA == — —'\%’\/g— gLJ 'Q'—{
Vg Jt Je?

Esta expresion se simplifica trabajando con los dos Gltimos suman-

dos, resultando finalmente



a? L 1 | 4 28 85 JS oS 2 ..n

— <t = g gl &=, 55 A" as +

at? 1:17.5 s ed D«
2 il o HA\ i n (II-19)
= 1 95 =] AV at
2m Je A/

El segundo sumando del segundo miembro es un término puramente cu&n-
tico. Como se ve claramente es el valor medio de la fuerza contrava-
riante,obtenida del potencial cudntico (ver Apéndice A). Cabe agre-
gar que el valor medio de esta fuerza de inercia se anula en coorde-
nadas cartesianas como resulta evidente de (II-18). Sin embargo en
coordenadas curvilineas es, en general distinto de cero. Estamos
aqui en presencia de una fuerza de inercia que no tiene equivalente
cldsico, ya que estd intimamente ligada al caridcter ondulatorio de

la particula.

Si consideramos un paquete deltiforme la ec. (II-~19) se reduce a

2 . Vi .
a” i, o ;q_f WY Q\_S_j ﬁz (11-20)
nAs oed de

[oN)

ct
~)

=]

Como adem&@s es (ver Apéndice A)

vt = gt= .1.._94'2 QS

e —

ot

=}

resulta

2 . i
Locets =o [ E
at I

que es la férmula clisica (I-2).



III) COORDENADAS ORTOGONALES Y SEPARABLES

En la seccidn anterior hemos tratado las fuerzas de inercia
sobre una particula escalar en un sistema de coordenadas arbitrario.
Veremos aqui como, en coordenadas ortogonales y separables, la accidn
de dichas fuerzas se manifiesta en forma de potenciales inerciales
en la ecuacidn de onda.

En la seccidon (I) hemos definido las fuerzas de inercia que actian
sobre una particula clasica, como aquellas fuerzas que modifican el

movimiento “libre"

%JQ
ot ~
™
&~
i
o

Anialogamente podemos decir que una onda "libre" es aquella cuya ecua-

cidén esta dada por

TN ;
;_ ”—\—— kKl u = o (III-1)
<

Hemos tomado la ecuacidn independiente del tiempo pues estamos in-
teresados en estudiar la accidn de las fuerzas sobre las autofuncio-
nes del problema, en un sistema inercial.

La ecuacidn (III-1) es matematicamente equivalente a

y i_J 1, = -
;f-—l_c) Vg g Qéj + ¥ u = o (111-2)

i . .
donde £~ son coordenadas no cartesianas cualesquiera.

Si las coordenadas son ortogonales la ecuacidn anterior se reduce a

2 . -~ ™
Z (éw Q___ . 1 au’fglfl” o0 \\ + klu= 0 @q11-3)
L\ ogt? g oot ae;‘/




Como es bien conocido en este caso podemos poner
N
L, .4
U = /'7' X< (e*) (I11-4)
L

. - . . £ .
con lo cual la ecuacidn diferencial para X  , en el caso 5&PJﬁﬂdc

serid

49 L A
ang + Flg™) =. + GI(E ) + a/C X“(g™) = 0 (II1-5)

( Indice repetido no indica sumacidn).

F(EL) es una funcidn de las componentes del tensor métrico que que-
da determinada en cada caso particular al reemplazar (III-4) en
(III1-3).

G,(EL) es un potencial inercial debido al movimiento en las otras
coordenadas y a, es una constante.

El término en derivada primera de (III-5)puede ser eliminado de 1la
ecuacidn diferencial,escribiendo &sta para la parte de la solucidn
que no contiene el factor de atenuacidn. Al hacer esto aparecera

un potencial inercialﬁGz(QL) que puede ser determinado de la siguien-

te manera

Llamemos X' (&%) = X(¢)

Foniendo X(g) = Alg).w(g)

reemplazando en (III-5) y dividiendo por A(g) 1llegamos a
2

\ 2

2 N\
+ 2 blnA jl + 1 Q_i + Flg) Lo &EB_A} + G’(E} +a |W= 0
D& JE I3

A 0E? O £ ai/

Anulando el t&€rmino en derivada primera se obtiene

Qv
[
ta ]
b=

+ Flg) = o0

<
™



- -
cuya solucion es

Alg) = exp( — Fle) dg )

2

con lo cual la ecuacidon (III-6) se reduce a

dZ
_— + G, (e + G,le) + a W =0
dg?
donde
) |
: A QO e? e

En los siguientea capftulos veremos ejémplos de aplicacidn de

estos potenciales inerciales,



Iv) PROBLEMAS PLANOS

En esta seccidn trataremos dos ejZmplos en los que intervienen
los potenciales inerciales dc los que hablamos en la seccidn ante~
rior.Consideremos un problema plano. La ecuacién de Schrdedinger

para la particula ser3

2mi Sy ()2‘{’ 52\1’
- = T t T (Iv-1)
h ot O X oy

Poniendo ¥y = U exp | —‘i E t)

tenemos Q 2 8 z 2

donde k =\/2mE

Si tomamos una barrera de potencial, que para simplificar suponemos
de altura infinita, como lo indica la fig. IV-1l), la solucidn que
nos interesa estari restringida a la zona delimitada por las curvas

Ly y Z,; , debiéndose cumplir la condicidn de contorno

ufzy) = ulry) = 0

e

t \ ~_ 1
\g};\\\ fig(IV-1)
PN

\«
\«

\

{
!
“ |

El problema planteado puede interpretarse, asimismo, como el cho-
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que de dos particulas de coordemadas xX1;= X |y Xp= y 1Iespectivamen-
te, donde la interaccidon entre ellas estda determinada por la geome-
trfia de las curvas L; y IZ,.En otras palabras, si el plano es el es-
pacio de configuraciones de las particulas)la zona I indica que

la particula 1 es libre mientras que la particula 2 esta ligada. En
I1 ocurre lo inverso, mientras que III es la zona de interaccidn de
las particulas.La solucién del problema de contorno, obviamente de-

penderid de la curvatura de Ij; y Zp.

Tomemos como primer ejémplo cuartos de circunferencias como lo indi-

ca la fig, IV-2)

y |
kK k I Tl
—_ YT — o
P . .
! _ fig. (Iv-2)
. P2 \
/ o
e L - PR
f
II X
i i
K
Fx !
|k' i
R4
Es conveniente usar las siguientes coordenadas:
Zonas I y II : coordenadas cartesianas.
Zona. III : coordenadas cilindricas.
La ecuacidn de ondas en las distintas zonas seria
[\ 2 N2 "
o < < =
<2 + :)yz + k Ur 11 0
(1v-3)
2 \2
- é)p p Ap 0“0 )



debiendo cumplirse las condiciones de contorno

Upfx,p] = U(x,p2) = 0

Upplersy) = U lez 5yl = o0 (IV-4)
\ Uy (x=0 ) = UIII(D,,ZE)

J U _ ;\)UIII‘?

a)x /x =0 g)x / x =0

(1v-5)
Upply=0) = U fo,0)
\

C\UII \ — 5”111\\
Sy |y =0 Oy [y o

Las relaciones (IV-5) implican la continuidad de la corriente en

los empalmes.

Como solucidn en la zona III podemos plantear

Upgplo,e) = ~"—‘~‘;—’- 216) = X(p).9(4)

La dltima de las ecuaciones (IV-3) conduce al sistema

gi.u(p) + k2 Ei_:_léé

dp2 p2

Vip)l= 0

(1Iv-6)

9 0(e) +  u2Q(s)=0
de?

Obviamente deberi cumplirse que

Vliey) = Vipp) = 0



a fin de satisfacer las condiciones (IV-4).Esta solucidn debera ade-
mas empalmar con las soluciones en I y II. Para ello debemos determi-
nar el valor de u?2. Hagamos notar que este coeficiente puede tomar
valores no enteros ya que no es necesario imponer condiciones de pe-
riodicidad a la solucidn Q(9¢).

Las ecuacuiones (IV-6) muestran que el movimiento en la ccordenada

¢ es libre, mientras que en el movimiento segiin p actia el potencial

inercial

u2 — 1/4

Restringiéndonos al caso en que bo . 1

©

en la primera de las ecuaciones (IV-6) podemos reemplazar p por un

valor constante p tal que

p1 < 5 < P2

La solucidn en § serd entonces

-
X(p) = f%f sen sz - u? -1/4

VD 52

(p - 01)

Para cumplir las condiciones (IV-4) deberi ser

2 R 1
k2o B M4, —ng
o 52

con n, un nimero entero.

1
La solucidn en la zona III sera

UIII(p)¢)= ?é?-sen\vkz - (p %i D exp(in¢) +Eexp(=iu¢

y

donde D y E son constantes a determinar.



Como soluciones en las zonas I y II tomemos

u I(x,y) ~sen k (y - p;).C exp(—ikxx)

(Iv-9)
u (x,y) =sen k})( x - p) exp(ik}:y) + A exp(-ik}', y)
I1
Para que se cumplan las condiciones (IV-4) debera ser
ky Ap = nyil Ny,n3 nilmeros enteros

' -
kx Ap n3r

Imponiendo a las soluciones las condiciones (IVv-5) se obtiene

k =;N/k2- w2 - 1/4

y Z
52
c = D exp(iull) + E exp(-iul )
2 2 (IV-ll)

k) :=X/k2 u? -1/4

52

1 D + E - A
Recordando que A N N\

_d - — P seny fg— + o cos¢p ==

Oé O x Oy
y como ademas bp . 1

p
de imponer (IV-5) se tiene
— ka = — —%— D exp(iull ) - E exp (~iull )
P 2 2
k! (1 -a)= -t |p - E (1V-12)
y p

De las relaciones (IV-11) se concluye inmediatamente que



k! = k
X y

como adem3s se conserva la energia total, es decir

k2:,= k2 + k2 = k'2 4 ka
X y X y

se concluye que k;z = ki es decir la segunda particula sale con 1la
misma energia con que incidid 1la primera., Esto e¢s consccuencia del

hecho que en el ejémplo que hemos tomado los tubos I y II tienen el

mismo ancho.

Teniendo en cuenta lo anterior,de (IV-10) se tiene np = n3 y de

(Iv-11) se obtiene finalmente

2 = yr1232 4
H ky e 174 (1V-13)

De la solucidn del sistema de ecuaciones dado por (IV-11) y (IV-12)

se obtiene la expresidn de los coeficientes que nos interesan

A? = L
1, 642 - 1/4)
sefp I
2
c? = L
senZun/2

G4u2 (w2 - 1/4 )

Vemos entonces que hay una pequefia reflexidn de la onda en el empal-
me de las zonas II y III. Esta reflexidn, debida al cambio de curva=
tura de la superficie, puede ser atribuida a la accidn del potencial
inercial actuante en la ecuacidn diferencial para el movimiento se-

gin la direccidn de la coordenada p.

La expresidn que hemos hallado para los coeficientes no es valida en

todo el rango de energias, ya que hemos supuesto anteriormente que
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el potencial era constante en todo el ancho del tubo. Desarrollando

este potencial

w2 - 1/4 pul - 1/4 2( u?2 - 1/4)

p? p? p3

Ap

Reemplazando en la primera de las relaciones (IV-6) vemos que nues-

tra aproxXimacidn tendra validez si se cumple

- 3
k! 52 << n%ﬂi
y 2

lo que implica un limite superior para la energia con que incide la

B
( 5

particula. Esto es comprensible pues para longitudes de onda muy
cortas la trayectoria de la particula debera ser obtenida por las
leyes clasicas de la reflexion sobre una pared infinitamente rigida,
Dijimos anteriormente que la pequefla reflexidén de la onda en la zo-
na de empalme podia atribuirse a la accidon conjunta de la superficie
y del potencial inercial actuante. Sin embargo si en la zomna III
hubiéramos usado coordenadas cartesianas los potenciales inerciales
serian cero y las fuerzas que ejerce la superficie sobre la onda se
manifestarian en una expresidn complicada de las condiciones de con-
torno y estarian localizadas en la misma superficie.

Por el contrario, en coordenadas curvilineas los potenciales inercia
les son diferentes de cero y ejercen su accidn no solamente en la
superficie, sino también en el espacio vecino a ella.

Es decir, el uso de distintas coordenadas para la descripcidn de un
mismo proceso nos conduce a distintas localizaciones de las fuerzas

actuantes.-

Tomemos como segundo ejémplo ilustrativo un caso en el cual el an-
cho de los tubos superior e inferior sea distinto. Para ello en la
zona III de la fig. (IV-1) tomemos fragmentos de elipses, de manera

que sera:



X = d coshf cosn
y = d senhf senn
Las soluciones en I y II seran del mismo tipo que en el cjémplo an-

terior

uI(x,y) = gen ky( Y - Y1) exp(ikxx) + A exp(—ikxx)
) (IV-14)
UII (x,y) = sen k;( X - x1). C exp(—ik; y)

debiendo cumplirse que

k (y2 -~ y1) =niI
y (IV-15)

¥ - ==
kx( X2 X1) npll

relaciones necesarias para satisfacer las condiciones de contorno
(IV-4). La funcidén en la zona III seri solucidn de 1la ecuacidn di-

ferencial

2

\2
CJ
Qg2

g

|

2 2
+ k232 (senht + senn ) Uppp (E/m)=0 (IV-15b)

Y
=
N

Planteando UIII(E,H) = S{g).V{n)

se obtiene el sistema de ecuaciones

r N 2 ' -
_ 2
%;“ + k?2d? senht - 2 |S{g) = 0
- ) g2 :
) ~’§ (1V-16)
. -
%}~ + u?2 + k2?d%senn Y(n) = 0
2
) n

La primera de estas ecuaciones debe ser resu elta con la condicidn

de contorno

S{gy) =S(g) =0

Suponiendo que se cunple



AE = £, — & <<.S_.e_llb__.§_l

senh &,

2
podremos aproximar en la primera de las (IV-16) senh £ por un valor

constante de la funcidn en el punto &£;. La solucidn aproximada de la

ecuacidn diferencial seri entonces

2 2 -
S{g) = sen'y/kzdzsenh g1 ~ w?¢ (¢ -~ &)
debiéndose cumplir que
/’ 2 \
\/ k?2d?senh £, - w2 AL = n4I (Iv-17)

De aplicar las condiciones de continuidad de la corriente de proba-

bilidad en las zonas de empalme resulta

2 172
k_d cosh & = ( k2d?senh £;- u? ) /
y (1v-18)
2 1/2
k:d senh &; = ( k?d%senh g;~ u? )
Ademas de las relaciones (IV-15) se obtiene
kyd (senh £;- senh £;)= kyd cosh £; Af = n;I
(Iv-19)
k;d (cosh £,- cosh 51)==k;d senh &; Af = nol
por lo tamto resulta n;= ny= n3= n y
2 2
u? =k;2dzsenh €1 = kZd?senh ¢; - k§ 42 (1v-20)

que es la expresidn del coeficiente de separacidn de las variables.
Como se cumple al igual que en el caso anterior que la cnergia total

es constante, sera



, 2 -1 2 -1
kl2= k2 + nZHZ (COSh g]_) e (Senh gl)

v % 42 (02) 2 (Iv-21)

De esta expresidn se ve que existen energias tales que k; resulta
imaginario, es decir tendremos ondas evanescentes en el tubo II,
Esto sera mas visible al estudiar la sulocidn en 7.

Reemplazando en la segunda de las (IV-16) el valor obtenido para el

coeficiente de separacion de las variables tenemos

52 2 2
~~— V{n) + [ k?d%cosh £; - k2d2cos n| V(n)=0 (1V-22)
el n 2

con el simple cambio de escala n =n d cosh )

la ecuacidn anterior se reduce a

1 2 -1
.cos 7 (dcoshg;) ]V(n) -0

2
2
-&-—u(n) + [ki - kZ%(cosh ;)

D 2

!

Esta ecuacidn la podemos interpretar diciendo que en la direccidn
tangencial a la superficie tenemos un movimiento libre en el tubo I.

En la zona III actila el potencial inercial

2 -1 2 -1 o
k?(cosh £;) .cos fi(dcosh £;) (w-24)

N

mientras que en el tubo III tenemos un potencial constante dado por
el valor de (IV-24) en n = 0 .

Graficamente seria

k2

X % |

I ITI i I1



La condicidn L2 < kz
X > 2
cosh“g;

es equivalente a

k2 < ak =k!'2- k2
X N X y

es decir, con estas condiciones estamos tomando los distintos casos
en que hacemos incidir la particula 1 con energia mayor, igual o
menor que la diferencia de energias en los movimientos transversales
en los tubos I y II,

Como se desprende inmediatamente de la fig. (IV-2) si:

ki < Ak la particula no se propagara cn el tubo II , en el cual
tendremos ondas evanescentes,ya que como lo muestra (IV-~-21) k'?2 re-
sulta negativo. ¢

ki > Ak una parte de la onda se vera reflejada y la otra transmi-
tida.

ki>> Ak fundamentalmente habrd onda transmitida.

Lo anterior muestra como la influencia de la curvatura de la super-
ficie de contorno se traduce en una barrera inercial que nos permi-
te obtener una descripcidn cualitativa del problema.

En forma similar al ejémplo anterior puede verificarse que la aproxi-

. - e e .
macidn que hemos usado sera valida siempre que

n2 12

k2 <<
X

2 senh &;!cosh £1d2 (ag)3
\ /

lo cual implica una cota superior para las energias con que hacemos

incidir la particula 1,



V) VIBRACIONES CUASIESTACIONARIAS

Hasta ahora hemos tratado casos simples en los que intervienen

particulas descriptas por ondas escalares de Schroedinger. En el

caso electromagnético debemos trabajar con ondas vectoriales (cua-

dripotencial ) en las cuales,

como hemos visto anteriormente las

fuerzas de inercia actiian en forma cuantitativamente diferente,

Sin embargo veremos que los efectos de estas fuerzas seran del

mismo tipo.
Elegiremos,
en coordenadas esferoidales.
teristicas escenciales de coordenadas
Tienen ademas, la ventaja de contener
conocidos de una esfera y un cilindro

Desde el punto de vista fisico, estas

para estudiar estos efectos,

las ecuaciones de Maxwell

Estas coordenadas revelan las carac-

ortogonales y se_parables,
los dos casos simples bien
como casos particulares.

coordenadas nos permiten es-

tudiar los casos de un esferoide perfectamente reflejante y el de

una pantalla con un orificio circular, ademds de otros problemas

de los cuales no nos ocuparemos en este trabajo.
Tomemos entonces un esferoide prolato de distancia focal 2d y una
pantalla con el orificio de diadmetro 2d. Las coordenadas que usa-

remos seran:

Esferoidales prolate (Para el esferoide)

x =d~/(g2 - 1)(1 - n2) cos ¢
Y=d\/(€2-1)(l—n_é7 sen ¢
z=d¢n
(v-1)
= Vo2 + (z+ @2 + /o2 4 (z - D2 |-
i | 2a
nu{\/'pz Fz 42 - \Jp? o+ (z—d)Z]—l—-
1 24

RS
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con. -1 < n 2 1 ;1< & < = 3; 0 < ¢ < 21

Esferoidales oblate ( para la pantalla)

x =d /(2 + 1)(1 - n2)  cos ¢

¢y =d~/ (g2 + 1)(L - n2) sen ¢

g=ﬂ dp[:m7;:f;ﬂ2 + “Jpz+ (?"imzy—“

24
n =[\fp?- + (z+id2 - o2+ (z —id)zul-—zl—‘g

o] _\/xz + y2

IIA
o }
ia
s
-
|
8
A
faal
A
8
o
fia
-
A
[*]
=

con 0

Sean u , v , w coordenadas curvilineas ortogonales. La longitud

de arco est3a dada por

§s2= du? + dv? + dw?
2 2 2
U v W
donde
_ 1/2
P Vg2 Ny \ 2 b 2
L du/ \ ou. \ Ju/
, 1/2
1 [{ Qx‘?- . /‘\X\ N (Qz\jz
\Sv) \bv/ \ oV
1 _ l.:/ -;\;X\\lz + (»__Q)_X + ()Z\ 1/2
W -\ij \dw/ )w, )

Si especificamos una superficie por u = u = constante, sobre



ella debemos imponer las condiciones de contorno

debiéndose cumplir

4 Ip =E_ am j = H_ 4m j = - H (V-4)

Se puede mostrar entonces que las ecuaciones de Maxwell (tabla V-1)

conducen a las siguientes relaciones

N ,\ /j \ . 3y
Lode g vw[ J(—‘l‘;+ J{-ﬁ”= 0 (V-5)
~ No b g/ N “
C at v o WY Jdw \
B, \ N B
L dv o, gy (e - W J [y
c Jt dv \ u/ 41 u\ v/u=uo
1 ;)jw . Q [ p _ o uw a Ew\
c at ;\w \U/ 41 u w}u=uo
L L O I SE A ___n.@..(_fia\‘
v\ oW/ ow \ uv / 41 Qu ‘v Ju = u,
donde U, V, W estan evaluadas en u = u oy jv ’ jw son las

componentes fisicas del vector corriente,

Estas relaciones, que son las ecuaciones de movimiento para las
cargas y corrientes sobre la superficie, son satisfechas por cual-
quier solucidn exacta del problema de contorno,

Sin embargo si deseamos soluciones aproximadas, reduciendo nuestro
problema a vibraciones de cargas y corrientes sobre la superficie,
solamente los té&rminos de la izquierda de (V~6) permiten una inter-
pretacidn en este sentido ya que los t&rminos de la derecha se re-
fieren a variaciones de los campog en el espacio, fuera de la su-
perficie.

Despreciando los segundos miembros de (V~6) tendremos entonces



i J, ) /]
196 4 gyl Y (—V-}+ D’—W\J=0
c Ot dv LW, DWK V/
N J B
—1-3 o+ UV———D (-P-—\; = 0
c Ot DV\U /
3 ~ (Vv-6b)
1 ;) Y o+ uw Tﬁi (~ﬂ_} - 0
ot ow \ U/
...D_ __2.“1\\ - Z) / jv\l = 0
dv \ ua/ dw \ v /

ecuaciones que describen un problema determinado exclusivamente
por tas caryas y corrientes sobre la superficie.,-

Estas relaciones pueden ser satisfechas poniendo

o __1o¢
U cat
jv =gV ..“_)_.2 (V—7)

donde ¢ es una funcidn escalar que, como se desprende de las re-

laciones (V-5) , satisface la ecuacidon diferencial

VA (} / uv L}.E.\) + _.‘D_ (.@i ._Sb.\’ (1)\ - !‘. ‘:).;___.2(1) = () (V-8)
U FOv N W Qv dw \ v Ow}_ c2 O t2?

Esta ecuacidn escalar no es la ecuacidn de onda sobre la superfi-
cie, sino que la presencia de la funcidn U nos pone de manifiesto
la influencia del caracter tridimensional del problema.

La ecuacidn (V-8) permite un conjunto discreto de vibraciones no
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amortiguadas que corresponden a otros tantos valores de k.,

Por ejémplo en el caso sencillo de la esfera la (V-8) se reduce a

1 J sen 8 O + ~__]:___-‘D—2_‘q>- }__\inb. =90 (v-9)
r%~ Je <)e sen 8 E3¢2 c2 O t2

cuya solucidn es

o = P

I3 (cos 6 ) exp(im ¢ + kect)

debiendose cumplir

kr = /&L + 1)

Mientras que en el limite (d - ) del cilindro infinitamente largo

tenenos

2 2
J_ o, L _E\L_l A R s (V-10)
L azz pi Dd)z czat2

que tiene como sclucidn

[ 3 1
¢ = exp i| m¢ + kct i‘\/kz— m? z J
R p%
en particular, para m = 0
¢ =-exp ik( z - ct )

Aqui tenemos un espectro continuo de kK pues la superficie de que
se trata no es cerrada.

Para coordenadas esferoidales tomemos como ejémplo la solucidn
eléctrica axialmente simétrica ( m= 0 ), que nos seri de utilidad

mas adelante. En este caso la densidad de corriente inducida en la
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superficie ( componente segilin ¢ ) es nula, mientras que la densi=-
dad de carga p resulta ser independiente de ¢.

Las dos dltimas relaciones de (V-6) se satisfacen id&nticamente .

mientras que las dos primeras conducen a la ecuacidn

-0 &5 4 [ k2d%g2- k2d%n2-
dn dan "

L

2j=0(v-11)
1 - n<!

n

comparando esta ecuacidn con

d (1-492) & it [ up(kd) - k2d%n2-

dn dn

»
que representa un problema de autovalores para ué(kd) , obtenemos

la relaciédn

up(kd) = k2a%¢2 (v-12)
Vemos entonces que anulando los segundos miembros de las relacio-
nes (V-6) llegamos a un conjunto discreto de vibraciones no amor-~
tiguadas. Es decir las ecuaciones (V-6b) no pueden aplicarse a un
sistema que emite radiacidn.
La reaccidn de la radiacidn, que modifica el comportamiente de las
densidades de carga y de corriente, est3a contenida en los segundos
miembros de (V-6) que aqui hemos omitido.
La omisidn de estos términos estd permitida solamente si éstos son
nulos o suficientemente chicos, lo que en general no sucede. No
obstante las relaciones (V-6b) son de considerable interés.
Aln no anuldndose los segundos miembros de (V-6) para todos los va-
lores de k (espectro continuo), ellos pueden ser nulos en ciertos
valores particulares ki , formando asi un espectro discreto (espec-
tro de la teoria cuasiestacionaria). Para estos puntos las solucio-

nes obtenidas de (V-6b) coinciden con las soluciones rigurosas del

* Este problema serd tratado en el prdximo capitulo.Ver (VI-1) y

ref. 2



problema.

En el caso que estos valores kj coincidan o esté&én muy proximos a
las frecuencias caracteristicas con las cuales el sistema emite
radiacidn, las ecuaciones (V-6b) representan una buena aproxima-
cidon para el proceso de radiacidn (radiacidn muy débil). Tal es
el caso de un esferoide sumamente ex&ntrico que estudiaremos en
en proximo capitulo.Sin embargo en general esto no ocurre; por
ejémplo en el caso de una esfera las (V-6b) no son una buena a-
proximacidon del problema.

La comparacidon de las soluciones de las ecuaciones (V-6) y (V-6b)
nos permiten, por lo tanto, estimar la influencia de la reaccidn
de la radiacidn y nos provee de los criterios necesarios para de-
terminar si esta radiacidn es o no pequefia. Ademids nos permite
justificar, en el caso de radiacidn débil, el uso de la teoria
cuasiestacionaria y determinar las pequefias correcciones que a
ella hay que agregar,

pijimos anteriormente que en general los segundos miembros de
(V-6) no se anulan para todo el espectro de k. Sin embargo tome=-
mos ahora un ejémplo en el que estos té€rminos son efectivamente
nulos, Tal es el caso de un cilindro infinitamente largo para el
cual existen soluciones rigurosas dadas por (V-6b). En este 1limi=-
te la reaccion de la radiacion es nula.

Si d - o las coordenadas seran

g2- 1 =

Qo QN

de modo que las ecuaciones (V-6) se transforman en

|1
(a5
©
+
|+
|l

Q
(0
r’.
©
Cry
©
w
<
Cc
N
N



\\ 2 \
132 0p o 1 (I
c Ot Jz 4 \\ (\3p/p = p,
\.
199 + 1dp _ 1 /BN (V-13)
c Ot oo o 47 \«)p’ p = p,
1 03, Qi 1 /A
- - = |
o o Oz an \ Op/e =,

aqui las corrientes quedan determinadas por las relaciones (V-4)

donde se ha hecho

Analicemos la solucidn eléctrica para la cual la cual los campos

estidn expresados por

B, - ik, 9 Z,(ke) Bo- ol Zp0ke)
ap C p
Y -
E, =-k 2 7 (k) Hy = i d 2ptkpe) (V-14)
¢ : moen c Jp
— — I
Ez kp Zm(kpp) HZ 0
donde
t1) 42)
Zm(kpp) = A Hm(kpp) + B m(kpp)
o
A _ MENY
(1)
B ’
Hm(kpg)
{1) (2} . .
o Y Hm son las funciones de Hankel de primera y segunda espe-

cie.
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En el caso particular de la solucién de orden cero (m = 0) puede

verse que las relaciones (V-13) se transforman en

2 2 i : )
109, oz _ 1 J[{9F) (V-15)
£ I Nt S el i -
c2 O t2 O z2 atc Azl \Qp /p = P,

Para las soluciones con kp+ 0 , es decir ondas alimbricas que
corren a lo largo del cilindro, la (V-15) se transforma en la e-

cuacidn del telegrafista

[

o
N

Cor
N

j =0 (V-16)

Q
N
o
rr
N
"
9]
N
N

que es satisfecha rigurosamente por la solucifn el&ctrica de or-
den cero considerada.En este caso la transicidén de las ecuaciones
de Maxwell a la aproximacidn de las corrientes cuasiestacionarias
conduce a un espectro continuo de k ,como consecuencia de ser ri-
gurosamente cero la reaccidn de la radiacién.

Concluimos entonces que la eliminacidn de los segundos miembros
de (V-6) es posible en ciertos casos particulares, pero en gene-
ral su omisidn no solo es una aproximacidn matemAtica sino que
implica modificar a fondo el cardcter del problema cuando su valor
es apreciable,

Digamos finalmente que para llegar a las ecuaciones (V-6b) hemos
partido de las ecuaciones rigurosas del problema de contorno en
tres dimensiones y lo hemos reducido a un problema sobre la super
ficie. Para comprender mejor el significado de estas relaciones
podemos compararlas con otro sistema de ecuaciones semejantes.
Una superficie bidimensional corresponde a un espacio riemaniano

- .
con metrica



la ecuacidn de onda en este espacio es

ww | LY 9¥), —'Q-—(\N_QJ‘_!\ o1 0 (V-17)
dviw dv)  dw\WVdw/,

y poniendo

p = — 1 QY
C t
Y
JV=V——-—3
Jv
b4
Jw = W ?
oW
obtenemos
()p + VW L\_“E_Y__\+ —Q-(——_—]w\; = ()
Jt dviow/ ow \ Vv /|
J
l.£l~v + Vv é%ﬁ = 90
C a t Jav
g (v-18)
lew , wgoe o
C i)t E)W
._(\J_fjw\; - _(l.(_{v_:\): 0
Jv \ W | Aw \ Vv

Estas ecuaciones determinan el movimiento de cargas y corrientes
derivables de un potencial que se propaga sobre la superficie con
velocidad ¢, segiin la ecuacidon (V-17). Por consiguiente ellas o-
bedecen a la dindmica determinada por la geometria de la superfi-
cie. Las ecuaciones (V-18) difieren de las (V-6b) solamente por

la presencia de la funcién U.
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Tabla V-1

Ecuaciones de lMaxwell en coordenadas curvilfneas ortogonales

] 1
N E \ A h ;. E
S ) \
R I T o .2 S e NP
% Ju 'y va | Ov L Ud dw \ UV .|
L |
— . . VE
\', H \ \ I'I \\ (_’: u
id L (.._..._V - _(’_.{ kil : = _!'_ N + 41m ju
| Ow v v W /] c Ot
r . v -
{ H \ N H \ E
U _Q_ LA [ - L | u ; = .l_ a\ v + 41 jv
| du\ 9 dw VU /| c Ot
[ H N HN \E
(} ( a o ! v 1 a ] .
il Bl e B LY
v LU Ju Vo] c Ot
[ N ™ s
Vil J " Ey \ J | “w \) B 1 \) q,
3 S - iS4 - =
[ Ow |\ v ov \NH c Ot
UW | :‘ ") Ew\] R By i — 1 adv
< - < , S
i u\ W/ ow \ U /] c Ot
uv Q—(Eu\t - ORI Y I J By
’ -
LQv U u \\ v o/ c Ut




VI) COORDENADAS ESFEROIDALES

Vi-a) Onda escalar

Antes de entrar en el estudio de la antena, analicemos las fuer-
zas de inercia que aparecen en coordenadas esferoidales para el

caso de una onda escalar.

La separacidén de variables en la ecuacién de onda conduce a las

siguientes ecuaciones

‘ 2 Ry
orez-n &+ k2a?g2- WDk - B |Vpl8)=0
ag dg £2 - 1 |

(vi-1)
i L
d (1-n2) & wp(kd) - k2dZn?- T — wh(n)= 0
| dn dn 1 - n? |
donde se ha puesto
Yy o= U?(E).W?(n).exp i(m¢ - kct)

u?(kd) es el coeficiente de separacidn de las variables que que-
da determinado como autovalor de la segunda ecuacidén (VI-1), por
la condicidn que W?(n) sea una funcidn continua e univoca de la
variable n.

Para ellos se conocen desarrollos en serie en potencias de k?2d?

Si kd << &£

i{ 1 - (Z2Zm - 1) (2m + 1) Jk2d2 +

u“z(kd) = (L + 1) +
2 (22 - 1) (2£ + 3)

I-2
Si kd >s £ (v )

/ \\ 2
(2(£ - m) + 1} + SJ + 0(1)
) ’ kd

1

u?(kd) == [Z(K - m) + 1]kd + m? -
8
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Las soluciones matematicas rigurosas de las ecuaciones (VI-1) fue-
ron extensamente tratadas, principalmente por Meixner y Sch'a'fke.2
El caso particular de m =1 , y en relacidn con las oscilaciones
eléctricas de un esferoide idealmente conductcr estad tratado en
los trabajos, entre otros de Abraham3, Page y Adamsl”5 ,Ryder6 s
L.V. King7 etc.

Asimismo se han realizado estudios de las ecuaciones del campo e-
lectromagnético en coordenadas separables, para otras superficies
de geometria simple: paraboloide, por Abraham; de un cilindro in-

finitamente largo por Sommerfield3 : de una esfera por Mie? 3

Debye10 3y G.Beck—M.Nussenveigll.

Por otro lado, en la extensa literatura sobre la antena (E.Hullén
Yy otros) generalmente se ha usado el método de suponer una deter-
minada distribucidn de corrientes en la superficie y obtener un
campo compatible con ella. Esto conduce a dificultades matem&ticas
considerables para resolver el problema,

En este trabajo nos interesamos, principalmente, en estudiar la
influencia de las fuerzas de inercia en la reflexion de una onda
sobre una superficie. Tomaremos un esferoide prolato muy exéntri-
co pues ello nos permite evitar complicaciones matemiticas, a la
vez que hacer un andlisis de las distintas resonancias de la an-
tena y el comportamiento de las corrientes sobre la superficie.
Los miximos que se observan en estas corrientes en las proximida-
des de las frecuencias de resonancia, dependen de la geometria de
la superficie y por ende de las fuerzas inerciales del problema.
A los efectos de estudiar los casos limites de la esfera y el

cilindro infinitamente largo resulta {til el cambio de variable

Aplicando lo visto en la seccién III) para la eliminacidn del

factor de atenuacidn , pongamos



2 B ~1/2
Vple) = {g2- 1) uy (&)
i jr————— 1 .1/2
voplzl = { £ /g2 + 1 J / s (z) (VI-3)
- 2
WBin) = (1 - n2)7 )

con esto las ecuaciones (VI-1l) se transforman en

Estas ecuaciones
Ellas determinan

tienen el factor

2 232, uld 2 .

47 4 x2g2 4 KA- Py, m L uzﬁg) =0

| dg? £2 - 1 (2 - 1)2
(VI-4)

, a2 “% 1 - 2z2 m 2 m

— + k232 -~ Lt - - | SJle) =0
L dzg? 1422 4722(1 + z2)?2 £2(1 4+22)
( 2 m 232y .2 - m2

as +u2 +(U17 k<d<)n + 1 m Tén(n)z 0
L dn? 1 - n? (L - n2)2

exiben la accion de los potenciales inerciales.
el comportamiento de las soluciones que no con-

de atenuacidén.En los limites d* 0 y d, » se re-

ducen a casos bien conocidos.

Consideremos en general, tres dominios en el esferoide

{a)



(a) r >> 1
(b) T << 1 ;3 n << 1
(c) g << 1 n= 1
Como en el dominio (a) es r =g d la segunda de las ecua-

ciones (VI-4) se reduce,en este dominio, a

2
@ g2 L | g
L

dr? r?
(VI-5a)

y luego Uz(kr) =X (kr)
\/u% + 1/4 - 1/2

que representan ondas esféricas de Bessel.

Mientras que en el dominio (b) resulta

2
% 4+ k2 - g2 42 -q) - M 14 emiy g
2 > L

(VI-5b)

v, = ngsz - d7?2(u} + m2- 1) p |

que son ondas cilindricas.

De estas expresiones podemos ver que el potencial inercial

mZ - 1/4

2

— d_z(u? +m2 - 1) :

es repulsivo para todos los valores de m mayores que cero,



VI-b) Ondas vectoriales. Soluciones generales.

En el caso de la antena, que a los fines practicos interesa en el

dominio

(dgg) "t >k > a7l

nos ocuparemos principalmente de la solucidn axialmente simé-
trica.No obstante veremos primeramente el planteo general del pro
blema de contorno.

Sea un esferoide idealmente conductor que especificamos con
E = g5 T cte,

E1l problema general consiste en resolver las ecuaciones de Max-
well

dgivié = o div 8 =

0
(Vi-6)
-> 2 =
rot B — 1 _E _ 0 rot £ + 1 B _ 0
C t cC t
con las condiciones de contorno
E,=E = H,_ = 0 (Vi-7)

¢ n £
sobre la superficie del esferoide. Tomando el vector potencial

de Debye

N
i e ad

o= A Q(glnl¢)

donde @ es una funcidén escalar y % indica el vector posicidn y
escribiendo las soluciones elé&ctricas (Iindice €) y magnéticas

(indice u) como

0
<L r
Jt

*e > g
H - rot rot /7

-J)
53 R
I

ot

Q =



A =M >y = H
= rot /7 4 = rot rot 7/
It

=
=
!
|
Q |

se puede mostrar que las ecuaciones de Maxwell se cumplen siempre

que 2 satisfaga la ecuacidn diferencial

D+ k2 J Qle,n,¢) =0 (VI-8)
Aqui hemos supuesto una dependencia temporal exp(-ikct) para los
campos.,

Teniendo en cuenta las relaciones (V-1) y la definicidn del poten-
cial de Debye, las compomnentes de &ste en coordenadas esferoida-

les prolate seran

77' — g_ggz -1 Q?(g’n)exp i(m¢ = kct)

/ .

.1 - n?
ip = nh/- L
1 E2- n2

09 (g, hlexp i(m¢ - kct)

donde

Qple,m) = Vilg)l. Wyin)

Aqui V% v W? son soluciones de las ecuaciones (VI-1). Los cam-

pos estaran entonces expresados por

km
- Egm= Hzm I — . — Qz(é,n)
o (82 - n?) (g% - 1)
(vi=9)
_m@Hm_ €l — ; kmg m
En "'ﬂn — QK(E:H)

\J(E2 = n2)(1 - n2
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¢ 2 2 NS T e i
g - n \\ L)g Dn ,/
SR : o a.
gS0o L —'(62 - 1) i a ‘ 1 - n? /n ~\Q£ £ :\QZ\
== Y e s et rt— ) — " —
¢ : v (E2 - nz) Jn [ £2 - nz\\ T)E <n/
2 L
— meE le k
(2 - 1)(1 - n?) |
_ ) (\«\‘\O‘
£ER . L[ - %) Loy 0 0% |
(2 - n2) | Ot | €2 - a2 Jg an /
[N
e |
- ?
(62 - 1)1 - n2) € ]
J
€Em_ _ pm __ im /62 tm1> “—:VEE ()/ ﬁ\
E. =H"" = 1 e 9% + 7 —In 2,
¢ ¢ g2 - n? [ 1 - n? \a ﬂx (€2 -1 dnh L)
se deben adem@s cumplir las condicilones
En(Eo) = E¢(£o) = Hg(go) =0 (Vi-11)
La solucidn general para m fijo serid de la forma
B = > | o®(k) BE® 4+ p(k) HUD
| % 2 £ £
£ (VI-12)
m _ <~ m £m m >Um
E _Lé_»az(k) B+ bYlk) By *



- 42 -

Restringiéndonos al interior del esferoide deberemos tomar sola-
mente las soluciones regulares de (VI-8).
Al aplicar las condiciones de contormo (VI-7) las expresiones de

los campos en este dominio quedan formalmente expresadas por

<! |
e, =24 |a} £y0em + 63 nye,m [WBtn) + algyce,m VB
£ dn |
. (VvIi-13)
Ey =L%?§ apE,(e,mn) + by ﬂz(Ern)jw?(n) + [aﬁ gp(E,m) +
- a w? |
+ bf, tz(E,ﬂi d——-l’. !>
"

donde f2 v 9p o hﬁ ’ EZ ’ ég ' h£ ’ tﬂ son funciones que se
obtienen de las expresiones (VI-9) y (VI-10).

Sobre la superficie del esferoide estas funciones dependen so-
lamente de la coordenada N ¥y pueden ser desarroladas en un sis
tema ortonormal cualquiera,

Por ejémplo tomando el sistema determinado por las soluciones
de la segunda de las ecuaciones (VI-1) para un valor de m fijo

tendremos

o a we < ' M
EplEgom) Wyln) + gp(Eg,n) 5—; L = ET Ay ME W, (n)
hy (6o, S wf = j%% Bypr (o). Wh (n) (VI-14)
dn
- m ~ d S M
f‘e(go,n) wz('ﬂ) + gz(go,n) —d—;wi = ‘:é" Azﬂy(go) w‘ev(n)

BplEorm) Wy(m) + Ey(e0,m) S wfy = 5 By, (g0) 0, (n)
dn :
‘el



Es evidente que para cada £' se deberi cumplir

=5 M M _

- [ az Aﬂﬁv(go) + bz BZZ'(EO) ] = 0

L (VI-15)
5T M - Mz |

PEa l’ az AZ?_'(E‘O) + bz BAKZ'(EO) J = 0

Hemos llegado asi a un sistema infinito de ecuaciones lineales
homogéneas en las variables a% y b% . Para que exista solucién,
l6gicamente, se decbe anular el determinante de dicho sistema.

De esta condicidn se obtiene el espectro de autovalores del
problema,

Notemos que en el caso general las soluciones ya no serin fun-
ciones separables en las variables & y 71 .,

Para la solucidn externa tenemos un problema andlogo al anterior

salvo que deberemos reemplazar las soluciones regulares de la

ecuacidn (VI-1) por combinaciones lineales de soluciones emer-

gentes e incidentes en £ . Como ser
- m - + m + m
ap Vein ¥ ey Vg - Uy (n

de modo que las condiciones de contorno se escribirin

> oA ot - a- + o+ 1
Pl [ Gy Appr(Bo) + ay Bypi(Bo) + b, Byyy(Eo) + by By, (&) J =0
£

< | a3 i3 +og ot - = - + =+ _
éi l a.z Az«@'(EO) + a.ﬂ AKK'(EO) + bz BZK,(EO) + bz BZK'(F’O) } 0
£

(VIiI-16)
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Este sistema de ecuaciones no homogéneo permite un espectro con-

tinuo de k. Para construir estas soluciones pongamos por ejémplo

eleccidn que corresponde a una onda eléctrica incidente de Indi-

ce 4 . Las ecuaciones (VI-16) permiten determinar las ondas e-

mergentes resultantes

<T + + + 4+ . -

P [ A Bgpr T by Bpp ] AP

£ ) (VI-18)
< + =+ + =+ -

| Ree v Pe Pe ‘ = - Apig

Estas ecuaciones tendrdn solucidn, en general, para todos los va
lores de k. En el caso particular que se anule el determinante
del sistema de ecuaciones (VI-18), &éstas tendran soluciones solo

para

es decir, soluciones puramente emergentes que corresponden a los
polos de la matriz S de nuestro problema.

Notemos todavia que segilin (VI-18) las ondas emergentes contendrén
en general, todos los valores de £ , con lo que se concluye que
el valor del indice 2 de la onda incidente no se conserva duran
te la reflexidn, a diferencia de lo que ocurre en casos separa-
bles.

Para cilculos efectivos estos sistemas infinitos de ecuaciones
son sumamente complicados. No obstante, si nos limitamos a la a-

proximacidn cuasiestacionaria,la ecuacidon (V-8) permite una orien

tacidn, afin en el caso general de m diferente de cero.
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La localizacidn del proceso de reflexidn requiere todavia un co
mentario. Podemos evidentemente atribuir la reflexidn de la onda,
a la superficie del esferoide. Sin embargo, salvo en los domi-
nios de resonancia, las amplitudes de las ondas en y cerca de la
superficie seran pequefiag, de modo que la mayor parte del campo
no llega hasta la superficie,

Es,por lo tanto , igualmente correcto y fisicamente mas adecuado
a la situacidn, decir que la onda se refleja en el potencial i-
nercial vecino a la superficie y que Eésta, conjuntamente con di-

chas fuerzas inerciales son las responsables del cambio del indi-

ce £ .

Vi-c) Solucidn axialmente simétrica

Restrinjamonos ahora a la solucidn eléctrica axialmente si-
- . - —_
métrica que nos interesa en la antena. Para ello tomemos m = 0

El potencial de Debye serd

/7_5 = £ T//Ez" 1 QZ( g) n) exp ("ikCt)
77 = a3/ L—:——Tﬁ— 0%(g,n) exp (-ikct)
n n \/ E2 _ nz £ P (VIi-19)

7o = o

De (VI-9) y (VI-10) los campos resultan



- . N n0 Q

HE = ik V(g% - 1)(1 - n?) o J2e — D%

‘ - =

? (g2 - n2?) \ Sk n o/

€ - - — \ (VI-20)

~-ik EE = d 1(52 _ ﬂ2) 1/2 :E.-\_.:Vl - n2 . HE :,
\_)n\\ q‘)/
-1 -1/2 N T \
ik EZ = 4 (g% - n?) 9-{1/»;2 -1 H:\)
()5‘\ /

Para satisfacer las condiciones de contorno se deberi anular 1la
dltima de estas expresiones.

Definiendo los operadores diferenciales

3 N 2 )
D=~\<—’—(€2—1)—<L+i(1-n2)j—)-
JE O Jn Jn
/ : . A
5 =\/(£2-1)(1—n2)(n—‘>— - gi—/‘—)
\ Qe An

puede verificarse que se cumple la identidad

S——L—D - D———-—l———-—S=-—~ 1 S (vi-21)

£2 - n? g2 - n? (E2-1) (1-n%2)

Como ademas es

- i o
H ———-———————;SQK

y Qé es solucidn de la ecuacién

D+ k2| Q% =0
£
g2_n2



de (VI-21) se concluye que H, es solucidn de la ecuacidn diferen-

¢

cial

o

A 3 A 2 _ .2
= (g2-1) 5—’—~ + 7”— (1-n2) & + k2g2(g2-p2) - —2—=1 H,= 0
C/E E; on on (52_1)(1-7]2)'

(VI-22)

Planteando como solucidn

_ m' m'’

. . . ! m' .
se concluye inmediatamente que las funciones V? y wK satisfa-

cen las ecuaciones (VI-1) para el caso particular dem = 1 ,

Escribiendo las relaciones (VI-4) para este caso, tenemos

r 32 232 - ul 1

oy gz e B DB )
i dgz EZ - 1

(VI-23)
i 1
2 (1,232 _ 1

€L ke - WA= P UM o) =

| dg? 1 - n?

Ryder encuentra las soluciones de estas ecuaciones siguiendo el

método de Abraham. Basado en teoremas matemiticos generales para
ecuaciones de este tipo obtiene el comportamiento cualitativo de
las soluciones afuera de la resonancia,

Nosotros interpretaremos esos teoremas en términos de potencia-

les inerciales, que tienen la ventaja de permitirnos obtener las
mismas conclusiones, pero con un razonamiento fisico mas intui-

tivo,

Para valores pequefios de n 1la solucidn angular representa ondas



- - T
propagandose en la direccidm n con un vector de onda

'\/ U£
kr = e (VI-24)
: d
En las proximidades de los extremos del esferoide ( n = + 1)

estas ondas son fuertemente influenciadas por el potencial iner-

cial

1 _ 1232 2
( uz(kd) k<d<) n (VI-25)

1 - n?

que es atractivo para kd << £ y repulsivo para kd >> £ .

DE (VI-5b) resulta que a distancias cercanas a la superficie del
esferoide (dominio (b} ) las soluciones en f se comportan como
ondas cilindricas con un vector de onda

k. = V k2 - k?
n

z (VI-26)

De las relaciones (VI-2) para m = 1 se puede verificar que la

expresidn

1
Y (kd) = k2d? - g (kd)

toma valores positivos o nega€tivos segin sea kd >> £ o

kd << £ ., Existird entonces un valor kﬂ tal que esta expresidn

sea nula , de modo que

(Vi-27)

Para estos valores de k tendremos soluciones caracteristicas que
determinan las resonancias inerciales de la antena, que veremos

mas adelante.



De la relacudn (VI-24) y de la segunda de las ecuaciones (VI-23)
se concluye que, en el dominio de la resonancia inercial, las so-
luciones que consideramos son aquellas en que, cerca de la super
ficie,la energia se propaga principalmente en direccidn parale-

la a la misma. En particular si se cumple (VI-27) seri

Como bajo estas condiciones se anula el potencial inercial (VI-

25) la dependencia angular de la solucidn se expresa

(l)l(n) _ cos kzd n wl(n) _ sen kﬁd n
£ S — £ R
V1= on? AVl o- n?
Como estas funciones deben ser regulares en los puntos (n = + 1)
debemos imponer la condiciédn
cos k,d = 0 S kpd = (2n1+ 1) 1/2

con nj y npy nimeros enteros.

Tomando

las soluciones angulares serdn pares para £ impar e impares pa-
. 1 -

ra £ par. Estas funciones, para valores de Yp DO nulos, estéan

ee+&a influenciadas, como dijimos anteriormente,por el potencial

inercial (VI-25). Por consiguiente, cerca de los extremos del
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esferoide, la amplitud de la onda ser3d menor que la correspon-
diente a resonancia inercial,

Adem3s, para Y;> 0 , en la zona donde el potencial repulsivo tie
ne un valor apreciable la funcidn oscilari con un niimero de on-
da menor que el correspondiente a resonancia, mientras que para
Y; < 0 lo harid con uno mayor. Esto se traduce, obviamente, en
un corrimiento de los nodos hacia el centro y los extremos del

esferoide respectivamente,

En la figura se ilustra el caso de £ = 3

vy <0

T 1
: T Yy =V

-~ 7/ <ji\\é /’// 1
. / , ! N N \//'/» Y > 0

yd / / ! [ \A//- .- 3

: / t i | \ AN /’/
1 A +1_ "
] B N S W=

Pasando ahora a la solucién en § , vemos que,como en resonancia
se anula el potencial inercial en la primera de las ecuaciomnes
(VIi-23), la solucidn de esta ecuacidn que cumple las condicio-

nes de contorno es

1
UzR(g) = cos £ /2 (& - E) (VI-33)

0

Se concluye entonces que la expresidn rigurosa de los campos,
en resonancia inercial, para la vibracidn axialmente simétrica

es



~

. cos £ /2 n L impar
g€ = _cost 1/2(¢ - o) :
¢ j— : ‘
N/ (B2 - 1)(1 - n2) . sen £ /2 n L par
. - sen £ /2 n
i !
—ik EZ _ 41 cos & n/2(g - Ep) <
2d 'v’/(gz - nz)(l-;z - 1) i cos £ /2 n (VI-34)
g
) cos £ 1/2 n
ik Ef= - L1 sen £ T/2(5 - &)

2d o

V(62 - ) (L - n?) sen £ 1/2 n

e A

Para los valores de kd dados por (VI-27), hemos obtenido asi so
luciones rigurosas simples que nos permitir@n estudiar el compor
tamiento analitico de las soluciones en las proximidades de aque
llos valores.
Podemos, entonces, definir los puntos

Ezd = £ n/2

como los puntos de resonancia de nuestro sistema., Los hemos lla-
mado puntos de ‘'resonancia inercial”, Estan caracterizados, como
hemos visto, por el hecho que en ellos se anulan las fuerzas i-
nerciales, dando acceso libre a las ondas incidentes para llegar
a la superficie donde se propagan paralelamente a la misma.

Para esferoides muy poco exéntricos estas resonancias correspon-
den a valores muy grandes de k., En el caso particular de la es-
fera ( d = 0) desaparecen en el infinito. Es decir, una esfera
no tiene''resonancias inerciales',

Sin embargo, si adoptamos como definicidn de los puntos de reso

nancia los de la teoria cuasiestacionaria obtenemos
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k3d2e2 = uj(kd)

que para esferoides muy exéntricos ( £, = 1 ) estan muy cerca

de las resonancias inerciales. En particular para la esfera son

kpa = Vele+ 1)

Adoptando como punto de resonancia aquella longitud de onda que
al incidir una onda desde afuera, produce la corriente maxima
en la superficie del esferoide, llegamos a una tercera defini-
cidn de resonancia. Sin embargo esta definicidn depende de las
condiciones de exitacidn.Especificamos por eso, que las ondas
del modo considerado (£ , m'= 1) tienen en el infinito la am-
plitud

ampl V,lg » =) = (g2 - 1)"1/?

y buscamos el maximo de H¢ sobre la superficie en funcidn de k.,
Esta definicidn es, sin duda, la que m&s corresponde fisicamen-
te a lo que se mide experimentalmente, La llamaremos "*resonan-
cia de mdximo" y la calcularemos mas adelante.Encontraremos que
para esferoides muy exéntricos coincide mejor con 1la resonancia
inercial que con las otras.

Una Giltima definicidn de los puntos de resonancia, obviamente,

fluye de los polos de la matriz S de nuestro problema.

Para los fines que nos interesa es suficiente restringirnos al

caso en que se cumple

£, = 1 g, << 1 (VI-36)

Las soluciones linealmente independientes de (VI-23) pueden ser

desarrolladas en la variable 7 . La funcidn Uk(;) obedecerd
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la ecuacidén diferencial

a2 vy o+ kPa%z?| g

dg?

14
¢ dt 1 + ¢

ol

cuyas soluciones linealmente independientes son

+ " uz(;) = 0 (VI-37)

th - 1 )
ulig) = g2 - L (yd e 2yer o L) k202 - Ly, + 2) (v} + 12]gY
L L £ £
8 24 8
, 1 e
(2) T Y 1“” L 2 (VI-38)
U;(C’ =1+ g2 - £ U£ 1n Wl + ¢ 1 —
4 Fas—y
N1 o+ g% o+ 1
L 2
VLR gz 4 2 y) )+ 1 o
8 4 |
Planteando
1’\1\! % ’\1) i (2\
Uz = AUL + LB Ui

de imponer las condiciones de contorno resulta

r
] 1 -
S ] yl+ 2
A= (2045 - 5)) 5 — Inz, | 22, _@;__ z3 +
) .

-1 1
B = (200 - ¢3) . [ 2z - ;(Y} +2)gd }



Como estamos en las condiciones (VI-36) se tiene

1 Y2 o WEg 1 Yp i
U, = 1+ = 1ni=laje2 - 2 k292 - L1 - 25| v p
2\ g 8| 4 2
) ) (vi-39)
1 e Y Y
dy, « Y}ln;‘5°\¢ - L x2qz - —é-(l - 3£ ) g3 + ..
dg g/ 2 4 4

Estos desarrollos cumplen las condiciones de contorno sobre el
esferoide solo en forma aproximada,pero con precisidn suficiente
para nuestros fines,

Notemos que el punto de inflexidn de la solucidn de la primera

de las ecuaciones (VI-23) es

_ N '
T =\l - 1=—x (VI-40)

Podemos empalmar la funcién (VI-39) con la solucidn asintdtica

en un punto ¢ , que deberemos tomar suficientemente pequeno para
que los desarrollos (VI-39) aproximen bien a la solucidn.Por con
siguiente, para que nuestra aproximacidn sea valida nos restrin-

giremos a valores de Yzﬂ que cumplan

— << [ << 1 (VI-41)

Esta condicidn puede, evidentemente, ser satisfecha tomando va-
lores de , suficientemente chicos. En estas condiciones podemos

poner

(VI-42)



o) 1 -
= K} = = "gR! + Yi (ln )¢

La condicién (VI-41) nos permite aplicar la aproximacién W K B

para la solucidn asintdtica, de manera que

R QU -
p— -1/4 1=i.2 2
“2(5’ = cvVE (e2 + 2) 1" cos [ kdgw’i-—i—in dz  + . 6 ]

1/4 _ N Qp—
C kd (€2 + 2) | 2, 2
1
Q Uz(c) = - 1 /2 sen| kd X\%f;i—ﬁ— dgz + 6 +
a (1 + z?) 21+ g2
T - -
z
2 2 o 72
+ ¢ € cos kd}\df' t Cz dg + §
2 vr (g2 + g2)°/* e Tt
1
v
donde €2 = ——é

_(kd)z

De estas relaciones obtenemos facilmente la amplitud

/.2 L 32 | _ 32 =2 1\
lclzze__*_:_ﬁ_ uz(g)]+ 1 + :guﬁ/ R
4 - S k242 ‘C'(EZ + ZZ%(Z d L= g
2
2 1 -
~ 5_ UplZ) (VI-44)
2 7 (e2 + 72)

Dado que en resonancia inercial ( € = 0 ) la amplitud de la so-
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lucidén rigurosa es la unidad, como se desprende de (Vi-34),
mos

tene-

1

d UKR

dg

= kgt 4(1 + 72) (VI-45
|£R| + 22T E0) VI-43)

2 2 32

Por otra parte, usando las expresiones (VI-42) y (VI-45) es facil

mostrar que cumplieiddose (VI-41) la expresidn (VI-44) se reduce a

1 . 2 72
]clzz'uz(;)l s L+ 7

- (VI-46)
k2d2 ;2

lo que equivale a admitir que la amplitud no depende del punto

de empalme. Reemplazando en esta ecuacidn las expresiones dadas
por (VI-42)

2 -
| ¢ | = UER(C) +

1 2 1 1 _ 2
i YZ 1n COJ + [ g U£R> _+ Yglnco' g ] X
2 =z i

1 + g2
¥ | —_5_
k2d2 EZ

Despreciando t&€rminos en cuartas potencias y recordando que para
valores suficientemente chicos del punto de empalme la funcidn

toma valores muy prdximos a la unidad, tenemos

~ 2
2 2 72 ) -
e 1t [un]t e [ 2 e N AL
£R a £R =z 22 12 2 \ 9,

Y 1 \ [ Yl
+ 2 £ Inged 1) + | £ Ingo (VI-48)
LR ) xd
/



Para resonancia inercial, de (VI-39) se obtiene

1\ -
U L
dg VR Sl A 2

Reemplazando esta expresidnm en (VI-48) y recordando las relacio-

nes (VI-45) llegamos a

2 1 2
lc] = 1 + | 2 7p 1%
k d

(VI-49)

Por otra parte de la segunda de las ecuaciones (VI-23) es posi-

ble obtener, en primera aproximacidn

y; = b, (k2a? - L g2q2 (VI-50)
4
donde +1
—_ { 20 -1 .
bﬂ _ cos L/2 Tt at £ impar
4, 1- t?
,+1
{ 2, b,
bE - \ sen /2 Ht‘dt par
J_oy o o1- t?

de manera que el cuadrado de la amplitud queda finalmente eXpre-

sado por

b3 . 2
2 . £ In"zo 2 32 _ [2 g2
| ¢ | 1+ ( k3 4 k2 a2 )
k% 32 £ £

con Ei az = 1 £ 12
4



Si normalizamos con amplitud unidad en el infinito, entonces el
cuadrado de la amplitud de las corrientes jn sobre el esferoide

-
sera

-1 _
» 12 5 b% 42 ( b% lnzco) (VI-51)
( k¢ @2 - k2 g2 )2 + k2 a2 (b2 1n2; ).1
2 2 2 2 o

En el caso que hemos considerado, (esferoide muy exéntrico) es-
ta formula abarca el dominio de resonancia y es del tipo de 1la
expresion de Lorentz convencional para un perfil de linea.
Notemos que las corrientes presentan su maximo valor para y;= (
£
Es decir la resonancia de maximo y la resonancia inercial son
coincidentes, Sin embargo , esto se debe a la insuficiente pre-
cisidn con que henmos satisfecho las condiciones de contorno.

Tomemos valores muy pequenos de y%tal que

Wy
\/ Yz

kad

<< CO

En este caso podemos tomar como punto de empalme el punto L, ,
donde conocemos los valores exactos de la funcidn y su derivada.
De la aplicacion de (VI-44) se concluye que el punto de resonan
cia de mAximo estd desplazado del correspondiente a resonancia

inercial en una cantidad muy pequefia dentro del intervalo

0 < g2 < 1 22 12 Cg
2

Para fines practicos las fdrmulas obtenidas son insuficientes,

ya que para valores realizables de largo 2a y diametro 2b de



un hilo
b2
- )

ln ¢, = In (1 + .
a .

no serd un valor suficientemente grande para poder aplicar nues
tra aproximacidén. En este caso la expresion (VI-51) no serd va-
lida, es decir el perfil de linea ya no estara expresado por

una fdrmula de Lorentz con dos constantes solamente.

Para obtener expresiones mas completas se puede incluir un mayor
nimero de términos en los desarrollos (VI-39) y (VI-44). Sin em
bargo, como lo miuestra Page, estos desarrollos convergen mnuy
lentamente. No obstante las ecuaciones diferenclales (VI-23) per
miten, por calculo numérico, obtener las amplitudes en la aproxi

macidn deseada

Pasemos ahora a analizar los polos de la matriz S de nuestro pro

blema. De (VI-43) se obtiene

R — S

\/ T2 u(C) €2 l‘v
tang § = 1 V/l + E 1 } _ £ - _a uzl i
k d Voe2+ 22 Ub(T)[22(e2+ T?) dg /=t
(VI-52)
Recordando la condicidn (VI-41) y como adem@s es
1 u, ()
9
Vf_(c) = L
g
tendremos
!
tang § = - 1 _ 1 da u, 1 i (VI-53)
1_ =
k dzt ul(z) dg jt =1

Reemplazando los valores de la funcidén y su derivada dados por

(VI-42)



-1
k d

tang § = yz In z,

imponiendo la condicidn tang 6= -i que nos. da para la solucién

una onda puramente emergente y recordando (VI-50) resulta

b, (k3 a2 - 1 popey = 1Kkd (VI-54)
4 In ¢,

con lo cual los polos de la matriz S serian

- [ T .
kK d = + g;ﬂ-i /1 - 1 + ot (VI-55)
- 2

y 5
v 2212 p% 1In" ¢, b, In g,

La matriz S nos indica como decaen las amplitudes de las corrien
tes y el campo en un punto fijo, si el sistema es exitado en el
instante inicial t = 0 por un pulso infinitamente angosto,
Dado el caridcter lineal de nuestras ecuaciones este decaimiento

serd exponencial y,como es bien conocido,tiene el espectro

(VI-56)

Sin embargo, los polos de la matriz S nos dan solamente una des
cripcidn global del perfil de la linea de emisidén en el caso de
lineas muy estrechas (donde podemos olvidarnos de las diferen-
cias que existen entre los puntos de resonancias inercilales,
cuasiestacionarias y de midximo). Es decir, los polos de 1la ma-
triz S no son suficientes para describir,en detalle , el compor
tamiento del sistema y de las cargas y corrientes en su super-

ficie .



En el ejémplo que hemos tratado, hemos tenido cuatro definicio-
nes de resonancia:

a) Resonancia inercial

k[_d= £ 1

1
2

b) Resonancia cuasiestacionaria

. NS

2131 - b

=1

Kpd = Ly ¢ %0
2 4
¢) Polo de la matriz S
i d = lﬁﬁ\/l - (L2712 b2 ln2 )--1
E = = \// 4 2 Cvo

2

d) Resonancia de maximo.

Como hemos visto, para esferoides sumamente exéntricos, las 1i-
neas son suficientemente finas y las cuatro definiciones condu
cen a valores de k muy pedximos entre si.

Los polos de la matriz S y las resonancias cuasiestacionarias
conducen a valores finitos de k aiin en el caso limite de una
esfera, aunque difieren considerablente entre si., E1 maximo de
la amplitud y la resonancia inercial, sin embargo, ya no tienen
sentido en este limite,

Tratando entonces con lines anchas, (En nuestro caso con esfe-
roides poco exéntricos) debemos especificar bien que entende-

mos por resonancia del sistema.

Vi-d) Soluciones magnéticas.,

Estudiaremos ahora, sintéticamente, las soluciones magné



ticas de nuestro esferoide. ¥os restringiremos a la solucidn
conm =0 , es decir m' = 1., En este caso de (VI-9) y (VI-10)

se obtiene

<M H KB —
B = E = H = 0 I-
3 n ¢ (VI-56)
€
Ademds como H¢ = - E
se concluye que E$ seria solucidn . o de la ecua-

cidn diferencial (VI-22), mientras que las otras componentes

del campo estaran expresadas por

vyl 1
-4 -1/2 | \
— 'Y = d (g2 - a2 i1 -2 E) | (VI-57)
— an \ /
-1 ~-1/2 { o \
-ik H}; = d (g2 - n?) \QW g2 -1 E: }
U & \ J
1 1
donde las funciones Wz(n) y VE(E) son soluciones de la e-

cuacidn diferencial (VI-23). La condicidén de contorno sobre la

superficie del esferoide se expresa, en este caso, por

1
Veleg) = 0 (VI-58)

que nos asegura que la componente tangencial del campo elé&ctri
co sobre la superficie es nula,

Como mostraremos a continuacidn para las soluciones magnéticas,
no tenemos resonancias cuasiestacionarias ni resonancia de m@xi

mo. En cuanto a los polos de la matriz S,(en el caso sencillo de



m=0 y £ = l}, para esferoides muy exéntricos algunos de
ellos estardn en el eje imaginario a una distancia muy grande
del origen,

Por otra parte, similarmente a lo que ocurre para las soluciones
eléctricas, las fuerzas de inercia también se anulan en las pro
ximidades de los k correspondientes a las resonancias inercia-
les,

Si bien aqui no podemos hablar de resomancias, podemos decir que
al ser nulas las fuerzas de inercia las ondas pueden llegar 1li-
bremente a la superficie. Esto se ve comprobado, como lo mostra

remos mas adelante, por el hecho que las corrientes induci-

T4
das en el centro del esferoide, son comparables en magnitud, a

las corrientes jn de la solucidn eléctrica vista anteriormente,

Como se cumple (VI-58), para 1la solucidén magnética seri

— -1y

De las ecuaciones de Maxwell se desprende que podemos, también
en este caso, describir el problema en térmimos de vibraciones
de cargas y corrientes sobre la superficie, llegando a las ecua

ciones

e
fr2 L N MO
13, = L)/ LB
i 2 2 N /
c t 41 Y E5 - n g /B =&,
(VI-59)
— — g¥ N\
/ 3 J He

dn 4T dele =k,

Como se ve de estas ecuaciones de movimiento para la corriente
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j¢ s no podemos definir resonancias cuasiestacionarias ya que

anulando el segundo miembro de (VI-59) no obtenemos un conjun-

to discreto de vibraciones.

. 1 ..
En cuanto a las funciones Wz(n) son en todo similares a las te

nidas para la solucidn eléctrica.

VE(;) seran 1
u,(z)
1
Z
siendo 1§ << 1
(1) |
1 Y, + 2
Uyle) = 2 - £ v s
8
12! L
Uz(c) = 1 - =y, Ing .Ui(c) -
1 L\
Planteando Uﬂ(c) = A U£ (¢) +

e imponiendo
demis

1 \ -
dg / L = %o

se pueden determinar los valores de A y B ,

Mientras que las soluciones

(VI-60)

o |
~
N
o,
N
1

oW
<

l(m
B U, (z)

las condiciones de contorno (VI-58) y eligiendo a-

resultando

1

2! ) i) =1
1 42 ‘2 1) Y
A= U, Jaut’.ut” - aur LWl L oA g g
L |= "4 £ = L L 2t 4
| dg dg o
- __1
ay {1} (2! 12) (1) -
- _yl iyl e 1 1 . _%o (VI-63)
B = -U, |ddu,.u, au,.u, = 20
| dz dg



Con esto, los desarrollos de las soluciones son

1
uﬂtc)

1
!
N j
L
o
+

2%, (VI-63)

R

1
a Uizl
d

Como en la aproximacidn en que hemos trabajado (%, suficiente-
mente chicos) estas soluciones son independientes de Y% s que
es un parametro que nos indica cuanto nos apartamos de la reso-
nancia, resulta obvio que para las soluciones magnéticas que
consideramos no tenemos resonancia de maximo.

En cuanto a. los polos de la matriz S debemos imponer la condi-
cidn

tang 6 = - 1

donde § es la fase en el infinito, De (VI-53) resulta

1 \
1 1 dUle))}

tangd§ = =~ i e _
kd ¢ Uﬂ(c) dg / T =z

(VI-64)

donde ¢ es el punto de empalme con la solucidn asintdtica.
Reemplazando la derivada por la expresidon dada por (VI-63) te-

nemos

(z) ) (VI-65)

e~

kd=-1i (g .U

relacidn que muestra lo que dijimos anteriormente sobre la ubi-
cacidén del polo de la matriz S.

Finalmente digamos que como es

SH . wE(n)

. 1
j ——— B e ]
LY | kd ;T2
Vez - a2



aplicando (VI-63) se tiene

1
o i Weln)
jd) - - -
kd w/ £2 . p2
\ 0
Comparando esta expresidn con la corriente Jjn de la solucién

eléctrica se concluye que ambas corrientes son comparables,lo
gue corrobora lo dicho anteriormente sobre la influencia de las

fuerzas de inercia.

Vi-e) En el ejémplo de la antena que desarrollamos anteriormen-
te, hemos puesto &nfasis, principalmente, en la influencia de
las fuerzas de inercia,

Sin embargo este estudio nos ha conducido a una mejor compren-
sidn del caricter de las soluciones cuasiestacionarias y de la
reaccidn de la radiacidn que hemos tratado en las secciones V

y VI,

De aqui podemos esperar que el anidlisis de estos resultados nos
permita comprender el origen de las dificultades que se oponen

a una descripcidn adecuada del acoplamiento entre cargas y campo
electromagnético.

Efectivamente, dado un sistema de cargas cuasiestacionarias con
un espectro de frecuencias discreto, se conocen reglas {tiles
gue permiten, en el caso limite de resonancias estrechas, deter
minar la vida media y los anchos de tales estados aproximadamen
te.l2 Estas reglas se usan, en particular, en el caso de los es
tados cuasiestacionarios de sistemas atoémicos.

En nuestro caso, sin embargo, conocemos no solamente los estados
cuasiestacionarios de nuestro sistema, sino tambié&n las solucio-

nes completas del campo electromagnético que los genera.



Este, aunque se trate de un ejémplo aislado, nos da la posibi-
lidad de comparar las reglas de acoplamiento con una teorfia mas
completa, que ya contiene la radiacidn y su reaccidén sobre las
cargas. Esta comparacidn puede ser @til para determinar el al-
cance y los limites de validez de dichas reglas a la vez que
para encontrar el origen de la necesidad de renormalizacidn que

ellas implican.
Este andlisis, sin embargo, serd tratado en un prdximo trabajo.



VII - ORIFICIO CIRCULAR EN UNA PANTALLA

Solamente a titulo de ejémplo ilustrativo, veamos como al inci-
dir una onda sobre una pantalla en la que hemos practicado un
orificio circular, los potenciales inerciales se oponen al paso
de la misma.

Las coordenadas adecuadas al problema son las esferoidalse obla

te cuyas formulas de transformacidén fueron dadas en la pag.25.

Las superficies &£ = constante y n = constante se indican

en la figura para el rango de las variables

g= 0 | W gt

\ i / £ =cte




- 69 -
Tomemos una onda escalar

Wple,n,0) = Viyle). wiln). exp(imp )

Las funciones VE(E) y WE(n) seran soluciones de las siguien

tes ecuacliones diferenciales

2
@1+ 2) & 4 k2q2¢2 - vz(kd) + B |vite) =o
| dg dg 1+ g2 |
(VII-1)
! d 1 m 2
= (1 -n%) = + k2a%n%® + v (kd) - E——JUR(n) =0
| dn dn 1 - n? |
m = 2 242 ici
donde vz(kd) = My (- k“d“) es el coeficiente de separa-

cion de las variables. Para &l se conocen desarrollos en serie

para kd +» =

vE = - k232 + 2L+ 1) kd L =m, m+ 2, ...

vz = - k232 + 2¢£ kd L=m+1,m+ 3, ...
para kd » O (VII-2)

(2m - 1) (2m + 1)
(2 = 1)(2 + 3)]

k232

m 1
Ve o= £ (£ + 1) - ; 1

Haciendo el cambio de funciones



-1/2
VELE) = (1 + ¢2) uple)

~1/2
Wln) = (1 - n?) Ty (n)

las ecuaciones (VII-~1) se transforman en

2 k2d2 + \)m 2 _
€ 4 k2. —— &, -1 uplel = o
1 + ¢ (1L +g<)
(VII-4)
42 k2d2n2 - v? m? - 1 a
= -, | T2 =0
dn 1 - n? (1 - n?)

La solucidn de la segunda de estas ecuaciones, deberi cumplir

la condiecidn de contorno

Telnel =0 ((ng << 1) (VII-5)

Tomemos como ejémplo el caso de una onda con m == 1, Restringien

donos a puntos cercanos al centro del agujero tenemos

La primera de las ecuaciones (VII-5) se transforma entonces en

1
k%d?2 + v, )
+  k? - Uﬂ(z) = 0 (VII-6)

z?2 + a2

dZ
dz?

Evidentemente para valores grandes de z la onda es libre, mien-
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tras que cerca de la pantalla comienza a ser influenciada por

el potencial inercial repulsivo

2:2 1
k2d2 + v, (kd) : (VII-6)

z2 + a2

que se opone a que la onda pase por el egujero.

Del compertamiento de vi dado por las relaciones (VII-2) se

ve claramente que cuando kd + « (es decir el diametro del agu
jero es mucho mayor que la longitud de onda) el poténcial i-
nercial (VII-6) tiende a cero, con lo cual la onda puede pasar
libremente. Por el contrario, si kd - 0 (longitud de onda mayor
que el didmetro del agujero) la"energia" k resulta ser mucho

menor que el potencial repulsivo

L + 1)
z2 + a2

con lo cual la onda se verd casi totalmente reflejada en dicho
potencial.

Digamos finalmente que si bien la aproximacion de Kirchhoff,
puede dar la distribucidn angular asintdtica correcta para la
onda difractada, nuestras ecuaciones para un agujero chico

( kd << 1 ) invalidan dicha aproximacidn.

Efectivamente, en la aproximacidén de Kirchhoff, la amplitud de
la onda en z = 0 se toma igual a la de la onda incidente, Sin
embargo, como hemos visto, la accidn de las fuerzas de inercia
implica que la oada llega al plano =z = 0 con una amplitud e¢x-
ponencialmente disminuida.

Digamos también que el ejémplo que hemos desarrollado es apli-
cable al caso de una onda plana incidiendo en direcciodn perpen
dicular a la pantalla (m = 0 ); y a la solucidn el&ctrica axial

mente simétrica en el caso electromagnético (m =1).



VIII) FUERZAS DE INERCIA EN EL ESPACIO DE CONFIGURACIOHNES

Hasta ahora nos hemos ocupado principalmente de las fuerzas de
inercia de origen geométrico, actuando sobre ondas escalares y
electromagnéticas.

En esta seccidn veremos que,en la mecdnica cudntica,fuerzas se
mejantes aparecen en el espacio de configuraciones., Un ejémplo
sencillo de este caso ya fue tratado en la seccidn IV), al in-
terpretar los problemas planos como el choque de dos particulas
unidimensionales, con interaccion dada por las curvas £; y I, .
En este caso el plano es el espacio de configuraciones de las
particulas y las fuerzas de inercia que aparecen en el proble-
ma deben ser ahora interpretadas en ese espacio.

Sin embargo trataremos ahora um problema mas general:
Consideremos un sistema de particulas cargadas, no relativis-
tas, con interacciones electrostaticas y magnetostidticas. Supon
gamos velocidades y aceleraciones pequenas de manera que el sis
tema emita una radiacidn electromagnética muy débil, que despre
clamos,

En esta aproximacion, tanto la interaccidn el&ctrica como la
magnética dependen, en cada instante, solamente de las posicio
nes relativas y velocidades de las particulas. Es decir las in
teracciones se propagan con velocidad infinita,

La energia del sistema seri entonces

N N _
2 . a>r B> > a->, ,~> B>
E- > La N0+ D L e e Lt v Lo D laee D

¢ 2 afB 4c? lraBl IraB’ -

N

— (VIII-1)

+ szn e e 1
a B

“rE ZI;QBI



> > >
donde ra = r - r

El primer. y tercer término dan cuenta de la energia cinética

y de la interaccidn electrostitica respectivamente. E1 segundo
término de la derecha es la interaccidn magn&tica ( energia del
campo el&ctrico y magnético excluida energia propia).

Podemos plantear el Lagrangeano del sistema

L = K - v
N
con e
< 1 (VIII-2)
V= S e, ep ——
o8 2| £, |
af
N 3
NS .
K = /_ . 1% SaB 13 Mgt (L= 0u) = . i aot By
« B ij. 2 J
(VIII-3)
Aqui a, 8 = 1, 2 , 3 .... .. N
i, 3j= 1,2, 3.
Ademas es
\
{,'/1 + (a8n1)2 aBnl.aan aBnl.aan \\
'; 1
| \
i 2
— ed.' eB ( 1 + (aenz ) 0'81’12.a81'13 :
aB ij /
2|7 \ !
c Irasl \ |
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Q
™

donde aBg =

224
*3
w

Tomemos la siguiente numeracidn para las coordenadas de las

particulas
i =3 ( - 1 +i (VIII-5)
i =3 (8 - 1) +j L, § =1, 2 ,.... 3N
las inversas seran
o =p.e{1’—"—-}-} + 1 i o= i = 3p.e//~ 1)
R .3
(VII1I-6)
- - A / - -
B=p.e(i-——-£) + 1 i = 4§ - 3p.e’ 1\(
\ 3 // \ 3 /

( donde p.e indica parte entera )

Entonces podemos poner

Con lo cual, como se ve de (VIII-3) y (VIII-2) el Lagrangeano

puede ser escrito

L = = g..v vl - v (VIII-7)

donde fndices repetidos indican sumacidn. Ademis %j estd

dado por la expresidn

’

g.., = d 6 m + (1 - éaB)

L4 afij o (VIII-8)

aBAij



la relacidn entre los indices «a, B, i, j con 4, f estdn da
das en (VIII-6).

Como se ve entonces, la matriz ng (de 3N x 3N) puede ser

subdividida en submatrices de 3x3.

s
p)
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™
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|
!

(VIII-9)
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Los indices a B , que numeran las particulas, especifican la
posicidn de la submatriz dentro de la g{j

Resulta obvio que, usando coordenadas cartesianas para los es
pacios individuales de las particulas, las submatrices de la
diagonal de ng , seran matrices diagonales constantes,

Ante un cambio de coordenadas en los espacios tridimensionales
de las particulas, cada submatriz se transforma (sus componen_
tes) como las componentes de un tensor dos veces covariante en

tres dimemsiones. En general en el nuevo sistema la gij serd

.. (VIII-1l0)
1q
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donde B&B serd no diagonal y sus elementos dependerin de las

nuevas coordenadas. Estas B& dan origen a lo que llamamos

B
las fuerzas de inercia de origen geom&€trico, mientras que los
A&B contienen las fuerzas de inercia de origen magnético.
Incluyendo ahora transformaciones en el espacio de configura-
ciones (3N dimensional), vemos que VL se comporta como un
vector contravariante (ya que el tiempo interviene como un pa
rametro escalar).

Como el lagrangeano del sistema debe ser un escalar ante este

tipo de transformaciones, resulta que los elementos de (..

14
son componentes de un tensor dos veces covariante.
Definiendo los impulsos candnicos

AY ,
_ JlL _ (VIII-11)
P, = = ng v!
A
Jv
y formando los cocientes
.. adj g. .
£ £
g I = J
|g£kl

’ .

)
se puede mostrar que los g son componentes de un tensor

dos veces contravariante y que se cumple ademis que

EE S 4
ng g 5{
con lo cual
Lo AT S
v g Pj

De manera que el halmitoniano de nuestro sistema serd
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lo que da lugar a la ecuacidn de Schroedinger

iy (VIII-13)

con lo cual llegamos al caso estudiado en la seccidn II.

14

Para el caso particular en que la matriz g contiene sola-
mente las submatrices de la diagonal, es decir despreciando
las interacciones magnéticas, el halmitoniano de nuestro pro-
blema se reduce al halmitoniano que describe la materia ,en
la aproximacidn de W. Thirring13 (para ello debemos incluir
en V las interacciones gravitacionales entre particulas).

Sin embargo nosotros nos interesamos en sistemas para los cua
les las interacciones magnéticas tienen un peso considerable
de modo que el potencial de interaccidn electrostatica pueda

ser supuesto pequeinio. Tal es el caso, por ejémplo de un siste

ma neutro

con las velocidades de las particulas dirigidas, principalmente,
en una direccidn, es decir en presencia de corrientes eléctri-
cas.

En este sistema el tercer término de (VIII-1) tendrad N(N - 1)
sumandos con signos alternados, de manera que dicho término re
sulta muy pequenio frente al segundo té&rmino, el cual, (si bien
contiene sumandos del orden % ) para valores de N suficien

temente grandes tendrd un valor apreciablemente mayor que V.



En esta aproximacidn

p; (VIII-13)

Podemos decir entonces que la evolucidn del sistema estard da
da por la evolucidn de un punto en el espacio de configuracio

nes, que tiene una métrica y la longitud de arco es

gx;j
dgd

Es de hacer notar que este espacio de configuraciones resulta

ser un espacio riemaniano con tensor de curvatura distinto de

cero. Esto es consecuencia del hecho que las interacciones mag
nZdticas hacen que los espacios individuales de las particulas

ya no sean ortogonales entre si. Sin embargo pueden estudiarse
nodelos en los cuales el espacio de configuracioanes es eucli-

deo como es el caso si tomamos los AaB constantes.

Bstos modelos conducen a problemas de corrientes cuasiestacio

narias, Las ecuaciones (VIII-13), sin embargo contienen, en

adicidn, los fendmenos de fluctuaciones de densidades de carga

y de corriente.



APENDICE A

Tomemos la ecuacidon de Schroedinger

N T
2 ¥ 1 . —

Sl vl \Qﬂg N (b
n ot Vg & Dt

Propongamos como solucidn

y =Aexp(£S)
i
donde A y S son funciones reales
Reemplazando en (A-1) e igualando parte real e imaginaria tene

mos

_o2mi JA_ AmES | 2 4 Jda Js (a-2)
h OJt a h oet Jgd
. Ve
a2 98 _gn o A A Js  Js (A-3)

YR

rf
san
N
G
o™
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Q
¥
L

donde H es el operador

1

"QL\E gLJ
Je o

La ecuacidn (A-3) se puede reescribir

pe A 4§ DS QIS
A oet et

ey
wn

[ )
=
lk
f

e/
P

que es la ecuacidn de Hamiltom Jacobi en un espacio genmeral y

donde



n2 HA
A
es el potencial cudntico.
A partir de (A-2) y (A-3) se puede obtener el teorema de con-

servacidn de la densidad de probabilidad

y ! 2 . v o)
\—@" \E] AZ) + Q—ﬂg AT g 28l
ot o€ m ;)61'

donde se ha supuesto que el determinante del tensor m&trico
no depende explicitamente del tiempo.

Teniendo en cuenta que podemos poner

jk = p vt donde P ='V§. A2

tendremos

. 2 cr )
e L 44 TS
i = e vt == Vg g4 ]
m 8)6
con lo que resulta
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