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BOLILILA VI

METODOS DE SOLUCION DE PRhBLEMAS DE TRABAJADO.]I.

6.1 INTRODUCCION

La solucién completa de un problema de deformaci6n pldstica requiere hallar la
distribucién de las tensiones y de las deformaciones en todo el cuerpo que se deforma, tan
to en las zonas eldsticas como en las pldsticas. Para ello se conocen las relaciones existen
tes entre tensiones y deformaciones analizadas en el punto anterior.

A continuacién se veri que es mateméticamente posible hallar la soluci6én com-
pleta de un problema pldstico porque se dispone de tantas ecuaciones como incégnitas hay.
Sin embargo, 1a complejidad que surgirfa del manipuleo de estas ecuaciones, hace que se
prefieran métodos aproximados de solucién en la mayor parte de los casos. En este capfitulo
y en el pr6ximo se analizan dichos métodos.

6 2 ECUACIONES BASICAS

En lo que sigue, se considera al material is6tropo, continuc y homogeneo. Se
ignora el efecto Bauschinger. Ademéis, se supone que el material es rigido-plastico, o sea
que las deformaciones son solamente pldsticas.

En estas condiciones, la solucién de un problema de deformacién pldstica estara
dada por la resolucién de las ecuaciones siguientes;

a) Ecuaciones de equilibrio estdtico

éqx + az-xy + aZXL = 0

dx Iy Jdz

9Cxy + 30y + 3Ty, = o (6.1)
I x Jy 9 z

§me+ J ZVZ + 3 GvZ = 0
Q x dy dz

b} Ecuaciones de Levy-Mises
Se exfresan éstas én funcién de las velocidades de deformacién
P » 4
Ex = &y = §z=,g‘xy= ryzh yzx = dA C(6.2)

Gx G"y Gy @& Gy Cox ot
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©) La condicién do fluencia instanténea
2
(Gx- G2 +(Oy- G2+ (G, - G2+ 6( Ty + g.yzz + B2 =282 6.9)

doude para un material perfectamente pldstico.
aa(t) para un material pldstico no endurecible cuya
resistencia depende de la velooidad de deformacibn.
G'g. G-(g ) para un material plastico endurectble.

Las ecuaoiones (1), (2) y (J(3) constituyen nueve ecuaciones independientes
para las componentes incignitas de tensiones y de velocidades de deformacién. El ntmero de
estas incégnlias es también nueve, o sea seis componentes de tensiones y tres de velocidades.
En efecto, si se indican con u, v y w las componentes de velocidades segin ‘res diveoclones
coordanadas, se vif que;

éx'= du , X'xy—l( du+ dv), etc. (6.4)
¥y 3y ox

' Por consiguiente, es te6ricamente posible hallar una solucién analitics si se
poseen suficientes datos por condiclones de borde. 8in embargo, como ya ze sefials, ello es
muy complejo y lahorioso, por lo que se prefiere utilizar los métodos aproximados que se
tratan a continuacién. :

6 .3 | METODO DE ENERGIA UNIFORME DE DEFORMACION PLASTICA

8e simplifica el mecanismo de la deformacién. Se supone que ésta es unifor-
me y que 88 produce por la acoién de las tensiones de corte méximas, determinadas por las
diferencias de las tensiones principaltes. La cantidad de deformacién estd dsda por la varia-
cién entre 1a forma final e inicial do un elemento.

Los efectos de 1a frioeién se superponen a la distribucién de las tensiones
supuestas y ge establece que no la afsctan.

De este modo es posible caloular 1a energfa interna o de deformacién en la
forma vista en el capftulo anterior. Asf, la deformacién especifica es

u"./a- dE (.9)
& ‘

La introducoién de E en la expresién del trabajo psrmite tener ewcuenfa al
material real, ouya resigtencia puede estar influida por la cantidad de deformaoidn o por la
velocidad con que se la efectda.

Para tenet el ttabajo total, es necesario multiplicar (6, 5) por el volumen.
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Cuando se trata de flujo estacionario, el volumen puede extraerse de la integral, no asfen
caso contrario, O sea

é
P -
U = V/J T dé para flujo estacionario _ (6 -:6.)
ut = j (g"dé) aV para flujo no estacionario (6.7)
. .

El trabajo ejercido por las fuerzas exteriores deberd ser por lo menos igual
al de las tensiones internas. Igualados ambos se obtiene el resultado deseado, sea éste la
tensién en el cuerpo o la fuerza aplicada.

Este método da valores medios de tensiones. Es el méis simple pero el
menos aproximado. A veces se corrigen los valores obtenidos de esta manera con coefi-
cientes, en cuyo caso pasa a ser un métedo cuasi empirico.

6 4 METODO DE BLOQUE (''SLAB')

En este método de solucién de problemas de deformacién pldstica, se supo-
ne que las tensiones sobre un plano o superficie esférica perpendicular a la direccién del
flujo del material son tensiones principales. Sobre este plano o superficie las tensiones
no pueden variar.

Las fuerzas externas de friccién se superponen al estado de tensiones exis-
tente en el cuerpo, cuya distribucién se supone que no queda por eilo alterada.

El procedimiento para resolver el problema es enfonces el siguiente: se
secciona un blogue de material, paralelo al plano en due las tensgiones no varfan, en un
punto cualgquiera del cuerpo. Se establece 1a ecuacién de equilibrio estdtico de las fuevzas
que actdan sobre dicho blogue. Esta ecuacién de equilibrio es, por lo general, de la forma’

G+ 1 F(Gy Ty=0 (6.3)

dxi Xi

donde xi es una coordenada en la direccién en que las tensiones varfan, ¢ Xis ¢x'
son las tensiones principales en las direcciones xi, xj. F ( Gin ; G xj} es una funcigin
lineal de 9 xi ¥y de G i que incluye a los efectos de friccién y pardmetros de inclina-
cién superficial con respecto a un eje principal.

La ecuacién (6.8) puede integrarse con la ayuda de 1a condicién de fluencia,
. ! Iy N .
que permite expresar unas tensiones en funcién de oftras. De esta manera se obtienen
soluciones que satisfagan a las condiciones de borde.

Aunque el método estd basado en un estado de tensiones ficticio, los resul-
tados obtenidos suelen constifuir una primera aproximacién razonable.
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Los efectos de endurecimiento o de dependencia de la resistencia con la ve-
locidad de deformaci6n se pueden introducir a través de la tensi6n & de la condicién de

fluencia.

6.5 DETERMINACION EXPERIMENTAL DE LAS VELOCIDADES  DE DEFORMA-
CION. METODO DE VISIO-PLASTICIDAD .

El campo de deformaciones existente en un material puede determinavse en
forma experimental. Para’ello se recurre al grabado de una grilla, a la insercién de ma-
teriales extrafios, a modelos con plastilina de colores, etc. : ‘

Para la solucién cuantitativa de problemas de trabajado plistico, los valores
obtenidos de la experiencia deben ser muy precisos, por lo cual el método més aconsejable
para la determmacidn del campo de deformaciones es el trazado de una grilla.

El pmcedimnenm consiste entoncgs en cortar al material por el piano en gque se
desea medir la deformaci6n y trazar una grilla socbre el mismo. Los planos que se pueden
usar en este sentido son los meridianos en una pieza cilfndrica o los perpendiculares al
movimiento del material en problemas de deformacién plana. La grilla puede dibujarse con
tinta especial, grabarse con un buril o, segln el método més moderno, grabarse por medios

fotogrdficos.

Beguidamente se produce en el material un incremento de deformacién y se
fotografla la grilla. Se obtiene asf el conocimiento de los puntos nodales, Este prooceszo se
repite hasta obtener el diagrama de flujo del matarial, que puede ser de la forma ilusfrada

en la Fig.1.

—w—m-‘\»w-—w
P . . - . ——
- —

Fig. 1

Este diagrama permite conocer, en los puntos nodales, las componentes u
y v de velocidades de deformacién (o de incrementos que se expresan como velocidades
por conveulencia) 8i los puntos son suficientemsnte préximos sb puele graficaruy v
en funcién de x ¢ y. Kllo permife determinar pata cade punto 188 cothporientes de velocxdad

de deformadcin
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E,= _Qu E,=_ 9y =3 du+ 3v) (6.9)
D x dy » 3y dx

La introduccién de estos valores, determinados expérimentalmente, en el
cuadro de las ecuaciones b4sicas, permite disminuir el nimero de ecuaciones a utilizar
dado que las incégnitas son ahora s6lo el estado de tensiones. Es m4s fdcil obtener enton-
ces ahora una solucién del problema.

Este método tebrico-experimental se denomina visioplasticidad y se debe
a Thomsen.

Debe destacarse que grillas deformadas en forma finita no pueden usarse
en el an4lisis si la deformacién no es uniforme. -
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Homsen, Yang, Kobayashi (Mc Millan 1965)
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~ Fundamentals of Deformation Procéssing
Proc . of the 9th Sagamore Army Materials Conference
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BOLILLA VIiI

METODOS DE SOLUCION DE PROBLEMAS DE TRABAJADO.II.

7.1 Método de "lineas de deslizamiento

Consiste en hallar las familias de curvas en que la tensién de corte es maxima
y mfnima. Estas familias de curvas forman un campo conocido como el de las lfneas de
corte o de deslizamiento. El método permite analizar deformaciones pldsticas planas no
homogéneas y generalmente se aplica a s6lidos rfgidos perfectamente pldsticos, aunque
la teorfa contempla el endurecimiento por deformacién y existen algunas soluciones que
lo tienen én cuenta.

Las lineas de deslizamiento tienen la propiedad de satisfacer a las ecuaciones
de equilibrio, a la condicién de fluencia, y constituyen un campo de deformaciones posible.

' Este método permite obtener primeras aproximaciones para ciertos procesos de
conformado tales como el trefilado yla extrusién de chapas, el laminado plano y algunos
tipod“de forja. Ademds, conjuntamente con el de visioplasticidad, da una idea de la dis-
tribuci6n de tensiones en el interior del cuerpo, lo que no ocurre en los demés métodos.

Su ap11cac16n requiere tener mucho sentido ffsico del problema que se estd
analizando.” Sus principales desveatajas residen en que s6lo es v4lido para analizar
problemas de deformacién plana ¥ en que la solucién obtenida no es, en general, ﬁmca

71 1 . Andlisis de la deformacién plédstica plana. Lineas de desllzamianto

“Se dice que un cuerpo estd en deformacién plana cuando:

a) La deformaci6a es en cualquier punto paralela a un plano dado que por como
didad se designars de aquf en adelante como plano (x,y) de una terna ortogo-
nal (x,y, z).

b) "La deformacién es independiente de la direccién perpendicular a dicho plano,
o sea de z en el sistema elegido.

Dado que con este método se tratan materiales rigidos plsticos, no existen
deformaciones eldsticas y, en el campo pldstico, son vilidas las relaciones entre tensio-

' nes y deformaciones dadas por Levy-Mises.

Las consideraciones hechas hasta aquf permiten hallar las ecuaciones basicas
de plasticidad en deformacién plana. :

En efecto, por las caracteristicas de la deformacién se tiene que:
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(7.1)

d€Z=d{fxz=dgfyz=0
Si a este estado se aplican las ecuaciones de Levy-Mises vistas en el punto
/
Gndx

4.3.2 :

resulta:

Gxz = Zyz =0
(7.2)

G - 6 G,

2
por lo que z es una direccién principal.
Para estas condiciones , los diagramas de Mohr de tensiones y de incremen-

tos de deformacién son como se ilustran en la Fig.1

G=-p
75 - !

I 2 .

z |

G =<y

&

(4)
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Con respecto a la ¥Fig.1 conviene destacar algunos hechos importantes. En pri-
mer lugar, el estado de tensiones no se ha elegido arbitrariamente sobre la circunferencia
méxima, sino que dicha circunferencia es el tinico lugar de los posibles estados de tensio
nes. En efecto, la deformacién plana se produce en direcciones normales al eje z. Por lo
tanto, el inico lugar posible de los estados de deformacién es la circunferencia obtenida
dando ese valor al 4ngulo correspondiente (recuerdese la deduccién del diagrama de Mohr
tridimensional). Ademés, por lo visto en el punto 4.3.1, los diagramas de incremento de
deformacién y los de tensiones son proporcionales en el campo pldstico. Es por ello que
el Gnico lugar posible de los estados de tensiones es la circunferencia méxima y en las
figuras que se hagan de aquf en adelante se omitirdn las dos circunferencias internas.

Otro hecho a tenerse en cuenta es que la tensi6én intermedia, (!—Z, es justamen-
te el de la tensi6én esférica, o componente hidrostitica, que se designa con -p.

Ademis, sia un dngulo 2 © en sentido antihorario respecto del plano en consi-
deracién se halla una direccién en que la distorsién es maxima y la velocidad de alarga-
miento nula (punto I en la Fig.1b), debido a la coaxialidad de los tensores de tensiones
y de incrementos de deformacién, en la misma direccién el estado de tensiones se repre-
senta por.el punto I en la Fig.1la. O sea, la tensi6n tangencial alcanza su valor méximo y
la normal el de la componente hidrostdtica. A 1800 en los diagramas de Mohr, o sea a 900
en el plano fisico, existe una direccibén con caracteristicas semejantes (punto II de ambos
diagramas) en que la tensién tangencial y la distorsién alcanzan valores minimos.

Interesa conocer ahora cuanto es el valor de la tensién tangencial mdxima.
Para ello se aplica el eriterio de fluencia de von Mises al estado particular de tensiones
existente, con lo ¢ue se obtiene:

(b= G2 g2 =2 (7.3)
4

Para este estado de tensiones se tiene también que los valores méximo y mi-
mo estdn dados por:

G—max = _g:’_{_g__;ql_ i

min

/L%;,_szzz + 82 (7.4.)

|

Aplicando el criterio de Tresca, resulta:

k- ‘/L_“____Ex) (1.5)

La expresién (T.%) es formalmente igual a la (7.3). Difieren en los valores de k, que
valen Y/z para el criterio de Tresca e _ Y/.,g' para el de Von Mises. De todos modos,
esto refuerza la justificacién del uso de la circunferencia méxima en el diagrama de
Mohr, ignorando el efecto de la tensi6n 0. 7
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De modo que los lugares I y II de los diagramas de tensiones y de incrementos
de deformacién darin dos familias de curvas ortogonales a lo largo de las cuales la ten-
si6én tangencial es la de fluencia y sobre las que la distorsién angular es mdxima en valor
absoluto. Estas dos familias de curvas se conocen como '""lineas de deslizamiento'. La
solucién de un problema de deformacién pldstica mediante este método implica, en pri-
mer lugar, hallar estas lineas de deslizamiento. Una vez halladas las mismas, se con-
vierten en el sistema de referencia a usar. En efecto, los elementos de material pldstico
que se analizan no son los cartesianos sino los formados por lineas de deslizamiento
préximas, como se ve en la Fig.2.

Fig. 2

En dicha figura se puede ver el estado de tensiones que actGa sobre las lfneas
de deslizamiento, definido por la componente hidrostdtica -p yla tensién de fluencia por
corte, k. Dado que esta Gltima tiene un valor conocido, el segundo paso en la solucién
de un problema pldstico con este método consiste en hallar el valor de -p en los puntos
en consideracién.

Las dos familias de curvas se designan con Xy ﬁ . Algunas veces se las
identifica como primera y segunda linea de corte respectivamente. Es importante +ener
una convencién que las distinga, por los motivos que se analizan més adelante. En lo que
sigue, se adopta el siguiente criterio: si se pasa de la direccién positiva de una linea ©<
a la positiva de una ,4 mediante un giro antihorario (o sea si X y4 forman un sistema
dextrogiro), la tensidn principal algebraicamente mayor ( (, ) debe yacer en el primero
y tercer cuadrante del sistema formade por o< y % .

Los 4ngulos antihorarios se consideran positivos.

7 1.2 Plano fIisico y pianc de tensiones

Conocido 21 estado de tensiones en un punto, es factible hallar en el mismo las
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direcciones de las lfneas o y ﬂ por un procedimiento gréifico.

Supdngase que en el punto P el estado de tensiones s 6_ %9 6- Z , repre=-
sentade en el diagrama de Mohr como ilustra la fig, Sb. Debe destacarse que en esta
construccién las tensiones tangenciales se grafican con sigro cambiado.

+ 5 -
&

] x’
/ By
4A T
/) o ‘
ﬁ .
B = LPramo Frsra D - Pno os Tivswmes
Fig. 3 '

Si X* es el punto que repregenta en el diagrama de Mohr 2 148 tensiones actuan-
tes sobre el plano PX, unz paralela a dicho plano trazada por X' corta al cfreulo de Mohr
en un punto P' que se denomira polo. Su importancia radica en gue si por ese puntn se tra
za una paralela a cuaiquier plano, la interseccién de esa paralsla con el cfrculo de Mohr
da el estado de tensiones actuante scbre cl plano en cuestibn, Recfprocamente, conocido
un estado de tensiones, es posible obtener la direccién del plano socbre ol que actda,
Ademds, el dngulo que forma la tensi6n resuitante sobre un plano es de igual magnitud
perc de sentido opuesto al que forma el vector posicién del estado de tensiones con el
eje positivo de las tensiones normales

Estag propiedades se usan para hallar lag direcciones ds las lfneas & y /.4 y
el sentido de 1a tensién de corte sobre las mismas, como se ve en la Fig, 3. Puede demos
trarse que las paralelas a P'I y & P'II son lfneas < y 4 respectivamente, porque de esﬂe
modo se cumple la convenci6n enunciada en el punto anterior, 1o que también se puede
demostrar con la Fig.3, hallando el planc sobre el que acida G, .

ElL diagrama de Mohr, usado en la forma descrita, se depomina a veces plano
de tensiones v las relaciones vistas ligarfan a dicho plano con &l £fsico.

7 1.3 Ecuaciones de equilibrio en ias Ifneas de daslizamiernto

Puede verse en la Fig.1 que:
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G; =-p+ksen 2 6

Gy=-p-ksen 2 6 76
%x\;;‘- "’k 0082 e (l. )

Las ecuaciones de equilibrio para el estado de deformacién plana se reducen a:

o0x +. J6bxy
Ox Jdy

O bxy +

dx Oy

Si se aplican estas condiciones al estado definido por ( 6 ) se obtiene:

0

(7.7)

Q/
S

i
(=

- dp +2kcos2/ OO +2ksen2p 90=0

ax ax ay |

d ' (7.8 )
-_9p -2k co82¢ dO +2ksen26 08 =0

Oy dy dx

Dado que la eleccién de las coordenadas x, y es arbitraria puede suponerse
que en el punto que se estd analizando son tangentes a las lineas 'y /3 respectiva-
mente. Si se designancond S, yd S, ados elementos diferenciales de dichas lineas
se obtiene para esta posicién particular de los ejes (ver fig. 1y 2):

d Se =dx dS, =dy 6= _\ (7.9)
3

Esto implica que es lo mismo derivar con respecto a los ejes coordenados que
sobre las lineas de deslizamiento. De esta manera las ecuaciones (7.8) se transforman
en:

Je 3
-9dp -2k 92 =0= %2 (-p-2k0)

3 S« 9SS« SIS (7.10)
- dp +2k 96 - =—~—Q—(-p+2ke)

38y 95 /°

Puesto que no se hizo ninguna restri ccién sobre el punto en que se efectta el
andlisis de las condiciones de equilibrio, las ecuaciones (7.40) son vdlidas a lo largo de
todas las lineas de deslizamiento. Dichas ecuaciones se suelen expresar de la siguiente
manera:



p+2k 8 = C | = constante sobre una lfnea X

p-2k & = C, = constante sobre una linea ﬂ

(711 )

Las ecuaciones (7.44 ; se deben a Hencky. Son muy Giiles, por cuanto permiten
determinar el valor de p en cuaiquier punto de 1a linea de deslizamiento, una vez conocida
la constante de esa lfnea. Esta constante se puede determinar en un punto en que el estado
de tensiones sea conocido.

T.1:4 Problemas estiticamente determinados

Las condiciones de equilibrio y el criterio de fluencia suministran un sistema
de tres ecuaciones con tres incégnitas, G ., §, G, . Dadas condiciones de borde ade-
cuadas, puede ser posible resolver estas ecuaciones sobre el 4rea pldstica en estudio y
determinar de este modo la distribucién de tensiones sin referencia a las leyes que rela~
eionan a las tensiones con las deformaciones. Tales problemas se conocen como estética~
mente determinados.

En la mayor parte de los problemas, sin embargo, las condiciones de borde no
son expresables convenientemente como tensiones, sino que involucran velocidades. En
estos casns, conocidos como estiticamente indeterminados, la solucién puede obtenerse
tinicamente considerando en forma conjunta a las fensiones y a las velocidades.

Conviene destacar, de todos modos, que la solucién de un problema mediante
el método de ifneas de deslizamiento no es en general, tinica, por los motivos que se verdn

al analizar los teoremas del 1fmite

7.1.5 Propiedades de las lfneas de deslizamiento

Las lfneas de deslizamiento presentan algunas propiedades que son muy Gtiles
para su construccién. En este punto. se verin las determinadas por los dos teoremas de
Hencky y Prandtl. '

7.1.6.1 Primer Teorema de Hencky:

Este teorema establece lo siguiente: "El dngulo formado por la .tangente
de dos lineas dadas de una familia en sus puntos de interseccién con las lfneas de desliza~
miento de la segunda familia es constante a lo largo de cada familia de lfneas'".

Para demostrar este teorema se hace useo de las ecuaciones (7.44). En
la Fig.4 se representa un elemento formado por cuatro lineas de deslizamiento.
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VAT
BLEN\ (¢
&6c
[~ 1
S64n
A
Fig. 4

Para demostrar el teorema se analiza la diferencia de presiones entre C y A.
Esta diferencia debe ser Gnica, no interesando por lo tanto la trayectoria recorrida para
llegar de A hasta C.

Si la trayectoria es A —> B, B — C, se tiene:
. - .0 = - . 6
A —B (Hnea% ): pp -2k B =P, 2k . O,

B——’C(lfneaw): ‘l‘zkoec =pB+2k-eB

Pc
Por lo tanto:
pc-py=2k(@ Op- ©,- 6 (7.32)

Si la trayectOria es A —= D, D — C, se tiene:

A —= D (linea > ): ,="pD+2k.eD=pA + 2k -eA
D —= C (lUnea 4) :~ pC—Zk.eC:pD - Zk.eD
Por lo tanto:
pC-pA=2k(9A+ 9C—2 SD) (7.13 )
Igualando (7.12 y (743) se demuestra que
GD- @C—-— @A— 9B- (.14

que es lo establecido por el primer teorema de Hencky.
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7.1.5.2. Segundo teorema de Hencky:

Establece que a medida que se recorre una lfnea de deslizamiento, los
radios de curvatura de las lfneas de deslizamiento de la otra familia en los puntos de inter-
secei6n varfan en una cantidad igual a la distaneia recorrida.

Este teorema se puede demostrar analizando lo que ocurre en la Fig.5

Fig. 5

Los radios de curvatura R < ¥ R/s de las lineas o<y ,,.9 estin
definidos por las ecuaciones:

1 - 98 1 —_ e (7.15 )
R ~ 35(\ Rvd és,s

(debe tensrse en cuenta que los 4ngulos antihorarios son positivos y negativos los horarios)

Lensiderénse dos lineas 4 proximas y sea A6 el 4ngulo pequefio
constante entre las miemas en los puntos de intersecci6n con las lfneas o< , de acuerdo
oon lo visto en el primer teoreama. Si 55,); es pequefio, puede asinfilarse a un arco de cfrcu-
lo y por io'tanto.

R, A6 = & S« (71.16 ).
De aguf surge que:
O (R Aey= D -- A®
356(3 8) EXH ( $S (7.17)

como se puede desprender de la Fig.5. Dado que A& es constante, como se vié en el
punto anterior, puede sacarse fuera del operador.en el primer miembro de (7.17),. por lo
que rebulta
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de deslizamiento por cuantc, una vez establecido el estado de tensiones, se puede aplicar
la construccién de la Fig. 3, analizada en el punto 1.2.

7T.1.7.1 Método numérico de construccién de campos de lineas de deslizamiento

Supéngase que se conocen las lineas de deslizamiento A-P y A-B y que
deben construirse las lineas que pasen por el punto @, cuyas coordenadas se desconocen.
La construccién debe ser tal que se respete la constancia en los incrementos de 4ngulos,
como se establecid en el primer teorema de Hencky.

El andlisis se efectGa sobre un elemento ABPQ Como el indicado en la
Fig.8.

% (6a*6p)

8°

Fig. 8

Por el primer teorema de Hencky se puede determinar el 4ngulo & Q
En efecto, 9 Q debe ser tal que

@Q - 6 P = 8 B ~ eA
La posicién del punto Q se determina entonces por la condicién de que es
el punto de interseccién de dos pequeiios arcos cuyas tangentes finales se conocen. La
primera soluci6n mé4s simple consiste en reemplazar dicho arco por una cuerda cuya
pendiente es la semisumza de las pendientes terminales. Es lo que se ha hecho en la Fig.8.
Por condiciones geométricas se tiene entonces que:

Yo - ¥, [-mcotg%;( 9Q+~ 9P)] (xq = *p) 7 20)
vo - Y= Ltgh (Bgr Op ) q-xp

De aquf pueden despejarse las coordenadas del punto Q, que resultan de
la forma.
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XQ= Yp - Yp +axp - bxg

a-b
(7. 21)
YQ = ayp - byP + abxp - abxg
a-b
donde: a = cotg 3 ( 9Q + 6
(7. 22)

b=tg%(9QT"*“eB)

7 1.7.2 ) Método de la ‘secante

Supéngase con001das las lineas de deslizamiento A-P y A-B (ver Fig. 9).
Se requiere hallar el punto Q de 1nterseccxén de otras dos lfneas que pasen por B y poz P
respectivamente,

Fig. 9
Debe mantenerse, por lo ya visto, 1a constancia de 5 e,
Para hallar Q se trazan cuerdas que forman 4ngulos iguales a J% con
1as normales en los puntos B y P. El signo de los 4ngulos depende de 1a curvatura de lag

lineas de deslizamiento, La interseccién de las cuerdas da el punto Q.

7 1.7.3 Método de la cuiia

Este método se debe a Thomsen. Consiste en reemplazar al cuadrado cur
vilineo formado por lineas adyacentes en una red equiangular por cufias (ver Fig.10).



Fig. 10

De este modo, conocida la lfnea BC, se puede determinar la AD, hacien-
do rotar la cuiia de manera tal que uno de sus lados permanezca siempre tangente a la
linea BC.

7.1.8 Ecuaciones de velocidad a lo largo de las lineas de deslizamiento

En el punto 1.4 se vié que existen problemas estdticamente determinados y
problemas en los que las condiciones de borde involucran a tensiones y a velocidades.
En estos casos es, pues, necesario analizar las velocidades en el campo pldstico trazado
para ver si coinciden con algunas propiedades de las lineas de deslizamiento que se
desarrollan a. continuacién y si cumplen con las condiciones de borde. En otros términos,
es necesario establecer 8i el campo de velocidades asociado a una solucién con lineas def
deslizamiento es compatible con las condiciones del problema. Esto se analiza trazando
la hod6grafa.

Las relaciones que se deben tener en cuenta al estudiar el campo de velocidades
son:

a) Ecuaciones de continuidad
b) Discontinuidad de velocidades a lo largo de ciertas lineas

7.1.8.1 Ecuaciones de continuidad
Supéngase que en la Fig.11l, u y v sean las componentes de velocidades

de una partfcula en el punte O a lo largo de tin par de lfneas de deslizamiento o¢ y A
1.4 1fnen o« forma un fingulo & c¢oneleje Ox .



Fig. 11
Las componentes de las velocidades en las direcciones cartesianas son:

Uy = U CoS é - vsen ®© }

(7.23)
vy = usen & + vcos 8
Si la linea~ es tangente en O al eje Jx
e =0
(7.24)
dx = dse.

Las derivadas de (6.23) en estas condiciones dan la variacién de las ve-
locidades a lo largo de las lineas., Esta variaci6én debe ser tal que cumpla con las condi-
ciones de deformacién establecidas para las lineas de deslizamiento. Estas indican que
sobre las mismas no puede haber ni alargamiento ni acortamiento (ver diagrama de Mohr
de incrementos de deformacién de la Fig.1). O sea:

ﬂicl_— O:_Q.i _u"~a_e.__

0 S~ S Sex EXJ
O sea: du-vde = O sobre una lfnea <X
Andlogamente dv+ude = 0 sobre una lnea 3 (7. 25)

Las ecuaciones (7.25) se deben a Geiringer y se conocen con su nombre.
Representan a las ecuaciones de continuidad sobre las lineas de deslizamiento, estable-
ciendo que en las mismas no puede haber ni alargamiento ni acortamiento.

7.1.8.2 Discontinuidad de velocidades a lo largo de ciertas lineas

A continuacién se analiza el estado de velocidades en dos regiones adya-
centes de material, separadas por una lfnea de deslizamienfo. La condicién de incompre
sibilidad implica que las componentes normales de 1as velocidades a ambos lados de Ia
Ifnea deben ser iguales (ello se debe a que, al no haber alargamiento ni acortamiento en
la direcci6n de las lfheas, tampoco lo hay en direcci6n normal).



Enls Fig 12, AB es Ja linea de deslizamiento <<y AC la linea /3. Las
regiones de material se deslgna,n con 1 y 2 y las velocidades correspondientes estén descom~
puestas segin las direcciones tangentes a ambas Imeas

Por lag rzzones expuesi{as: Vi =V
1 2

Si 3 esta condicidn se aplica la ecuacién de Geiringer (7.25) correspondiente
a una linea o€ . se obliene:

du.1 = du2
Esto implica que ug = u; = constante schre una lineaex (7.26 a)
Andlcgamente puede demestrarse que
Vg - V1 = constanie sobre una ii’nea/a . {7.26b)
El significado fsico de }as ecuaciones (7 .26) es el siguiente:

A o largo de una linea de deslizamiento, !a discontinuidad en la velocidad
tangencial permanece constante. Para un campo dado, esta discontinuidad es nula en mu-
chas lineas. Aquélias en que no lo es se conccen como lineas de discontinuidad.

En reaiided, una discontinuidad de velocidades no se produce bruscamente
en una linea, sino que abarca una zona estrecha de material de ia que la linea es el limite

idealizado .

7.1.9. Solucidén completa

Cuando se analiza un problemz mediante el métodc de las lineas de desliza-
miento, es factibje hallar méds de unz golucién que satisfaga las relaciones vistas y lag con-
diciones de velocidades . Indudablemente, sélo una es Ja solucién correcta, conocida como
wolucion completa .

Para probar gue w2 solucién es completa, es necesario demostrar:
a) Que el incremento de trabajo pidstico es positivo en todos los puntos del campo.
b) Que el materiai adyacente al campo pldstico propuesto es capaz de soportar las tensio-
nes que éste ie transmife.
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La primera condicién es evidente, puesto que debe entregarse trabajo a un ma~-
terial para poder deformarlo. Esto debe cumplirse en cualquier punto del campo analizado.

La segunda se debe a que en la teorfa de los campos de 1fneas de deslizamiento se
presupone que el material es rigido pldstico. Esto implica que m4s all4 de los lfmites del
campo pldstico el material se supone rigido y no afectado por las tensiones que se le trans-
miten a través de dichos 1fmites. Esta condici6n se cumple en la medida en que en ninguna
parte del cuerpo supuesto rigido se viole al criterio de fluencia,

Hay muy pocas soluciones completas halladas hasta la fecha. Sin embargo, los
campos de lineas de deslizamiento que satisfagan a las condiciones de velocidad suelen ser
lo bastante aproximadas como para servir en una gran parte de los procesos de trabajado
en que exista deformacién planas.,

7 2 Teoremas del 1fmite

En muchos problemas de trabzjade de metales es diffcil hallar la solucién
exacta de la fuerza o del momento necesarios para efectuarlos , por las razones ya vistas.

Con los teoremas del lfmite se pretende acotar la carga necesaria entre dos
valores. De éstos, se sabe gue seguramente uno de ellos constituye una sobre-estimacién
-el lfmite superior- mientras que el otro es una subestimacién -el 1fmite inferior. De las
dos, desde el punto de vista del conformado de los metales, el que m4s interesa es el
Imite superior. De este modo se pueden dimensionar las méquinas para ejecutar una
operaci6n determinada. Por supuesio que puede haber muchos lfmites superiores y muchos
inferiores. Cuanto més préximos estén ambos, m4s acotada estard la carga.

En lo que sigue, se da una demostracién de los dos teoremas del lfmite y se
discute con un poco m4s de detaile la aplicacién del superior. Se supone al material

rigido-plastico.

7.2.1 Teorema del lmite inferior

~

Supbngase que scbre un cuerpe de volumen V y de superficie total S estén espe-
cificadas las tensiones superficiales, dadas por las fuerzas Ti, sélo en una parte de la
superficie que se designa con S. También estdn especificados los incrementos de des-
plazamiento, duj, sobre una porcién de la superficie Su. Esto se indica en la Fig, 13.
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#
Se designa con G::, a cualquier campo de tensiones definido en el cuerpo que

satisfaga a las condiciones de equilibrio

am_)_o

ax;
a las condiciones de borde sobre S, y que en ninguna parte viola al criterio de fluencia.

El estado de tensiones realmente existente en el cuerpo se designa con . 5
Este campo estd en equilibrio en todo el cuerpo y en particular lo estd con las fuerzas
‘superficiales T; sobre la superficie S .

Por el principio de los trabajos virtuzales:

3 ¥4 -,
[ Tidu o5 =[Gy oy = / 05’ ey ol v (1.27)
S v v

G:J-I son las componentes desviadoras del estado de tensiones @_ . La ecuaci6n anterior

establece por lo tanto, que el trabajo efectuado por las fuerzas exteriores es igual al tra-
bajo pldstico interno.

Se designa con Ti* a cigalquier sistema de fuerzas exteriores asociadas con el
campo de tensiones ficticio (i,/ . Este sistema debe ser tal que

Ti = Ti* sobre Sy (7.28)

Si se aplica el principio de los trabajos virtuales a este sistema, se obtiene:

»# v *

47(— O/a,- ) :;f@ O/Ef/o/v =/05'l0’lél'/'c/!/ (7.29)
4 v ~

Es de recalcar que en ambos sistemas se supone que las deformaciones son las mismas.

Ahora bien
L7 e s = [ T s [T e oS
= / 7 e dS # f/':—ofazds
< 5

(7.30)

debido a (7{28).

La ecuacibn {T,27) pre escril.rse cambién de la siguiente manera:

/ i, dS v T . = f O depalv @3
Sr S 74
y la eeuacidn (7.29) usando la (7.30) resulta:

e , !
/ /¢ XO/:;Q-GS a .Z’:C/(z; oS :;/ v 7 Z &y 4% (7.32)
S “Sr v



106

Restando (7. 32) de (7. 31) se obtiene:

s * PR o
/\;//‘"7; /04’«‘0/5 =/V/@" @/O@z/y (7.33)

Por lo visto en el punto 4.7, el segundo miembro de la ecuacién (33) es siempre ma-
yor o igual que cero. Ello implica que:

»* /
[ 7idu: oSS Z | T dus s 7.34
/Sa ‘ Su_
La ecuacién {7.34) provee el lfmite inferior. Por la misma se establece que: ""Cuando
un cuerpo estd fluyendo y sufre pequefios incrementos de desplazamiento, el incremento
de trabajo efectuado por las fuerzas reales sobre la superficie en que estdn definidos
los desplazamientos es mayor o igual que el efectuade por las fuerzas superficiales de
cualquier otro campo de tensiones estdticamente admisible'.

7.2.2 Teorema del Hmite superior

En el teorema anterior se puso el énfasis en el estado de tensiones imagina~-
rio, que debfa cumplir con las condiciones de equilibrio. No se plante6 ninguna restriccién
al estado de deformaciones.

Cuando se analiza el 1fmite superior se cambia el enfoque y se pone el acento
sobre el estado de deformaciones, en la forma que se detalla a continuacién. No se ha-
ce ninguna restriccién al estado de tensiones, que puede no cumplir.con la8-condiciones
de equilibrio, |

Se designa con du; al campo de incrementos de desplazamiento existente en
el cuerpo que se analiza, Cualquier otro campo supuesto se indica con dui*. Ese cam-
po debe ser tal que

dui* = dui sobre S« (7.35)

siendo S. una parte de la superficie, en que se conocen los incrementos de desplaza-
miento, Ambos campos deben ser tales que se cumpla la incompresibilidad del material
porque en caso contrario las componentes esféricas de tensiones realizarfan trabajo,

O sea, se debe cumplir que:

Y 0 = S (7..36)
IS T Qxi

Esta condicién puede usarse para elegir un campo determinado de incremen- .
tos de desplazamiento. En un campo tal, que sea cinemiticamente admisible, puede
haber discontinuidades en las componentes tangenciales a los largo de ciertas superfi-
cies S,,. Las componentes normales deben ser iguales a cada lado (como se vi6 en las
Ifneas de deslizamiento), para que no se produzca cambio de volumens,

Se tiene, entonces, un cuerpo del que se conocen los incrementos de despla~
zam' ntos cinemiticamente admisible, con algunas superficies Sp* (también supuéstas),
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sobre las cuales existen aiscontinuidades tang@nmales A partir de du; * se obtienen los
incrementos de dsformacidén pldstica d er i de la manera ya vista.

- Discontinvidad

Si se aplica ¢l principio de los trabajos virtuales al campo de incrementos de-
desplazamiento cineméticamente admisible y al de tensiones reales (.\_;J , Se obtiene:

L7idids = [Goelov + z/a Jolv szt T3

donde dv* es la discontinuidad en el incremento de desplazammnto tangencial sobre una -
superficie Sp*. 45 es la componente de corte de 0; en la direcci6n de dicha disconti-
nuidad.

¢ . w4
8i se designa con @ a un campe de tensiones asociado al de deformaciones 0/5.:/-
(o sea colineal), por lo visto en el punio 4.7, se cumple que:

/ (0 d;) defdY =z 7..38)

Aplicando (38) a (37),y rﬂemp ‘azando Z por el valor de k dado por el cri-
terio de fluencia (para que exista deformacién, debido a que se consideran cuerpos
rigidos-pldsticos), se obtiene:

é i dul s £ J[ 7 derl + & 4 £ dsy a

Por otra parte, por propiedad de las integrales y por "(35)

/ 7e daldS = [ Tiolue IS + [ 7 dul oS (7.40)

Sr
En consecuencla

L Tduds 5 e Zf,é/c/.rya/s -[Foics  aw

El segu.ndo miembro de (7.41) eseablece a%f un Wmite supemor para ldas cargas que han de
deformar al cuerpo.

En la mayor parte de los problemas de conformado de los metales, el Gltimo
término del segundo miembro de (7.41) se anuvla, dado que el cuerpo en consideraci6n estd
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- rodeado por una matriz rigida o por una parte rigida del mismo metal, o por superficies
libres en que las fuerzas externas son nulas,

Ademsids se suele tratar al cuerpo que se deformsa como si estuviese formado
por bloques rigidos de material separados por lineas de discontinuidad de desplazamiento
tangencial. Esto hace que se anule la primera integral del segundo miembro de (7.1).
De manera que la formulanién del 1fmite superior resulta de la siguiente manera :

[770@0/5 < ZA*//O/VVO/SJ | ’(7 12)

¥ <
7.2.2.1 Ejemplo de aplicacién del teorema del limite superior en deformacién
plana,

Consideresé un paralelepipedo rigido de un material, de altura unitaria,
definido por ABCD en la Fig.1l5a, moviéndose hacia la izquierda con una velocidad unitaria.
El espesor normal al plano de la figura se considera también unitario, Dado que se estd
produciendo deformacién plana, ésta es igual en todos los planos paralelos al de 18 figura.

Todo el material a la izquierda de XX es rigido. Luego de cruzar ld lfhea
XX, el paralelogramo ABCD se distorsiona 2 su nueva forma A'B'C'D', moviéndose an tna
nueva direccién que forma un dngulo o< con la original a una velocidad vy. Se supone
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que AD es paralelo a XX.

La hodégrafa de la Fig.15b representa las velocidades. La velocidad unita-
ria original puede resolverse en las componentes v_y Vas perpendicular y paralela a XX
respectivamente. Para cada particula del material g la izquierda de XX, las componentes
son respectivamente v, y vy, v, debe ser la misma a ambos lados de XX por la condicién
de incomprensibilidad ya vista. La diferencia entre vy, y v, representa a la discontinuidad
de velocidad tangente a XX. Estea discontinuidad es la responsabie del cambio de forma de
ABCD a A'B'C'D!'. En la realidad no puede ser instantdnec el cambio de forma, sino que
se produce en forma gradual a lo largo de una franja, cuyo limite idealizado es la linea XX.

A continuacién se analiza el trabajo efectuado en el cambio de forma del
bloque en consideracién. Dado que AD es inicialmente paralelo a XX, este segmento, y
todos los paralelos al mismo no variarédn su posicién al atravesar dicha linea. En la Fig.
15¢ se ubican ABCD y A'B*C'D' de manera tal que poseen un lado en com(n, AD. Si kes
la tensién de corte sobre lados opuestos del bloque , el trabajo realizado es (k.BC).CC'.
Este trabajo, expresado en forma de velocidad de disipacién de energla interna es
(k.BC).CC*/t, donde t es el tiempo que tarda DC en cruzar XX. Dado que el bloque se
mueve con una velocidad unitaria, esto puede escribirse (k.BC).CC'/DC.

Si se compara el tridngulo C!CD y la hodégrafa, se observa que, por se-
mejanza

& =
DC
de modo que la velocidad de disipacién de energfa interna resulta:
' = k,BC. CC' =k.BC.u=k.AD,u (7., 43)
DC
O sea, en general, considerando todo el material que se deforma a lo largo de la linea XX:

g

E = k.BC.

|

°

E = ko.u.s (7.44)
donde s es la longitud de la lfnea XX. Si ésta fuese curva, u serfa distinto en cada punto y
se deberfa expresar la velocidad de disipacién de la energfa interna mediante

°E=fk uds (7. 15)

La forma de hallar un lfmite superior consiste en determinar lfneas como
la XX tales que el campo de desplazamientos resuliante sea cinemédticamente admisible.
%1 mejor valor del ifmite superior es, por supuesto, el minimo.

Por lo visto se desprende que los campos de lineas de deslizamiento no
son més que un tipo de solucién de Ifmite superior.
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