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CUANTIFICACION DE CAMPOS DE MASA NULA

PARTE II
CAMPOS FERMIONICOS

Por C. G. BOLLINI

1. Introduccion

En el formalismo de Rarita-Schwinger (*) un campo fermidnico de
espin s + %esté representado por un espinor tensorial ‘FV‘ wevg QUE
posee s indices tensoriales completamente simétricos y un indice
espinorial que no sera escrito explicitamente.

Si este campo fermiénico corresponde a una particula de masa
nula, satisface entonces las ecuaciones (1)

(A S g =0 (1.1)
v P, =0 (1.2)

Las matrices v, satisfacen las relaciones usnales

1.3)

Yuls e :{?_'B.uv_f‘b p-

La ecuacion (1.1) es la ecuacién de campo propiamente dicha,
mientras que (1.2) es la condicién suplementaria que reduce el ni-
mero de componentes independientes de W' a 2s 4 2, que es el ni-
mero de orientaciones posibles de una particula de espin s + .

Nuestra intencién es considerar la (1.2) como vinculo entre las
componentes del tensor espinor de campo y c¢nantificar a este daltimo
extrayendo previamente las coordenadas libres del mismo. La cuan-
tificacion resultante sera entonces compatible con las condiciones
suplementarias.

(") W. Rarrra, J. SCHWINGER ¢ Phys. Rev. 60, 61 (1941).
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Para conseguir el fin propuesto, utilizaremos un procedimiento
paralelo al ya seguido en la parte anterior. Parte ésta a la que en
adelante nos referiremos simplemente con I.

Multiplicando la (1.2) con ~,?, y teniendo en cuenta (1.1)y (1.3)
deducimos

O :‘g’p.a;ff«“lyu‘ e g = (2 a;m‘ - N,’-/‘Y"A) a;.xlpu‘ RSN
a
= 2 a‘ﬂlIJ Yyt ‘II":A,‘.*DILIF". ety
SEIA

§
Por lo tanto
a‘,l‘v:‘ oy =0 (1.4)

Asi mismo, multiplicando por v, tendremos

0= W, = (28, =) W,
— 9\ o~ o~
-~ P"'f‘!"‘.( s vy IR “‘HW"’1 s Uy
es decir
‘F vy =0 (1.5)

Las eeuaciones (1.1) y (1.2) implican por lo tanto que el tensor
espinor de campo es de divergencia y traza nulas. (1.4)y (1.5) son
similares a las ecnaciones suplementarias que se presentan para espin
entero (cfr, I(1.2) y I(1.3)). No obstante, (1.2) es aiin mas restrictiva
que el par (1.4) y (1.5), no pudiendo ser deducida de éstas.

Por ese motivo, si bien las lineas generales son aquf las mismas
que en I, existirdn diferencias especificas que apareceran en el tra-
tamiento.

2. Descomposicion del espinor de campo

Partiendo del tensor espinor W, ., que satisface (1.1) y (1.2)
vamos a definir por recurrencia (cfr. I (2.6), 1(2.7)) nuevos tensores
espinores

M0y — AL 9
IO =mwn, .o T (2.1)
WO =7, L2, 1 (2.2)

kN ...‘/:f “1 '8

r—1

ror) — \]” — Umd ‘
wr oy T My e T ( ro..., t;ﬂ B s) (2.3)
\P*) — )~ {s—r) \Jr(n) 51 b
L,: — 2 3'r+1 b"s p-,, vy + sim. (“'4)
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Donde », es cnalquier vector unitario de tiempo n,u, = — 1,
d=n2,y 2 !es el operador inverso de d. «sim» significa términos
necesarios para bacer que el miembro de la derecha sea simétrico.

Es evidente que todos estos espinores satisfacen la (1.1) y, salvo
P (que carece de indices tensoriales), también la (1.2).

Tenemos ademéas lo signiente :

PO = X — PO
n, WO =nn, .0 (¥, . - T

ty g e g

y puesto que de (2.2) deducimos

n, e n, PO = YO
1 § Yy e vy

mediante (2.1) encontrariamos que :
n, ‘F"l) =0
Suponiendo ahora que también

n, W=D =
/T“I >/' e

=1

y maltiplicando (2.3) por #, vemos que

‘ r—2
r) — 3 — 1\
n"r q}v, R n“r n"s ( ! Ty g E Pv‘ .

Ty ‘ t=a g

— We-1
‘/' e Vs

r—2
E qﬂy(z)

t=0

an

_ e - —_ Wypir—b
Mo, o (I g ) Ry e M W

s
Pero de la (2.4) deducimos que

n, on, WO = =)

g J D
¥ B 1y ane g v v

r—1

(los términos «sim» no contribuyen por la suposicién efectuada).
Y tomando ahora en cuenta la (2.3) para r— 1 vemos que
n, o = We=b o pe-h = (2.5)

4y 7—1 MR S

y por ello tenemos también

-~ (2.6)

Y,

e, IO — 0

IR M

Por ltimo si hacemos r=s en la (2.3) y despejamos el espinor de
campo

8
1 = () 2.7
F'ﬁ e g tgolpw‘ o lg (“ ‘)
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que constituye una descomposiciéon del tevnsor espinor de campo en
s + 1 tenso-espinores del mismo rango que satisfacen (1.1)y (1.2)

ademas de (2.6) y (2.5).

3. Matrices de polarizacion transversal

Tomaremos ahora dos operadores de derivacién (ef. I (3.1)) tales

que
no, = 0 nb, =0
%, = 0 £, =10
o, =1 8.6, =1
ep, =0

(3.1)

(estos «vectores de polarizaciéon » no son tnicos). Mediante ellos

construiremos operadores matriciales definidos por
D=a 4 by .ay. 5

(En adelante pondremos por ej.: v, = v.2)

L i

Proy =T T

r 1 r

Se cumplen las siguientes relaciones

D, = 0; A, =0 y

~, l"v =

(3.2)

(3.3)

(3.4)

La primera y la segunda surgen de las propiedades (3.1) de &,y 3.

La ltima se deduce de

ya que

Adema4s se tiene

O = o, + 84,v.0y.8y.0v.B

=1—vy.ay.ay.ly. ¢

=
e, =0

(3.5)
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El vector I', conmuta consigo mismo y con v .. En efecto
FPF“=(“}L+B“"{~“Y~B) (ay—i_ﬁ“.s/'a\{'fg) (3'6)
= a0 + gy ay.f+Bpy.ay.By.ay.f
= Do, + D3y av.f

=TI,

¥ por ser
Y.OC'{.B =—-“{.ay.a
Tegy.? =-v.97v.f

tenemos

v =v.2.0, (3.7)

Todas estas relaciones nos demuestran que los tensores matricia-
les I, ... dados por la (3.3) son simétricos, de traza nula y perpen-

diculares a n,, d, y 7.-

8o Uy =0
n, [, ., =0 ‘ (38)
Tl =10

La matriz I, ., serd denominada matriz de polarizacién trans-

versal de rango .
Un vector cualquiera, X,, que sea perpendicular a n, y 2, puede
ser escrito del siguiente modo :

X, = (@0, + BE)YL,

puesto que a, y 8, son los vectores de base del espacio normal a n, y
2,. Si ademés es y,X, = 0, entonces :

YP-X}L = 0 = Y M aava + Y . B BVX‘I
multiplicando por y.

0=v.oay.ead +y.ay. 88X
=X + ~(.oc~(.3[3.,X,,
:0 ‘
MY, =0 (3.9)
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Es decir que operando sobre un vector ¥,, perpendicular a n,,
2, ¥ v., se tiene que

voov. B8, = —a, (3.10)
Poniendo ahora
M=o +§v.0v.2 (3.11)
encontramos
L, = (0 + Baye 2y ) (@ + By By ) (3.12)

= 0+ 0, Oy .Gy a+ By ey b+
00w g B Be

+ 8B yay. gy By

= o BT e v e B

= Do, +od,v.av. 840y By.afuy.oy.f

P =,

Cuando se aplica a un vector ¥,, perpendicular a n,, 3,y v,, vale
(3.9) y por lo tanto

FL:F" = 0%, + o fy by.a+ Bua'/"('“\f'?‘ + kgx*gv
= a0 + oo+ .0+ B4
— 2 (o, + BB

Ello significa que
rLUX =%, (3.13)

b5

B} =

Es decir que un espinor X, con las propiedades supuestas, puede
ser expresado en funcién de un espinor simple X definido por

w=1T%
y entonces
X =1TX

Extendiendo ahora la propiedad (3.12) para las matrices de pola-
rizacién de rango superior al primero, tenemos :

o Doy D Xy = Uy (3.14)
Donde
[“al Uy - Iwa, F‘:T (3.15)
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y %, ... satisface las mismas condicioues que L, .., en todos sus

indices.

Nétese, por dltimo, que ﬁsiglle siendo (como [')), perpendicular
a n,y 9. Pero en contraposicion con la dltima de (3.4) tenemos ahora

~

My, =0 (3.16)
4. Coordenadas del campo

La identidad (3.14) nos permite ahora expresar todos los espino-
res tensoriales dados por la (2.3) en funcién de un espinor simple
que extraemos mediante :

Yo =9~ W0 (4.1)

Siendo entonees

wo =T, W0 (4.2)

De esta manera se ha conseguido que I, ., lleve sobre si la res-

ponsabilidad del cnmplimiento de todas las condiciones auxiliares
impuestas sobre el tensor espinor V'™ . Hsto es: completa sime-
Vg v Up

tria, nulidad de traza, ortogonalidad con relacién a n,, 9,y v,. Por
su parte, el espinor simple ¥ debe satisfacer solamente (cf. (3.6))
la ecuacién de campo

v AW = () (4.3)

sin condicién suplementaria alguna.

Hemos logrado entonces extraer s + 1 coordenadas (espinoriales)
libres, W', las que mediante (2.2), (2.4), (2.7) y (4.2) nos permiten
caracterizar completamente el estado del campo, de manera compa-
tible con las condiciones suplementarias.

5. Hspinores adjuntos

Los espinores (4.1) son espinores simples de Dirac, y sus adjun-
tos se definen (%) B
Yo = Yoy 4 (5.1)

Donde el asterisco indica el conjugado transpuesto. Convendre-
mos ahora que la operacion de conjugacién no afecta la unidad ima-

(®) J. M. Javcn Y F. RonrricH : The Theory of Photons and Electrons, Addin-
son-Wesley, pig. 53, 1955.
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ginaria que aparece en la cuarta componente de los vectores a causa
de la métrica indefinida. Conjugando y transponiendo la ecuacion
(4.3) tenemos

POy =0 (5.2)

(En expresiones como la que antecede, se entiende que los vectores
de derivacion operan hacia la izquierda).
La matriz A esté lignda con y mediante

Vo= — Ay, A7l A =4 (5.3)

Por lo tanto (5.2) se convierte en

— WO, Av A1 = — Wiy JA-1=0

es decir

WOy, =0 (5.4)

que es la ecuacion adjunta de la (4.3).
La matriz conjugada transpuesta de (3.2) es

M=o, 4 By b e =, + Ay, A~ Ay 0l

=, + @vA‘( . (3‘{ aAd—l=A (OC,, + B ‘(ﬁ‘{ . tl) A~

y por la definicion (3.10)
[ = AT A (5.

ot
=33
N

Anilogamente tenemos
P = (M) =D = AN A~ AT, 4~ = AT T4
= AT, U471 = AT, 4
y en general

v, =404 (5.6)

Tomando ahora la conjugada transpuesta de (4.2)

WOr = WP per AT, A
Yy oees Ve v Ty e

Yy ©

IIJ'(T)J- — @1 ) F: o A*l

Yy e vy i

y poniendo
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r(') — qfﬂw A
‘11 e ‘l,r '41 e ‘Jln
Deducimos
~
) — g
g =T, 6.1)
Fiste espinor satisface entonces la ecuacién adjunta
PO w =0
l! aaa *l,l. ‘
El espinor adjunto de (2.4) es simplemente :
P = Pt 4 (5.8)
1 e ‘IS V1 e ‘Is
e Y5 =7) rin) i
=) an-+1 o d, lF». oy 4+ sim
Y la descomposicién adjunta de (2.7) queda expresada por
. L
q’m“ g — E lp‘tt) ] (5-9)
0 vy
6. Transformaciones de Gauge (*)
Si un tensor espinor simétrico ¥, ..., satisface
ey, =0
Yo, Koy roog =0
entonces
W, =0 % .+ sim (6.1)
también las satisface.
La transformacioén
L T S N ST (6.2)

es una transformacion de Gauge.

Si se efectia la descomposicion de X, ., _,, andloga a la (2.7)
tendremos

¥ por consiguiente

() Véase también : J. 8. Dr WarTr: Phys. Rev. 58, 236 (1940).
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s—1
? — 14
q Ay e g - E IP.(/I)

1
t=0

N

El tensor espinor ¥, . posee entonces s6lo s espinores simples

como componentes libres, careciendo de una componente completa-
mente transversal :
v, =0
1 "

Por ese motivo la transformacién (6.2) modifica s de los espinores
libres del tensor espinor de campo, dejando el espinor completa-
mente transversal §'¢), sin modificacién. Esto significa que si se im-
pone el requerimiento de la invariancia de gauge de la teoria, enton-
ces el tensor espinor de campo sélo posee un espinor realmente
libre y éste es el dado por

[ -

por = =00 e,

N [ ERAREEY

Lo

7. Cuantificacion
Los s+1 espinores simples "™, son coordenadas libres del campo

que satisfacen la ecuacion de Dirac (para una particula sin masa).
Impondremos sobre ellas las relaciones de anti-conmutacién

PP (), WO () | = i3 4. ) D (e—w) (7.1)
donde
g =0 si rkv

& = ¢ (no necesariamente 1)

¢ serd denominado el peso dela r-ésima coordenada libre*.
De (4.2), (5.7) y (7.1) deducimos

~

fgm N (), 1-13‘7”1' (@)} =D, ety O (2), Y (@)1,

=Ty, LU0 (), @ ()| D, =

=i Ty 3l L D(e—a)

o

e (@), v

oy '

(m,) % = ‘iaw! ]1{11 - Pv v, e aD (m—x’) (7.2)

* El peso de una coordenada libre depende de la manera en que ésta aparece
en e] Lagrangiano,
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Utilizando ahora (2.4) y (5.8)

ZIP‘(T) (.’lf), lij‘—(l; Ny (m’)g — 1‘61'1" [V(ur)-

23

Ly De-2)  (7.3)

[y oo g s Yy e
Siendo
W) o —(3—7) N . -
B gt vy = @ Qapyy e By Uiy gy £ 81M) (7.4)
A~
— (§—7) a1
(2 dppy e O Iy + sim)

Por dltimo, segiin (2.7) y (5.8)

(0, @) WL @) = “1(1 T YD (e—a) (7.5)
Donde hiemos puesto
Pl’w v lgd Yy ey = 2 e I’i” : (7'6)
’ r=0 oy T vy

La (7.5) son lasrelaciones de anticonmutacion buscadas. KEllas son
compatibles con las condiciones suplementarias,
8. Ejemplo
Para espin 5, el campo estd representado por un vector espinor
Y., cuya descomposicion (2.7) es
— [()] (1
le.v - IFV + le‘v
PO 31 o
PO = n\,
qf(l) — ]‘)}‘(1)

v

P
P = Iy = ay,

Por 1o tanto
Y= 1), O 4 gl

es la expresion explicita que pone al veetor espinor de campo en
funcién de las coordenadas libres W© y (v,
Las relaciones de anticonmutacién son :

LY (), B ()] = iy 2 D(e—w)
PP (), PO ()| = i) Dx @)
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W, @), ¥ @)] =il v.2D(@-1)

.
... = aolg

+ 5_1[‘1
sy o

1 =237233; M =1nr,
B ’ w3y '

Fi, _ es completamente independiente de la eleccion particular de

los vectores o, y 8,. En efecto

Pl = (ot Buyeoy B) (o - Byay.)
= B+ (- 28)7.B7.0
= g+ B 0B — 28 (2 + 2.8)
Pero
(., — av‘i’u) (“934 - amgg) = 2,%.8.5, + 05505, — 0 for — 201,08,
= 0,0, (%0, + 3.5,) — 0,000, +
+ BuBe (e + B.00) — Bud B.ba—
- “%“65'39 —“"“?SMBG
= (@, + f,8,) (0., + 5bs) — (&2, + fm@;) .

(o, + 5.8,)
[‘:];: . = (a;A“v + ‘3;137) + —lz—(m%a? + ;3%‘3?) (avar: + 6‘1@5) er‘,’?
- ;(allmn‘ + BELBO’) (avd + 6739) Yo“,’g
= (a0, + 8.0 + 5 (0, + 3,8, (o, + 3.8,) v, —
= b, + B8 (2, + B8 (28, — 1)
= (2,2, + 5.2) + 3 (22, + 8,5, (22 + B.5) vy, —
- (ap“u + 3;1.37) + 15(“9.“6 + ;3;487) (a.,d? + 3‘30) An’?‘n/’f
= (“:A“:f + 3;»3?) (o, 2, + 3«3:) ele
Y teniendo presente que puede ponerse (ef. I ( . ))
%0, + B0 =8, — 3723, — 3 Qum, + 0,
Ademds, I'l opera sobre .3.D (x— ') y se cumple que

3y D@—a) =32, D(a—v) = 0
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Por ello podemos poner

(20, + Buf) v = (8 — 77293, = 077 (0, + 0,2,) ¥,
=, — 0 r.m

[‘i; M (avav + B"BG) Vs (th -1 ap‘( )
= (v =32y =1y =2y Ay, — 1y m)
=y — 0T Ay e — Ty d + 702y 0y —

— 7 yamy, =070, = ¥y v, + 07 Endy .y m
= oty = 7 Qrr o+ D) — 2,070, + 207100, -

— 3R, — 207w, + 207w,

F;lu =0 = TR, = T Ry £ )

i

Con esta expresion resulta

F.u; s = (=)o, + EIR’VYAL -1y, Wty + Ay - )

+

(0
r,..=¢ [(; - 1) 7R o — 3 (p oy, + Ay )






