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R E S U M E N

Se p r e s e n t a  un e s t u d i o  de los m é t o d o s  de t r a t a m i e n t o  n u m é ­
r i c o  de una i n t e r f a s e  m ó v i l  a t r a v o s  del ancflisis de un p r o b l e ­
ma de S t e f a n  u n i d i m e n s i o n a l .  Se c o n s i d e r a n  los m é t o d o s  de m a l l a  
f i j a  y v a r i a b l e  en d i f e r e n c i a s  f i n i t a s .  Se d i s c u t e n  sus v e n t a ­
jas e i n c o n v e n i e n t e s  y se p r o p o n e  un n u e v o  m é t o d o  c o n s i s t e n t e  
en la u t i l i z a c i ó n  de m a l l a  v a r i a b l e ,  de una a p r o x i m a c i ó n  de o r ­
den s u p e r i o r  en el c a l c u l o  de la i n t e r f a s e ,  de una i t e r a c i ó n  
c o m p u e s t a  en el c a l c u l o  del p a s o  de t i e m p o  y de la u t i l i z a c i ó n  
de una a p r o x i m a c i ó n  l i n e a l  b a s a d a  en los m é t o d o s  de m a l l a  fi j a  
c o m o  v a l o r  i n i c i a l  en el c a l c u l o  i t e r a t i v o  del p a s o  de t i e m p o .  
Se p r e s e n t a n  r e s u l t a d o s  n u m é r i c o s  que se c o m p a r a n  con los o b t e ­
n i d o s  por o t r o s  a u t o r e s .  De e s t a  c o m p a r a c i ó n  s u r g e  que el m i t o -  
do p r o p u e s t o  p r e s e n t a  la v e n t a j a  de ser mas p r e c i s o ,  de c o n v e r ­
ger en un n u m e r o  m e n o r  de i t e r a c i o n e s  y de u t i l i z a r  m e n o r  t i e m ­

po de c ó m p u t o .

1. I N T R O D U C C I O N

Se c o n o c e  co m o  p r o b l e m a  de S t e f a n  o p r o b l e m a  de b o r d e  m ó v i l
o libre al p r o b l e m a  de la r e s o l u c i ó n  de una e c u a c i ó n  de ti p o  
p a r a b ó l i c o  en un d o m i n i o  v a r i a b l e  d e p e n d i e n t e  de la s o l u c i ó n  
i n c ó g n i t a .  Si b i e n  la e c u a c i ó n  p u e d e  ser l i n e a l ,  el d o m i n i o  de 
la m i s m a  d e p e n d e  de a q u e l l a  y t i e n e  que ser r e s u e l t a  simultanea^ 
m e n t e  c o m o  una i n c ó g n i t a  mas: p o r  lo t a n t o  el p r o b l e m a  es no 
1 i n e a 1 .

Los p r o b l e m a s  de c o n d u c c i ó n  del c a l o r  o de d i f u s i ó n  con c a m  
b i o  de fase, c o n s t i t u y e n  una c l a s e  m u y  a m p l i a  de p r o b l e m a s  de 
b o r d e  libre. El p r o b l e m a  p r o t o t i p o  es el p r o b l e m a  de f u s i ó n  o 
s o l i d i f i c a c i ó n  de a g u a / h i e l o ,  e s t u d i a d o  p o r  S t e f a n  en 1891 (de 
ahí su n o m b r e ) .  (Ver C a r s l a w  y J a e g e r  (l))«

El p r o b l e m a  de b o r d e  lib r e  se p u e d e  e n c o n t r a r  en m u c h a s  a- 
re a s  de a p l i c a c i ó n  p r a c t i c a  t a l e s  c o m o  en las i n d u s t r i a s  del 
m e t a l ,  v i d r i o ,  p l á s t i c o ,  p e t r ó l e o ,  n u c l e a r ,  d i s e ñ o  de v e h í c u l o s  
e s p a c i a l e s ,  p r e s e r v a c i ó n  de a l i m e n t o s ,  s e m i c o n d u c t o r e s ,  c r i o c i -  
r u g f a ,  a s t r o f í s i c a ,  m e t e r e o l o g í a , p l a s m a ,  etc.

E n t r e  los v a r i o s  m é t o d o s  e x i s t e n t e s  p a r a  r e s o l v e r  el p r o b l e  
ma de S t e f a n ,  se d e s t a c a n  por su g e n e r a l i d a d  los m é t o d o s  n u m e -

* C N E A  - C E N T R O  DE C A L C U L O  C I E N T I F I C O
** C N E A  - D E P A R T A M E N T O  DE M A T E R I A L E S
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r i c o s ,  en p a r t i c u l a r  d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  y e l e m e n t o s  f i n i t o s .  
D e n t r o  de los m é t o d o s  n u m é r i c o s  hay dos g r a n d e s  c o r r i e n t e s :  a- 
q u e l l o s  que r e a l i z a n  el s e g u i m i e n t o  de la t r a y e c t o r i a  en f o r m a  
e x p l í c i t a  ( t r a c k i n g  m e t h o d s ) y r e s u e l v e n  el p r o b l e m a  d i f e r e n ­
c i a l  s o b r e  un d o m i n i o  m ó v i l ,  y los que e v i t a n  d i c h o  m í t o d o  u t i ­
l i z a n d o  un d o m i n i o  f i j o  a t r a v é s  de lo que se d e n o m i n a  f o r m u l a ­
c i ó n  g e n e r a l i z a d a  o d é b i l  ( i n t r o d u c c i ó n  de la f u n c i ó n  e n t a l p i a ,  
e t c . ) .  Una d i s c u s i ó n  de las v e n t a j a s  e i n c o n v e n i e n t e s  de a m b o s  
m é t o d o s  se p u e d e  e n c o n t r a r  en el t r a b a j o  de C r a n k  ( 3 ).

Los m é t o d o s  de d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  p a r a  el s e g u i m i e n t o  de 
la i n t e r f a s e  del p r o b l e m a  de S t e f a n  u n i d i m e n s i o n a l  se p u e d e n  
c l a s i f i c a r  en m é t o d o s  de m a l l a  fi j a  y m é t o d o s  de m a l l a  v a r i a b l e  
s e g ú n  G U P T A  (8). En los m é t o d o s  de m a l l a  fi j a  el d o m i n i o  es a- 
p r o x i m a d o  por una m a l l a  de p a s o  fi j o  y la t r a y e c t o r i a  de la i n ­
t e r f a s e  no n e c e s a r i a m e n t e  c o i n c i d e  con los n o d o s  de la m a l l a .

En los m é t o d o s  de m a l l a  v a r i a b l e  el d o m i n i o  es a p r o x i m a d o  
p o r  una m a l l a  de p a s o  v a r i a b l e ,  de m o d o  tal que la t r a y e c t o r i a  
de la i n t e r f a s e  c o i n c i d e  n e c e s a r i a m e n t e  con los n o d o s  de la 
m i s m a .  En r e a l i d a d  es t a  c l a s i f i c a c i ó n  es i n c o m p l e t a ,  d a d o  que 
es f í c i l  e n c o n t r a r  e j e m p l o s  que no la s a t i s f a c e n :  se p u e d e  t e ­
ner un m é t o d o  en el que la i n t e r f a s e  no c o i n c i d e  n e c e s a r i a m e n t e  
con los n o d o s  de la m a l l a  y sin e m b a r g o  el p a s o  de t i e m p o  es 
v a r i a b l e  (por r e s t r i c c i o n e s  d e b i d a s  a la e s t a b i l i d a d  n u m é r i c a ) .  
No o b s t a n t e  ello, nos a t e n d r e m o s  a la c l a s i f i c a c i ó n  de G u p t a ,  
d a d o  que su uso es t a  g e n e r a l i z a d o .

E n t r e  los m é t o d o s  de m a l l a  fija se p u e d e  c i t a r  el t r a b a j o  
p i o n e r o  de C r a n k  ( 2 ) y de su e s c u e l a  (ver r e f e r e n c i a s  en C r a n k  
Í 3 3 ) ) .  En n u e s t r o  me d i o  se p u e d e  c i t a r  el t r a b a j o  de E . Ga r c f a

C 6 J .

De los m é t o d o s  de m a l l a  v a r i a b l e ,  el p r i m e r o  se d e b e  a 
D o u g l a s  y G a l l i e  ( 4 ); e x t e n s i o n e s  del m i s m o  f u e r o n  h e c h a s  p o r  
o t r o s  i n v e s t i g a d o r e s ,  en p a r t i c u l a r ,  G o o d l i n g  y K h a d e r  [ 7 ) y 
G U P T A  y K U M A R  (9 J .

E s t e  i n f o r m e  está" c e n t r a d o  en la r e s o l u c i ó n  n u m é r i c a  p o r  di 
f e r e n c i a s  f i n i t a s  del p r o b l e m a  de S t e f a n  u n i d i m e n s i o n a l  s o b r e  
un d o m i n i o  m ó v i l  a t r a v é s  del s e g u i m i e n t o  de la t r a y e c t o r i a  de 
la i n t e r f a s e .  Se a n a l i z a n  los m é t o d o s  de m a l l a  f i j a  y v a r i a b l e  
y se d i s c u t e n  sus v e n t a j a s  e i n c o n v e n i e n t e s .  Se p r o p o n e  un n u e ­
vo m é t o d o  c o n s i s t e n t e  en la u t i l i z a c i ó n  de m a l l a  v a r i a b l e ,  a- 
p r o x i m a c i ó n  de o r d e n  s u p e r i o r  en el c í l c u l o  de la i n t e r f a s e ,  i- 
t e r a c i ó n  c o m p u e s t a  p a r a  el c a l c u l o  del p a s o  t e m p o r a l  y la u t i ­
l i z a c i ó n  c o m o  v a l o r  i n i c i a l ,  en el c í l c u l o  i t e r a t i v o  del p a s o  
t e m p o r a l ,  de una a p r o x i m a c i ó n  l i n e a l  b a s a d a  en los m é t o d o s  de 
m a l l a  fija. Se p r e s e n t a n  a l g u n o s  r e s u l t a d o s  n u m é r i c o s  con el m é ­
t o d o  p r o p u e s t o  a p l i c a d o  a un p r o b l e m a  t e s t  que p o s e e  s o l u c i ó n  
a n a l í t i c a .

2. F O R M U L A C I O N  DEL P R O B L E M A

El p r o b l e m a  test e l e g i d o  fue t o m a d o  de F u r z e l a n d  ( 5 ) y se 
d e b e  a H o f f m a n n  ( 10) . Se t r a t a  de la f u s i ó n  de una b a r r a  de hie 
lo en c o n t a c t o  con una f u e n t e  de c a l o r  en el b o r d e  fi j o  i z q u i e r
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do (x = 0)/ con una fa s e  l í q u i d a  s o l a m e n t e  (la t e m p e r a t u r a  
u ( x , t )  se m a n t i e n e  c o n s t a n t e  en la f a s e  s a l i d a  y a 0°C, es d e ­
ci r  a la t e m p e r a t u r a  del p u n t o  de f u s i ó n ) .

En dos e s t a d o s  s u c e s i v o s  la d i s t r i b u c i ó n  de t e m p e r a t u r a s  en 
la fase l i q u i d a  a d o p t a  la f o r m a  i n d i c a d a  en la f i g u r a  1.

PI9.1 CL PROBLEMA DC STCFAM

R e s o l v e r  este p r o b l e m a  s i g n i f i c a  e n c o n t r a r  la d i s t r i b u c i ó n  
de la t e m p e r a t u r a  u ( x , t )  en la fa s e  l í q u i d a  y la p o s i c i ó n  de la 
i n t e r f a s e .  E n t o n c e s  el d o m i n i o  e s p a c i o - t e m p o r a l  d o n d e  i n t e r e s a  
c o n o c e r  la d i s t r i b u c i ó n  de t e m p e r a t u r a s  e s t í  r e p r e s e n t a d o  p o r  

la f i g u r a  2.

d o n d e : ^t = 
G = 
x e

0 < t < T

0 , S (t ) )
(t , x ) ; 0 <  t < T, xeíít} 

' 0 , s (t ) )

T = 1

La e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  que g o b i e r n a  la d i s t r i b u c i ó n  de t e m  

p e r a t u r a  es :

3 u 3 2 u

31 3 x 2

c o n  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  u ( x , 0 )  = 0 
c o n d i c i o n e s  de b o r d e

3 u ( x , t = t

u ( x , t ) e G

x e G ,

( 1 )

3 x

u ( x , 0 ) = 0

s =
dx
dt

3 u 
3 x

p a r a  x = 0, t > 0

p a r a  x e s (t )

( 2 )

t > 0
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La s o l u c i ó n  e x a c t a  de la e c u a c i ó n  (1) - (2) es:

u (x , t ) = e t-x - 1 (3 a )
s (t ) = t (3b)

Es f á c i l  v e r i f i c a r  que la e c u a c i ó n  (3) s a t i s f a c e  la e c u a ­
c i ó n  (1) y las c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  y de b o r d e  (2).

V a l i é n d o n o s  de la e c u a c i ó n  (3a) p o d e m o s  c a l c u l a r  la t r a y e c ­
t o r i a  de la i n t e r f a s e  i g u a l a n d o  a c e r o  u ( x,t)

u ( x , t )  = e t - x  - 1 = 0, de d o n d e  se d e d u c e  
t - x = ln 1 = 0 
t - s (t ) = 0

la e c u a c i ó n  (3b) m u e s t r a  que la t r a y e c t o r i a  de la i n t e r f a s e  es 
u n a  r e c t a  de p e n d i e n t e  u n i t a r i a .

FIG.3-GRAFIC0 DE LA SOLUCION TEORICA DEL PROBLEMA DE STEFAN

En la f i g u r a  3 se p r e s e n t a  la s o l u c i ó n  t e ó r i c a  de la e c u a ­
c i ó n  (1) - (2) r e p r e s e n t a d a  p o r  la s u p e r f i c i e  u ( x , t )  s o b r e  el 
p l a n o  x - t .

3. EL P R O B L E M A  N U M E R I C O

En es t a  s e c c i ó n  se d i s c u t e n  a p r o x i m a c i o n e s  n u m é r i c a s  de la 
e c u a c i ó n  (1) - (2) u t i l i z a n d o  d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  e x p l í c i t a s  e 
i m p l í c i t a s  a s o c i a d a s  a los m é t o d o s  de m a l l a  fija y v a r i a b l e ,  
r e s p e c t i v a m e n t e .



-5-

M E T O D O S  DE M A L L A  F I J A

A los e f e c t o s  de la a p r o x i m a c i ó n  n u m é r i c a  se d i s c r e t i z a  el 
d o m i n i o  G de la f i g u r a  2 con una m a l l a  r e c t a n g u l a r  c o m o  se m u é s  
t r a  en la f i g u r a  4

C o n  G h se i n d i c a  el d o m i n i o  e s p a c i a l  d i s c r e t i z a d o . El p a s o  
e s p a c i a l  y t e m p o r a l  se i n d i c a n  con A x  y At. El v a l o r  de la s o ­
l u c i ó n  n u m é r i c a  p a r a  x = iAx y t = nAt es t a  da d o  p o r  

U ( iA x , nA t ) = U1?

Un e s q u e m a  de ti p o  e x p l í c i t o  c o n s i s t e n t e  con el p r o b l e m a  
d i f e r e n c i a l  (1) - (2) se e s c r i b e

Un +1 _ y n 
i i

A t

U 1? - 2U? + 
i+1 i

Ax'

°ni-1
(4 )

d e f i n i e n d o  r como r = A t / A x 2 la e c . (4) se p u e d e  e s c r i b i r

Tn+ 1 ( 1 2r ) U 1} + r (U 1} „ + U 1? , ) 
i i+1 i-1

( 5 )

La e c u a c i ó n  (5) es v á l i d a  p a r a  los n o d o s  i n t e r n o s  del s e g ­
m e n t o  d e t e r m i n a d o  por el o r i g e n  y la p o s i c i ó n  de la i n t e r f a s e .  
En los e x t r e m o s  se r e q u i e r e  un t r a t a m i e n t o  e s p e c i a l .  Es c l a r o  
que el p r o b l e m a  f u n d a m e n t a l  r e s i d e  en el c á l c u l o  de la p o s i c i ó n  
de la i n t e r f a s e .  Dado que é s t a  no n e c e s a r i a m e n t e  c o i n c i d e  con 
los nodos de la m a l l a ,  es n e c e s a r i o  r e c u r r i r  a la i n t e r p o l a c i ó n .  
S u p o n g a m o s  por el m o m e n t o  c o n o c i d a  la p o s i c i ó n  de la i n t e r f a s e ,  
c o m o  se i n d i c a  en la f i g u r a  5, en el p l a n o  ( x , t ) , y la d i s t r i b u ­
c i ó n  de t e m p e r a t u r a  en el n i v e l  tn = n A t  (In e in + 1 i n d i c a n  la 
p o s i c i ó n  de la i n t e r f a s e  en los t i e m p o s  t n y t n + -|, r e s p e c t i v a -  
m e n  t e ) .



-6-

E n t r e  los n o d o s  i = 2 e i = j — 1 se u t i l i z a  el e s q u e m a  de la e- 
c u a c i o n  (4). Pa r a  i=1 se de b e  m o d i f i c a r  d i c h a  f o r m u l a  p a r a  s a ­
t i s f a c e r  la c o n d i c i ó n  de b o r d e  i z q u i e r d o .  E n t o n c e s ,  h a c i e n d o  
i=1, se o b t i e n e  de la e c u a c i ó n  (4)

U n +1 = (1 - 2r) U" + r ( U "  + U n ) ( 6 )
1 1 2 o

(Se ha s u p u e s t o  un no d o  f i c t i c i o  p a r a  i = 0). Para a p r o x i m a r  la 
c o n d i c i ó n  de b o r d e  i z q u i e r d o  se u t i l i z a n  d i f e r e n c i a s  c e n t r a d a s

de d o n d e  U n = Ul? + 2Ax e n ^^ ,
o 2

y r e e m p l a z a n d o  en la e x p r e s i ó n  (6) se o b t i e n e

Lin+1 = ( 1 _ 2 r ) + 2r + 2q e n A t  (7)

d o n d e  q = A t / A x .

En el b o r d e  d e r e c h o  se u t i l i z a  un e s q u e m a  d e s c e n t r a d o  que 
se o b t i e n e  p o r  i n t e r p o l a c i ó n  de L a g r a n g e  (ver C R A N K  ( 2 )). R e ­
s u l t a

1 n + 1 U n
J

At Ax'

u "-i
U rl
D

u n
I

1 +P P ( 1+P )

y t e n i e n d o  en c u e n t a  que u!jf = 0

C o n o c i d a  la p o s i c i ó n  de la i n t e r f a s e  se p u e d e  o b t e n e r  la so 
l u c i ó n  de la e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  en el n i v e l  ( n + 1 ) A t  u t i l i z a n ­
do las f ó r m u l a s  (6), (7) y (8).

Se p u e d e  d e m o s t r a r  que el e s q u e m a  (7) - (8) es n u m é r i c a m e n ­
te e s t a b l e  si se c u m p l e  la c o n d i c i ó n

r = A t / A x 2 < p / 2  o At < p A x 2 /2 (9)

que es, n a t u r a l m e n t e  muy r e s t r i c t i v a ,  dado que p p u e d e  t o m a r  va 
l or e s  muy p e q u e ñ o s .  Esta r e s t r i c c i ó n  p r o v i e n e  del uso l o c a l  de 
un e s q u e m a  d e s c e n t r a d o  (en la zona a d y a c e n t e  a la i n t e r f a s e ) .  
P a r a  o b v i a r  es t e  i n c o n v e n i e n t e  se p u e d e  r e a l i z a r  la s i g u i e n t e  
m o d i f i c a c i ó n  que c o n s i s t e  en r e e m p l a z a r  la a p r o x i m a c i ó n  d e s c e n ­
t r a d a  loc a l  del no d o  j por una i n t e r p o l a c i ó n  de L a g r a n g e  (ver 
f i g u r a  5) .
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En el ca s o  en que la p o s i c i ó n  de la i n t e r f a s e  sea c o m o  la 
que i l u s t r a  la f i g u r a  6 se p u e d e  p r o c e d e r  del m o d o  s i g u i e n t e :  
h a s t a  el no d o  j-1 se u t i l i z a  un e s q u e m a  c e n t r a d o  e x p l í c i t o .

FIO. 6 - VARIANTE ñARA EVITAR EL USO LOCAL DE UN ESQUEMA EXPLICITO DESCENTRADO

La s o l u c i ó n  en el n o d o  j se c a l c u l a  con un e s q u e m a  l o c a l  
i m p l í c i t o  c e n t r a d o  en j-1 (el e s q u e m a  i m p l í c i t o  se e s t u d i a r í  a 
c o n t i n u a c i ó n ) • La s o l u c i o n  en el n o d o  j+1 se c a l c u l a  p o r  m e d i o  
de u n a  i n t e r p o l a c i ó n  de L a g r a n g e  u t i l i z a n d o  los v a l o r e s  de la 
s o l u c i ó n  en los n o d o s  j-1, j e In + 1 . Las m o d i f i c a c i o n e s  l o c a l e s  
al m é t o d o  e x p l í c i t o  a r r i b a  d e s c r i p t o  p e r m i t e n  o b v i a r  el u s o  de 
un e s q u e m a  d e s c e n t r a d o  y p o r  lo t a n t o  la c o n d i c i ó n  de e s t a b i l i ­
d a d  se r e d u c e  a que se c u m p l a

At < A x 2 /2

q u e  n a t u r a l m e n t e  r e d u n d a  en un m e n o r  t i e m p o  <Se c ó m p u t o .

Un e s q u e m a  de t i p o  i m p l í c i t o  c o n s i s t e n t e  en el p r o b l e m a  d i ­
f e r e n c i a l  se e s c r i b e :

U,n + 1 - un 
i i 1

n+1 - 2 U ? +1 + U I?+1U r
i +1

( 10 )
i - 1

(11)

A x 2
es d e c i r

- r U 1?+ ] + (1 + 2 r ) U? + 1 - r U n+1 = U n 
i-1 i i+1 i

v é l i d o  e n t r e  los n o d o s  i=2 e i = j - 1 ,  s e g ú n  se i l u s t r a  en la f i ­
g u r a  7

n+1

Pa r a  el n o d o  1 se t i e n e ,  r e e m p l a z a n d o  la c o n d i c i ó n  de b o r d e  
p o r  d i f e r e n c i a s  d e s c e n t r a d a s

9 u\n+ 1 u?+1 - « f 1
’ = . « ( n + 1 ) A t

, 9 x / x = o Ax

en la e x p r e s i ó n  g e n é r i c a  p a r a  i=2

(1 + r) u £ +1 - r U * +1 = U 2 + e ( n + 1 ) A t  Axr (12)

Si se h u b i e r a n  u t i l i z a d o  d i f e r e n c i a s  c e n t r a d a s  p a r a  la a p r o  
x i m a c i ó n  de la c o n d i c i ó n  de b o r d e  i z q u i e r d o  el r e s u l t a d o  h u b i e ­
ra si d o

(1 + 2 r ) U ^ +1. - 2 r u £ +1 = + 2 r A x a (n+1 )At
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Si b i e n  es c i e r t o  que en el b o r d e  d e r e c h o  se c o n o c e  la p o ­
s i c i ó n  de la i n t e r f a s e  ln + "' en el t i e m p o  t ^ n + 1  ̂ y su v a l o r  U n+J ,

J Ü +  I

no se c o n o c e  el v a l o r  de U n p e r o  p u e d e  o b t e n e r s e  u t i l i z a n d o  la 

c o n d i c i ó n  de b o r d e  d e r e c h o

» X I °n + 1 , - °a+1
I I n+1 j l- M n + 1

3x A n + I  V p n + 1 A:

d o n d e  M n +  ̂ es el v a l o r  n u m é r i c o  de la p e n d i e n t e  en In + ^. C o m o  
v e r e m o s  más a d e l a n t e  M n +  ̂ se p u e d e  a p r o x i m a r  p o r  M n s u p o n i e n d o  
que ha h a b i d o  una v a r i a c i ó n  l i n e a l ,  es d e c i r

M n + 1 = M n + o (A t )

R e s o l v i e n d o  p a r a  U ? +1 y t e n i e n d o  en c u e n t a  q u e  + ̂ = 0, 
r e s u l t a  3

u n + 1  U n  p n + 1 u »  ( 1 3 )

j = p n+1 Ax M n = p n + 1 Ax —3----= -------- 3
p n Ax p n

E n t o n c e s  en el b o r d e  d e r e c h o  la e x p r e s i ó n  g e n é r i c a  (11) se 
e s c r i b e  (para i*j-1)

_ r U n+1 + ( 1 + 2 r ) U 1?*] - r U ^ +1 * ü"
J ¿ D ” i j j *" 1

r e e m p l a z a n d o  el v a l o r  de U n.+ ̂ o b t e n i d o  de la c o n d i c i ó n  de b o r d e  
d e r e c h o ,  q u e d a  f i n a l m e n t e : 3

p n+ 1
- r U n + 1 + (1 + 2 r ) UI?+ ] * 1 + r --- =— U 1? (14)

3-2 3-1 p “ j

El s i s t e m a  a l g e b r a i c o  r e s u l t a n t e  t r i d i a g o n a l  de o r d e n  j-2
es

1o

S
'

/
y

uCM

s
'
Z

* 
1

1-
-

-
- "  Uz ' 

Uí

"Ug + r A K ^ n*,)A1

u?
>  '

\  \
\  \

V  V

•
•

•\ \ . *

-r l+2 r
-  UH _ _  ( U r ^ l u j 1

pn

La i n v e r s i ó n  del s i s t e m a  (15) se r e a l i z a  m e d i a n t e  el c o n o ­
c i d o  a l g o r i t m o  t r i d i a g o n a l  (ver d e t a l l e s  p o r  e j e m p l o  en R i c h t -  
m y e r  y M o r t o n  ( 1 1 )). Es t e  e s q u e m a  es i n c o n d i c i o n a l m e n t e  e s t a ­
b l e  p a r a  c u a l q u i e r  v a l o r  de r.

Se h a c e  n o t a r  que en el c a s o  en que la p o s i c i ó n  de la i n t e r  
f a s e  sea la que m u e s t r a  la f i g u r a  8,
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la e x p r e s i ó n  p a r a  u ^ + se t r a n s f o r m a  en

L 1 D n + 1
U^+1 , P U 1?
3 „n J“ '

y la e x p r e s i ó n  (14) se e s c r i b e  e n t o n c e s  

_ r jjn+1 + (1 + 2 r ) U>?+1 1 + r

( 16)

C A L C U L O  DE LA I N T E R F A S E  EN LOS M E T O D O S  DE M A L L A  F I J A

S u p u e s t a  c o n o c i d a  la p o s i c i ó n  de la i n t e r f a s e  y la d i s t r i ­
b u c i ó n  de t e m p e r a t u r a s  en el t i e m p o  t n se deseia c o n o c e r  la p o ­
s i c i ó n  de la i n t e r f a s e  en el t i e m p o  t n+1 c o m o  se i n d i c a  en la 
f i g u r a  9. Se t i e n e  co m o  i n c ó g n i t a s  la d i s t r i b u c i ó n  de t e m p e r a ­
t u r a s  y la p o s i c i ó n  de la i n t e r f a s e  que es f u n c i ó n  del g r a d i e n ­
te de t e m p e r a t u r a s  de a c u e r d o  a la e c u a c i ó n  (2). Dado q u e  los 
m ó t o d o s  de a p r o x i m a c i ó n  u t i l i z a d o s  s o n  de p r i m e r  o r d e n ,  es v á ­

l i d a  la s i g u i e n t e  s u p o s i c i ó n  (ver f i g u r a  9):

;n + 1 Sn + 0 ( A t ) (17)

d o n d e  Sn es la d i s t a n c i a  al o r i g e n  de la i n t e r f a s e  en el t i e m p o
t n = nAt.

La e x p r e s i ó n  (17) l l e v a  a la s i g u i e n t e  a p r o x i m a c i ó n

n c u e n t a  la ecuaciói

3 '(IT) r„

(18)

y t e n i e n d o  en c u e n t a  la e c u a c i ó n  (2) se o b t i e n e

M n

d o n d e  M n es el v a l o r  n u m é r i c o  de la p e n d i e n t e  en In . A p r o x i m a n ­
do la e c u a c i ó n  a n t e r i o r  por d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  r e s u l t a  

x n+1 _ x n
-------------  = M n , de d o n d e

At

-n+ 1 x n + M n At ( 19)
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C o n o c i d o  el v a l o r  de M n (que se c a l c u l a  c o m o  la d e r i v a d a  en 
I n del p o l i n o m i o  de L a g r a n g e )  , se o b t i e n e  la p o s i c i ó n  de la i n ­

t e r f a s e  en t n + i = ( n + 1 )At.

M E T O D O S  DE M A L L A  V A R I A B L E

En los m é t o d o s  de m a l l a  v a r i a b l e  que se d i s c u t e n  a c o n t i ­
n u a c i ó n ,  el p a s o  e s p a c i a l  A x  p e r m a n e c e  fi j o  p a r a  t o d o s  los t i e m  
p o s ,  y c a d a  p a s o  de t i e m p o  At es e l e g i d o  de tal m a n e r a  que la 
t r a y e c t o r i a  de la i n t e r f a s e  a v a n z a  un p a s o  A x  d u r a n t e  d i c h o  i n ­
t e r v a l o  de t i e m p o .  De es t a  m a n e r a  la t r a y e c t o r i a  de la i n t e r f a ­
se p a s a  p o r  el n o d o  e x t r e m o  d e r e c h o  c o m o  se i n d i c a  en la f i g u r a

1 0 .

E n t o n c e s  c o n o c i d a ^ l a  p o s i c i ó n  de la t r a y e c t o r i a  de la i n t e r ­
f a s e  y la d i s t r i b u c i ó n  de t e m p e r a t u r a s  en el tienjpo t n , el p r o b l e  
ma c o n s i s t e  en e n c o n t r a r  el v a l o r  de A t ^  (el s u p r a í n d i c e  k i n d i c a  
la i t e r a c i ó n  k) p a r a  el cual la t r a y e c t o r i a  de la i n t e r f a s e  p a s a  
p o r  el n o d o  j+1 en el t i e m p o  tn + -|. Una vez e n c o n t r a d o  el v a l o r  de 
A t ^  se p u e d e  u t i l i z a r  un m é t o d o  de d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  i m p l í c i t o  
c o m o  el r e p r e s e n t a d o  p o r  la e c u a c i ó n  (15) (para p= 1 ) p a r a  o b t e n e r  
la d i s t r i b u c i ó n  de t e m p e r a t u r a s  en el t i e m p o  t n + -|. La e s e n c i a  del 
m é t o d o  de m a l l a  v a r i a b l e  c o n s i s t e  e n t o n c e s  en el c a l c u l o  de A t ^  a 
t r a v é s  de un p r o c e s o  i t e r a t i v o .

Se s u p o n e  que e s t e  p r o c e s o  es c o n v e r g e n t e ,  es d e c i r  que se 
o b t i e n e  el v a l o r  de A t k a p r o p i a d o  c u a n d o  la d i f e r e n c i a  e n t r e  
dos v a l o r e s  s u c e s i v o s  del m i s m o ,  d i f i e r e  en una c o n s t a n t e  a r b i ­
t r a r i a m e n t e  p e q u e ñ a .

V a r i o s  a u t o r e s  han e s t u d i a d o  el m é t o d o  de m a l l a  v a r i a b l e ,  
d i f i r i e n d o  e n t r e  e l l o s  el m é t o d o  i t e r a t i v o  u t i l i z a d o  p a r a  el 
c í l c u l o  de A t k . El p r i m e r  t r a b a j o  s o b r e  el t e m a  fue r e a l i z a d o  
p o r  D o u g l a s  y G a l l i e  ( 4 ). E x t e n s i o n e s  del m i s m o  f u e r o n  r e a l i z a ­
das p o r  G o o d l i n g  y K h a d e r  ( 7 ) y m é s  r e c i e n t e m e n t e  p o r  G u p t a  y 
K u m a r  ( 9 ]. En e s t e  u l t i m o  t r a b a j o  se ha h e c h o  u n a  e x c e l e n t e  dis 
c u s i ó n  s o b r e  el tema.

En g e n e r a l  el p r o c e d i m i e n t o  de c í l c u l o  es el s i g u i e n t e  (ver 
G u p t a  y K u m a r  ( 9 )):

(a) Se s u p o n e  un p a s o  de t i e m p o  A t k a r b i t r a r i o  y se c a l c u l a  
el v a l o r  de r c o r r e s p o n d i e n t e .

(b) Se a p r o x i m a  la e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  (1) p o r  un e s q u e m a  
i m p l í c i t o  c o m o  el r e p r e s e n t a d o  p o r  la e c u a c i ó n  (11). La c o n d i ­
c i ó n  de b o r d e  i z q u i e r d o  se a p r o x i m a  p o r  d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  de 
p r i m e r  o r d e n .  En el b o r d e  d e r e c h o  se u t i l i z a  s o l a m e n t e  la c o n ­
d i c i ó n  de D i r i c h l e t ,  es d e c i r  U I?+  ̂ = 0. El s i s t e m a  a l g e b r a i c o  
r e s u l t a n t e  es t r i d i a g o n a l  de i a ^ f o r m a
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1 + 2  r - 2 r -----O
N I

\

\“ P \
I' \ \
' \ '
\ . \

\
1+2 r

\ \

Ó -------- r 1+2 r

U.

U¡

n+1
U " +  2 r A x e tn+1

U

( 20  )

u"

La s o l u c i ó n  del s i s t e m a  (20) p e r m i t e  o b t e n e r  la d i s t r i b u ­

c i ó n  de t e m p e r a t u r a s  en el t i e m p o  t n + -j
(c) P a r a  obtener, un n u e v o  v a l o r  m e j o r a d o  de A t k y de r se 

r e c u r r e  a la c o n d i c i ó n  de b o r d e  d e r e c h o  (que ruó h a b í a  s i d o  s a ­

t i s f e c h a  p o r  la e c u a c i ó n  (20))

'a .A n+ 1 / d x \ n+ 1

3 x /j+1 \ d t /j+1

que se a p r o x i m a  por un e s q u e m a  de d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  d e s c e n ­

t r a d o

un+1 _ u 1? a x
j + 1 j = _ _  (21)

A x  At

y t e n i e n d o  en c u e n t a  que U rVf+^ = 0 nos q u e d a  el n u e v o  v a l o r  de r 

en f u n c i ó n  del n u e v o  v a l o r  de A t k

r =
A t k = 1 

A x 2 U n+1
(2 2 )

(d) Con el n u e v o  v a l o r  de r se v u e l v e  a r e s o l v e r  el s i s t e m a  
(20), o b t e n i é n d o s e  una n u e v a  d i s t r i b u c i ó n  de t e m p e r a t u r a s .  El 
p r o c e s o  i t e r a t i v o  continifa h a s t a  que dos v a l o r e s  s u c e s i v o s  de 
A t k d i f i e r a n  en un v a l o r  que se e n c u e n t r e  d e n t r o  de la p r e c i ­

s i ó n  r e q u e r i d a .

El m é t o d o  de m a l l a  v a r i a b l e  r e c i e n t e m e n t e  d e s c r i p t o  fue u- 
t i l i z a d o  por G u p t a  y K u m a r  {_ 9 j p a r a  la r e s o l u c i ó n  de un p r o b l e ­
ma de S t e f a n  s i m i l a r  al d e s c r i p t o  en este t r a b a j o .  Los r e s u l t a ­
dos n u m é r i c o s  o b t e n i d o s  en d i c h o  t r a b a j o  son s a t i s f a c t o r i o s  y 

d e m u e s t r a n  la b o n d a d  del m é t o d o .

En el p r e s e n t e  t r a b a j o  se h a c e  un e s t u d i o  n u m é r i c o  d e t a l l a ­
do del m é t o d o  d e s c r i p t o  y se p r o p o n e n  las s i g u i e n t e s  m o d i f i c a ­
c i o n e s  que a c e l e r a n  el p r o c e s o  de c o n v e r g e n c i a :
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(a) U t i l i z a c i ó n  de una a p r o x i m a c i ó n  de s e g u n d o  o r d e n  en el 
c á l c u l o  de la c o n d i c i ó n  de b o r d e  d e r e c h o  es d e c i r

U n + 1 - 4 U n + 1 
j-1 j A x

e

2 A x At

n vez de la e x p r e s i ó n  (2 1) c u a n d o  se c u m p l e  que

(23)

yn+1 <  2U n + 1 (24)
j-1 3

E s t o  es d e b i d o  a que si se c u m p l e  la c o n d i c i ó n  d a d a  p o r  la d e ­
s i g u a l d a d  (24), los v a l o r e s  o b t e n i d o s  en la e c u a c i ó n  (23) son 

mis e x a c t o s .
(b) U t i l i z a c i ó n  de una p o n d e r a c i ó n  o i t e r a c i ó n  c o m p u e s t a  p £  

ra el c í l c u l o  del n u e v o  p a s o  de t i e m p o ,  de la f o r m a

A t k+1 - a A t k+1 + (1 - cx)Atk (25)

d o n d e  0 < a  < 1 es un c o e f i c i e n t e  de p o n d e r a c i ó n  o r e l a j a c i ó n ;
(c) La u t i l i z a c i ó n  c o m o  v a l o r  i n i c i a l  p a r a  el c í l c u l o  de 

A t k , de la a p r o x i m a c i ó n  l i n e a l  de la e c u a c i ó n  (19) que, p a r a  

e s t e  m é t o d o ,  se t r a n s f o r m a  en

At° = A x / M  (26)

C o m o  v e r e m o s  en la . d i s c u s i ó n  de los r e s u l t a d o s ,  la i n t r o d u c  
c i ó n  de las m o d i f i c a c i o n e s  m e n c i o n a d a s  m e j o r a  a p r e c i a b l e m e n t e  
el m é t o d o  de m a l l a  v a r i a b l e  d e s c r i p t o  con a n t e r i o r i d a d .

D I S C U S I O N  DE LOS M E T O D O S  DE M A L L A  F I J A  Y V A R I A B L E

El m é t o d o  de m a l l a  fi j a  e x p l í c i t o  con d i f e r e n c i a s  d e s c e n t r a  
das l o c a l e s  (en el n o d o  j) t i e n e  el i n c o n v e n i e n t e  de ser m u y  
r e s t r i n g i d o  p o r  p r o b l e m a s  de e s t a b i l i d a d  n u m é r i c a .  Se p u e d e  m e ­
j o r a r  la e s t a b i l i d a d  u t i l i z a n d o  l o c a l m e n t e  un e s q u e m a  i m p l í c i t o  
e i n t e r p o l a c i ó n .  De t o d o s  m o d o s ,  en el c a s o  de t e n e r  un p r o b l e ­
ma p a r a b ó l i c o  con c o e f i c i e n t e s  v a r i a b l e s ,  el m é t o d o  e x p l í c i t o  
es d e s a c o n s e j a b l e  d a d o  que d i c h o  c o e f i c i e n t e  j u e g a  el m i s m o  p a ­

p e l  que r.

El m é t o d o  de m a l l a  fija i m p l í c i t o  es m u c h o  mis e s t a b l e  ( i n ­
c o n d i c i o n a l m e n t e  e s t a b l e  p a r a  e c u a c i o n e s  p a r a b ó l i c a s  l i n e a l e s ) ,  
p e r o  r e q u i e r e  un m a y o r  niímero de o p e r a c i o n e s  p o r  n o d o  que el m é  
t o d o  e x p l í c i t o ,  ya que p a r a  c a d a  p a s o  de t i e m p o  hay que i n v e r ­
tir un s i s t e m a  t r i d i a g o n a l .  Si b i e n  el p a s o  de t i e m p o  no e s t í  
r e s t r i n g i d o  p o r  p r o b l e m a s  de e s t a b i l i d a d ,  lo estéf p o r  p r o b l e m a s  
de p r e c i s i ó n .  E s t o  se de b e  a la m a n e r a  c o m o  se c a l c u l a  el alcari 
ce de la i n t e r f a s e  en el n u e v o  p a s o  de t i e m p o .

En el m é t o d o  de m a l l a  v a r i a b l e ,  n e c e s a r i a m e n t e  se d e b e  u t i ­
l i z a r  e s q u e m a s  de d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  i m p l í c i t o s  p o r  p r o b l e m a s  
de e s t a b i l i d a d .  A s i m i s m o  se r e q u i e r e  una i t e r a c i ó n  i n t e r n a  p a r a  
el c í l c u l o  del p a s o  t e m p o r a l  c o r r e c t o ,  p a r a  c a d a  p a s o  de t i e m p o .  
T i e n e  el i n c o n v e n i e n t e  de que una m a y o r  d e n s i f i c a c i ó n  del p a s o  
e s p a c i a l  i m p l i c a  i g u a l  d e n s i f i c a c i ó n  del p a s o  t e m p o r a l .

La c o m p a r a c i ó n  e n t r e  los m é t o d o s  de m a l l a  fija y v a r i a b l e  
d e p e n d e  del p r o b l e m a  a r e s o l v e r  y en ifltima i n s t a n c i a  s ó l o  la 
e x p e r i m e n t a c i ó n  n u m é r i c a  de a m b o s  m é t o d o s  s o b r e  un m i s m o  p r o ­
b l e m a  d e t e r m i n a  la v e n t a j a  de uno s o b r e  otro.



4. R E S U L T A D O S  N U M E R I C O S

En es t a  s e c c i ó n  se p r e s e n t a  la s o l u c i ó n  n u m é r i c a  del p r o b l e  
ma de S t e f a n  d e s c r i p t o  p o r  la e c u a c i ó n  (1) - (2) o b t e n i d a  m e ­
d i a n t e  el m é t o d o  de m a l l a  v a r i a b l e  p r e s e n t a d a  en la s e c c i ó n  a n ­

t e r i o r  .

Se u t i l i z ó  una c o m p u t a d o r a  I B M / 3 7 0  - 158 del C e n t r o  de C a l ­
c u l o  C i e n t í f i c o  de la C N E A ,  l e n g u a j e  F o r t r a n  y p r e c i s i ó n  s i m ­

p l e  .

En la t a b l a  I se p r e s e n t a n  los v a l o r e s  n u m é r i c o s  de la t r a ­
y e c t o r i a  de la i n t e r f a s e  en el p l a n o  x - t, p a r a  d i f e r e n t e s  t a ­
m a ñ o s  de m a l l a  e s p a c i a l  j u n t o  con los t i e m p o s  de C P U  u t i l i z a d o s .  
En e s t a  s e r i e  de e x p e r i m e n t o s  se u t i l i z ó  una a p r o x i m a c i ó n  l i n e a l  
p a r a  el c á l c u l o  de la d i r i v a d a  en la i n t e r f a s e  y u n a  p r e c i s i ó n  
de 10-5 en el c á l c u l o  del p a s o  t e m p o r a l .  Se p u e d e  o b s e r v a r  que 
a m e d i d a  que se a f i n a  la m a l l a  los v a l o r e s  de la i n t e r f a s e  se 
a p r o x i m a n  al v a l o r  t e ó r i c o  (x = t).

En la t a b l a  II se p r e s e n t a  la m i s m a  s e r i e  de e x p e r i m e n t o s  
p e r o  u t i l i z a n d o  una a p r o x i m a c i ó n  de s e g u n d o  o r d e n  p a r a  el cílcvi 
lo de la d e r i v a d a  en la i n t e r f a s e .  C o m p a r a n d o  a m b a s  t a b l a s  se 
p u e d e  ver c l a r a m e n t e  la v e n t a j a  de u t i l i z a r  u n a , a p r o x i m a c i ó n  de 
s e g u n d o  o r d e n .  C o m o  i l u s t r a c i ó n  de lo a n t e r i o r  en la f i g u r a  11 
se p r e s e n t a  el g r á f i c o  de la s o l u c i ó n  n u m é r i c a  con i n t e r p o l a c i ó n  
l i n e a l  y p a r a b ó l i c a  p a r a  la d e r i v a d a  en la i n t e r f a s e  y su c o m ­
p a r a c i ó n  con la s o l u c i ó n  t e ó r i c a .
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T A B L A  I

V A L O R E S  N U M E R I C O S  DE LA C O O R D E N A D A  T E M P O R A L  DE 
LA T R A Y E C T O R I A  ( A P R O X I M A C I O N  L I N E A L  DE 

LA D E R I V A D A  EN LA I N T E R F A S E )

X

A x= 0 . 1 A x = 0 .05 > X II o • O to > X II o • O u

T I E M P O

0 . 1 0 . 1 0 0 0 0 . 1 0 0 0 0 . 1 0 0 0 0 . 1 0 0 0

0 . 3 0 . 2 9 5 5 0 .2955 0 . 2 9 7 8 0 .29 8 9

0 . 5 0 . 4 8 7 2 2 0 . 4 9 1 7 0 . 4 9 6 2 0 . 4 9 8 2

0 . 7 0 . 6 7 9 6 0 0 . 6 8 7 9 0 . 6 9 4 8 0 . 6 9 7 6

0 . 9 0 . 8 7 2 4 7 0 . 8 8 4 4 0 . 8 9 3 5 0 . 8 9 7 0

1 0 . 9 6 9 0 4 0 . 9 8 2 7 0 . 9 9 2 8 0 . 9 9 6 7

T i e m p o  
E j e c u c i ó n  

(S e g u n d o s )
0 . 0 2 8 0 . 085 0.4 3 7 1 . 196
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TABLA  I I

V A L O R E S  N U M E R I C O S  DE LA C O O R D E N A D A  T E M P O R A L  DE 
LA T R A Y E C T O R I A  ( A P R O X I M A C I O N  P A R A B O L I C A  

DE LA D E R I V A D A  EN LA I N T E R F A S E )

X

A x « 0 . 1 i x * 0 .05

C
M

O•01
 
X
 

<3 > X l o • O

T I E M P O

0 . 1 0 . 1 0 0 0 0 . 1 0 0 0 0 . 1 0 0 0 0. 1000

0 . 3 0 . 29 9 4 0 . 2 9 9 4 0 .2998 0 . 3 0 0 0

0 . 5 0 .49 7 6 0 .4984 0 . 4 9 9 4 0 . 4 9 9 8

0 . 7 0 . 6951 0 .697 1 0 . 6 9 8 9 0 . 6 9 9 8

0 . 9 0 . 8 9 2 3 0 . 8 9 5 6 0 . 8 9 8 3 0 . 8 9 9 8

1 0 .9907 0 . 9 9 4 8 0 . 9 9 8 0 0 . 9 9 9 8

T i e m p o  
E j e c u c i ó n  

(S e g u n d o s )
0.02 1 0. 086 0 .426 1 . 266

t

FÍS. 11- INFLUENCIA DE LA APROXIMACION LINEAL Y PARABOLICA 
IN  LA TRAYECTORIA DE LA IN TE R FA K
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En la f i g u r a  12 se m u e s t r a  el c o m p o r t a m i e n t o  del e r r o r  t o ­
m a d o  co m o  la m á x i m a  d e f e r e n c i a  e n t r e  los v a l o r e s  de la s o l u c i ó n  
t e ó r i c a  y n u m é r i c a  de la t e m p e r a t u r a ,  p a r a  v a l o r e s  c r e c i e n t e s  
del t i e m p o .  Se o b s e r v a  que n a t u r a l m e n t e  el e r r o r  a b s o l u t o  c r e c e  
c o n  el t i e m p o  d a d o  el c a r á c t e r  s i s t e m á t i c o  de los m i s m o s .  No 
o b s t a n t e  e l l o  no se s o b r e p a s a  el 3% p a r a  la m a l l a  e l e g i d a  que 
es e v i d e n t e m e n t e  m u y  g r u e s a .

En la f i g u r a  13 se p r e s e n t a  el e r r o r  m á x i m o  ( d e f i n i d o  en el 
p á r r a f o  a n t e r i o r )  en f u n c i ó n  del t a m a ñ o  de m a l l a .  Se p u e d e  o b ­
s e r v a r  el c o m p o r t a m i e n t o  a s i n t ó t i c o  del e r r o r ,  lo que p r u e b a  
e m p í r i c a m e n t e  la c o n v e r g e n c i a  del m é t o d o  u t i l i z a d o .

En la f i g u r a  14 se p r e s e n t a  un e j e m p l o  de la i n f l u e n c i a  de 
la p o n d e r a c i ó n ,  o i t e r a c i ó n  c o m p u e s t a ,  s o b r e  el niímero de i t e ­
r a c i o n e s  n e c e s a r i o  p a r a  o b t e n e r  el p a s o  t e m p o r a l  A t k c o n  u n a  
p r e c i s i ó n  p r e d e t e r m i n a d a .  Se o b s e r v a  que el v a l o r  ó p t i m o  del pa 
r á m e t r o  de p o n d e r a c i ó n  a es de a p r o x i m a d a m e n t e  0,7 y que p a r a  
e s t e  v a l o r  el n u m e r o  de i t e r a c i o n e s  se r e d u c e  n o t a b l e m e n t e .

En la f i g u r a  15 se p r e s e n t a  la d i s t r i b u c i ó n  de t e m p e r a t u r a s  
c u a n d o  la i n t e r f a s e  ha a l c a n z a d o  el p u n t o  de c o o r d e n a d a s  (1,1) 
de e s p a c i o  y t i e m p o ,  r e s p e c t i v a m e n t e .

F i n a l m e n t e  en la t a b l a  III se p r e s e n t a n  los r e s u l t a d o s  o b ­
t e n i d o s  p o r  F u r z e l a n d  ( 5 ) en la r e s o l u c i ó n  de la e c u a c i ó n  (1) -
(2) u t i l i z a n d o  u n a  t r a n s f o r m a c i ó n  de c o o r d e n a d a s  y un m é t o d o  
i m p l í c i t o  de d i f e r e n c i a s  f i n i t a s .  Las c u a t r o  s e r i e s  de v a l o r e s  
c o r r e s p o n d e n  a d i f e r e n t e s  m o d o s  de a p r o x i m a r  la e c u a c i ó n  d i f e ­
r e n c i a l  y la p e n d i e n t e  de la i n t e r f a s e  ( 0 = 1  c o r r e s p o n d e  al e £  
q u e m a  i m p l í c i t o  r e p r e s e n t a d o  p o r  la e c u a c i ó n  (11)).

T A B L A  III

P O S I C I O N  DE LA I N T E R F A S E  ( R E S U L T A D O S  
O B T E N I D O S  P O R  F U R Z E L A N D  ( 5 ))

t i e m p o

M A L L A  E S P A C I A L  C O N  101 N O D O S ,  A t = 0 . 0 2

A P R O X I M A C I O N E S  P A R A  LA I N T E R F A S E ,  0=1
0 = 1 / 2  

3 p u n t o s2 p u n t o s p t o .  f i c t i c i o 3 p u n t o s
0 . 1 0 . 1 0 0 0 0 . 1 0 0 0 0 . 1 0 0 0 0 0 . 1 0 0 3

0 . 2 0 . 2 0 0 2 0 . 2 0 0  1 0 . 2001 0 . 2 0 0 3

0 . 5 0 . 5 0 0 7 0 . 5 0 0 3 0 . 5 0 0 3 0 . 5 0 0 3
0 . 9 0 . 9 0 1 9 0 . 9 0 0 6 0 . 9 0 0 6 0 . 9 0 0 3

1 . 0 1 . 0022 1 . 0 0 0 8 1 . 0 0 0 7 1 . 0 0 0 3

T i e m p o  de 
e j e c u c i ó n  
(F O R T R A N , 
I C L  1706A, 
S e g u n d o s )

2 2 2 2

De la c o m p a r a c i ó n  de los r e s u l t a d o s  s u r g e  que el m é t o d o  p r o  
p u e s t o  en este t r a b a j o  es más p r e c i s o  y a p a r e n t e m e n t e  u t i l i z a  
un m e n o r  t i e m p o  de c<5mputo.
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FIG .12-C U R VA  DEL ERROR MAXIMO EN FUNCION DEL TIEMPO

N» NODOS

F IQ .1 3 - ESTUDIO NUMERICO DE LA CONVERGENCIA



- 17 -

FIG. 1 4 - INFLUENCIA DEL PARAMETRO a  DE PONDERACION 
SOBRE EL NU MERO DE ITERACIONES

FIG .13-D ISTRIBUCIO N DE TEMPERATURAS
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C O N C L U S I O N E S

2 0 p r e s e n t a d o  un e s t u d i o  de los m é t o d o s  de t r a t a m i e n t o  
n u m é r i c o  de una i n t e r f a s e  m<5vil a t r a v é s  del a n á l i s i s  de un 
p r o b l e m a  de S t e f a n  u n i d i m e n s i o n a l .  Se e s t u d i a r o n  los m é t o d o s  de 
m a l l a  fi j a  y v a r i a b l e  y se d i s c u t i e r o n  sus v e n t a j a s  e i n c o n v e ­
n i e n t e s .  Se ha p r o p u e s t o  un n u e v o  me'todo b a s a d o  en la m o d i f i c a ­
c i ó n  de un mé'todo de m a l l a  v a r i a b l e .  Las m o d i f i c a c i o n e s  i n t r o ­
d u c i d a s  c o n s i s t e n  en la u t i l i z a c i ó n  de una a p r o x i m a c i ó n  de o r ­
den s u p e r i o r  p a r a  el c á l c u l o  de la p e n d i e n t e  de la i n t e r f a s e /  
de una i t e r a c i ó n  p o n d e r a d a  o i t e r a c i ó n  c o m p u e s t a  p a r a  el c a l c u ­
lo del p a s o  t e m p o r a l  y de la u t i l i z a c i ó n  c o m o  v a l o r  i n i c i a l  en 
el c á l c u l o  i t e r a t i v o  del p a s o  t e m p o r a l ,  de u n a  a p r o x i m a c i ó n  l i ­
n e a l  b a s a d a  en los m é t o d o s  de m a l l a  fija. El e f e c t o  c o m b i n a d o  
de las m o d i f i c a c i o n e s  e n u n c i a d a s ,  da c o m o  r e s u l t a d o  un c á l c u l o  
más p r e c i s o  y e c o n ó m i c o  co m o  lo d e m u e s t r a n  los e n s a y o s  n u m é r i ­

cos p r e s e n t a d o s .
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DIAGRAMA DE FLUJO DEL PROBLEMA DE STEFAN

^ C 0 M I E N Z 0  ^

LEE  
D x, EP S  

f A LTA,B AJA,
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DlAGRAMA DE FLUJO DEL PROBLEMA DE STEFAN
CONTINUACION

T2 a T1 + DT1 
R* DT1/ DX«*2 

BI3 2«R* DX* EXP(T2) 
UNl(1)aUNl(l)+BI

T R I

UN2 (J) *0 .  
U2J = 2*UN2(J1)

^ \ N O
< f a j< U N 2U2£ > - *

DT2 * D X * * 2 /U N 2(J 1)

T A N *U N 2 (J 1) /D X
—

TSi

DT2 s2*DXjh»2/(4 # U N 2 (J1)-UN2CJ2))
TAN* (4 .#U N2 lü l) -  UN2 (J 2M 2*DK)

ERR» A B S  (D T 2 -  D T 1) 4------------——

NIT = 1

DT1 = DT2 *  ALTA + (1.-ALTA)*DT1 
NIT ■ NIT+1 

UNI (1)s UNI ( l ) -B I

ERR0R
MAXIM0
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IF  ( J . G T . 3 )  G O  T O  1 5 0

C

F I L F :  S T E F A N  F O R T R A N  A C N E A  -  C M S  - R E L  6  P L C  úto

C . . . R A M A  S O L U C I O N  A N A L Í T I C A  
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T F = I T  I E M / 1■E6- T f 
W R I T E í 6 » 1 7 1 ) TF 

171 F U R M 4 T Í  I X , « T I E M P O  T O T A L  Dfc C P U  = * , F 1 0 . 7 , »  SEG •)
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STOP
END

S U B P H U T INE T E O N U  ( J , U T , D I

c I i r s C L U C I O N EN U M E R Í c A  P E R F I L  C A L C U L A D O  T t O R I C A M E N T E  C Ü M Ü  P R I M E R  V E C T O R

DIMEl-JMUN O í l l ^ ) , U T ( H O )
DO 1 l = i , J 
Di IJ = lJT( I)

1 C O N T I N U E  
R FT U R N  
fc NO
^ U B K O U T T N E  T E O (J ,0 X f1 1l M ,U T )

¿ • • • C A L C U L A  '/¿-C70R S O L U C I O N  V A L I E N D O S E  De LA S O L UC I ON  A N A L I T I C A  C O N O C I D A

D I M E N S I O N  UTÍ ilwí 
X = 3.

DP 1': i = 1, J
x= ( i-?.)*d x

U T ( I J = t X P { T I E M - X ) - l .
r: C O N T I N U E  

F.ETURN 
TMD

SJRRüUÍINfc TRI ( L , R , D fUN 2,P , DX )

Co o o RLSUCl V E ’-M S IS T EM A A L G E B R A I C O  TR l D I A G r'NAL

i g Í m A U 1 UÍ) !1‘ l . C l l l ^ . D Í U O ,  ,UN2(110J, BETA ( 1 1 0 ), 1 1 0 ),
“DO 7 1 = 1 , L 
A ( I )=-R
O ( I ) - l „ +2 » *K 
C { l )=-R 

7 C O N T I N U E
M I  .) = - ? . * « / < l.+P)
B ( L ) = ] . + 2 „ * P / P  
(- < 1 ) = - 2 o*S 
B F T A. ( J )=8(1 )
L 1 = L -1
un ? I = 1 ,LI
f c( T ) = C ( I ) / D E T A ( 1)
K= I +1
BFTAÍ K ) = B ( K ) - A ( K ) * V (K - 1 ) 

l fONTIN'JL
wA*- A( 1 )=0( lí/BF.TA ( 1 )

O ’ i I=2,L
i f r v t t ^ I c *  f ,= (D( 1 ,_A( ! J*^AMA{ I - I ) )/3 L T A ( [)3 Cl.iViTIN lh

UN?(L.)=GAWA(L) 
no 4 i=i,li
-1 = 4 — T
< IN2( M ) = GAMA <tf)-W{M) * U N 2 { M+ i )

4 C O N T I N U E
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RET UR N
END

SlJEPOUTlNE P R E S S ( T.N, E ,V ,R ,T A N ,Ú T 2 )

R = t m / D X * * 2 ,  T A N G E N T E , I N C R E M E N T O  DE TIEMPC» T I E M P O  A C T U A L ,  
. . . M A X I M O  ER RO R EN ESE TI EM P O  Y VE C TO R S O L U C I O N  1

DI Mí N c. ION V(11?)
VsR ITEI 6,21 R , T A N , D T 2

2 FO RM AT  (IX, *R' , F i . 5, 1.. X, ' TAN* ,Flt . 5,2." X, • OT2 • ,f l... . 5 )
W R I T F ( 6 , 1 )  < T , E , < V ( I ) . I=1,N>)

1 F O R M A T ( / , l X » 7 F 3 ó . 5 , / , (49X,5Flfc.5,/))
R ET U R N

ENO
SU B Rr UT INE T R A N S <J ,ü t U N 2 ,T Z ,T I )

...EL VE CT O R  S O L U C I O N  A C T U U  PASA A SER VE CT O R  S O L U C I O N  A N T E R I O R

O I M E N S  I O N  0 ( 1 1 . * ) ,  U N 2  ( 1 1 0  ) 
nu i i=i.j 
D( I )='JN2( I )

1 C O N T I N U E  
T1 = T?

R E T U R N
END
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FILE: S TF F A N  F O R T R A N  A C N E A  - CMS - REL 6 PLC 06

C... R E S O L U C I O N  DE UN P R O B L E M A  ST E F A N

u ^ ^ a u Í f r i o r  y M e m p o  a c t u a l

E : : : N Í T 1S I E ? ¡ ' A t ó H ¡ i S * S Í * l. T e H * c i ü N E s  p * r *  e l  o t  b „
r , . . ALTA SF E M P L E A  EN LA P O N D E R A C I O N  DE DT1 Y 0T2 
C o c o b A J A  ES C O E F I C I E N T E  DE DT1 
C 11 » T — ""I

O IM F N S  ION tJN2 ( 1 1 ' ) »UT( 1 1 0 ) , U N 1 ( 1 1 0 ) tA( 1 1 0 ) »B< 110 ) *C( lio) » 
í w m u  » D < u o )
T7=*.
Tl*n.

S*(>.

C « •o ENT RA DA DF DATOS D X ,E P S ,A L T A , B A J *

C R E A D Í 5 . 3 U 5 )  O X ,E P S , A L T A ,BAJA
305 F Q R V A T ( ^ F 1 Ó * 5 )

CU*? •
J = 1 
T*r,.
P = le 
X= "•

R = /' •
T AN= 1 •
DT l = D X / 2 .

300 ^F ORM  A T ( í X » 'C O N O I C I O N E S  IN IC I AL ES  DEL P R O B L E M A’»//),  . i  U  I '  M ' l  I \  ------------------------------------------  — -------

2 F n R M A T ( 5 x ¡ ' D x í í í I ^ 5 l 5 X ? ' X I N I C I A L ; , F 8. 5 ,5 X , / , l X , ' T l N I C I A L ' » F S . 5 , 
1 5 X , ' A L T A ' ¡ F 1 * . 5 1 5X,*BAJA*,F1<!.5,/)

WftITFÍ f.3.1‘*)FPS
F C R M A T í Io x Í'EPS P R E C I S I O N  T I E M P ü '» F 10.5#//)

FO R M A T  { 1 X!» óX» * T I fcMPU ' » 1 IX» • E RR OR MAXI MO •, 2C X »• V A L O R E S  A P R O X I M A D O S3'? 1

LALL  TIM (ITIFM)
T O I T I E M / 1 . E 6  

CALL T E C Í J , D X , T 2 , U T )

C . . . S E  T A L C U L A  SOLUCI CN N UM tR I C A =  TF OR ICA

C CALL TEONI J (J,UT,U^2)

C... I MP RF SI ON  DE LA S O L U C I O N  N U M E R I C A  Y T E O R I C A

C CALL  P R E S S Í T 2 , J , E U  , U N 2 , R ,T A N ,DT¿)
5 C O N T I N U E  

D T != D X  
J = J + 1

J1=J-1 
J 2=J - 2 

IF (J.GT.3) GO TO 150
C

FILF: ST E F A N  FORTR AN  ̂ C N E A - CMS - REL 6 PLC 06

C « • • RAMA  S O L U C I O N  A N A L Í T I C A  
C
192 T 2 = T 1+ D T 1

CALL T E O Í J tD X , T 2 ,UT)
IF IS .EQ .l. ) GO 10 5 

CALL T E C N U Í J . U T , U M 2 1 
GO TO 50

1 5 ’ S _ 1° U T 1 = R A J A * D T 1
15 C O N T I N U E

T?= T1+DT1
R = D T 1 /Ü X ** 2

B I = 2 . * K * O X * E X P { 7 ? )
M N 1 (i) = U N 1 ( 1 ) +B l

C . . . S E  HA C O R R E G I D O  LA PR IMER C O M P O N E N T E  OE UNI CU N  LA C O N D I C I O N  
C . . . O E  BORDE IZQUIERDO

° CALL T R I { J l . R . U N l , U N 2 t P , D X )
UN 2 (J ) = o .

U 2 J = 2• *UN2 ( J 1 ) _
If (U? J e L T o U h 2 ( . i D  ) G TH ?<■>;;

20 Ü T 2 = Ü X * * 2 / U N ? ( J 1 )
C TAN=UN2l JiÍ/DX

? q  G0 n T 2 ^ ? .  * D X + * 2 / < 4 .  í l ) N 2 (  J 1 ) - ' J.M2 ( J 2  ) )
7Á(\ )= ( u a ? ( J a ) - U N 2 (  J ?  ) J /  ( 2 o * D X )

7 rRr-af,c> ( nT ? - n t i  )



U N I ( \ ) = U N 1(1)-BI
GO  TO 15 

20 W R [ T ü (6,421) NI T 
421 F O R m a.t ( i x t «NUMERO DE IT E R A C I O N E S * ,14,/)

N I T = 1 
GO TO 192 

50 EIJ=A8S<U¡M2(1)-IJT< 1))
D O  3 0

E U l = A ñ S ( U M 2 < I ) - L T < I ) )
IF (E Ü.L T.t Ul ) EU=EU1 

30 C O N T I N U E
CALI P R E S S ( T 2 , J ,E U ,U N 2 ,R ,T A N , D T 1)

FIN DEL C I C L G  T E M P O R A L

CA LL T R A N S Í J , U N I , U N 2 , T 2 , T I )
WRIT E (6» 30 2 )

3 0 ?  F ORiM A T  ( 1 X , 2 5  { ' ....... • ) )
IF (T?.GTo 1. )C1 Tn 2?)0C 
GO Tn 5 

2 0 J )  CALL riMUTIErt)
TF = IT I E M / I « E 6 - T f 
W R I T E < 6 , 1 7 ! )  TF 

171 FÜRM ATí  IX , « T I E M P O  TOTAL üfc C P U  = • , F 10.7,' SEG '*

FILE: S TE F A N  F O R T R A N  A CN E A - C M S  - REL 6 PLC 06

STOP
END

S U B P O U T I N E  T E O N U  (J,UT,D1

r " * c p n P.?TnME L . u c l í r ?  P E R r i L  C A L C U L A D O  T E O R I C A M E N T E  C O M O  P R I M E R  V E C T O R  
« • b ü L U CI uN  N U M E R I C A

c
D I M E N S I O N  D (11 '■>) , U T ( 110 )

DO 1 l=l.J 
D( Ii = tJT( I|

1 C O N T I N U E  
R F T U R N  
END
« U H R O U T T N E  TEO ( J, DX, 1 U M ,  U T )

C « • • C A L C U t A  V E C T O R  S O L U C I O N  V A L I E N D O S E  DE LA S O L UC IO N A N A L I T I C A  C O N O C I D A  

D I M E N S I O N  UTÍllui

DP = 1 *
X = ( t-1)*DX 

U T ( I í = t X P ( T I E M - X ) - l .
10 C O N T I N U E  

F.ETURN 
TND

S J R R Ü U T I N E  TRI ( L ,R ,D , U N 2 ,P ,D X )

C . o » R E S U E L V E  UN S IS TEM A A L G E B R A I C O  TR ID IAGn NAL

i G A M A U l ^ )  A í l l f , *b ( 1 1 ' >»c í l i n ) t ü l 110 ) , U N 2 (1 10 ) , BETA (110),WI 110),

“DO 7 1 = 1 , L 
A (I)=-R 
B< l ) = l . + 2 . * K  
C ( l )=-R 

7 C O N T I N U E
M L )  = - ? . * r / < i . + p )
B(L) = ] . + 2 . 1»P/P 
L U )  = -2o**
RFTAÍ n = 0 ( l  )
L 1 = L - 7
un i i = i,l i
K( I)=C( I ) / !3 E T A ( i )
K= I +1
B E T A < K j = S ( K ) - A ( K j * M K - l )

1 fONTINft:
oA*'A< 1) = 0 U  ) / B E T A ( ! )

O ’ i 1 = 2, L
G A 4A ( I ) = ( D( I )-A ( I ) * b A K A ( I - 1 ) ) / 3ETAÍ I )

3 CfiiViT I N : I 6
UIV? ( L ) = G A M A ( L )
00 h I= 1 , L 1
x-| _T
11N2 ( M ) = G A .-1A i M ) - W ( M ) * U N 2 ( M+ i )

4 C O N T I N U E
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FILE: *TFFA.N F O R T R A N  A CNE A - C M S - RfcL 6 PLC '*6

R E T U R M
FND

SlJCPOUTINE P R E S S (T,N, E ,V , R ,T A N ,Ü T 2 )

. . .I M P R I M E  R = 0 T 1 / D X * * 2 ,  T A N G E N T E , I K C k c M E N T Ü  DE T I EMPG, T I E M P Ü  ACTUAL, 

. . . M A X I M O  E R Rü k EN ESE TIE MP O Y VE CT OR  S O L UC IO N

D I M F N S I O N  V(JIC)
W R I T E ( 6 » 2 )  R » T A N , D T  2

2 FORMAT ( I X ,  * R '  , F  i  . í i ,  l i ’ X, '  TAN ’ , F 1C . 5 ,  2. :  X,  '  DT2  ’  , F l u c 5 i
W R I T E ( 6 , 1 )  ( T , E , ( V a ) , I = l , N ) |

1 F O R M A T ( / , l X , 7 f ] 6 . 5 , / , (4 9 X ,5 F 1 6 . 5,/))
R ET U R N  

ENQ
SU R Rr U T IM E TRANS<J,i),UN2,T2,Tl J

...EL V E C T O R  S O L U C I O N  ACTUAL PASA A SER VE C TO R S O L U C I O N  A N T E R I C R

D I M E N S I O N  Di II ■), U N 2 ( 110) 
nu i i=i,j 
D ( I )- U N 2 ( I )

1 C O N T I N U E
T1 = T?

R E T U R N
END


