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RESUMEN

Se presenta un estudio de los mé€todos de tratamiento numé-
rico de una interfase mévil a travé€s del andlisis de un proble-
ma de Stefan unidimensional. Se consideran los métodos de malla
fija y variable en diferencias finitas. Se discuten sus venta-
jas e inconvenientes y se propone un nuevo método consistente
en la utilizacidn de malla variable, de una aproximacidn de or-
den superior en el cdlculo de la interfase, de una iteracidén
compuesta en el cdlculo del paso de tiempo y de la utilizacidn
de una aproximacidén lineal basada en los mé€todos de malla fija
como valor inicial en el cdlculo iterativo del paso de tiempo.
Se presentan resultados num€ricos que se comparan con los obte-
nidos por otros autores. De esta comparacidén surge que el méto-
do propuesto presenta la ventaja de ser mds preciso, de conver-
ger en un nimero menor de iteraciones y de utilizar menor tiem-
po de cdmputo.

1. INTRODUCCION

Se conoce como problema de Stefan o problema de borde mdvil
o libre al problema de la resolucidn de una ecuacidén de tipo
parabdlico en un dominio variable dependiente de la solucidn
incédgnita. Si bien la ecuacidn puede ser lineal, el dominio de
la misma depende de agquella y tiene que ser resuelta simultdnea
mente como una incdgnita mds: por lo tanto el problema es no
lineal.

Los problemas de conduccidn del calor o de difusidn con cam
bio de fase, constituyen una clase muy amplia de problemas de
borde libre. El problema prototipo es el problema de fusidn o
solidificacidén de agua/hielo, estudiado por Stefan en 1891 (de
ahi su nombre). (Ver Carslaw y Jaeger (1)).

El problema de borde libre se puede encontrar en muchas a-
reas de aplicacidén prdctica tales como en las industrias del
metal, vidrio, pldstico, petrdleo, nuclear, disefio de vehiculos
espaciales, preservacidén de alimentos, semiconductores, crioci-
rugia, astrofisica, metereologfa, plasma, etc.

Entre los varios métodos existentes para resolver el proble
ma de Stefan, se destacan por su generalidad los mé&todos numé-
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ricos, en particular diferencias finitas y elementos finitos.
Dentro de los métodos numé€ricos hay dos grandes corrientes: a-
quellos que realizan el seguimiento de la trayectoria en forma
explficita (tracking methods) y resuelven el problema diferen-
cial sobre un dominio mdévil, y los que evitan dicho mdtodo uti-
lizando un dominio fijo a través de lo que se denomina formula-
cidn generalizada o débil (introduccidn de la funcidn entalpia,
etc.). Una discusidn de las ventajas e inconvenientes de ambos
métodos se puede encontrar en el trabajo de Crank (3).

Los métodos de diferencias finitas para el seguimiento de
la interfase del problema de Stefan unidimensional se pueden
clasificar en métodos de malla fija y métodos de malla variable
segdin GUPTA (8). En los métodos de malla fija el dominio es a-
proximado por una malla de paso fijo y la trayectoria de la in-
terfase no necesariamente coincide con los nodos de la malla.

En los métodos de malla variable el dominio es aproximado
por una malla de paso variable, de modo tal que la trayectoria
de la interfase coincide necesariamente con los nodos de la
misma. En realidad esta clasificacidén es incompleta, dado que
es fdcil encontrar ejemplos que no la satisfacen: se puede te-
ner un método en el gue la interfase no coincide necesariamente
con los nodos de la malla y sin embargo el paso de tiempo es
variable (por restricciones debidas a la estabilidad numérica).
No obstante ello, nos atendremos a la clasificacidn de Gupta,
dado gue su uso estd generalizado.

Entre los métodos de malla fija se puede citar el trabajo

pionero de Crank [2] y de su escuela (ver referencias en Crank

33)). En nuestro medio se puede citar el trabajo de E. Garcfa
6) .

De los métodos de malla variable, el primero se debe a
Douglas y Gallie (4); extensiones del mismo fueron hechas por
otros investigadores, en particular, Goodling y Khader (7) Yy
GUPTA y KUMAR (9).

Este informe estd centrado en la resolucidén numérica por di
ferencias finitas del problema de Stefan unidimensional sobre
un dominio mdvil a trav€s del seguimiento de la trayectoria de
la interfase. Se analizan los métodos de malla fija y variable
y se discuten sus ventajas e inconvenientes. Se propone un nue-
vo m€todo consistente en la utilizacidn de malla variable, a-
proximacidn de orden superior en el cdlculo de la interfase, i-
teracidén compuesta para el cdlculo del paso temporal y la uti-
lizacidén como valor inicial, en el cdlculo iterativo del paso
temporal, de una aproximacidén lineal basada en los métodos de
malla fija. Se presentan algunos resultados numéricos con el mé-
todo propuesto aplicado a un problema test que posee solucidn
analitica.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA

El problema test elegido fue tomado de Furzeland (5) y se
debe a Hoffmann (10). Se trata de la fusidn de una barra de hie
lo en contacto con una fuente de calor en el borde fijo izquier
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do (x = 0), con una fase lfquida solamente (la temperatura
u(x,t) se mantiene constante en la fase sSlida y a 0°C, es de-
cir a la temperatura del punto de fusidn).

En dos estados sucesivos la distribucidén de temperaturas en
la fase liquida adopta la forma indicada en la figura 1.

ﬁu(x,t) 4 uixt)

=0
u(x,0)=0

interfose

;Z »X | 5
L —t/ X= 7>
xsl

FiG.1 EL PROBLEMA DE STEFAN

Resolver este problema significa encontrar la distribucidn
de la temperatura u(x,t) en la fase liquida y la posicidn de la
interfase. Entonces el dominio espacio-temporal donde interesa
conocer la distribucidén de temperaturas estd representado por
la figura 2.

At

& X

=1

F16.2 DOMINIO DE LA ECUACION (1)

donde: Q¢ = (0, s(t))
G = (t,x); O<t & T, xe &l
X € 0, s(t))

0 < t< T, T = 1

La ecuacidén diferencial que gobierna la distribucidn de tem
peratura es:

Ju 324
= 2 u(x,t) € G (1)
ot 9x
con condiciones iniciales u(x,0) = 0 X £ G,
condiciones de borde
M—L&)—: -et parax:O,t)o
IxX
u(x,0) =0 (2)

e
i
]
|

dx Jh%} para x € s(t) t » 0
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La solucidn exacta de la ecuacidn (1) - (2) es:
u(x,t) = et=%x - 1 (3a)
s(t) = t (3b)

Es f&cil verificar que la ecuacidn (3) satisface la ecua-=-
cidn (1) y las condiciones iniciales y de borde (2).

Valiéndonos de la ecuacidén (3a) podemos calcular la trayec-
toria de la interfase igualando a cero u{(x,t)

u(x,t) = et=X - 1 = 0, de donde se deduce
t - x = 1n 1 = 0
t - s(t) = 0

la ecuacidén (3b) muestra que la trayectoria de la interfase es
una recta de pendiente unitaria.

A u(x,t)

|||l|l||l ‘ ﬁ“r“ - v S{t)
l“|| | '
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F1G.3-GRAFICO DE LA SOLUCION TEORICA DEL PROBLEMA DE STEFAN

En la figura 3 se presenta la solucidn tedrica de la ecua-
cidn (1) - (2) representada por la superficie u{(x,t) sobre el
plano x - t.

3. EL PROBLEMA NUMERICO

En esta seccidn se discuten aproximaciones numéricas de la
ecuacidn (1) - (2) utilizando diferencias finitas explicitas e
implicitas asociadas a los métodos de malla fija y variable,
respectivamente.



METODOS DE MALLA FIJA

A los efectos de la aproximacidn numérica se discretiza el

dominio G de la figura 2 con una malla rectangular como se mues
tra en la figura 4 -

4

u(idx,nlt)

t=nlt
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F1G.4- DISCRETIZACION CON UN METODO DE MALLA FiJA

Con Gp se indica el dominio espacial discretizado. E1l paso
espacial y temporal se indican con Ax y At. El valor de la so-

lucidén numérica para x = iAx y t = nAt estd dado por
U(iAx,nldt) = U?
Un esquema de tipo explicito consistente con el problema
diferencial (1) - (2) se escribe
gn*t1 - gn un - 2u" + yn
i i i+1 i i-1
= (4)
At Ax2 ’
definiendo r como r = At/Ax2 la ec. (4) se puede escribir
un*tlt = (1 - 2r) UR o+ r(ul, o+ UD_ ) (5)
i i i+1 -1

La ecuacidn (5) es vdlida para los nodos internos del seg-
mento determinado por el origen y la posicidn de la interfase.
En los extremos se requiere un tratamiento especial. Es claro
que el problema fundamental reside en el cdlculo de la posicidn
de la interfase. Dado que €sta no necesariamente coincide con
los nodos de la malla, es necesario recurrir a la interpolacidn.
Supongamos por el momento conocida la posicidn de la interfase,
como se indica en la figura 5, en el plano (x,t), y la distribu-
cidén de temperatura en el nivel t, = nAt (I" e i"*1 jindican 1la
posicidn de la interfase en los tiempos t, y tph+1, Yespectiva-
mente).
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FI1G. 5 - ESQUEMATIZACION DE UN METODO EXPLICITO DE MALLAFIVA

Entre los nodos i=2 e i=j-1 se utiliza el esquema de la e-
cuacidén (4). Para i=1 se debe modificar dicha fdrmula para sa-
tisfacer la condicidn de borde izquierdo. Entonces, haciendo
i=1, se obtiene de la ecuacidn (4)

n+1 — - n n n
U1 = (1 2r) U' + r(U2 + UO) (6)

(Se ha supuesto un nodo ficticio para i=0). Para aproximar la
condicidn de borde izquierdo se utilizan diferencias centradas

Un — Un
< 2 O ~ -—enAt
dx x=0 ZAX
de donde Ug = Ug + 2Ax enAt

y reemplazando en la expresidén (6) se obtiene

u?+1 = (1 - 2r) UG + 2r U% + 2q endt (7)

donde gq = At/Ax.
En el borde derecho se utiliza un esquema descentrado que

se obtiene por interpolacidén de Lagrange (ver CRANK (2)). Re -
sulta

yn+? - yn - un un yn
J ] 2 j-1 3 I
= - +
At Ax? 1+p 2 P(1+P)
y teniendo en cuenta que U? =0
gn+l o <1 - 2r) uyb (8)
J 3 J 1+p 3“1

Conocida la posicidn de la interfase se puede obtener la SO
lucidn de la ecuacidn diferencial en el nivel (n+1)At utilizan-
do las fdrmulas (6), (7) y (8).

Se puede demostrar que el esquema (7) - (8) es numéricamen-
te estable si se cumple la condicidn

r = At/Ax?2 < p/2 o At < pAx?/2 (9)

que es, naturalmente muy restrictiva, dado gue p puede tomar va
lores muy pequefios. Esta restriccidn proviene del uso local de
un esquema descentrado (en la zona adyacente a la interfase).
Para obviar este inconveniente se puede realizar la siguiente
modificacidn que consiste en reemplazar la aproximacidn descen-

trada local del nodo j por una interpolacidn de Lagrange {(ver
figura 5).
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En el caso en que la posicidén de la interfase sea como la
que ilustra la figura 6 se puede proceder del modo siguiente:
hasta el nodo j-1 se utiliza un esquema centrado explicito.

pAx /

//&nﬂ

" i
FiG. 6- VARIANTE PARA EVITAR EL USO LOCAL DE UN ESQUEMA EXPLICITO DESCENTRADO
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La solucidn en el nodo j se calcula con un esquema local
implfcito centrado en j-1 (el esquema implfcito se estudiard a
continuacidn). La solucidn en el nodo j+1 se calcula por medio
de una interpolacidn de Lagrange utilizando los valores de la
solucidn en los nodos j-1, j e 1"*1, Las modificaciones locales
al mé€todo explfcito arriba descripto permiten obviar el uso de
un esquema descentrado y por lo tanto la condicidén de estabili-
dad se reduce a que se cumpla

At < Ax2/2
que naturalmente redunda en un menor tiempo &e cdémputo.

Un esquema de tipo implicito consistente en el problema di-
ferencial se escribe:

Up+1 - yn

i o] ontl o ggntt gnt! (10)
At sz i+1 -1
es decir
-ypgh+t 4 + n+1 _ n+1 = n
rU -1 (1 2r) Ui Ul+1 Ui (11)

vdlido entre los nodos i=2 e i=j-1, segyn se ilustra en la fi-

gura 7
n+1
pdx

R R LR T VI I T TN T I T TV ooy
:: O - o

n+19

ér

nl ' ' ‘ s g

i=] =2 ‘ j=1 pA:/I“ j+l
FWJ“E!NQMMZMMMEEHNMEKmOmPLtﬁDDEIM4AFNA

e ewesudaN
FEIXLLRL LR

Para el nodo 1 se tiene, reemplazando la condicidén de borde
por diferencias descentradas

n+1 Un+1 - Un+1
(a“> =2 1 = -—eln+1)At
Ix/g=g Ax
en la expresidn genérica para i=2
+
(1 + r) Ug+1 - rug+1 = Ug v oe(PtVIAE Lo (12)

8i se hubieran utilizado diferencias centradas para la apro
ximacidn de la condicidn de borde izquierdo el resultado hubie—
ra sido

+
(1 + 2r) U?*I - 2rU§+1 = U? + 2rAxe(n 1)At
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Si bien es cierto que en el borde derecho se conoce la po-
sicidn de la interfase IN*1 en el tiempo t(P*1) y su valor q;;:1,
no se conoce el valor de UR pero puede obtenerse utilizando la
condicidén de borde derecho

n+1 - gyn+1
<au> Uinet1 ~ Y5
3x /yn+1 phtlax

donde MB*t'! es el valor numé€rico de la pendiente en IR+, como
veremos m&s adelante MP*1 se puede aproximar por M suponiendo
que ha habido una variacidén lineal, es decir

Mn+1

MR+l = MD 4+ o(At)
Resolviendo para UP*1 y teniendo en cuenta que U?*‘ = 0,
resulta J
gn+1 vt prtl gn (1)
J = pn*l Ax MR = pn+l opx = J
pnAx pn

Entonces en el borde derecho la expresidn genérica (11) se
escribe (para i=j-1)

yn+ - r yht+1 = uhn

_rUI}+1 +
=1 J -1

+
3-2 (1 2r)

valor de Un*1 obtenido de la condicidn de borde
queda finalmente:

reemplazando el
derecho,

pn+1
1 = 1 +r yn (14)

-ryntl
1 ph J

j=-2

(1 + 2r) Ugj

El sistema algebraico resultante tridiagonal de orden j-2
es

La inversidn del sistema
cido algoritmo tridiagonal

- 1#{ -\I" o] B L.JZ ) rug* rA‘JM)M B
\ N , .
\ \ : '
\ AN n
-r W2r  -r U | = Ui (15)
\\ \ . .
N \\ . .
\\ \\ . . n
i =r  l+2r U1 (1+rp™)y;

(15) se realiza mediante el cono-
(ver detalles por ejemplo en Richt-

myer y Morton (11)). Este esquema es incondicionalmente esta-
ble para cualquier valor de r.

Se hace notar que en el caso en que la posicidn de 1la inter
fase sea la que muestra la figura 8,



g A

T va

j-2 1 /1"
FIG. 8- ESQUEMATIZACION DE UN METODO IMPLICITO DE MALLA FiJA

la expresidn para U?*’ se transforma en

yn+1 pnt? yn
j -1
J pn ]
Yy la expresidn (14) se escribe entonces
n+1
-r uB*l o+ (1 + 2r) yntl = 1 + r— ) yn
2 ) - )~
i~ J-1 ph =1 (16)

CALCULO DE LA INTERFASE EN LOS METODOS DE MALLA FIJA

Supuesta conocida la posicidn de la interfase y la distri-
bucidén de temperaturas en el tiempo t, se desew conocer la po-
sicidén de la interfase en el tiempo t,,q como se indica en 1la
figura 9. Se tiene como incdgnitas la distribucién de tempera-
turas y la posicidén de la interfase que es funcidén del gradien-
te de temperaturas de acuerdo a la ecuacidén (2). Dado que los
mé€todos de aproximacidén utilizados son de primer orden, es vd-
lida la siguiente suposicién (ver figura 9):

sn+tl = g 4 g(AtL) (17)

donde S" es la distancia al origen de la interfase en el tiempo
tn = nAt.

/
t"ﬂ '(M])Af pr”‘

At .

th=nAt

x

X2} n
FI1G.9- APROXIMACION DE LA INTERFASE

La expresidén (17) lleva a la siguiente aproximacidn

( > n+1 < > + 0(At) (18)

y teniendo en cuenta la ecuacidn (2) se obtiene

@ D -
n+1 ax In

donde MM es el valor numérico de la pendiente en IN. Aproximan-
do la ecuaci¢n anterior por diferencias finitas resulta

xn+1 _ y4n

At

113

MD , de donde

xb+t1 = xn 4 M0 Ag (19)
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Conocido el valor de MD {(que se calcula como la derivada en
1% del polinomio de Lagrange), se obtiene la posicidn de la in-
terfase en tp4q = (n+1)At.

METODOS DE MALLA VARIABLE

En los métodos de malla variable que se discuten a conti-
nuacidn, el paso espacial Ax permanece fijo para todos los tiem
pos, y cada paso de tiempo At es elegido de tal manera que la
trayectoria de la interfase avanza un paso Ax durante dicho in-
tervalo de tiempo. De esta manera la trayectoria de la interfa-
se pasa por el nodo extremo derecho como se indica en la figura
10,

Z

tn.": t"f a tk
At

tn

1 2 i1 i jol
F16.10~ ESQUEMATIZACION DE UN METODO DE MALLA VARIABLE

Entonces conocida la posicidn de la trayectoria de la inter-
fase y la distribucidén de temperaturas en el tiemgpo t,, el proble
ma consiste en encontrar el valor de AtK (el supraindice k indica
la iteracidn k) para el cual la trayectoria de la interfase pasa
por el nodo j+1 en el tiempo t,,4q1+« Una vez encontrado el valor de
AtK se puede utilizar un método de diferencias finitas implicito
como el representado por la ecuacidn (15) (para p=1) para obtener
la distribucidn de temperaturas en el tiempo tp4+q+ La esencia del
método de malla variable consiste entonces en el cdlculo de Atk a
través de un proceso iterativo.

Se supone que este proceso es convergente, es decir que se
obtiene el valor de Atk apropiado cuando la diferencia entre
dos valores sucesivos del mismo, difiere en una constante arbi-
trariamente pequefia.

Varios autores han estudiado el método de malla variable,
difiriendo entre ellos el método iterativo utilizado para el
cdlculo de AtK. El primer trabajo sobre el tema fue realizado
por Douglas y Gallie (4). Extensiones del mismo fueron realiza-
das por Goodling y Khader (7) y md&s recientemente por Gupta y
Kumar (9). En este dltimo trabajo se ha hecho una excelente dis
cusidén sobre el tema. -

En general el procedimiento de cdlculo es el siguiente (ver
Gupta y Kumar (9]):

(a) Se supone un paso de tiempo Atk arbitrario y se calcula
el valor de r correspondiente.

(b) Se aproxima la ecuacidn diferencial (1) por un esquema
implicito como el representado por la ecuacidén (11). La condi-
cidn de borde izgquierdo se aproxima por diferencias finitas de
primer orden. En el borde derecho se utiliza solamente la con-
dicidn de Dirichlet, es decir yntl = g, E1 sistema algebraico
resultante es tridiagonal de lajforma
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- ~ N+l

1+2r  -2r--—0] v, Ul + 2raxe™ ]
\ \\ ; . .
N N )
NN \ ) (20)
i\ N v
LN 2r PN U, | = Ul
: \\ \\ . .
| \\ \\ ’
i \ \ . .
| AN \ n
| O-——— -r 1#2r | L Yj _ | Uj i

La solucidn del sistema (20) permite obtener la distribu=-
cidn de temperaturas en el tiempo tp4q

(c) Para obtener. un nuevo valor mejorado de Atk y de r se
recurre a la condicidn de borde derecho (que o habia sido sa-
tisfecha por la ecuacidn (20))

<3u>n+1 dx n+1

I3X/ 441 at /541

que se aproxima por un esquema de diferencias finitas descen-
trado

yn*tl - go
j+1 s I (21)
Ax At
y teniendo en cuenta que U2;J1= 0 nos queda el nuevo valor de r

en funcidn del nuevo valor de Atk

Atk 1
r = sz N Un+1 (22)
3

(d) Con el nuevo valor de r se vuelve a resolver el sistema
(20), obteniéndose una nueva distribucidén de temperaturas. El
proceso iterativo continfa hasta que dos valores sucesivos de
Atk difieran en un valor que se encuentre dentro de la preci-
sién requerida.

El método de malla variable recientemente descripto fue u-
tilizado por Gupta y Kumar (9) para la resolucidén de un proble-
ma de Stefan similar al descripto en este trabajo. Los resulta-
dos numéricos obtenidos en dicho trabajo son satisfactorios vy
demuestran la bondad del método.

En el presente trabajo se hace un estudio numérico detalla-
do del método descripto y se proponen las siguientes modifica-
ciones que aceleran el proceso de convergencia:
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(a) Utilizacidn de una aproximacidén de segundo orden en el
cdlculo de la condicidén de borde derecho es decir

Un+1 - 4Un+1
j—1 j Ax
= ? = =~ (23)
2Ax At
en vez de la expresidn (21) cuando se cumple que
yn+l < ogynt! (24)
j-1 J

Esto es debido a que si se cumple la condicién dada por la de-
sigualdad (24), los valores obtenidos en la ecuacidn (23) son
m&s exactos.

(b) Utilizacidén de una ponderacidn o iteracidén compuesta pa
ra el cdlculo del nuevo paso de tiempo, de la forma

atk+t = gatktl ¢+ (1 - a)Atk (25)

donde 0 <a € 1 es un coeficiente de ponderacidén o relajacidn;

(c¢) La utilizacidén como valor inicial para el cdlculo de
Atk, de la aproximacidén lineal de la ecuacidén (19) que, para
este método, se transforma en

At® = Ax/M (26)

Como veremos en la .,discusidn de los resultados, la introduc
cidn de las modificaciones mencionadas mejora apreciablemente
el m€étodo de malla variable descripto con anterioridad.

DISCUSION DE LOS METODOS DE MALLA FIJA Y VARIABLE

El método de malla fija explicito con diferencias descentra
das locales (en el nodo j) tiene el inconveniente de ser muy
restringido por problemas de estabilidad numérica. Se puede me-
jorar la estabilidad utilizando localmente un esquema implicito
e interpolacidén. De todos modos, en el caso de tener un proble-
ma parabd&lico con coeficientes variables, el método explicito
es desaconsejable dado que dicho coeficiente juega el mismo pa-
pel que r.

El método de malla fija implficito es mucho mds estable (in-
condicionalmente estable para ecuaciones parabdlicas lineales),
pero requiere un mayor ndimero de operaciones por nodo que el mé
todo explficito, ya que para cada paso de tiempo hay que inver-
tir un sistema tridiagonal. Si bien el paso de tiempo no estd
restringido por problemas de estabilidad, lo estd por problemas
de precisidén. Esto se debe a la manera como se calcula el alcan
ce de la interfase en el nuevo paso de tiempo.

En el método de malla variable, necesariamente se debe uti-
lizar esquemas de diferencias finitas implicitos por problemas
de estabilidad. Asimismo se requiere una iteracidn interna para
el cdlculo del paso temporal correcto, para cada paso de tiempo.
Tiene el inconveniente de que una mayor densificacién del paso
espacial implica igual densificacidén del paso temporal.

La comparacidn entre los métodos de malla fija y variable
depende del problema a resolver y en dltima instancia sdlo 1la
experimentacidn numérica de ambos métodos sobre un mismo pro-
blema determina la ventaja de uno sobre otro.



-13-
4. RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccidn se presenta la solucidén numérica del proble
ma de Stefan descripto por la ecuacidén (1) - (2) obtenida me-
diante el método de malla variable presentada en la seccidn an-
terior.

Se utilizd una computadora IBM/370 - 158 del Centro de Cdl-
culo Cientifico de la CNEA, lenguaje Fortran y precisién sim-
ple.

En la tabla I se presentan los valores numéricos de la tra-
yectoria de la interfase en el plano x - t, para diferentes ta-
mafios de malla espacial junto con los tiempos de CPU utilizados.
En esta serie de experimentos se utilizd una aproximacidn lineal
para el cdlculo de la dirivada en la interfase y una precisidn
de 107% en el cdlculo del paso temporal. Se puede observar que
a medida que se afina la malla los valores de la interfase se
aproximan al valor tedrico (x = t).

En la tabla II se presenta la misma serie de experimentos
pero utilizando una aproximacidn de segundo orden para el cdlcu
lo de la derivada en la interfase. Comparando ambas tablas se
puede ver claramente la ventaja de utilizar una_aproximacidén de
segundo orden. Como ilustracidén de lo anterior en la figura 11
se presenta el grdfico de la solucidn numérica con interpolacidn
lineal y parabdlica para la derivada en la interfase y su com-
paracidn con la solucién tedrica.

TABLA I

VALORES NUMERICOS DE LA COORDENADA TEMPORAL DE
LA TRAYECTORIA (APROXIMACION LINEAL DE
LA DERIVADA EN LA INTERFASE)

Ax=0.1 Ax=0.05 Ax=0.02 Ax=0.01
X T I EMPO
0.1 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000
0.3 0.2955 0.,2955 0.2978 0.2989
0.5 0.48722 0.4917 0.4962 0.4982
0.7 0.679260 0.6879 0.6948 0.6976
0.9 0.87247 0.8844 0.8935 0.8970
1 0.969204 0.9827 0.9928 0.9967
Tiempo
Ejecucién 0.028 0.085 0.437 1.196

(Segundos)
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TABLA 1II

VALORES NUMERICOS DE LA COORDENADA TEMPORAL DE
LA TRAYECTORIA (APROXIMACION PARABOLICA

DE LA DERIVADA EN LA INTERFASE)

Ax=0.1 Ax=0.05 Ax=0.02 Ax=0.01
X T I EMPO
0.1 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000
0.3 0.2994 0.2994 0.2998 0.3000
0.5 0.4976 0.4984 0.4994 0.4998
0.7 0.6951 0.6971 0.6989 0.6998
0.9 0.8923 0.8956 0.8983 0.8998
1 0.9907 0.9948 0.9980 0.9998
Tiempo
Ejecucidn| 0.021 0.086 0.426 1.266
(Segundos)
t
é
oft)
1 =
X
X
X
X Solucion numerice
interpolacién tineel,
o Selucion nymerice
in
Solucion ledrice
axt 0.1
8 = 0.00001
A 1 1 L 1 L >
0.1 0.3 0.5 0.7 09 1

FiG 11- INFLUENCI DE LA APROXIMACION LINEAL Y PARABOLICA

EN LA TRAYECTORIA DE LA INTERPFASE
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En la figura 12 se muestra el comportamiento del error to-
mado como la mdxima deferencia entre los valores de la solucidn
tedrica y numérica de la temperatura, para valores crecientes
del tiempo. Se observa que naturalmente el error absoluto crece
con el tiempo dado el cardcter sistemdtico de los mismos. No
obstante ello no se sobrepasa el 3% para la malla elegida que
es evidentemente muy gruesa.

En la figura 13 se presenta el error mdximo (definido en el
pdrrafo anterior) en funcidén del tamafio de malla. Se puede ob-
servar el comportamiento asintético del error, lo que prueba
empfricamente la convergencia del método utilizado.

En la figura 14 se presenta un ejemplo de la influencia de
la ponderacidn, o iteracién compuesta, sobre el nimero de ite-
raciones necesario para obtener el paso temporal Atk con una
precisidén predeterminada. Se observa que el valor dptimo del pa
rdmetro de ponderacidén a es de aproximadamente 0,7 y que para
este valor el ndimero de iteraciones se reduce notablemente.

En la figura 15 se presenta la distribucidn de temperaturas
cuando la interfase ha alcanzado el punto de coordenadas (1,1)
de espacio y tiempo, respectivamente.

Finalmente en la tabla III se presentan los resultados ob-
tenidos por Furzeland (5) en la resolucidén de la ecuacién (1) -
(2) utilizando una transformacién de coordenadas y un método
implicito de diferencias finitas. Las cuatro series de valores
corresponden a diferentes modos de aproximar la ecuacidén dife-
rencial y la pendiente de la interfase (6 = 1 corresponde al es
quema implicito representado por la ecuacién (11)). -

TABLA III

POSICION DE LA INTERFASE (RESULTADOS
OBTENIDOS POR FURZELAND (5))

MALLA ESPACIAL CON 101 NODOS, At=0.02
tiempo | \pPROXIMACIONES PARA LA INTERFASE, 06=1
0=1/2
2 puntos pto. ficticio 3 puntos 3 puntos
0.1 0.1000 0.1000 0.10000 0.1003
0.2 0.2002 0.2001 0.2001 0.2003
0.5 0.5007 0.5003 0.5003 0.5003
0.9 0.9019 0.9006 0.9006 0.9003
1.0 1.0022 1.0008 1.0007 1.0003
Tiempo de
ejecucidn 2 2 2 2
(FORTRAN,
ICL 1706A,
Segundos)

De la comparacién de los resultados surge que el método pro
puesto en este trabajo es mds preciso y aparentemente utiliza
un menor tiempo de cdémputo.



-16-
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33x107° |-
Ax=0.]
€ =0.00001
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FIG.12 - CURVA DEL ERROR MAXIMO EN FUNCION DEL TIEMPO

4 Mox |Useer=Unum |
]
-3
30x107 - T
g 0.00001

20x1073
10x107° |

L1 1 L -
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N2 NODOS

F1G.13-ESTUDIO NUMERICO DE LA CONVERGENCIA
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ﬂ‘ N? DE ITERACIONES
het 731 +{1- ']
"k Attt (1-a)at
Ts:086
€ = 0.0000!
Mox |Utesr-Unua | 2 0.0095
a -
e -
4
3 -
1 1 [ 1 1 —
0.3 0.5 0.6 0.7 08 0.9 |, c
FIG.14- INFLUENCIA DEL PARAMETRO @ DE PONDERACION
SOBRE ELNUMERO DE ITERACIONES
4 TEMPERATURAS
2.01
.72
1. 47
1.23
102
0.83
0.66
0.5
0.36
0.23
0.11

1 1 1 1 ) S SO T N | 1

x9y

01 02 03 0405 06 07 08 09 1

FIG.15~-DISTRIBUCION DE TEMPERATURAS
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CONCLUSIONES

Se ha presentado un estudio de los métodos de tratamiento
numérico de una interfase mdévil a través del andlisis de un
problema de Stefan unidimensional. Se estudiaron los m€todos de
malla fija y variable y se discutieron sus ventajas e inconve-
nientes. Se ha propuesto un nuevo m€étodo basado en la modifica-
cidn de un m€todo de malla variable. Las modificaciones intro-
ducidas consisten en la utilizacidn de una aproximacidén de or-
den superior para el cdlculo de la pendiente de la interfase,
de una iteracidén ponderada o iteracidén compuesta para el cdlcu~-
lo del paso temporal y de la utilizacidén como valor inicial en
el cdlculo iterativo del paso temporal, de una aproximacidén li-
neal basada en los mé€todos de malla fija. El1 efecto combinado
de las modificaciones enunciadas, da como resultado un cdlculo
mds preciso y econdmico como lo demuestran los ensayos numéri-
cos presentados.
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DIAGRAMA DE FLUJO DEL PROBLEMA DE STEFAN

Gﬁmenzﬁ)

Js
T1=0.
. T2=0.
TAN=1.
s‘o.

DT1= DX

DT1= DX
JsJ+1
J1=J-1
J2=4-2

e
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DIAGRAMA DE FLUJO DEL PROBLEMA DE STEFAN

7

CONTINUACION

T2:T1+DTI

Bl=24xRx DX# EXP(T2)
UNT(1)=UNT(1+BI

R=DT1/DXnn2 DT1=BAJAxOT!
S=1. Si

TRI

UN2(J)=0.
U2J=2xUN2W1)

‘ No |DT2=DX#n2/UN2(J1) -
TAN=UN2(J1)/DX
Si

DT 222 DX %x2/(4a UN 2 (J 1)-UN2W2))
TAN= (4.0 UN2(J1)- UN2(J2))/(2xDX)

ERR= ABS(DT2-DT1)

DT1=DT2 » ALTA+(1.-ALTA)»DT1
NIT= NIT4+1
UNIT(1)=UNI(1)-BI

®

?

T2=T1+DM

No

ERROR
MAXIM@

( PRESS )
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C
E..oENTRADA DE DATCS DX EPS,ALTA,BAJA
READ(5,3:15) OX.sEPSeALTA,BAJA

125 FORMAT (4F1545)
FU-’ °
J=1
T:l‘-.
P:lo
X=".
P\=ﬂo
TAN=1,
DT1=DX/20
WRITE(6y 2u)
31" FORMATLIX, *CUNDIC IONES INTCIALES UDEL PROBLEMA®',/7/)
WRITF(6y2) DXpXqTgALTAyBAJA
5 FORMAT (X, 10X T P17 05, 5%y VXINICIALY yFBa5¢5Xe/ 91 Xe *TINICIAL " yFEaSy
1Exy PALTAY sF1™e 5g5Xs TBAJAY sF1le 5,y
WhITE(E,332)EP8 . -
373 FE§?$€§20§[;§PS PRECISIGN TIEMPU'oF1{eS59/7)
4 = , .‘
311 l'r9§TAT(1x.ax.-TItMpn°,11x,'ERR0R MAXIMO® 420X, *VALURES APRUXIMADOS
1
CALL TIM (ITIFM)
Tr=ITIEM/1.E6
CALL TEC(JsDXsT2,UT)

C
C...SE CALCULA SOLUCTCN NUMERICA=TEORICA
CALL TEOMY (J,UT,UM2)

C
g... IMPRFSIUN DE LA 5CLUCION NUMERICA Y TEOGRICA
CALL PRESS(TZ2yJseEUUN2sRyTAN,DTL)
5 CONTINUE
DT1=DX
J=J+1
Jl=J-1
J2=J-2
c IF (J.GTe3) GO TO 150

FILF: STEFAN FORTRAN A CNEA - CMS - REL 6 PLC o

go..RQMA SGLUCINN ANALITICA

192 T2=T1+DT1
CALL TEO(J,DXyT2,UT)
IF(SeEQela) 30 fL 5°
CALL TECNULJSUT,UN2)
Gis TQ S5¢
15 S=1lo
UT1=RAJA%DTL
15  CCNTINUE |
T2= T1+D11
K=DT1/0X*%2
Bl=2 XK¥DXEEXP(T )
C MML(LY=UNL(L) B
(...SE HQ CORREGIDO LA PRIMER CUMPUNENTE DE UN1 CUN LA CONDICIUN
CALL TRI(J1 RAUN 19UN2 s R4NDX)
gN2 (d)=h.
YR d=2 0N L) |
IF(MedelLToUMNZ(JIZY)Y G- T 295
2 UTZ=DX**2/UN?(JI)
TAN=UN2( }J1)/70X
GO T 27 .
29 DT2=2e *DX¥*2/ {4+ UNZ{JIL)-1N2{J2))
, TAN={ Lo *UNT (32 ) =IN2{42))/12:%*DX)
7 FRP=ARSINT2=-DTY1)



UNI(V)=1UN1(1)~BI
60 10 15
29 WRITE{(6,421) NIT
421 FQS”AT{le'NU“ERO E ITERACIONESY,14,/)
[T=
GN T 192
57 BEUSABS(UNn2{1)-UT(1))
D6 3 1=7y
EUTZABS(UN2(1)=LT (1))
IF (EUaLTatUl) EuU=tuUl
3N CONTINUE
c CALL PRESS(T2,J9EUsUN2yRsTAN,DT1)
gooo FIN DEL CICLC TEMPORAL
CALL TRANS{J UN1,UN2,T2,T1)
WRITE(&,332)
302 FORMAT(1X325('eeeas!))
IF (T2.GTole)GY TR 2000
GO T 5
2001} CALL TIM(ITIEM)
TF=ITIEM/T.E6-T"
WRITE(G,170) TF
171 FURMAT1Xs '*TIEMPL TOTAL DE CPU =',F1Ge7,% SEG ')
FILE: STEFAN FORTRAN A CNEA - CMS - REL 6 PLC-D6
ST(GP
END
SUBPNUTINE TEONY {(J,UT,D)

¢
CoaeDISPONE EL ULTIMU PERFIL CALCULADU TEURICAMENTE CUMO PRIMER VECTOR

€22 2SCLUCTON NUMERTCA
DIMEHSTUN L1 ,UT(112)
DY [=1
blri=uTth
1 (ONT INUE
RETURN
END
c CUBKOIUT TNE TEO(JaOXe11i2M,UT)
Cees CALCULA VECTOR SOLUCION VALIENDUSE DE LA SOLUCTON ANALITICA CONOCIDA
DIMENTION UT(11c)
=T,
DN 1Y 1=1,
X=(1-1) D%
| UT(I}=EXP(TIEM=-X)-1.
17 COMNTINUE
FETURN
FND
3 SUBRUUTINE TRI (LyRyDyUN2,PyDX)
Cooo RLSUTLVE 1IN SISTEMA ALGEERAICH TRUDIAG™MAL
LZAMEASTUN AL1140 58011 )5CA11M) 4001100 ,UNZE110) . BETA(LLO) ,w(110),
5O 7 I=1,L
A(I)=-R
BI)=1,+2, %K
C{1)==-R
7 CONT INYE
A(L)==2e*R/(1o+P)
BIL)=1+2.2R/P
(1) =-3,%%
EETACIY23(1)
Li=L-1?
DO Y I=1l,0L1
w(I)=C(I)/RETA(L)
K=1+1
BETA(K)=3(K)=A(K)*v (K=1)
1 CONT INIE
GAYA(1)=D(1)/BETA(Y)
B3 [=22,L
Gf4A(I)=(D([)-A(I)*bAMA([~1))/BLTA(!)
3 CONTINIE
UN2 (L) =GAMA (L )
D‘ﬂ.t}thl,l_l
”NZ(M)=3"M(A)—«(“)""MZ(4+L)
4 CONTINUE
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RETURN
. SUERPDUTINE PRESS(T Ny EoVeRsTAN,UT2)
Cowo IMPRIME R=OT1/DX%%2, TANGENTE,INCKEMENTG DE TUEMPG, TIEMPO ACTUAL,
Coo s MAXTMN FRRIK EN ESE'TIEMBO Y VECTOK SGLUCTON
DIAENSTON V{117) -
WRITE(692) RyTAN,DT2 o _
2 FORMAT (IXgPR? o F1 o593 10 Xe ' TANT oF 1005920 X 'DT27 oF 10 05)
WRITE(691) (ToEg(V(I)3T=19N))
1 FORMAT (/s 1XsTF 18654/ L4GXI5F1645,/))
RETURN
SUBRTUTINE TRANS (Js 0, UN2,T2,T1)
€. . EL VECTOR SOLUCION ACTUAL PASA A SER VECTOR SOLUCION ANTERICR
DIMENSION D(11:),UN2(119)
PO 1 1=1
D{1Y=uN2(1)
1 CANT INUE
T1=T7
RFTURN
END
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