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LurRODUCCLON

Se calcula en este trabajo, la energia de resonancia del benceno, por el
método de "ligaduras de valencia", derivodo del de Heitler y Lendon, ine
troduciendo orbitales 0 . Se muestra que una gran parte de la estabili-
dad de la molécula de benceno es debida a la interaccidn entre las diga-
duras W -0 £ La aplicacidn de los métodos de la mecdnica cudntica al es
tado fundamental ‘e una molécula diatdmica permite obtener, tedricamente,
la energia de disociaciédn de la misma. Este resultado se consigue por el
conocido método‘%e Heitler y London, o cualquiera de sus sucesores.

Tn el caso de una molécula poli-tdmica, un tratamiento similar es tedri-
camente posible pero presenta enormes dificultades pricticas, para elu-
dir las cuales, se introduce el concepto de resonancia,

™n condiciones simplificatorias, el método de Heitler y London lleva a la
sicuiente expresion para la energia de disociacidn de la molécula de hi-

drdgeno:
E=Q+ né&

donde G es una integral de Coulomb, n un factor numérico y & una inte -
gral de intercambio, En el caso del hidrdgeno las integrales necesarias
son calculables, de modo que la disozis~"/m puede determinarse en forma
’ .

puramente teorica.
En cambio para una molécnls polistdAmica, si queremos usar el método deri
vedo del de Heitler y London para este caso, llamado método de las ligadu
ras de valencia, hay que tener en cuenta que hay varias formas positles
de aparcamiento de los electrones, que reprecentamos en la Fig. 5.
Ninguna de esas estructuras representa totalmente, como se peneaba en qqi
mica cldsica, el estado de la molédcula, Cada una de ellas, sin embargo,
contribuye con un cierto peso al estado total. Matemdticamente querria de

3 3 3 24 (.O (F) ..-,--..----‘(/—) y
cir, 6 que sl se hace corresponder una funcion de onda YA’ Ip> Y

a cada una de las llamadas estructuras canénicas de la Fig. 6, la funcién

de onda total del sistema se puede escribir:
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donde las ¢ son coeficientes numéricos. Estos se determinan mediznte el
método de variacidn de Ritz (Pauling y Wilson, Introd. to Quantum Mecha
nics, pag. 186). Este método da directumente la configuracidn de estados
para la cual 1la energfa total es mfnima, y en consecuencia, para esta
configuracidn la estructura es la mds estable de todas las posibles. Si
cdemds se aceptan ciertas simplificaciones, la energfa de la molécula a-
n: rece dada por una expresidn similar a la del hidrdgeno, con las modi-
ficeciones apropizdas en el significado de los simbolos que en ella a-
parecen, Tste razonamiento corresponde fisicamente a una aplicacidn del
princivio de superposicidn de estados., Tsto permite desarrollar la fun-
¢cidn de onda de un sistema en una combinacidn lineal de todas las auto-
funciones del mismo, Ademds, en el método de ligaduras de valencia, se
introducen dos aproximaciones: la primera consiste en tomar las estructu
ras candnicas como autoestados de la molécula, La segunds en admitir que
el subespacio funcional subtendido solamente por las funciones corresnon
dientes a las estructuras covalentes, es suficientemente representativo.
Consideremos ahora nuestro caso: en €1, la establilidad del benceno estd
dada pp el sistema de los electrones T y el de los 0, de modo que las
estructuras candnicas son las dadas en la Fig, 5. Tl tratemiento indicado
nos conduce a la férmula:

E= Q" - 37,95 (Pag., %)
donde Q" es ahora un término coulombiano adicionado de un gran numero de
integrales de intercambio,
Tn el estado actuul de la qufmice tedrica el cdlculo de Q! presenta difi
cultades insalvables. Por lo tanto, la energfa de disociacidén del bence-
no no puede todavia calcularse, Para evitar esta dificultad se recurre a
la siguiente observacidn, La energia de una (hipotética) estructura canj

nica como A (Pig.6), estd dada, mediante la aproximacidn del apareamien.-
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to n~rroito {Byring, Walter v Kimball. pag. 248), por la fdrmula:
E = Q" - 34,2%

de acuerdo a muestros resultados. (Pag.od )
De aqul resulta que, la energia R de la molecula de benceno referida a
1a estructura A, que se halla dada por la diferencia, sea:

E= (37,95 -~ 34,21)e.V. = 3,74 e.V. (Pag.4s§ )
Esta energia se denomina "energia de resonancia", e indica en cuanto la
molécula de benceno es mas estable que la estructura A, En esta forma
nos queda una dnica incdgnita que puede determinarse experimentalmente.
Hasta el presente, los calculos 7n sistemas conjugados, han sido hechos
vsando la aproximacidén de Hiickel (2931), La forma en que dicha aproxi-
racidn era considerada se entiende; (como lo hace notar Altmann) citando
a Pauling y Wheland (1933): "Nosotros despreciamos la energia de los
electrones que forman el sistema de ligaduras simples en el plano y su
interaccidn con los electrones que ocupan las drbitas p. puras (estas
cunbtidudes Ce en=rgia actlan en la misma forma en todas las estructuras
cendonica: consideradas, conduciéndonos por lo tanto, a unicamente un
cambio en el cero <= c-nergia arbitrariamente elegido) y consideramos
uvircamente la energia de interaccidn en los dltimos electrones, los cua=
les pueden dint-=neaianey wne- 0 cvco- or Jiferentes formas., Es decir,
trataremos el benceno simplemente como un problema de seis electrones."
Altmann hace una revisién de este concepto (Proc, Roy-.Soc.A,volumen 210
l?El)vcuando determina los niveles electrd-lcos en el etileno,
Siguiendo el mismo camino in*roducimos aqui (como lo indicamos antes),
estructuras candnicas hasta shora consideradas des»reclables; una ecta-
bilidad adicional aparsce en*onces dchida a la resonanciaqr‘ﬁ'(abreviau
cidn que usamos para ind’~ar la resonancia entre electrones W y los
del plano),

Este nuevo efecto puede szr "‘mporitante peorqgue estas estructuras son nu-
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merosas y los valores de las integrales de intercambio‘ﬂ3d', calculados

por Altmann, son bastante grandes, La correlacidn entre las energias de

resonancia computada y observada muestra, sin embargo, que hay una can-

celacidn parcial de errores. Se ha encontrado el error final en algunas

décimas deeV, como se esperaba. Se confirma entonces la validez de la a-
proximacidn cuando se computan energias de resonancia.

Se sugiere el cdlculo de los estados excitados del benceno correspondien

tes a las otras representaciones que ya estdn explicitamente indicadas

cn este trabajo,.-

R R R R R N N



NOTACIUN
La notacidn para los electrones en el diagrama de Rumer se indica en 1la
‘fig, 1. Los orbitales hibridos en el plano serdn designados por ¢ , 1lm
orbitales perpendiculares 2p por T y los orbitales hidrdégeno 1ls por h,
Los niclcos se indican con letras mayudscdulas, los orbitales con la le-
tra mindscula del ndcleo correspondiente seguida, si es nccesario, por
un numero,de acuerdo a lo indicado en la fig. 2,
Al escribir el Hamiltoniano, my, n y M, N, son i{ndices genéricos para e-
lectrdn y ndcleo de hidrdgeno respectivamente. Las sumatorias hasta M
deben entenderse como sumas para los seis ndéleos hidrggeno ¥y una con-
vencidn andloga vele para una sumatoria hasta m, Una comilla saobre el
signo de sumatoria nos indica que el mismo término de vepulsidn electrd
nica no debe ser tomado dos veces.
La integrai de intercambio entre dos electrones -TC é‘mﬁ , estd dada
pof:

ircrc = fﬁ’tA("*;'TCB(A) GA(Qi,; T (0’?«)6 (“‘3) (h(b} ( )Gb (53) ( A) H}l'(i)”-)

Hre o ) oo o) ) 18] e
\ Y \

y las otras integrales de intercambio son similarmente definidas. Aqui
d T es cl elecmento de volumen en cl espacio de configuracidn de todos

los electrones,

El Hamiltoniano puede en general ser escrito, para el intercambio entre

los eleotrones ﬁn y bD s en la forma:s
4 2

) d - - 2
2 LA 42 s 2 LDy Hao+ M+ T ‘
H Ter  Taw np Ta's TaF TaFt ke % b §;,‘“'+ﬁ‘H¥;*

s Hoem o +Z.,4 - +2‘~Z-j —25_'.*—---

v e m 4‘:‘}— r‘lt bj ‘;#./’,L .‘1’#(@‘. 97‘0 rbi,b" LT % nq‘" < n bl.

4 DM { s 5 i
= - A . -— P A
A 2~ ‘A”‘l + E‘ :7‘“1 r-n- , “ ’! - r_ﬁpq ”\ “¢ ~“u {" " -

Usamos aqui unidades atémicas: unidad de longitud a = O, 52854, unidad

de carga e, carga del electrdn,
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La notacién para los orbitales son los diagramados en las Fig. 3 y Fig.
4, donde los orbitales T estdn indicados con un punto en cada vértice
del hexdgono y los orbitales 0 mediante una pequetia recta,

Cuando en la integral, dos orbitales pertenecen al mismo dtomo de carbo
no, o el segundo orbital al £tomo de hidrdgeno correspondiente a ese car
x

bono, se indica con un asterisco.

Una comilla sobre el simbolo O , significa que ese orbital descansa so-

bre la diagonal del.éxégono.

s Q/“ of \‘ i/!".h

/ . XWT ' ‘/

&v‘k/ o 6\\', PP ‘\\ /\( '
! " v ' Ew \
i e € ah /’ / ' \ \\
‘ > - ‘n\ /7 Y >_}‘

—— — . '-'-'-—-"- e, [y X ————
p \ AN Gy : !

Fig. 3 Fig. 4
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Consideramos al benceno como una molécula plana, con los dtomos de car-
bomo en los vértices de un hexdgono regular. y con los angulos C-C-C y
C~-C-H iguales a 1200. Tomando xy como el plano de la molécula podemos
formar tres uniones de valencia del carbono con dngulos iguales a 1200,
de la combinacidn apropiada de los orbitales del carbono: s, Py py.
Esto permite que los seis orbitales P, se coloquen uno en cada vértice
del carbono.

Loe eleotrones s, Pyr P del carbono, y los electrones del hidrdgeno se

¥
consideran en orbitales T , y los electrones P, del carbono en orbitales

T .
Las funeiones propias independientes, correspondientes al mimero mdximo
de uniones que se consideran en este trabajo, son las indicadas en la
fig. 5.

Ninguna de estas estructuras representa totalmente, como se pensaba en
quimica cldsica, el estado de la moléecula, Cada ara de ellas contribuye
con un cierto peso al estado total,

Las estructuras candnicas correspondientes pueden ser representadas por
medio del diagrama de Rumer (1932), que se basa en la teoria de los in-
variantes binarios de Teller y Weyl (Fig.6). Estos diagramas tienen cier
tas propiedades particulares que simplifican su construccidn, esto es,
que la disposicién de los orbitales en ellos no guarda ninguna relacidn
con los de 12 molécula real, y que dos “uniones" del diagrama (pero no
necesariamente dos ligaduras reales de la molécula) no deben cruzarse,
Las estructuras difieren una de otra por el apareamiento diferente de
los electrones, ‘

La estructura candnica A es la considerada en la aproximacidn del aparea

miento perfecto,

Como nosotros consideramos unicamente las estructuras correspondientes
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al nimero mdximo de uniones, la funcidn de onda final usada para des” =i~
bir el sistema serd una autofuncidn de S, ¥ 82, correspondiendo el oo~
valor (eingenvalor) cero para s2, esto es, dando los estados simples i
la molécula.- S es aqui el operador momento angular de spin.-

La teoria de los grupos es util aqui para factorizar el determinrante se-
cular debido a la existencia de simetria en la molécula de benceno.- El-
benceno pertenece al grupo de simetria Dgn == Dex i3y podemos usar direc-
tamente el grupo Dg pues la operacidn i no conduce a nuevos resultados.-
Tsto es debido a la siguiente circunstancia: para cada estructura candni-
‘ca, sea A, consideramos una funcidn de onda, sea‘yz , la cual es una com-
binacidn lineal de funciones de onda del determinante, las que envuelven
orbitales atdmicos.- La operacidn de inversidn es ahora, en nuestro caso,
eguivalente a una rotacion de 1800 alrededor del eje exagonal, Co, segui-
do por una reflexidn en el plano de la molécula.- La ultima deja invarian
te los orbitales atdmicos del pluno y cambia el signo de los orbitalesTC
Como estos aparecen siempre por pares, el determinante y por lo tanto la
funcidn de onda candnica, son invarisntes bajo reflexidn en el plano de
la molécula.-~-

T's decir, la operacidn inversidn no dard nuevos resultados comparada con
la Cye- Un argumento andlogo es valido para las otras operaciones del
gTUPO .~

La reduccidn a los ejes principales conduce a un sistema de ecuaciones

womogéunens cuya condicidn de compatibilidad es que el determinante:

eny v ed)
? I:{ll - SllE . ng. - S: '37:‘ seanac L ) Ezln - SlnE
} ‘ - . .
: 1{21 - 521,.'{1 },22 - ngE evAr"seo e H2n - SgnE

' = 0
“« 6 € P 28 P 8 620 8 8P S8 ¢ P S LSS S PSP VBB S0 000 000 ESSETS S P

E‘I.nl - SnlE Hn2 - Snz_lil ¢ a e 000 Hnn - SnnE
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se anule, y cuyas rafces dan el espectro de energias,

e " P N
i, = 1Y, Moy dm 55 =) FrHY, de

Aquis
iz
In 1o tabla 2 presentamos los resultados de la aplicacidn de las opera
cioncs dc cste grupo a las 23 funciones propias, las cuales han sido
indicadas con las letras A, By Cy Dy ¢ ¢ oeeey X en lugar de‘§¢2g~«~7i
En esta tabla 02 significa una rotzcidn de 180° alrededor del eje de
simetrfa exagonalj C% es una rotacidn de +120°, etc: Cé(a) es una rota
cidn alrededor de un eje de simetria que pasa por el dtomo "a"; c"(ab)

es uha rotacidn alrededor de un eje de simetria perpendicular a ab, eta

1 i

g C, 2C, 2, 3c) 3c)

| G ¥ 1 1 1 1 1 1
i A, 1 1 1 1 -1 -1
r% By 1 -1 1 -1 1 -1
r, B, 1 -1 1 -1 -1 1
Ts By 2 2 -1 -1 0 0
Ts E, 2 -2 -1 1 0 0
}” 23 3 2 0 1 5

" TABLA 1
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El caracter de la representacion gque tiene estas autofunciones como fun
ciones de base estd dada en la tabla 1, la cual contiene los caracteres
de las representaciones irreducibles del grupo,.

X.(>b) fué directamente determinada de los resultados dados en la tabla
2, Bl mimero de veces que las representaciones irreductibles 17 estdn
contenidas en la representacidn redu oible se obtiene de la férmula de
Eyring, Walter y Kimball (1949, p. 184):

_ 1 .

donde h es el orden del grupo,
% (R) los caracteres de lasrepresentzciones reducibles
X3(R) » " "o " irreducibles

Luego serd entonces:

- -
Taf 41:‘ +T) 3 43T 4 415+ 31¢
Por medio de la ecuacidn 10,45 de Eyring, Walter y Kimball (1949, pcg,

189);
> Xi (R) RA
R

encontramos las combinaciones lineales apropiadas de la serie de funcig
nes que serdn las bases para esag representaciones irreducibles.

Las varias stmatorias de iﬁtgrés estﬁ%‘déaas en las tablas 3-4-5-6-7-83
de manera Qué las combinaciones liqeales‘que son bases para las rebreseg
tacionégﬁfgreduoibles del griipo serdn las de la tabla 9,

Z X (RI'R & = 6 (4 + B)

X% (R)RB =~ 6 (a'+ B)

]

%&(R)RC 4 (C+ D+ &)
%X_JR)RD:‘}(C«&-D-»E)
'ER_X;(R)‘RE:AL(C-F D+ E)
ZXR)RF=2(F+ I+ H+J+‘G+K)
Zéx,‘(R)‘RG..z(F+G +H+ I +J +K)

%&(R)RH:B(F+G+H+I+J-*K)
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21 - 2F -
2K =« 2H -« G = I+ ¥+ J

Tabla

(R) RO =20~ 2L = § = ¥ +P + XN

4
A
X (RYRR =2R = 20U =T =« V 4+ 38 + X
[4
(.’

XS (R) RM =2« 2P=~-~0=0Q+ N+ 1L

G
(A
X (RYRP=2P - 21 =L -+ Q+0
6
Xy (R) RS = 28 =2V U=X+T+ R}

5. X (R)RN=22N=-2Q-P-L+0+N

¥ (RYRL =~2L - 20 = N =P+ + 9
4

X, (R)RQ =2Q - 20 - M- 0+ L+ P
Xy (R) RU=2U=2R=X=8 +V+T
X,(R) 3 X=2=-2T = 8~ U+R+ 7V

X, (R) R I
- X, (R RV =2V -28-R-T+ X*+U
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Ya que los elementos de matriz entre autofunciones pertenecientes a b
ferentes representaciones irreducibles del grupo desaparecen, teneuioo

el problema reducido, por este método, a la solucidn de un determinante
de cuatro filas, dos de tna fila, uno de tres, uno de ocho, y el ultimo
de sels ( esto dos corresponden a funciones doblemente degeneradas’de

manera que son en realidad dos de cuatro filas y dos de tres filas).Ta-

bla lO.-
Hip - 811 B Hip = 812 © Hiz~ 513 % Hyg - 814 B
Hy2 - S12 & Hop = Sg0 B Hoz= Sp3 B Hog - 824 B o
Hiz = 8513 B Hzp - Szg B Hazz= Sz3 B Hay = Sz4 B
Hig = S14 B Hyo - Sy B Hyz- 843 E Hyqg -~ S34 E
Heg = Se6 T != 0
Hyy = Sgo B Hog = S9g B Hyg = Sqg B
Hyg = Sqg B Hgg - Sgg E Hgg = Sgg T = 0
Hyg = Sqo T Hog = Sgg ® Hgg = Sgg 2
Hy0 107520 120 © Hip 211751011 B Hip 12-8510 12 B  Hjyp 13-S10 13E
Hip 11-510 12 & Hy1 11-S11 11 B Hiy 12-511 12 B Hyy 13-511 138
nd d =O
Hip 12=510 12 B Hyz 117812 11 B Hyp 197812 12 B Hyo 13-S15 128
f10 137510 12 B Hy3 11-813 11 B Hiz 12-813 12 B Hyz 13-S13 138
% Hyg 187518 18 & Hig 19-518 19 ® His 20-518 20 £ Hig 21-S1g 21E
| 18 197518 10 H19 197819 19 B Hig 20-S19 20 £ Hyg 21-S19 21Ef=C
S " ™ m !
i 318 207518 20 £  H2p 197520 19 B Hzg 207820 20 2 Hpg 91-839 1%

Tabla 10
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Mosotros trabajaremos exclusivamente con la primera representacién’que-
dando las otras para algin trabajo posterior.=-
Los elementos de matriz Hys y las integrales Syo estdn definidos por:

Hjp = {§/ HYdT

512 = v\y; Hypde
Las siguientes igualdades valen entre los elementos de matriz, las que
fueron obtenidas de consideraciones de simetrfa y que, por otra parte,

se observardn'mas tarde:

- Hoy

o]
{

= Hpp = Hyw

Hop ® Rpy = Hog

jat
b
e

fl

Hgg = Hy, = Hip= Hyu = Hyoe

os
b
o

4

o)
3
=

HLL = HMM = H-‘-\J'ls! - H‘UO = HPP == hQ,Q, o

8

= Hpg = Hgg = Hpp = dygy = Hyy = Hix
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Hpg = Hzg = Hgy

= Hyj = Hyp

By = M= Ry

Hop = Hog = Hpr = Hpgy 3 Hor = Hpy = Hyg= Hyy

kop= oo 3 How = Hep 3 Hew= Heg 3 Heow = Hey
Bog ™= Hgy 3 Hor = Bex ¢ Hpp=Hpo 3 Hpu= Hpp
Hyy= Hpy 5 Hpg= HBpy ¢ Hpg™ Hpye 3 Hpp= Hyy
Hgp= Hpo 5 By, = Hgp 5 Hpy = Hpg ; Hpy = Hugy

Bpp = Hyw = By = Byo = Hyp= i,
oo™ How = Byo ™ Hyp = 57 B
Hpg = Hoo = Hgp= Bpy ™ Hpy=He
H F A

Hyy = Hgp = Hygg = Hypp = Hyy= Hgy

t
2
i
&
it
jus
£
I
s
| ]
t_

Hpy = Hgx = By, = Hyy, = Hyy=Hygo

Hpg = Hgp = Hygy = Hyy
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y o0
AB
+ BHap
+ lOHFL'r + 8HFI1 + 611FI + 4H’F J + ZHFK
*o6igy * 108 10H,, 2H g
toa o+ BHy,
vGHy, o+ iy
e\
7 10H;5 T 2Hgy
¥ v+ oy
126, +  12H 12H g 12H,
- + .- + i - + —-
12D, 12H 12H 12H
ooz
. ( + + o+ + o
v Hop 4w Haa L3 e
— + .y + ,.‘_ q
v Hu Hom L T ML, T Hyx
) . . _ - -
+  Hyy Hgy *+  dgp v Hy, Hpye
o 4 . o
¥ H ol N ¥ Lo ﬂAP HA%
: if + i + H +
O H ot Hg Hau N Hyx
Yooy, v Hp, T g T dgp Y By
o - - +__ - -
+ 2y S TR S T SUE ¢ SR SR v S SR (4
BT ¥k Sl ¥ By T g, T gp T By
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L . i I : T T
Hamt bgy T otaet Hout Hop o Hog ¥ Hoet Hppt Hpet Hgy

-l i Ho + H. 4+ T+ 1 + | + H_ .+ ..
Fulpg T oMyt Mp T et gt Mgt Hprt Spe T Yag

Bl b 4yt A oo
WBLCF 4 e 4 +211DG*411 21}31“.

R T ~ * i i_l- ) - ) +

gy, = Hop ¥ Ho ¥ Hyy U Hgg v Hepr Hogr Hogp v Hogt Hep

i
W,k y OH,+ + H_+ + + + H
Bag ¥ Hoyt Hoyt Hp v oHpyt Bt Hpot Hppt By

S B+ H_+ H 4+ H 4+
g ¥ Hpgt Hpp T oHpyt Bpy T Hpyt Byt o Hpy T gy

_ e . .
Hpo ¥ Hyp* Hgo* l‘Ert Hgo ¥ Hpp ¥ Hgg™ H gy Hgy

— 4 iy + -
-P,IQ 211. * 2.1{0“ R 2n\+ EtIC"‘ 21'1 + 2}1D ZHDN

+ + + +
2u ¥ 2 qu Hopt SHp ¥ 2L b b+ v 2Hp v 2Ho
Hpy= Hpy, * Hpgy + Hpy ¥ Hpot Hyp* Hpy* Hpg* Hpg* Hyp

Hpg + Hypy ¥ Hyy + Hep v Hey* Hey+ Hgo* Hgpt Hgg

.’—

Huut Hge ™ Hert Heu ¥ Hov ™ Hex*® gy v Lgrt My

Hyo*t Hgp* Hyg* gt Hyg* Hgp ¥ Hgu ¥ Hyv' Hpx

+ 1

Hp), * dgy v Hpgt Hygt dpp* Hpg* Hig + Hyg* Hpp

Hyg*t Hpy* Bre® Hypr Hp® gyt Hyer Hpp* Hyg

Hygt Hygt Hyp¥ Hyp+ Hyyt Hyxt Hi v B, v Higg

- + - . . .
HEgoo Hygp® Hggt Hg ™ Hgt Hyr

= GH;E‘L+ 6HFM+ Oy * 6HH ¥ 6HFP* Oy,

Por superposicidn de dos de los diagramas dados en la figura 6, obtene-
mos las "islas" de Pauling (Figs 7) y con ellas los ciclos indicados en
la Tabla 11, y para los cuales hay que tener en cuenta gque dos electro=-
nes en cualguier unidn deben tener spins opuestos.,

Los orbitales asociados con spin ®( se escriben encima de la linea hori

zontal y los con spirxjg debajo de la misma,
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Los eleaentos de matriz de H para las funciones propias 1 y N, de acuer-

do a la férmula de Eyring, W. y K. ( 1.949, pag. 243) :

3
Hyne (-1). 2% Sl Q + %[Z (~integrales de intercambio simples entre
orbitales en el mismo ciclo con spins opuestos) — ZE;. (integra-

les de intercambio simples entre orbitales en el mismo ciclo con
el mismo spin)J ..-%-EE: ( todas las integrales de intercambio
simples)
donde: x es el numero de ciclos y
} es el numero de intercambios entre orbitales que tienen asignado
diferente spin en el diagrama en 'YQ , requeridos para hacerlo
igual a«f: .
¥ con la ayuda de los correspondientes diagramas serédn:
Hyp = 215% Q+ ;* [(ab) + (cd) + (ef) + (apaz)* (bray) + (bybz) + (cobok
+ (epcz) + (dyep) + (dpdz) + (ends) + (epez) + (fieg)+
+ (fpfz) + (asfs) ]-— % ZEL_ (todas 1las mn)\

H_AB= 813 é Q+ 2

DOICA
+ ™

(ab) + (ad) + (af) + {(cb) + (cd) + (ef) +‘(eb) t (ed)+
(ef) + (apaz) + (byay) + (bybz) + (cobg) + (cpez)+

+ (dlcl) + (dhdZ)) + (e2d2) + (ehes) + (flel) -+ (fhf3)+
(

agf2) - (ac) - (ae) - (ce) - (bd) ~ (vf) - (af) ] -
- % zz; ( todas las mn )}

Hog = ol5 j Q + [ (ab) + (cf) + (de) + (apaz) + (byay) + (bpbz) + (esbs)

l

ol

(cnez) + (die1) + (dpdz) + (epds) + (epez) + (fie3)

(fnf3z) + (azfz)] - .12. > (todas las mn)}

ab)+ (af) + (ad)+ (cb) + (cf) + (cd) + (eb) +

n
L)

ol
—

13
cD 2 { Q+
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~(fa) ] - % 7 (todas las mn)i

ap = 2% % Qs 2 [ (aby) *+ (bag)+ (fe)+ (dc) + (apaz) + (bpbsz)

(cobs) + (cpez) + (diep) + (dpdsz) + (epdg) + (epes)

(flel) + (fhfs) ¥+ (azfg)] - % Z todas las mn

\-—-\,——/

5 [(abl) + (af) + (ad) + (abg) + (eby) + (ef) + (ed)
(ebz) + (cbl) + (cf) * (ca) + (cbg)- (8'19) + (02;);,

ool
Y
V!
H
o
/—-./-"‘\,
O
.’-
jen

(epes) + (fieq) + (fufz) * (agfy) - (ae) - (ac) -

(ec) - (byf) - (bya) = (byby) - (£by) - (£a) = (dby)

- (alc2)] - }é Z‘ (todas las mn)
L o ﬁ a+ 3 [ (o) (oay) + (e2) + (o) + (bay) s (3a)

o]
[}

b,)

(C2b2) + (Chcs) + (dhds) + (%es) ¥ (f_léi) ( h 3)*

+ (agfg)J - % Z (todas las mn)}

i = 2t &»Q"z,._z_ (ad)) + (bay) + (cf) + (dep) + (edy) ¥ (aya,) +

- {bydg) + (egby) + (op0z) + (dyeq) + (dpds) + (epeq)+

; 181) * (fhf3) + (azfg) ] - % Z_ (todas las mn)}
Hyg = 515 i Q + % [ (a ah) t (bas) ¥ (cd) + (ef) + (blal) + (bhbs)'*

(eobs) + (opcq) + (dlcl) + (4, d4) + (eqds) + (e e4)

t . 73

(f,e0) + (5,5,) + (25,)] -2 2 (todas 1as mn)%

+

Heo = 2® % Q+ % [ b,) + (cd) * (ef) + (bd ) * (B ay) + (ba) + (e b))
(cpez) + (dyeq) + (dpdz) + (egdp) + (epez) + (fieq)t
(£, £5) * (asz)J - X 2 (todas 1as mn)}

g =~ 2% 5 Q+ % [ (agy) + (af) + tad) ; (abg) + (eah) + (ef) + (ed) +

(ebz) + (eay,) + (cf) + (cd) + bhb + (a 0 )

(byaq) + (6gbs) + (cpogz) + (dlcl) (dpds) + (egdg,:

(epe;) + (fye,) + (f;\fg) r (a,f,) - (ae) - (az) -
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*(ec) -(ahf) L4 (ahd) - (C‘hb:zl) - (fbs) - (d bS)] -

-3 7 (todes las mn)}
Hpg = 212 { o+ [:(bsa) + (bge) + (bzc) + (fa) + (fe) + (fc) + (da)+
(de) * (dec) + (cpa) + (cpe) + (epc) + (bpb) + (czb) &
(apaz) + (byay) + (cobs) + (dyey) + (dpdz) + (eods) +
(enes) + (f1e1) + (fnfz) + (agfz) . (baf ) . (bzd) -
(bgen) - (fop) = (£4) - (ac,) - (ae) - (ac) - (ec) | -
% 22; (todas las mn ;

Hog = 212§ Q+-§-[ (bza) + (fza) + (fuf) ¥ (fpd) + (f40) + (ef) + (ed)+
(ev) + (cf) + (ca) + (cb) + (tpf) + (bpd) + (bnd) +

+ (dyey) 4 (adpdz)+

(fpe) =

Ei; (to-

(apaz) + (bray) + (cgbz) + (chez)
(eodp) + (epez) + (fiey) + (apfg) - (bzfa)
(£,0) = (£1,) = (eb) = (ec) - (b)) | -

dag las mn)}

o] L |

Hyy = 213 { Q+ % (apa) + (apaz) + (ba) + (va) + (cpe) + (cpez) + (de) +
(dez) + (ef) + (bray) + (bpbz) + (egbo) + (c1dy) +
(apdz) + (egd2) + (epes) + (fie1) + (fufz) + (aofy) -

) +
-(ahb) - (aaz) - (ohd)-(cc})] ~.% :Z: (todasg las mn%
(cd

(ef) + (eep) + (apaz) + (viay) + (eobs) + (cuez) +

a) + (exzf) + (ezep)+

(d1c1) + (andz) + (epd2) + (fre1) + (fnfz) » (asfz) +
~(bha - (bvg) - (ege) - (fey) | - 5 Z_ (todas las
3 ) (bgb) + (bgb3) + (ab) + (abg) + (dnd) » (dndg) « (ca)s

0d3) (ef) + (aha5) + (blal) + (Czbg) + (ChC3) +

2T

o]
Nl
|
/-—M
i

(dlcl) + (egdz) + (ehe3) -+ (flel) + (fhf3) + (82f2)+

«(bya) - (vbg) - (auc) - (dd3)] -.% /7 (todas 1las mnﬂ

P
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- 212 { 2+ 3 (ana) + (ano) + (fa) + (fe) * (aga) + (aze) + (a3

]

{

/ -8
L)+

(azd) + (cb) + (cd) + (dyb) + (dud) * (byas) + (ybz)+
die1) * (epdn) + (epes) + (fie1)+

(Czbg) + (Chcf)) + (
(fhf:')) + (azfz) (a f) - (ahds) - (fds) - (3.50) -
- (a

- (badz) - (fd3z) - (ae) - (bnc)
pdy) - (edy) - (va ] - .35 (todzs las mn)}
212 &H %E(bg)a) * (bze) + (f=z) + (fe) + (epa ) + (epe) + (vyd)+
(bpd) + (cb) + (cd) + (ezb) + (ezd) + (auaz) + (byay)+
(cobg) + (epez) + (cpdy) + (dpdz) + (egdgy) + (fa1) +
(ffz) + (agfs) - (bzf) - (bzey) - (fey) - (ae) - (bye)
(

(fez) + (cd) + (byaz) + (bybz) + (cobs) + (cpcy) +
(cid1) + (dpdz) + (egdg) + (fie1) + (fuf3) + (apfp) -
-(apb) - (aaz) - (epf) - (eeg)] -1 Z__ (todas las mn)i

2

2% ﬁ Q+ 2| (oyb) + (bybg) + (ab) + (aby) + (ope) + (cpez) + (de) +
(dcz) + (fe) + (apaz) + (bray) + (cobs) + (c1dy) +
(dpdz) + (ecds) + (epez) ¥ (fyey) + (fpfz) + (asfs)
-(tna) - (b b3) - (cnd) - (ccs)] - % > (todas las
mn)}

212 f{ L .g[ bpo) + (bpbdz) 4 (ab) + (abz) + (fze) + (£z7,) + (fe)+

(

(ffy) + (apaz) + (byay) + (egby) + (cpca) + ( dyeq) +
(dpdsz) + (egdy) + (epez) + (fieq) + (aofs) + (cd)-{bya)
~-(bbz) - (fzf) - (efh)] - .]5: Z (todas las mn){(

!




aya) + (fsa) + (fhf) + (fyd) +

)
db)] - % > (todas 1las mn)}
) + (ad) + (af) + (cbs) + (c¢d) + (ef) + (eb,)+
+ (ef) + (aya;) + (bja;) + (bby) + (e5b,) +
(dyeq) + (d,d5) + (eydp) + (epeq) + (f2q)
£ (agfs) = (ac) = (ae) » (ce) = (bgd) - (b,f)
af) | - % > (todas las mn)}

af)+(ad)+ (abv)+ (ef)+ (ed) *+ (eb) + (cf)+

_ 13 3
Hg= 2 & 3 [

ca) + (cb) + (by2) + (bd) + (3b) + (bya) + (aa)+

1817) + (egby) + (epeq) + (dqeq) + (dydq) + (epdy)
ehe:,)) + (flel) + (fhf:’)) + (agfg) - (a 3e) - (330) -
azbl) - (ebh) - (ee) = (ecb) = (fd) - (fv) - (db) -

- bf’;ah)‘} - .]2- Z_ (todas las mn)§
B = o14 ( 9+ 3 L a,a) + (bga) + (agb) + (byb) + (bja) + (cgby)+
cpex) + (dyeq) + (dypdz) + (ends) + (epez) + (fieq)+
fpfz) + (agfy) + (cd) ¥ (ef) - (aybz) - (a3bh)] -
- 2'2- (todas las mn)

apa) + (ape) + (apc) + (fa) + (fe) + (fc) + (da) +
de (de) + (ep2) + (che) + (cho) + (azd) + (czb)*
) + (b,bz) + (coby) + (dlcl) + (gydz) + (e2d2)+
epes) + (fieq) + (f,£2) + (asfs) = (g f ) - (a,d).
)
)

&
W\
Q
—d
t
l
-~
@]
Q
O]
6]
H
3]
wn

-t

3 .
LT = 213 { Q * ) [ (aha) ¥ (3ha3) + (ba) + (bag) + (dhd) + (dhd3) + (cd)
(Cd3) + (fe) + (blal) ¥ (bhbS) + (Cgbg) + (Ch35)+



50~

(dyeq) + (egdy) + (e eq) + (fye;) + (f £, (a f27¥
- (ayd) = (aaz) = (dne) - (dd3)} -3 Z__ (todas
las mn)
(aya) + (aye) + (fa) + (fe) + (eya) + (ehe) + (azb)+
( a) + (cb) + (cd) + (esb) + (esd) -+ (blal) + (bhb;-,)"
(02b2) (epex) + (dyey) + (dpdz) + (egdg) + (fi1ey)+
(ff3) + (agfy) - (ayf) - (ayey) - (fe) - (ae) -
(vd) - (asc) - (azes) - (ces)] - %Z(todas las mn)J
Hpy = 212& q + % [ (aha) + (a.has) + (ba) *+ (ba3) + (fse) + (fsfh) + (fe)
(f ) + (byay) + (bybz) + (cgby) + (cues) + (dyeq)+
(dy,dz) + (eods) + (epez)+ (fiey) + (apfp) + (cd) -
(ayb) = (324) = (f4f) - (efh)J - 2 2 (todas las .

|

)

Bru= 212{°°+% I (
(

x = 013 { Q+ -g[- aah) + (asf) + (a3d) + (asb) + (ef) + (ed) + (eb)+
ef) + (ecd) + (cb) + (bya;) + (b,bs) + (cgby) + (o e

oo
i

dyeq) + (dyds) + (egds) + (ehes) + (fyay) + (f,f5)+
agfy) - (age) - (age) - (ec) - (£a) - (£b) - (av)]~
- -12- 7 (todas 1lase mn)i

B, = 2t { o+ 3 [(ac) + (£e) ¥ (o) + (ae) + (ae) + (ayaz) *+ (byay)+
(bpbz) + (ogby) + (epes) + (d07) + (dpdz) + (egdo)t
(egeg) + (f109) * (85) * (agfy) = (£3) = (ec) | -
- % (todas las mn)

Hyp® 214{ Q+ ‘3[ (bya) + (byay) + (va) + (ba) + (cd) + (ef) + (apaz)+
+ (Czbg)* (Ch33) ¥ (d101)+ (dhd3)+ (82d2)+
h + (flel)+ (fhf3)+ (azfg) - (blb) - (aal)] -
- % Z_ (todas las mn)} .
‘ H.,= 215 { G + % [(ab) + (cd) + (ef) + (apaz) + (byay) + (bpbz) + (cobs
+ (cpeq) + (dyeq) + (dpds) + (egdy) + (epes) + (fyaq)+

1

(f.£.)+" (agfg)] 3 Z (todas las mn)}



Hpg™=

H_A.L =

Ham ™

HAR =

~51~

o2 i Q + % [ bya) + (bye) + (bjec) + (bja) + (fa) + (fe) + (fc)+
+ (de) + (dc) + (da;) + (va) + (be)+

(ba;) *+ (apa;) + (pybg) + (egb,) + (cpoq)*

)+ (dpds) + (egdy) + (epes) + (fyeg) + (ffg)+

a,f,) = (by€) = (byd) - (byb) - (£4) - (£b) - (ab)

) - (ac) ~ (aa)) = (e0) - (eay) = (eay)| - 1
Z_ (todas las mn)}

214{ Q.*'% [(af) + (eob) + (doby) + (cb) + (cby) + (de) + (apaz)+
(byay) + (bybz) + (cpcq) + (dyey) + (dpdz) + (egdo)t
(eyes) + (fyeq) + (f1£3) + (a,f,) + (cy0) + (bbz)] -
- % (todas las mn)z

214:§ qQ + % [(aha) + (ahas) + (va) + (ba3) + (cd) + (ef) + (blal)"
(bhb3) + (egoby) + (chc3) + (dlcl) + (dhds) + (e2d2)+
(epes) + (fe1) *+ (f,£3) + (asfs) - (syb) - (aas)] -
- % (todas las mn)§

212 { a+3 [ (bgd) + (byf) + (bpa) + (vpdg) + (ab) + (af) + (2d)®
abs) + (eb) + (ef) + (ed) + (eb3) + (ahas) + (blal)+

obo) + (opes) + (dyeg) v (dydz) + (egdy) + (epeg)*

fieq) + (fpfz) + (asfy) - (bya) = (bye) - (bye) -

ae) - (ac) - (ec) = (bf) - (bd) - (bb) - (fd) -

+(c

- (£py) - (db)] -_;. 7~ (todes las mn)
at4 { a+ 3 [ (byp) + (byby) + (ab) + (aby) + (cd ) + (e£) + (apay)
(blal) + (°2b2) + (ch03)+ (dlcl) + (dhd."b) + (e2d2)+
(epeg) + (£100) + (£,£5) + (ag8y) = (Bpa) = (wb)] -
- = (todas las mn)| '
czD) + (czf) + (c4d) + (cgey) + (ab) + (af) + (ad) +
acy) + (eb) * (ef) + (ea) + (ob) + (of) + (o) +

0]

ch) +. (cch) + (ahaz) + (blal) + (bthS) + (céb2)+

161) F (apdz) + (egdy) + (epeq) + (fyeq) + (£ f)+



o
{

BL~

L4

Hpy

Hgp=

Cy¥ =~

212{ Q +

(
024 |

2132 G+

-Hlw

+ (agfy) - (cza) =~ (cge) = (eg8) ~ (ae) - (ac) - (%6) -
(bf) - (9a) - (vey) - (£4) = (fop) - (doy) | - 3
2_ (todas las mn)l

,g. [(aha) + (aye) + (aye) + (spaz) + (fa) + (fe) + (fec)h+
(fay) + (da) + (de) + (de) + (da) * (be) + (bve)+
(be) + (ba,) + (byay) ¥ (Byby) + (o5b,) + (eye,) +
(dyey) + (dpds) + (egdp) + (epes) + (fyeq) + (ffa)t
(agfs) - (apf) -(ayd) - (ayb) - (£4) - (£D) - (db)

- lae) - (ac) - (azg) = (ec) - (eay) - (ca,)] - 3
Z_ (todas las mn)}

2 [(af + bhb * (bybg) + (eb) + (cbz) + (de) + (apaz)+
(eheg) + (flel) + (fhfg,) + (agfg) + (bhc) + (bbz',)] -
- % 2 (todas las mn)}

g {(bSa) * (bge) + (bge) + (fa) *+ (fe) + (fe) + (da)+

(de) * (dec) + (a,ha:,)) + (b1 1 + bbh) v °2b2

(°h°3) + (dlcl) + (dhds) + (e2d2) + (ehes) + (elfl)+
(f£)* (af)-(bf)=-(ba)-(£d) - (ae) -~ (ac)
- (ec)] - _32;2.: (todas las mn)}

%[ (chc) + (°h°3) * (bc) + (ve z) * (af) + (ed) + (a-hag,)*
(byay) + (bpdg) ¢ (egbp) + (8y0y) + (8yd5) + (epdg)e
(enez) + (fiey) + (fnf3) + (agfg) (epb) - (003)} -
- i Z_ (todas las mn)g

3[ (b1a) s (ya)+ (v) 3 (bag) « (o) + (ca) + (ef)s
(ed) + (apaz) + (bybz) * (cgby) + (cpcs) + (dyeq) +
(dhdS) (egdz) + (ehes) + (flel) + (fufa) + (asfs)~

- (byd) - (aal)_} - % (todas las mn)§

2[ (cgb )+ nof) + (ozﬁg) + (ab) + (af) + (aby) * (cb)+

(ef) * (eby) + (de) + (aya;) + (bjay) + (b bsg) +



«53-

+(epoq) (a a5) + (egay) + (epey) + (fy00)4
(ffz) + (a2f2) - (co2) - (cgc) - (ac) = (bf) =

HDF= 213{ Q + -g [ (bla) r (blg) + (bqa) + (da) +°(de) + (da ) + (va)+
( ) (sp8 (bpbs) + (cobs) + ¢
(ohcs) + (dlol) ¥ (dhdz)-+ (e2d2) (ehe3) + (fge) +
( (byd) = (byo) - (ac) - (aay) -
- (cal)] - % Z_ (todas las mn)}
B = 2td 5 q + % [_(af) + (ad) + (ef) + (ed) + (bgc) + (b2c2) + (bhe) +
(bey) + (apaz) + (byag) + (opbs) + (cpeg) + (dyoqy) +
(apdz) + (egds) + (epez) + (fyeq
(

) + (fpfz) + (aqfs)+
- (ae) - (fa) - (bgb) = (002):} - ’32; __ (todas 1as
mn )
Hop= 2132 G + -g-[ (bya) + (bye) + (byay) + (fa) + (fe) + (fay) + (ba) +
+ 5

(ve) + (ald) +
1)+ (Bpog) + (egby

63) + (flel) (Ihf3

oo
Q
il
Av]
]
(9]
M‘——"‘\
O
+
he 18}
1
.
Lo}
-T
+
O]
o'
.+.
o
Hh
4
Y]
o’
[¢]
Q
[+3
-

azb) + (aza) + (ab) + (agy) + (ef) + (cd) + (ef)+

) + (oy0,) + (a o))+
)+ (f,£5) + (ayf )+

&3za) - (bay) - (ce) - (fd)] - % Z__ (todas las mn)}

- (fbs)] - % Z(todas las mn))g
)
b



P ST 2N

Hoy = [(30) + (ef) + (0a) + (oey) + (ef) + (ea) + (ocy) +
|

(

( :Sf)+ (Csd) + (csch) aha3)+ (blal)+ (bhb3)+
(egbg) *+ (dyeq) + (dydz) + (epdp) + (epeg) + (fyeq)¢
( * (ayf,) - (ce) = (cez) = (ecy) - (fd) - (fey)

dch)‘! - % Z (todas las mn)}

ed) + (a.has) + (blal) + (czbz) + (chcs) ¥ (dlcl)+
dpdz) + (egdg) + (epes) + (fyeq) + (fafz) + (a,f,) -
bya) - (bby) - (ce) - (fd)] --]?f (todas las mn)j

(
(
(
(cgb) + (czf) + (cac) + (ab) + (af) + (acy) + (cb) +
(
(
(

Q

f) + (cch) + (de) ¢+ (ahas) + (blal) + (bhb3)+ !
cgbg) + (dlcl) r (dhds) + (ezdz) + (ehes) + (flel)+
fufz) + (8pfs) = (eza) - (ezc) - (ac) - (bf) - (bey, )

- (fch)] -% Z (todas las mn)z

oy 2137‘ 0+ 3| (ab) + (ago)+ (dge) + (d5a,) + (fo) + (fo) + (£a,)+
N (de) + (de) + (day) + (apma) + (bjay) + (ybs)+
(cgbg) + (chcs) + (dlcl) + (ezdz) + (ehe:,)) + (fle1)+
(fhf:_’)) t (agfg) - (dsf) - (d3d) - (fd) - (Ce) - (th)
. - (edh):} —% Z, (todas las mn)
Hpyp & 213{’ Lt 3 { (ef) + (apa) + (ape) + (apaz) + (da) + (de) + (dag)+
(

(va) + (be) * (baz) * (byay) + (b,bz) + (esby) *
(chcs) + (dlcl) + (dhda) + (e2d2) + (ehes) + (flel)+
(fpfz) + (asfs) - (apd) - (apd) - (db) - (ac) - (aaz)
’ - (caz)] - % Z_ (todas las mn)}
Hym 200 o g[ (28) + (a7) + (ea) + (ef) + (ayag) + (bay) + (n,b)+
(bth) + (cb) + (Cb3) + (Cgbz) + (chcs) + (dlcl) +
(dhds) + (egdg) + (ehea) + (flel) + (fhfs) + (a2f2)+

af) - (b ¢) - (bbs)] -% J_  (todas

- (ae) N

y
las mn)f
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|

1

]

u55.

2t? % Q+ g [ (ope) + (opa) + (cpe5) + (be) * (va) + (bve) * (do) +
(da) + (deq) * (ef) + (apas) + (boas) + (bhbs)*'
(esby) *+ (dyeq) + (dydsz) + (egdp) + (epes) + (fie} ¢
(fhfs') + (agfz) - (chb) - (chd) - (bd) « (ca) - (ccs)
( - (acs)} -% Z_ {todas las mn)}
213{ o+ §| (ef) + (bya) + (b,8) + (byb ) + (de) + (de) + (ap )+
(ba) + (be) + (bb ) + (g a,) + (bja ) + (cyby)+

(eyeg) + (dyey) * (4 d5) + (eydy) + (epeq) + (fie )+
(f,£5) + (2585) ~ (bad) - (bgb) - (db) - (ac) - (aby)
- (cbh)] -%’ Z(todas las mn)z
215} Q-+ %[ (af) + (ad) + (ef) + (ed) + (czb) + (czey)* (cb)+
(ce) + (ayaz) + (byay) + (b bg) + (cgby) + (dyeq) +
(dds) + (endy) + (epeq) + (fye9) + (£,f5) + (ayf,)

- (ae) - (fa) - (ezc) - (bch)} --]2= (todas las

)+ (ag,) + (ef) + (ayag)+ (vja)) + (Byb,)+

dgc) * (dsa)-* (dzdy) + (be) + (ba) + (bdy) + (de) *
)
b2) + (chcs) + (dlcl) + (e2d2) + (ehes) + (flel)+
f
3

) * (ayfy) - (dgb) = (dad) = (bd) - (ea) - (cdy)

, )] -% 7__ (todas las mn)l]

213§ Q+ % [ (aha) + (ahe) + (ahas) ¥ (fa) + (fe) 4 (fas) + (pba)+

(be) + (bag) + (cd) + (bja;) + (b)) + (c b))+
(epez) + (dycq) + (dpdz) + (epds) + (epex) + (fieq) +
(fhfg,) ¥ (azfg) - (ahf) - (Ahb) - {fv) - (ae) - (535)
(ea:;,)} -% 37 (todas las mn)}

213{ o+ %[ (af) + (bub) + (byd) ¢ (b,bs) * (eb) + (ed) + (cbs)+
(cb) * (ed) + (cby) * (ahas) > (bla.l) + (czbg)*
(chcs) + (dlcl)-f- (dhds) + (ezdg) + (ehe5) + (f191)+
(f,85) + (25f5) - (we) = (ye) - (ec) - (vd) - (bb,)
- {an \.‘ I {tadaa las mn\z

&
a3
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2t { a+ 2 (af) + (ab) + () « (1) + (o0) + (epey) + (ac)+

(deg) + (apaz) + (byay) + (b,bs) + (cobs) + (dyeq) +

(apdz) + (egds) + (epez) + (fye0) # (£ f5) + (ayfy) +

- (ae) - (fb - (c d) - (ccs)] - % <4j‘(todas las mn)i
a) + bhb (eb) + (cd) + (ahas) + (blal)*
b)) + (h3)+ (d1e.) + (4,d,) + (eyd,) + (epeq) 4
e1) + (£,55) + (azfz) - (bgf) - bhe)] -1 s

(b
(e,
(fy
'+ {todas las mn)z
(
(
(e,
(

2132 Q+ %[ af) + (cqb) + (csd) t (cgep) + (eb) + (ed) + (ecy) +
chb) + (cd) cc ) * aha + (b a,) ¢ (bhb
)+ dc)+ dhd)+ ed)+(eh3)+(flel)
£ f ) + (azfz) - (cse) - (csc) - (ec) - (vd) - (bch)
- (dch)] - -12- Z_ (tedas las mn)z
213 3 Q+§- [(af) + (ab) + (ef) + aha ¥ bhb
(°2b2) (chcs) + dhd) + dhd )-i- cd)

(cds) (e2d2) + (ehe3)+ (flel)+ (fhfts) + (azfz) -
- (ae) - (fb) - dc) - (dds)} - -lé- ,}—_: (todas las mn)}

agb) + (azb) + (cd) + (ef) + (b,g)+

’

(
214{ Q+—g-[(aha)+ (bpa) + (
(02b2)+ (°h°3) +

>

3

(dyeq) + (apdz) + (egdy) + (epeq)+
(fye9) + (£pf5) + (agfy) = (o) - (asal):] -5
2. (todas 1las mn)

2122 Q + g[ (bla) + (ble) + (‘o1 )+ (fa) + (fb) + (fc) + (bsa)+
(b_e) + (bsc) + (da aha3) + (al‘b)‘f
(bhb) + (cgbz) ¥ (Chcs) + (dlol) + (dhd3) + (ezdz)*
(epes) + (fyey) v (fyfx) * (apfz) - (b;f) - (byd)
- (byb,) - (fv,) - (fd) - (abg) - (a;b) - (ae) -
- (ac) - (ec)] -% Z_ (todas las mn)
% L(b a) + b a )+ (ba) + (bal) + (chc) + (chcs) + (dec)+

(deg) + (aya) + (B b,) + (cgb,) + (dyo )+



-BT -

(dhd:,)) ¥ (626.2) + (ehes) + (flel) + (fhfs) + (agfg) -

- (blb) - (aal) - (ohd) - (ccs)] - % Z_ (todas las

mn)
Hyo= 24 1[(b§)+(b)+(f>+(f)+(d)+(d)+(ab)+
FO e+ 3 12 1° & € 5% 3° 1
(a;d) * (cb) * (cd) + (gyb) + (ayd) * (ayaz) + (b bs)

(cgbg) + (ChCS) + (dlrfl_\ + (e2d2) + (ehe ) +
(fy,fz) + (agfy) = (byf) - (bld33~ \fdy
(ajc) - (ad) - (cdp) - (bd)] - % 2 (todas las
mn )

HFP” 213 iQ, +% [(bla) + (blal) + (ba) + (a;b) + (cd) + (eype) + (fe)+
(ehes) + (fes) + (ahas) + (bhb3) + (c2b2) + (chos) +
(dlcl) + (dhd3) + (egdg) + (flel) + (fhff)) r (8,2f )

(

byb) - (aay) - (eyf) - (ees)] -% Z (todas

) + (fle

3 1
- (ae) -

Hpo = 2122 Q+ 2 [(bla) + (fza) + (a1b) + (aqd) + (a;f) + (cb) + {(cd) +

(cf) + (eb) + (ed) + (ef) + (fhb) + (fhd) + {fhtt‘)+

(an2z) * (bybs) + (cgby) + {cyog) + (dycqy) + (d,d5) ¥
egdz) + (ehes) + (flel) + (agfg) - (b1f5) - (a,¢) =

) = (ce) - (efy) - (bd) ~ (of) -

a.e) - (a;f) - (cf N

(

( 1 h

(ar) ] - % 7 (todas las mn);
(

(

(

}

Hpp = ol4 { Q + —g—[ bja) + (bza) + (p,b) + (a;b) + (cd) + (ef) + (a,2s)

cobs) + (epez) + (dlcl) + (dhds) + (egdg) + (ehe3)+

fre0) v (£,55) + (8gf,) ~ (bybg) = (bhal)] - .12.

1
>~ (tcdas las mn)§
[ (b18) + (bje) + (byo) + (fa) + (fe) + (fo) + (da) +

jas]
i
iV]
}-J
fab]
i
O
1.
el (&

(de) + (dec) + (Cha) + (che) + (chc) + (alb)"' (céb)*-
(a.has) + (bhbz) + (02b2) + (dlcl) + (cgnds) + (e2d2)+
(ehe3)+ (flel) + (fhfs) + (azfz) - (blf) 3 (bld) -
~ (fd) ~ (fcy,) - (acy,) - (ae) - (ac) - (ec) =
VB T e e )
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HFT - 213 i Q4+ % [.(bla) + (blal) t (ba) + (bal) + (dhd) + (dhd ) + (cd)+
(cdz) * (ef) * (apaz) + (bybg) + (egby) + (o) +

( lcl) + (e2d2) + (ehez) + (flel) + (fhfs) + (azfg) -
( ) - (aal) - (dhc) - (dd3)] - %Z (todas las

H = 2% { q+ % [ (bja) + (vye) + (fa) + (fe) + (e a)t+ (eye) + (ayb) +
(ayd) + (cb) T (cd) + (ezb) * (ezd) + (apas) + (bpbz)+
(egby) t (cye4) + (dlcl) + (d,d,5) + (ends) + (fyeq)+
(fhfS) + (ayf,) - (b, f) - (bjey) - (fe,) - (ae) -
( 1c) - (ales) - (ce3) - (bd)] - -]2'- Z (todas las
mn)l
1)

(fe) + (£, ) + (ayaz) + (b bs) + (c5b
(a

[\

) + (ba) + (ba + (cd) ¥ (f e) + (£ £ )+

e
i
fab]
H
(@]
fw‘
O
+
o jer
| A |
o'
Y
+

ndz) (e2d2) + (ehes) + {
- (blb) - (aal) - (fsf) - (efh)] - -:-“2- (todas

ja
0
AV}
=
N
w
O
*—
ol
—
Sh
SD
e
<2
o
+
o]
o’
T
W)
Q.
+

aje) - (ajaz) - (ce) - (caz) -
(df)] -% Z (todas 1las mn)z
mn = integrales de intercambio simples.
donde (ab) significa, como se sabe, integral de intercambio entre los or-
bitales a y b, y Q es un término couldmbico. Una vez escritos todos los g
lementos de matrfz, se vé que el términc "- -12: Z:_ (todas las integrales
de intercambio simmles)}" emtra en todos ellos. Podemos entonces incluirlo
en la constante @, escribiendo Q" paa el resultado,

Si nos interesan transiciones espectrcles, Q" desaparece: para el estado
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fundamental éste no es el caso, pero la dificultad puede ser salvada re
firiendo su energfa a la de la estructura de Kekulé (A, Fig.6), introdu
ciendo asi el concepto de "energia de resonancia”,

Los términos S no seran detallados pués son idénticos a los coeficientes

algunas integrales son muy pequefias y pueden despreciarse, obteniéndose

algunas simplificaciones en los elementos de matriz. Estas son:

»
¢

, ] e .
negh ot , Esh, “oh , Ehh « Ehw
(El criterio por el que no se consideran puede verse en Altmann, Proc.

Roy. Soc. A, v0l,210, pag.348, 1951)

De manera que finalmente tenemos: (Ver notacidn y Figs. 3 y 4)
b
H = 2.215§Q,"+%[3 Coa * 6o * 66“]}+
13 x
2.2 Q" 3[ 6 ¥ 6 , ¥ 6
' {vegle G * 08w * 05, ]
Hy,= 3. 2% { qus 32 &q v Es + 6E, ]§+
13 3 p
f e S fae S e v o £ b oay ]
15 3 * s
Hypm 6 o 2 {Q"+_2.[2£m + 2 &, 0+ 656.’,1 +5~«a]}*’ |
+ 12, 212 Z Q" ¥ % [4 Eﬂ+ 4 E"l’o‘ +6c‘,{¢l + 456‘ + 25%_.“”5(6-',’
+ 12, 2% fore 3 Eg r 4 &, *t8E, ¢ 4 &1
15 3 =
t 6.2 ZQ,"+§[ € o 6 &, 4 E gy
- — - . 3 - - [N
Hyy= 6 . 2t i Q" + 8 L 2 Coat E:rk * C“Wo’" " 5%"'»1 * Ol
15 3726 ’ s +5&, s6e
+ 6.2 {Q" + -Z-L i Euh ¥ Cﬂd Lot e
tie. 2l ford JAE, 2 EG w3 reS bl
_ v P < ]
+1z. 2 {9+ 5[ %G T2 Eun T3 6 S
¥ - ;
+12’212QQ“+%[4‘ST1¥ *’26% *‘25—1‘6'*6;«6 +4(E ](
\ I-
+ 12, 233 {Q'w 30 3Cw 280 w28 +6 E55 +6 &5 1
)
+12 . 218 fare 2 3¢5 42 Etn v2E.1 +6 Ego + 65“.3‘-
F12 . 212’2Q"+%[4éﬁ,rzé,ﬁl,+2<‘f«'+eéo—a+4cﬁﬁ)
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. 12 . 512 { qn + %[ 45%' + 26‘_‘\ +2qu, +6L . 1—4&.”;
+ 12, 213 § Q" + ,g,[ 3f‘m'ﬁ+2£:rk ﬂ\gé_w,are'clCr +6c°_. WE
F12 . 213 { Q" + %[gf/{m +2 & f250_,f66 +6€’A]}
+12, 214 i Q" + % [ 2 E’m +2£:TH +25’ﬁo" +65@, Ao«.ﬂ;
+12.213§Q"+%[4aﬁﬂ *2b'+6£¢«*5£m}i§
1p = 6. 2t é Q" + -2—[4éﬂ +6& .+6£M]}
H,= 3. 20 zQHg—[sﬁwmd vl 428 25;%
| + 3, 21.'5 { Q“+% [SE,W +6(S.L +6E—m]}
+ 3, 212 { Q" + _zfé[séw +6€,L+st +2c§w - 2& +2<_]
+ o3, 2?.4%Q..+ _g_" 3 &, +6£ +<sfErcr +2§€ -251;]}
1a= 3. 2 ( v+ 2 [séﬂ +6C§,h+ecc;h+6£m-f_;.c.+£ﬂ]}
+s .2t 5 2+ 3 :6 Eyare Eon Sen *6£M—£:’°' +2£""]}
+ 3, 2kt { o+ 2 'sé;m«»e i;,ue&;h +6&6¢-€:€+€Ml}
L 2+ 2 Q" + % ] E’ﬂ!*6 é;'h*é;h +6£°"‘T-E’:a+2£""]}
+ 3, 2?2 { Q"+ 3 iscfmw“ség.p C‘% + 6666*'25—1,6:]}
4+ 3, otd é Q" + -g-f:sf”*ré‘» &;'h+ ';;,' *’660'6 hémr’]}
r3. 218 Q+ 2 ~4 ot ﬁf,;,h + 1E4q +2CC,,.O_.]}
+3, 24 1 Qr + 2 Lsf +6£:r;,+é;h + 56'“*6‘1”"&;«':;
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Qll +

Q" +

qn +

Q," +

Q" +

Q!l +

Q‘!I +

Qll +

QN +

ol ol ol e

oles

len

ol oty oles wolor wolas

polen i vl k. ol

ol ales

ah oa T o
sC +6 & v & 28, 2‘2«""":‘1«1}
- . \
1& r6l w6l w28 -2fm+€“,])

w 0, ’Ls 5

L E +6E +v6E + & £% + 28
i h ar b e To
< Y T

4 me v é’a’ h +e E‘(ﬂr + T T 61’6‘};
- % = x — % -
. - , - ” 4

4 L_Tfﬂ 6 n‘) t+6 C(;G [18% \-f‘l_F(T g jg
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Tomando pars
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L e [0, e €y rabar oG]
EETS IR R AR

L2t fgny 22 & +s E, +6lt &, +€fa]§
R T S

. 213{ SRR A *66;% +65«a*€f:," \ﬁ

. 214 2 "+ % [ = 5" * 5 égra, *5 5&’ +’C';h r 25«« *E’W‘ —EJ:"}}
., 212 { Q"+ %[ 4 51.'1‘ T 55634 *5 5@‘ *E:ﬂy ¥ 251&'46“' ~E"“Jlf

. 213 § Q" + %[ 3 EW +6<‘f;.‘4 +6<Ew 2 Emr +Eye '35,,‘,%

. 212 { Q"+ —2:-5-[ 48,,, *564-:,'., +5<E.r« " ﬁ:+ 25f0’+€ﬁ€‘])

. 213 § A e .g. : 3E; 6 E;H r6 &, En:h + 25;6*&“ '35';;:}

. 212{ Q"+ 3 s &y rsf; v5 & * é,,l + & v 28 01‘§

. 2t ; Q"+ %’: 25#11 * 556jk+ 55«0+ év:k * 257!’6"“—_1‘ -E:“n{
ol2 { e 3] 4 £,+5E, v5& + E:k Fel 4+ o2&,

] 213{ O+ -g-: 3 & *6’5; +6£m*§ﬂ: * Zéf +£?w' ) 3%;“
. 212§ Q" + %[ 4{:‘ +5¢Ca;’ +5\‘SN *57,: + +£WJ}

. 2131 Q4 -g[ 3E,+68 *6(‘3@_ 2 v & . - 35';«}
) 212{ Q"+ §[4£ﬂ+55;,’ +5E + 26w +3C 5;,.]}

las integrales consideradas los valores:

E o (1,39) = -

W

2.27 eV,
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W = = 2,30 eV.

£,
€ = 1,807 v
e:
&

s = 1,240 ®
«6' = 03036 "
't
— n
Cﬂ = 0,745
Cee = - 0,383 ¥

dados por Altmann, para el etileno, (Proc.Roy. Soc. A, vol, 210, pags.340
v 348) , y para
61!6 (‘,59) = 0,823 obtenido de las tablas de integrales

de Konineck (GO8ttingen)
(tabla 10) Pags. y

los valores numéricos de los elementos de matriz serdn:

Hy, = Sy, E=2. 5, 213 (qv - ;) - 2, 213, 182,125

= 215 (2,500 - 91,062)
13 2

Hop = 85, E= 3.6, 27 (Q"«E) -3, 213 | 211,982
= 215 (4,500 L « 159,736)

Hew - Sz B = 204 4 212 (gv - B) - 212, 4624,830
= 215 (25,5001 - 578,104)

Hy, - 8,4 B= 328,212 (gv.-3m) 3.2, 6463,018

= 215 | (40,500 A - 1211,985)

Hyp - S5 E= 6.2 (guv.E) -9, 214, 25,178
= 215 (3,000 X - 113,301)

Hys - S13 E= 51 . 212 (qv - m) - 22 | 1853,631
= 215 (6,375 1 - 231,704)

Hy, = S14 E =63 . 212 (qu - m) - 212 | 2355,628

215 | (7,8754 - 294,453)

Hpz = Sy, T = 40 . 272 (v - E) - 212 | 1561,392
= 219 (40,000 X - 195,174)

Hoy - So, B = 6. 2% (qv - m) - 222 | 2877,474

: |
21° (9,500 A - 359,684)

W



H. -8 T - 132 , 21°

34 34 (q" - E)

]

donde :\ = Q% «

Nuestro problema queda entonces reducido & la solueidn del

terminante:
- 91,062 + 2,500X -113,30l + 3,000}

5113,301 + 3,000 X -159,736 + 4,500\

~294,453 + 7,875 A -359,684 + 9,500 A

~231,704 + 6,375 X ~-195,174 + 5,000 A

B4 =
- 4191,102

2195 (16,500 1 - 523,888)

<331,704 + 6,375
-195,174 + 5,000
-578,104 + 25,500

-523,890 + 16,500

siguiente de« -

-294,453+7,875X.

- 359,684+ 9, 5004

-523,850+16 , 5004
~1811,985440,5004

ecuyas rafces, obtenidas -or el método aproxiimade que consiste en una com~

binacidn del de relajacidn y el de Raleight son:

A, o 37,95 ev.

-
“

A- « 25,07 eV,

'13 = 19,98 eV.

l‘. > - 717,02 ch

Asf que los niveles de energia resultan:

E, = Q" + 717,02 eV.

ES > Q" - 19’ 98 ev.

.
WV
#

Q" - 25,07 eV,
E, = Q" - 37,95 eV,

il

donde B = Q" - 37495 eV, es la energia

dijimos, un término coulombiano adicionado
de intercambio y su cdlculo por el momento

bles. Para eludir las mismas se introduce

del estade fundamental, Q" es, como

de un gran numero de integrales
presert a dificultades insalva-

el oconcepto de '"resonancia®,

Habiamos visto que la estabilidad del benceno estaba dada por el sistema

de electrones M vy & (30 en total), siendo las estructuras candnicas ele-

gidas por considerarse de mayor peso, las indicadas en la Fig, 6, La ener-

gia de una (hipotética) estructura candnica, como A (Fig, 6) estard dada
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mediante la aproximacidn del aparea.aiiento perfecto (Byring, W. y X, psg.

250) por: «

HP“ - 215{ Q+ % [5£ﬂ, + 66.:,.‘_ +6 E.“_o.] -% Z_ (todas las mn)}

B =2 g 215.2 [ -5 x2,27-6x23-6x 0,383 | eV.

= 215[Q" - 34,21 eVJ

T = Q" - 34,21 eV.
De aqui resulta que la "energia de resonancia" del benceno referida a la
estructura A es:

R=( 37,95 - 34,21 ) eV = 3,74 eV,

e indica en cuanto la molécula de benceno es mds estable que el “"estado de
referencia", es decir, la estructura candnica A. Tste estado se define co-
mo uno formado por estructuras "normales", es decir, en las que solo exis-
te una posibilidad de aparcamiento de los electrones, Para que esto tengs
sentido es necesario que pueda fijarse la energia o calor de formacidn de
este sistema hipotético, formado en nuestro caso (benceno) por tres dobles
ligaduras normales (similares a las del etileno), tres ligaduras simples
(similares a las del etano) y seis ligaduras C-H,
Hay dos métodos que peraiten obtener este resultado: uno de ellos es el
debido a Pauling, y el otro el de Xistiakowsky, que requiere el uso de ca-
lores de hidrogenacidn, .
Yosotros tomaremos aqui como dato egperimental de comparacidn el primero.
Pauling usc para la determinacidn del calor de formacidn del benceno el con-
cepto de "energia de ligadura", ﬁsta es una cantidad de energia que puede
ser asignada a una ligadura en formz tal que, sumando los valores correspon-
dientes a ligaduras individuats en moléculas en que no existe resonancia,
se obtiene el valor apropiado del calor de formacidn a vartir de los ele-
mentos en el estado wtdmico,

De acuerdo & eso se puede asignar a la energfia de la estructura A { que no

puede determinarse experimentalmente, puesto que es hinotética) el wvalor
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obtenido de la expresidn:
+ +
E = 3 EC’C 5] EC-C 6 EChH
donde los simbolos indican energias de dobles y simples ligaduras y de
la lizedura carbono-hidrdgeno respectivamente,

Sora obtener B basta con tomar el calor de formacidn del metano y di-

“C-H
vidir por cuatro (Diferente a la"energia de disociacidn de 1la ligadura",
“vans y Szwarc, )

$i deseamos obtener la energia de la doble ligadura C=C, debemos sustraes
del calor de formacién del etileno la energfa de cuatro ligaduras C-H,
Pero en el metano los orbitales del carbono son hibridos tetrahédiicos
mientras en el etileno son hibridos trigonales, de manera que las uniones
C-H no tienen en los dos el mismo valor,

Como no se conoce la energia de la unidn C-H en el etileno, usamos sim-
plemente el valor conocido para el metano, Ya ha sido discutido por Alt-
mann (Ciencias e Investigacidn, Tomo 8, No,6. Junio 52 - pag. 250-258)
que esto no significa ninguna aproximacidn, sino que se aprovecha la natu
raleza convencional de las energias de ligadura. Se desprecian efectos

de "energia vibracional", "variaciones de calores especificos" y "ener-
gia de compre: sién",

Procediendo asi Pauling ha obtenido el valor 1000 kcal,/mol. para la suma
de las energfas de unidn en el benceno, El calor de formacidn de la molé~-
cula gaseosa de benceno & partir de dtomos separados se encuentra del ca-
lor de cpmbuStidn (789,2 keal./mol.) y los calores de formacidn de los
productéé de combustidn, agua y didxido de carbono, y tiene el valor 1039
koal,/mol, o
La diferencia, 39 kcal./mol. es la energfa de resonancia experimental de

la molécula de benceno.

De manera que tenemoss
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Fig. 8
Donde observamos lo siguiente:
onondo considerando el estado fundamental del benceno en la aproximacidn
de Hiickel, tenemocs en cuenta la extra-estabilidad de la molécula debida
unicamente a resonancia Tf , extamos entonces describiendo nd el benceno
real, sino un estado mas bien hipotético que llamaremos benceno-m. (Fig.
8). La energfa de oste se refiere a lg tambidm hipotética, estruetura de
{ekvle, A de la TFig. 6 (llamada estado de referencia ideal en la Fig. 8%,
donde ninguna resonanca, por grande que sea, es considerada (aproximacidn
del apareamienfo perfecto), El valor obtenido es la energia de resonancia
"tedrica" (1,11 diwq ) en la aproximacidn usual,
La energia de resonancia experimental, como dijimos, es la obtenida por
comparacidn de la energia de la molécula de benceno real con la de la de
un estado construido con tres ligaduras dobles (etilénicas) y tres sime
ples {(como las del etano)., Este estado coincidirfa con el ideal si las
dobles uniones etilénicas fueran una representacidn ajustada de una es-
tructura perfectamente apareada,
La resonancia M -0  sin embargo, es la causa de que las uniones etilé-
nicas se desvien de esta condicidh, de manera que la energfa del estado

de referencia real serd mds baja que la del ideal por tres veces la ener
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gf{a de resonancia M - T en el etileno (0,45 eV. calculado por Altmann
Proc. Roy. Soc.). Esta cantidad se indica con a en la fig. 8

a == 0,45 eV, x 3™ 1,35 eV,
Tn la misma forma la energia del benceno real {con resonancia total o
completa) debe ser mds baja que la de una molécula de benceno en la cual
unicamente resonancia T es considerada,
La diferencia en energfa, b en la fig. 8, es la energia de resonancia
T -a exclusivamente de la molécmla de benceno.

b o= 4,74 eV,~— 2,59 eV, = 1,15 €V,
La diferencia entre a y b son muy pocas ddoimas de eV, como se esperaba,

1o que justifica el procedimiento usual de igualar las dos energfas de

resonancia mostradas en la fig.8.- /%
N f -/, ; ./,f;'z -
= - M,’ /
anz_a \". /l
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