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TNMRANITACT AN

Fl rrohlema inveran de 1a tecria de colisinnes tra
ta acerca de 1a determinacidn *tedrice de la interaccidn en -
tre las narticules ene intervienen en un evento fisico, a //
rartir de los datos exvmevrimertales rrovenientes de dicho_///
evento.

Al comenzar a atarar el vnroblema de colisiones, la
fisica tedrica se orientd vrincinalmente hacia la solucién /
de un caso mfs sencillo: el vroblema directo, que varte de u
na interaccidr conocida., Esta forma de vroceder encuentra su
iustificacidn en el hecho de nue los nroblemas nue se trata-
ban co» mavor frecuencia eran z2cuéllos en los que las inte -
racciones ersn de tivo electromasmético, esto es, a nriori,/
conocidas, Pero éstn es urna justificacidn histdrica méds bien
que vnriactica, ouesto cue en la fisica nuclear o en la de nar

ticulas elementales las interacciones

0]

or a vwriori desconocl
das v deben deducirse a martir de los datos exverimenteles./
Ademés, el nroblema directo es mds fécil y entra dentro del
esonema usual, nue corresvonde a estudiar el modele tedrico
v lvego commarar com 1los resultados exrerimentales.

E1l estudio del »nroblema inverso - ir de los datos
exverimentales al modelo - vuede ser muv Util considerando /
la resolucidn de cesos nrdcticos, y a1in mAs desde el vunto /
de vista de asegurar las condiciores de existencia y unici -
dad. Pero, a2 causa de la dificultad matemdtica de su trata -
miento, =810 se 1o h2 nodido e=studisr en Jos casos més sim -
nles, esto es, en la teoria de motencial: atn as?, todavia /
se eatd leios de su anlicacidn vnrictica a nroblemas reeies.
De todons modos, es conveniente sermir dessrrollardo su estu-
dio, A=do ruie es un nreblems muy interesante desde el mmte

de vists fisico-materdtico.

T.os nrimeros intentos nara recolver el nroblema in
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verso fueron realizados en 1947 vor Frodberg(l). Tanto este

autor como Hylleraas(z’, dieron ur desarrollo del notencial

usando como Aatos sAlo el desfasaie en onda S. Posteriormen—
te se vid oue este dato era insuficiente vnara resolver el //
problema, ¥ Bargmarn(B) construyd ejemvlos exvlicitos en los
one diferertes notencinrles daban lu-3r a los mismos desfasa-—
jes vy niveles discretos de energia; esto demostr§ cue esos /

4)

datos no eran suficientes, Levinson( demostrd aue la vérdi
da de univocidad estaba relacionada con la existencia del es
nectro discreto, es decir, ave el votencial construido era u
nivoco si no existian estados 1lisados. Posteriormente, lar -
chenko(5_6) resolvid este problema demostrando aue un conjun
to de datos suficientes vara determinar univocamente el mo -
tencial 1o constituven los desfasaies (vara un momento ansu-
lar v en funcién dal momento lineal %k ), las enersias y las
corresnondientes constantes de normalizacidn de los estados

ligados (con el mismo momento ancsular),Tambhidén, Rorq(7),Jost

(R) (a)

v Xohn v Holmherg' 1llegaron a cornclusiones similares,

Gel!'fand v Levitan(lo) dieron la vrimera solucién
efectiva al vroblema inverso nara nartienlas rue ohedezcan /
1a ecnacidn de Schrhdinser tomando loe datos en onda S.Fllos
desarrollaron un nrocedimiento por el cual es vosible Aerter-
minar e”. notenci_ai resolviendc una ecuacidn integral (90“9. -
cién de Gel'fand-Tevitan), one necesifta como datn la funcidn
esnectral del »rohlema, fun~idn nue es vosible dete~minar g

(6)

partir de los detos de la rolisidn, Marehenlro! +también vn-

dno resolver el nrahlema nlantesndo ntro tinn Ae ecuacidn in-

tesral, Posteriormente estns trabajos freron extendidas mnara

(11)

cpsna de ondac maregislea de mavar nrden’ , chteniérdnae re

. : (12) (13)
al+adne gimilares a los anteriores, Reoce © v Vewton® 7

estndiaron el vroblema dando otro coninmto Ao Aatos iriecia -

Tea, en el nue reemnlazan el Aecfasaie narg v wvaloeor Ael mo-



mento angular v conocido vara todos los valores de la ener -
gia, por el desfasaje para una energia dada y conocido para
todos los valores del momento angular. Una extensidn del mé-
todo de Gel'fand-Levitan al caso del problema de varios cana
les fue tratado por Newton y Jost(14).(°)

Para el caso de la ecuacidén de Dirasc, Pratsy //

(21)

Toll desarrollaron un método similar =21 de Gel'fand-Lév;
tan, pudiendo resolver parcialmente el problema, pues no de-
mostfaron le existencia del votencial. Para 16grar demostrar
la existencia y unicidad de la solucidn, Gasimov y Levi't:an(2
introdujeron una forma mds general de la ecuacién de Dirac,
con dos tivos de funciones que juegan el vapel de dos poten-
ciales independientes entre si, pudiendo encontrar estos vo-
tenciales a partir de los datos de la colisién de la varticu
la y de la antivarticula.

Todos los métodos mencionados hasta aoni tienen en
comin la dificultad de gque se debe resolver una ecuacidn in-
tegral de tivo Fredholm nara poder hallar el votencial. Es /
mis, en el caso de la ecnacidén de Dirac esta ecuacidn es ma-
tricial, por lo que debe resolverse un sistema de cuatro e -
cuaciones integrales acovladas, siendo éste un problema en /
la mavoria de los casos diffecil v no resoluble explicitamen-—
te. \

Para tratar de obviar esta dificultad se comenzd a

investigar tratando de encontrar otro tivo de resultados aue

vermitieran determinar el potencial, o al menos algunas de /

() Pare una exvosicidén mds detallada de las referencias v /
métodos emvleados vara atacar el vproblema inverso, se /

pueden corsultar los siguientes articulos de resefia y 1i

bros: Faddeev(ls), Newton(l6-17), De Alfaro-Regge(lB), /

)
Agranovich—Marchenko(lg’ y'Wu-Ohmura(zo).

-3 -
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sus ceracteristicas mas interesantes, como una furcion expll
cita de los datos experimentales,

E1l primer resultado de este tivo de enfoque fue da

2 . 24 .
do por Newton( 3), y simultédneamerte vor Faﬂﬂnev( ),qulenes
encontraron una expresidn para el valor del potencial en el

origen, como una funcidn integral de los desfasajes, vara la

., .o , L2
ecuacion de Schrodinger. Mas adelante, Buslaev y Faddeev( 5?
Percival(26) y Roberts(27) lograron una expresidén para el va

lor de la segunda derivada del potencial en el origen en fun

cidén del desfasaje en onda S. Mas recientemente, Calogero ¥y

(28)

Degasveris dedujeron exvresiones para el valor del poten

cial v de todas sus derivadas en el origen, en términos de /

)
los datos de la colisidén en onda S.(m’ (co)

Una de las extensiones ldgicas para proseguir con
la investigacidén en el tema,y desde este Wltimo vunto de vis

ta, era desarrollar el problema con la ecuacién de Dirac, cu

(or0)

yo tratamiento efectuamos aqui . Simultdneamente con es-—

(31)

te trabajo, A. Degasperis realizd un estudio similar para

() En este dltimo trabajo se revisan los diferentes métodos
vara lograr estos resultados, por lo ague nos remitimos a
é1 vara toda otra referencia en el caso de la ecuacidn

de Schrodinger.

(00) Siguiendo este tivo de enfoque se logra también determi
nar limites variacionales varza el potencial, en funcidn
2
del desfasaje en onda S( 9).
(mr00) Los princivales resultados originales de esta tesis /
fueron nublicados vor el autor como nota interna del /

Instituto de Fisica de la Universided de Roma(3o).
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la ecuacién de Klein-Gordon.,

Como punto de partida se ha tomedo 1o ecuvacidn de
Dirac con dos votenciales y se ha desarrollado un método gue
vermite encontrar relaciones exactas y explicitas oue dan //
los valores en el origen de estos votenciales v, en vrinci -
vio, de todas sus derivadas, en funcién de los desfasaies, /
las energfias y las constantes de normalizacidén de los esta -
dos ligados (datos de 1la colisién) de la varticula v la anti
narticula. Se obtienen resultados para los datos de'la coli-
sién en ondas S y P, y se dan férmulas exvlicites parz el //
cdlculo de hasta la tercera derivada. Estas expresiones cons
tituyen los princinaleé resultados de nuestro trabajo. Dado
oue hemos supuesto aue los votenciales son funciones holomor
fas (y vor lo tanto determinables conociendo sus valores y /
los de todas sus derivadas en el origen), de ecta manera se
vuede, en princinio, determinarlos en funcidn de los datos /
de la colisidn, lo que constituye el objetivo final del vro-
blema inverso, ,

De los resultados anteriores se deducen con facili
dad exvresiones del mismo tiné pare el caso de la ecuacidn /
de Dirsac uswal, esto es, con un soln votenecinl,

Es interesante destacar one al restrirngirnos al ca
so usnal, ademAs de ohtener los resultados deseados, encon -~
tramos relaciones gue vinculan snt-e si los datos de la coli
sidén. Esto se exvlica en 1la siguiente forma: como ha sido de
mostrado cue vartiendo de los dos jvesgos de datos vara la //

. 4
particula y la antiparticula se oroducen univocamente dos po

(o) E1 problema inverso vara particulas gue obedezcan la e -
cnacidn de Xlein-Gordon fue tratado anteriormente en la
. (32) (33)

forma usual vor Corinaldesi vy Verde . Véase ademés

De Alfaro(34).



tenciales, cuando nos restringimos a la ecuacidn de Dirac u-
sual, estos datns son sohreabundantes; lueeco, deben existir
relaciones entre los datos de 1la varticula y los de la anti-
varticula, siendo los resuvltados que aqui'se dan un vrimer /
eiemvlo de ese tivo de relaciones. (Para una exvlicacidn més
detallada de 1o anterior véase 1a seccidn de conclusiones),
El método de desarrollo asintdtico oue seguiremos
para llecsar a los resultados antes mencionados vosee una di-
ficultad intrinseca, que hace gue éstos no tengan toda la ge
neralidad posible: se debe vedir la igualdad de las deriva -
das primerss de los dos potenciales en el origen (en el caso
de onda S: vara la onda P, gqne su suma sea igual a cero).Por
otro lado, nuestros resultados son mis generales que los si-
milares dados en el ﬁfoblema de Schrodinser, vues mientras a
117 se dan sdlo vara onda S, nosotros vodemos darlos vera //
las ondas parciasles S y P. Estos dos hechos estdn {ntimanen-—
te relacionados y, como se exvlicara en las conclusiones, //
una extensidén del método usado acui nos permitird dar indica
ciones para tratar los vroblemas de Schrodinger y Dirac para

ondas varciales superiores.



1., = TLa Fenaridn Ae Dirage

Ha sido demostrado utilizendo 'm métrdo similar al

. o (22)
dado vnr Gel'fend v Tevitan en el caso no relativista’ "y /

7

cue martiendo de dos inegos de datos mars la narticula v 1la
antinartienia (eato es, los desfasaies nara todoé los valo -
res del imoulso lineal % , los valores de la energia v de /
las correspondientes constantes de normalizacidn de los mnosi
bles estados ligados, vmara un momento angular determinpdo),
se nueden construir en forma univoce dos funciores indeven -
dientes aue juegan el vn2nel de dos votenciales no devendien-—
tes de 12 energfa. Estas dos funciones anarecen en la asi //
llamada "forma canénica" de 1a ecuacidén de Dirac, v se ha de
mestrado que toda otra form= de esta ecuacidn nuede ser lle-
vada a la forma candnica mediante una transformacidn ortosgo-
nal,

Asi, sin vérdida de generalidad, nos hemos vronues
to estudiar una ecuacidn de Dirac con dos votenciales esféri
cemente simétricos, locales e indenendientes de la energia,
uno de los cuales,'Vl(r), se transforme como un escalar relz
tivista, mientras el otro, V2(r), se transforme como 12 cusar
ta comporente de un cuadrivector.

Esta eleccidn feecilita la derivacidén de los resul-
tedos en el caso de la ecuacidén de Dirac usual, puesto oue /
simplemente debe hacerse nulo el potencial escalar. Ademis,
se obtienen as¥ en forma inmediata l2s exnresiones ove ligan
entre si lo= datos de 1a colisidn de la marticula con los de

1a antivnarticula.
(o)

’

Tia. ecuacidn nue describe nuestro sistema es

Y(F,1) = HY(F,+) (1.2)

i

CVlQJ
+

(0) B1 sistema de unidsdes ove utilizamos es tal que ¥=c=1

~



en Ja ~ne o1 hamiltoniarn~ e«
Y, - pm = @V, () + T, (x) (1.2)

Aonde lze &X; v 5 eom Naa matrices de Dirac, m , 12 masa
de 12 vnertienla disverscda v 1ns V. (r) sor notenciales cen -
_ 5 .

treles nme verifican 1oe rovndiciones Ae inteorahilidad
.-

> |v1,(_r)l dr <00 ;i =1,7 5 n=0,1,2, (1.2)

o

Nado rue 1los votencisles son estdticos, nodemos //

corsiderar funciores de onda de la forma

(1.2)

-0
]
!
el

-
N

-
()
~

L]

b 70 = P (r,8,9) T

n

v 1la ecvacidn de Dirsc indenendiente del +iemno seri

HY =2 @ (1.5)

Si~uiendo el mrocedimiento usual (véanse nor ejemnlo las re-
ferencias 25 y 26) mara 1la senaracidén de variables, defini -

mos el omerador

U = /5(6". T +1) (1.6)

Srbermos ~me ecte orerador conmata con el hamiltoniano ¥ cue

en coordenidas volsrec es

- o
&3 =otv +i _EE u (1.7)
rr T
ArnAde
2.5
A = (1.7)
T r
v
- > .
n = 2P _ 2 _ —i(é— + 2) (1.7m)
r r * ° r
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o ’
cagv AlocAamatlecs, [pras

u@(r,e,?)

E‘L(r.e,?) (1.8)

UL TEFCRT)

]

AP (r 0,0 ; (1.9)

ertonces (v (3 mreden ser renvesentadas mor matrinces //
»

hermitiarnas mie optiafacan

r

Y G L

eatas matrincace tendrdn dos filas v dos colummas v las elegi-

X2 = p =1 (1.10)

(1.10')

e

mos de moAdo nue

o =(0 —i) ={1 ° . (1.11)
T i 0 {3 \o -1

Pp=-idp . Pp=a v Py=p . (1a2)

(1.13)

p
Pi PW’ = i pv_ i,i,k = 1,2,3(ciclicans)(1,13")

pi pj + pj pw._ =0 i # (1.13")

1as ane, con la elecridn (1.11), serdn las ngnalee matrices

s

de eanin de Panli

0 1

SO I S S I



Como 12 varte arcular v de esnin de la funcidn de
onda estdn fijadas nor el reguerimiento de crue ésta sea auto

funcién de U , la ecuacidn radisl se escribiri

{i?e [(%; + —] Pl ; + V (r) - P3 [m + Vl(r,\]}R)‘ (k,r) = ERA(k,r)

(1.15)
. L. A =-1,.x
o bien, nmoriendo R (k,r) =1r ()0 (x,r)
d—k(k)=5 -v-v(\]- ;x;(\] (x,r)
0 Pn) L8, <[ - vrsp, <[ - merdpfgn
(1.15')

Ia solucidn de ésta, dada la estructura de las matrices //

(1.14), serd un vector de dos commonertes
N u;(k,r)
@ (x,r) = (1.16)
x .
ue(k,r)

‘%1 autovalor A del overador U serd un nimero /
entero (# 0) relacionado con el momento ancvular "orbital" v

total en la sisuiente forma

Momento angular total = j = |\ - 2 (1.17)
Momento =arnsular "orbitgi“ = § =|\l- 1 4 1 é .
T 2 2N 7
. A>0, £ =X (1.17')
1.9.
x<o, £ =IA-1

Ia~ fumciones vnronias del overador U no serdn //
tratadas srui dado ocue no haremos uso de ellas y de cue es -
tdn tratadas en forma muv comvnleta en un articulo reciente /
de M, C, Rﬂrthé]_émv(‘ 15).

Antes de masar a3l estudio de las soluciones de 1a

ecvacién radial, nos ocunarenins hrevemente Ae alovinas nronie

dades de simetria de esta ecuacidn ~ue nos serdn tiles en /

- 10 -



el resto del trabvaio.

Ta ecvecidn (1.,15') es invariante bajo las trans -

formaciones

E— _F, Vo (r)—=-V,(r), A - XN, (1.18)
Y )} t
ul(k,r)———a-u;(k,r), ug(k,r)-——-u;(k,r)

A

m"""’:’ Vl(r)T_Vl(r)’ ;\ —A N (1.19)
ul(k,r)———-—ug(k,r), uz(k,r)———*.ul(k,r)

Entonces, si se conocen los resultados vara A vositivo, vor

medio de las transformaciones

A Y A DN
E—-E, V2(r)—4>—V2(r), ul(k,r)—a uz(k,r), uz(k,r)-a-ul(k,r)
(1.20)
0
N PN A b
m—s —m, Vl(r)—a--Vl(r), ul(k,r)—>-u2(k,r), u2(k,r)——»u1(k,r)
(1.21)

vodemos encontrar los resultados para el corresvondiente A
negativo. Por consiguiente, trabajaremos en lo aue sigue sé-
lo para A vositivo, salvo exvlicita indicacidén en contrario.
Debe notarse ademds oue la transformacidn (1.21) /
consiste en una multivlicacidn de la funcidn de onda por la
matriz ip? s v dado ocue esa natriz no es igual a su inversa
no podernos anlicarla dos veces vara obtener el mismo resulta
do. Ademds, con 1la transformacidn obtenidza multivlicando vor

—iP9 , esto es

b PN A A
m—s—m, Vl(r)—q-—Vl(r), ul(k,r)—q>u2(k,r), uz(k,r)->-u1(k,r)
. (1.21")

t~mbién se pueden obtener los resultados mar~ A de sisno /

-

- 11 -



cortrario. Por sumiestn, mediante 12 anlicacidn sucesiva de
(1.21) v (1.21') se obtiene el mismo resultadn, Fntonces, a-
doptamos vor convencidn uvsar 12 transformecidn (1.21) »ara /
pesar de los resultados cor A vositivo a los corresmondien-—
tes con A negativo, y usar la (1.21') vara ir de A rnecati-
vo al corresnondiente A vositivo.

Como se verd mis adelante, aleonss de las solwveio-
nes de la ecuacidn (1.15‘)Vson funciones bivalentes de la va
riable comnleja k , oue toman valores distintos en 1as dJdos
surerficies de Riemann definidas vor el Sig(Re E) , siendo
E = : vkg + m2 s por consiguiente, debe distinguirse entre /
las dos transformaciones (1.20) v (1.21), vues (1.20) cambia
la suverficie de Riemann mientras aue (1.21) no.

Finalmente gueremos remarcar otra vrecausidén aue /
debe tomarse al anlicar las transformaciores arteriores, Si
se las anlica a funciones oue no demenden exmlicitamente de
las comnonentes, debemos buscar svs definiciones nara contro
lar si no varian los signos. Asi
cién A(x) (véase (3.4) v (3.3)), al plicar (1.21) obtene -

s, Por ejemvlo, vara la fun -

mos

A(ky E, Vl’ V2’ m, -N) = A(ky B, -Vl’ V?9 -m1>\)
mientras rue anlicendo (1.20) se tiene
A (x, E, Vir Voo m, A = =A%, -E, Y m,\).



2., - Solncinres Roonlar e Irreoylsr

Estndismos aqui el comportamiento en el origen de
las soluciomnes de la ecuacidén (1.15'). Pars ello nonemos Ai-
cha ecuacidn en ferma de un sistema de dos ecusriones dife -

renciales de primer orden acovladas

» " A \_[p‘_ - (\_v(\]x
ﬂl(k,r, = ul(k,r F - m Vl‘r, () uz(k,r)

1>

(2.1)

1>

/
A = - A ) b‘ Y -V J A
u2(k,r) = uz(k,r, +|B +m + Vl(r, fg(r) ul(k,r)

Introducimos los desarrollos

00
u;(k,r) - ot E:: ah(k) r
n=o0
© (2.2)
u;(k,r) = rB E:: bn(k) rt .

o
Il
o

Estas expresiones son soluciones del sistema (2.1)
para A=A ¥y a, = 0O, a8 B= X +1 3 con estos valores,
se determinar los coeficientes an A4 bn en funcidn de ad
Dado cue el sistema (2.1) tiene un término r_l , la otra so

lucidn indevendiente Adebe tener la forma

© ©
A C n A n
zl(k,r) = r E;:cn(k) r o+ A, (%) 1n-B(k)r.r 2— an(k) T
n=o = (2.3)
pe® 12
2h(e,r) = r) (1) r + 4,(K) 1n BOO)r.e ) n () o
n=o n=o
sistema que es solucidn vara D =-X , d, =0, si C =-\=+L

1
Tos coeficientes de las soluciones estdn dados vor

las gsimientes exnresiones:

nare la solucidn de timo (2.2)

- 13 -



| 20y w Yoy
a - L (w - m)bn - }:; ! 2 b (2.42)

n+2 n + 2 [ ] n—73
A i=0 3! '

2 ¥¥0) - v}(0)
(= + m)aﬂ + - a__ . (2.2p)
n T=6 i n-=J

1
n n + 2\ + 1

o’
|

(2.4¢)
a indeterminado (devende de la normalizacién)

v vara la solucidn (2.3)

i xfi"(o) + v‘g’(o)

(¢}
1

—_
=

|

3
~—
Qs

d .| n<2h-1

=0 3! (2.52a)

n Moy v‘g’(o)

-1 1
h Tn - on % 1[Axan-2x+1 HE - m)d, -y - %
i=0 it
n>2A-1 ; (2.5b)
1) (3)
T Vi(0) - v;(0)
a =L (B + me + 1 2 c 3 N<2A-1
n+2 n + 2 ' n Z;~ y n-jl.
=0 J- (2.5c)
(§) (5)
2 v2(0) - V2(0)
d = 1 -A. b +(E + m)e + ; 1 2 c
n+2  n o+ 2| A n-2x+1 n L 1 n-3J
j=o j!
n22x-1 ; (2.54)
- (5) (i)
N ??:% vi(o) + v;(o)
= —=|(r - - 2.5e
Ay =3 (® ”)dzx-1 : y d?k—l—j (2.5e)
(o) J=0 A
=N v etdn indeterminad
dl : do » Con1 B eestan indeterminados (5.55)

(@& demerde de la normaliz~cidn)
0

- 14 -



Para encontrar estas exnresiones hemos introducido los si-//

onientes desarrollos en series de netencias mara loc voten -

Vo) .
v () = 2 (2.6)

i=o0 j!

ciales:

()
donde Viko) indica le j—ésima derivada de Vi(r) calculada

en el origen, ’
En el caso marticular A = 1 , aue nos interesard
en la seccién 7, la exnresidn (2.5e) toma la forma

d

0 .
= — |V2(0) ' \] . .7)
A1 " [11\0, + V2(O, (2.7)

Tuego, si nueremos anular ls contribucién de los términos lo
geritmicos en le solucién (2.3), debemos vedir que las deri-
vades primeras de los dos votenciales calculadas en el ori -
gen, seran isunles v de sigsnos contrarios. Ia vresencia de //
los términos loraritmicos, como veremos mds adelante, no nos
permite el tratamiento de ondes suveriores ( IAl # 1) con el

método del desarrollo asintdtico. (Véase ademds el avnéndice
(o)
A).

—— —— ——— - —

(6) Sin embarso, es vosible reducir wa ecuacidén de Dirac en
onda A a otra en onda AN~ 1 oue tenga un votencial més com
vplicado, y entonces avlicar el método de desarrollo asintdti
co a esta Wltima., Este tema serd objeto de estudio en un tra

bajo vosterior.

- 15 -



2. = Solvciones v Funciones de Jost

Por razones de completitud, en este seccidn ros o-
cuvaremos de las definiciones de todes las funciores gue se-
rén necesarias vosteriormente, funciones cue son similares a
las del caso de la ecuacidr de Dirzc usual. (Para este caso,
con un solo notencial, véanse vor ejemnlo las cites (21)y /
(35)).

Ademds de las soluciones (2.2) y (2.3), ocue estédn
caracteriznadas vor su comvortamiento en el origen, tenemos o
tras dos soluciones, conocidas como las soluciores de Jost,

caracterizadas mor su comvortamiento en el infinito

PN v Ti
Lim #(3k,7) = (HiK) " et KT (3.1)
L4 o0 1
Las soluciones regular e irresular
A A
N ul(k,r)\ N zl(k,r)\
(P(k,r) = A ) (kyr) = N !
u2(k5r) z2(k,r)/

vueden ser dadas como combiraciones lireales de las solucio-

res de Jost, Para la solucidn resular tendremos

A

L?*(v_,r) - /_ﬂlﬁ[f*(-k) e, 1) - %) £ (-k,r)] (3.2)
) Sl

donde Ak) es 1a funcidn Wronskisno de las soluciones de

Jost fx(k,r) v fx(-k,r) ,

AJr) = A [f*(k,r),?(-k,r)]

A A .
£20k,7) £o(-k,r) - £2(-k,r) £0n,r)  (3.3)

. . A
Frn ésta, fi indica 12 commonente i-ésima del vector f .,

™. Irongkiann Aq(v) pe un2 eantidad indemendiente Ae r, nue

- 16 -



mede ralenlarse nara r —s 00 de la (2,1)
9 \—
A, (x) = —2iwt Tl (E o) . (3.4)

Con esta definicidn Ae 1la funciin Wrons-iane, concluimos in-

mediatamerte cue la fimeidn de Jost ectd definida wor

A A :
f (1’-) - A[(P ("T,I‘), f (‘~, ; ] (305)
funciém de Vv calamente, aue modemos calculsr tomsndo el 13
mite nara r —» 0 ¥y sustituyendo el comnartamiento en el o

rigen de 12 solucidn reonlar

A :
¥) = 1i (x,r) - f (x
£7(x%) lim 9or f2\“, b T ”l(“,r)
. A
= 1im a8 M (% ,T) . (3,6)
r-o o 2

Como es nsual, definimas

X, A :
() = |f (k)lexn[iqxbcﬂ , (3.7)

donde Qx“() ee el desfaraje de orden A, ¥ vuesto que
) = ) (3.8)

los desfasajes comarin de la vnroniedad de reflevién

M=) = -1, () ; (3.9)
entonces, el elemento A de la matriz de colisidn escterd da-
do mor

A
£ (1) - ]
D = — o (=] 9 i (1(\ . .
3, (%) T vn[. NG (2.10)

El commortemiento asirtdtico de 1la solncidn reou —

lar se obtiene de 12 (2.,2), haciendo nso Ae 1a (2,7},



0N

Ndtese ademds one la soluecidn irreonlar vuede ser vuesta en

funcidn de las coluciones de Jost como

A -1 » A A A °
P07y = —2 [ g + 2200 (k)

2 £M(x) | (3.12)
y a vartir de esta ltima v de (3.2) se obtiene
1z RN A )N
Mo, ) = Lok e, - 2200 Pl (3a)
2 £ )

exoresidr aue nos serd Util nara el estudio del comvortsmien

to ern el oriscen de las soluciones de Jost,

- 18 -~



4, - Proniedades de araliticidad de las solucicnes, Comnorte-

miento asintdtico mara  k erande.

"Pasemos echora al estudio de 1l=s furciones defiri -
das en la seccidn enterior nermitiendo a % ‘tomar valores /
comnlejos.

Como es bien corocido de tratemientos arnteriores /

L, N ‘ . (21)(35) l
de la ecuacion de Dirac con un notencial y, todas las
funciones antes definides son bivalentes en k y, duesto ~ue
a cade velor de k corresnonden dos valores de la energia
E = in? + m2 . La solucidn de Jost fx(k,r) puede ser vro-
longada analiticamente mor ma funcidn bivalente de 1la varisa
ble comvleja k , que tiene nurtos de diramacidn mara k=Zim
Las dos hojes de Riemann, caracterizadas vor U = Sig ReE=%1,
vueden sevararse introduciendo dos cortes entre (-im,-i®) ¥y
(+im, +io0), notdndose con fé’o(k,r) la solucidn de Jost en
cada hoja.

Imooniendo las restricciores (1.3) a los motencia-
les, se nmrneba aue fx’g(k,r) es una ncidn enalitica de %
en el seminlano inferior (Im k €0), cortado entre —im v —im,
La demostracidn es similar a la dazda en el trabajo de M, C,
Barthélémy(?s), debiéndose sélo tener cuidado de reemovlazar

1a fiincidn V(r) vor la funcidn matricial

V2(r) - Vl(r) 0

Y(r) = (4.1)

0 Vz(r) + Vl(r)

La necesidad de este reemvnlazo serd clara mis adelante (Vé-n
se (4.6=7)). Anerte de las dificultades nue vresenta la in -
troduccidn de est2 matriz, la demostracidn sisue los vasos /
del trabzjo citado v vor lo tento se la omite acui, limitédn-

doros a tratar exvlicitamente sélo el estudio del comvorta -



i anta oodnt + ~ra e el ana pnanrntraremaa As ferenrioc Anri-
Arae o T o mrercannia de) mmevo Mntemaial,

Del mismo modo e nrueha aqnua-la snlueidr rroular /
pr(k,r) e= una fimeidn anelftica de % , nara r wnositive
v k  finitn, en el mnlaro comnlejo %k rrovisto de los cor -
tes.

Veamos ghora el commertamiento asintdtico en ¥ de
1las solucicvea de la ecuaridn (2,1), Sean f:(k,r)?rfg(-k,r)

l2c dos soluciones de Jost, indeverdientes, de 1la ecuzcidn /

libre (G fijo: no indicado exvlicitamerte)
.._k_kr [Y\ (kr) + 4 3 (kr)]
b N 4 D = -

kr [n/\(kr) i j)\(kr)]

Aorde jx(kr) v nx(kr) son las furciones esféricas de Be-
ssel, Con éstas corstruimos 1a matriz

1 T NN— P g

K(k,r,%) = W[f;(k,r) f;(-k,g) - fZ(—-k,r) fg<k,g)] (4.3)

en la ane el simbolo ~—~— indics la overacidn de transnosi -

cidn., Né+e=e me

K(x,r,r) =i Q)

- (4.4)

Con esezs defiriciones, la ecuacidn matricial inte-

gral vara fx(k,r) es

Mk, r) = f;(k,r) -

o0 (4.5)
_Sr_(k,r,g)(ipz)‘l[vl(g)Pl + V,(E)1p]eN06,8) ag
r
o, en forma mas conveniente
[+ 2]
f)\(k,r) = fg(k,r) —Si{"(k,r,g) f%(k,g) a% (4.6)
r



¥n la (4.6) es

X(k,r,%) = X(k,7,5)V (%) (4.7)

en 12 rue VW es la matriz definida en (4.1). Exmlicitamente

1o0s elementos de esa matriz son

v (%)
By, (r,r,8) = ~T-2e ff*hr r) ey - ) £ (0, 5)
A (k) 1 *1 1 (4.88)
v ()
o6 E) = Tl [Pe ) ng) - () £20,)
A ST o 1 o (4.80)
- v (%)
K, (1,7,8) = -:—-—[f;(k,r) fz(-k,i) - f:(—k,r) f;(k,z)]
Afwx) - °2 1 2 1 (4.80)
v (%)
(k r,€) = —ommm [f‘ (v, r) F (-v JE) ~ £ (=%, 7) f)(k,‘i)]
A0 2 ?2 9 2 (4.84)
donde
V (r) = V?(r) - Vl(r) (4.84)
V+(r) = V2(r) + Vl(r) (4,8€e)
Definimes shors la matriz
T, 06, ) = 0 (e,r) £7(k, ) (2.9)
con
{f.‘:(k,r)]—l 0
T (e,r) = | T (4.10)
» a [f‘)\(k,r,\]_
0
2
1
de mancra e T%(k,r) fk(k,r) = ( ) . (4.11)
° 1

- 2] -



Lueso, 1le ecvacidn interrel mara TL,(k,r)

(s.¢]

1

L,(¥,r) = ( ) - g E(k,r,i) L,(%,8) a% (4.12)
1

donde

H(k,r,%) = ™, (e, r) ¥ (v, v, ) ™ (k g) (4,.132)

De 1a (2,12), por diferenciacidn, obtenemos

[- -]

Lt (e, ) = H(x,r,r) L,(k,r) - S%T“ H(le,r,E) T, (x,%) af. (4.14)
r
Escribierdo explicitamente
£ (k, )
)
_ ° V) et
H(k,r,r) = . 1 (4.,15)
£ (w,r)
v (r) 2K 0
- f;llﬁ,ri
2
v
.P\(T(’E)\o_ (f)«(k’g)‘?
V(g)(p - m ‘L_(\E)(E—m)m
0o ) o1 /
.a-a(lt'r'f\ = (4 1&)
PR ¥ Ve e |
( 1,8 ) 7 (1,8)
V(E‘(E"m)[—rz——\'r V-q(g)(E'!'m-\-pAhr r)
0o 1) kOQ ’ )

sa ahtienen irmedintemente los comvortamientos asintéticos /

nara k  grande de

o o v ()
Tim H(ke » ow) = i 1im = " (4.,17)
T_, ANETEE SRR / S E
s oo k 0 ‘I_(T) 0
. v (g) -V (%)
. 2 Ty Y o vs I 2iw(r-%)| - + \
Jim £, ¥ = 2im oL ke (4,18

-V () v (¥)
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Sheti+tnvrendn en Na (A,]_?) tendrempoa

: o Vv, (¥)
. R '+ + .
%1m Tl(kv”) =i %lﬁ = 1€££Lx(k,r) -

) 0 B V_(E) 0 k )
o (4.19)
. v (5) -v (%)
7 -£) - K
_.S%im k.;.921k(r §) ‘ 1inLA(k’E) at
S v (g8) v (g)

e intesrando mor nartes ebtenemos

vV (r) V+(r)

. i k . -1
%ﬁg}li(k,r) = 5 im = e ¥ () %i%;Lk(k’r) + 0(k )
AL (¢.20)
de la cual la solucidn es
@ \
: w ([ V08 v () i1
%iq;lu(k,r) = exv - 5 lim = ag . (4.21)
v v |l
r - +
Diegoralizondo la matriz en la exvonencial obtenemos
e ( [1
}’moo.T:)\(k,r) = exn |- i lim & sz(i) di\ ) (4.22)

r

(nétese ove 1a diasorelizacidn no cambia el vector), de la /

oue deducimos el commortamiento asintdético de

. by A . . k
%Enbf (b, r) = fo(k,r) exn|- i &EEJE S'V?(E\ ag . (4,23)
Im kg0 r

Efectuemos ahors el miemo ectudio anterior mara la
funcién de Jost. Maltinlicando la seounda comnonente Ae la /
(4.A) ner v"‘[(QA—]A)!!]—:L , tomande el 1imite mara r — O,
teriendn en cnenta 1r definicidn (3,6) er 12 ane =6 ha eleci

-1 .
do a = FQA - T)q ", ¥ 1las nroniedades de las finciones es
" l
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fdricas de Megael,

by
rxfx(v.r\ (erY In (ep) =3 i (kr)
np . I\ r :Av

ISOON - wey x x i - 1)1 =1, (2.24)

la ecuacidn irntesral pars 1la funcidn de Jost serd

(2]

N r = A
(k) =1 - Yim gy |\ ©0e,1,8) £7(k,%) a8 (4.25)
Tr comn, 2
esto es,
@
X /)‘\/ N
£70) =2+ ) Q,00r,8) V(E) £700,8) aR . (4.25')
o

Partiendo de esta ecuacidn se vueden estudisr las
vroviedades de analiticidad de esta funcidn., Se demuestra //
A . . . .
cue f'(k) es analitica en el seminlano inferior (Im k<0)

del vla2ano comvlejo k cortado, excluidos los puntos k = 0

Yy %k = -im , haciéndose wso exnlicito de 1lns condiciones //

(1.3). Ta demostracidén ro se da aocui, remitiéndonos a la da-
: : 35) :

da en el trabajo men010ﬂado(’5 y, teniendo vresentes las ra -

zones exvuestas enteriormente. Para conocer el comvortamien-—
to asintético tomamos el 1imite vara kX —s 00 en la (4,25')
Introduciendo el commortamiento asintético de 1la solucidn re

gular libre,

N [ cos (kr - 2%:)
Lir ©,(r) = k7 (4.26)
i sen (kr - 3%1)

e interrando vor vartes, encontramos

0
. by . . k
il(_}’moof (x) = exv |-i i!{.tm = SVz(r) dr . (a.27)
Im k<0 o

Ne 1a (3.7) vemos cue el comnortamiento asintdtico de los //

- 24 -



(38),

desfaraies es (teorema de Parzen

00
,}i_.moofzx(k) = - ,}L(_l,‘;l) ; SVZ(r) dr , . (4.28)
Im %<0 °

y de las (3.2), (4.23) y (4.27), aue la solwcidn recular ve-

rifica r
cos[kr - l%l - ﬁ%&'g sz(E)dE]
yin @) = = [ ' dk° r (4.29)
- k T sen[kr - lgl - %ig 7 SV2(E)dE]

Se nrueha ademis, en forma enteramente similar a /

(21)(35)

. . . A\, 0, ¢
los trahaios mencionados , ove si f’ (kn) = 0 nbvara

o : T Ca .
k = -ip con Imp =0, tenemos un estado ligado de ener

fo 5% oolm? - (o2 . M
gia En =0 \/m" - (p;) ; T 7 (k) no se vuede anular vara

k 1rTeal ¥y sus ceros son simmles (salvo ovizd vara k = O ’ /
caso nve no consideramos; véace(Bs)).

Como vuede observarse de las (4.22), (4.27), (4.28
y (4.29), el comnortamiento 2sintdtico es el mismo nue en el
caso Vl(r) =0 , Este hecho miede ser ijustificade de 1a si-
suiente marnera: si eliminamos una variable er el sistema //
(2.1) se ohtiene ura ecuacidédn de tivno Schrodircer (véase el
avéndice A, ecnacidén (A.1)); en esta ecuacién nuede verse //
gue el comvortamiento asintdtico para k grande estd cordi-
cionado vor el motencial V2(r) ¥y nho vor el Vl(r) (recuér-

dese aue los vnotenciales no son sinesulares).



5., = Comstriuceidn exnlicite de la fimeidn de Jost a martir /

de Tns vorémetras de 12 coliaidn,

Neduciremos anui una exvresidn nara calcular ls //
funeidn de Jost en tédrminos de los datos de 1a colisidn v de
los vardmetros de los estados liesados, 1la oue necesitaremos
en los cdlcules ovnsteriores, ¥n zusencia de estados lisados,

(21)

dan 1la manera de construiria. Fllos usan //

(29)

Prats v Toll
una meodificecidn de un teorema de Mitchmarsh 1til vara
este nrondsito en el caso no relativist=) ome fue emvnleado /
DorT Corinaldesi(RZ) nara el estudio de este vroblema en el /
caso de 1a ecnacidn de ¥lein-Gordon.

Seguimos acui el mismo vrocedimiento vnara tratar /

el caso en el nue existan estados ligados. Para ello introdu

cimos una nueva funcidn (A fijo: no indicado exnlicitamente)

f(x) = f (%) _ (5.1)
n k + inf
n

I d L4 -
oue no se anulara en las energias corresvondientes a los es-
tados ligados, vuesto cue los ceros de la funcidn de Jost //
son simvoles,

Los nuevos desfasajes definidos nor
.-a’ *‘0’ -
£7x) =1 7%0) | exn[i rf(k)] (5.2)
estén relacionados con los anteriores mnor
_ - o’
Q"(k) = rl(k) -2 Z arctg —E—l (Im x=0) (5.3)
n

Escribiendo ura relacién de dismersién vara la fun

cién 1In §+(k)§_(k) se 1llega a la siguniente férmula

e (olle 0l = - = m‘“"“(k') (%) +Zl :[1 +(p;)“
st <~ 28l o] + ] whoff

(5.4)
- 26 -



—4
. . .. X £ (x)
Hariendo 1n mismn mera l1a furcion = 1n

B ochtenamnaa

(%)
L Leton] -
f (lr\ P At [
It = __ >z : (11) ' )
" | & nSk'-k mr () - nr ]* ?/u(oo,§+
£ (k) A
B -
E U7 + - E - m
+ G1in - (W - NT) In == (5.5)
N0 R4+ 7 o m
n

donde N7 ‘es el mimero de estados ligados en 1la sunerficie
T . Ndtese aue eata funcidn tiene vn corte entre -im v ///
~100 en el =seminlarno inferior Tm k<0 , Adehido a la »resen—
cia de E en el denominador. Por este razdn na =e vuede ///
substituir directamente las (5.2) v (5.3) en las férmulas en
contradas vara el caso sin estados liecados, naravenoontrar /
las corresmondientes al caso de nresencia de estados ligados
como se afirma en la referencia 21,

De las (5.4) y (5.5) se obtiene

+ - u—l ? 'U"
Io* 2 E+O‘mN—N nn E-O-En
f (k)l = F—om 1l +j— - .
k R 4+0R
no’ n
<0
P -
- GXT)—ES [Yz (k')+r((1(')+0' gF'[q(k‘)_q(k')].'-
+ 2/4(00)}] : (5.6)
En las exvresiones anteriores hemos introducido la notacidn
r
/u(r) = sz(z) R . (5.7)
-}

Ndtese ocue 1a (4.28) vuede ser escrita

LA N (k) = -O‘IA(OO) . (4,281)
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Ta exrnraaiin (5.5\ hWa aifdn ahtenidpe inteorardo le

’, =1 1! = ——
fanei dn o (k' —~ W) T =7 1“[f () /f (Eﬂ , 8 lo larco del cir-—

cuito indicedo en g fioursa

¥ lve~o tomendo narte imaginaria, Bs fécil ver -~ue tomando /
1la marte resl se llega inmediatamente 2l ardloro del teorema
de Levinson nara el nroblema de Dirac (Este teorema viene d=

do er 1a referencia 35),
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Vd Vd ‘(0\
6. - F1 "étodo de~l Dessrrolle “sintatico.,

Fatudismos 2hor=a 1as ecvaciones aque satisfrcen las

derivadess logeritmicas de las comvorentes de las soluciones

de Jost.
Escrihimos el sistema (2.1) en 1la siguiente forma
! A . N ’
fl (k,r) = % fl(k,r) -fﬁ(r) fz(k,r) (6.1a,
A A A
f, (k,r) = - % f2(k,r) +KX(r) fl(k,r) (6.11)
dorde
A(r) = E +m + Vl(r) - V2(r) (6.2)
f(r) = E-m - Vl(r) - V2(r) (6.3)
Definimos
)\'
fy (k,r)
yl(k,r) = —— ; (6.4)

)
f](k,r)

es fdecil verificar oue la (6.4) eatisfece 1la ecuacidn

yy () + .V.i(k,r) - %(% v, (k,7) ,,/5/'5(;) ]/_} _ “;” N

r
+o((r)(b(r) =0 (6.5)

Para aque podamos utilizar un método de desarrollo
asintético, debhemcs vedir ave la ecuscidn no nosea términos
diversentes en el origen, cosa cue logramos voniendo A = 1

v nidiendo ave

pr(0) = = [v3(0) + vgo)] -0 (6.6)

(®) Se utiliza vna técnica similar 2 la desarrollade vor Ver

1(37)

en el co2so de la ecuacior de Schrodinger.
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Tdtese nun esta Vltirna condicidn es Tn misma oue dehemos re-—
ruerir vmare ave 12 solucidn irresvlar no ten~a un commorta -
miento locari+tmico en el origen (véase (2.7)).

Dafinimos también

f, (x,r)
yz(kyr) = ~ ; (657)
f?(k,r)
ésta setisface 12 ecuacidn
' 2% o (r) x'(r) A AQ+1)
.Vz(k,r) + .VQ(L,I') - m 02(1{,1‘)”-' m ; - ——I:-z—- +
+ Ql(r) f‘B(r) =0 (6.8)

cue no tiene términos diverecentes en el ovigen si A= =1 v /
si

o'(0) = Vi(O) - Vi(0) =0 . (6.9)

"Estamos ahora en condiciones de resolver las si-//

guientes ecuaciones
— ] — Yyt
A=1, Vl(o) = v2(o)

Vi(r) + V&(r)
E-m -~ Vl(r) - V2(r7

y10c,r) + :ri(k,r) + v, (,7) =

Vi(r) + Vé(r) 5

- C g Vl(r) — Vz(r7 + k5 - 2EV2(r) - 2mV1(r) -

(6.10)

It
o

- Vi(r) + Vg(r)

A= -1, vi(o) = Vé(O)

v - o (

1(1") IQ\I')

F( 1 ( —

H 4+ m 4+ Vl\r) V2(r)

2
}T;(k’r) + I-rz(k,r) - V2(k,r) +
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\ - -
Vi(r. J;(r)

+ X ' + % = 2EV_(r) - omV._(r) -
rE +ma VW(T) - Vg(r\ e R T
- Vi(r) + Vg(r) =0 (6.,11)

Ndtese oue las (6,10) v (6.,11) son deducibles una de la otra

efectuando 12 transformecidn (1.21). De 12 (1.17-17') vemos

aue (6.10) corresnonde a i = % vy L =1, esto es, ondr P,
1 .
vy (6.11) a i = 5 v Q@ =0, onda S. Consideraremos enton -

ces sdlo este secundo caso, nue es de mds fécil intervreta -
cibén en el 1imite no relativista, mientras rue los resulta -
dos vara ond=a P se Aeducirdn de éstos utilizando 1la transfor
macidn (1.21).

Definimos 12 furcidn

v, r)
o(r) |. o8
glk,r) = ey |k —— , (6,12)
X (oo, f (k,r)
) A==1)
en 1la one hemos nuesto f, (k,r) = fz(k,r).

De 1a (6.11), se demestra nue so(k,r) satisface /

12 ervacidn

K(00) OX(r) &' (x,r) + O(0) &2(k,r) - 28k 00)K(r) elk,r) -
- 20(0)Xx (r) g(k,r) = U(k,r) (6.12)

donde

Uk, r) =& (r) [2PV?(r) + 2nv, (r) + Vi(r) - Vg(r)] -

(ol

-O('(P)O((r)[ik+ J . (6.14)

Del commnortamiento asintdtico de las soluciones de

Jost, =e dedunce rue

i
o

rl}ﬁg@(k,r) (6.15)



v del commortamiento en el orisen de la funcidn f?(k,r),mue

srhermos calcular com 1n (3.12), encontramos

’

r1it3 #(k,r) = const. = (k) (6.16)

Hagta anuf se han considerado sblo 1l2s enersias vo
sitivas, Recordandn shors rue 1la solneidn de Jost fc(k,r) /
es 1ma fumeidn hivelernte Ae k  cormleio, tambhién lo segé //.
glk,r) . Tuero, en 1usar de 12 ecnaridn (A,13), tendremos vm
sistema de dos ecusciones prve las funeiones £%(k,r) . Ove-
remos resplvev e~te gigtema nranoniendo wma serie aciwtdtica
en V ., Puesto e 1as . dos ernacicnes contienen térmiros en
k. ¥ E , une manera de desembarazarros de E es eseribir /

un sistems de ecuaciones acorlrdas en las nuevas variables

S(e,w) = 3 [ 0r, ) + 270, m)] (6.17)
D) = = [T ) = T (k,7) 6.18
,r) = 5= (%,») - & (k,r, (6.18)
Nétese ave U(k,r) = P(k,r) + E Q(x,r)

Tn esta formra obtenemos el sistemn

5 2
913'(P,r) + 92D'(k,r) + a8 (,r) + 2 D (¥,r) +
+ 9599(k,r)ﬁ(k,r) + Sl r) + 97P(k,r) = P(¥,r) (6.102)

2 2
b Sy, r) & h DO ) 4 p ST e r) 4 b, D (K, )

+ b 2800, TID(, )+ B S, r) + b DOV, r) = Q(¥,r) (6,1.01)

6

Aonde los "notencialeg" eon

5 o o
(1, ) ={/!V2(r)[m A R A P A IS -V?(r)}‘f—-

_.P;(r) - V%(rﬂ[m = V() - Vg(?)]i1< +
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2 ki
+i/'.-'_m VQ(_'Y') - =

*r

V (nY oV (» L V(Y oW Yoo
[.1, _ 12\__4}[m . L]\r 9l(r,].

2 2 . 2
+ Fmvl(r) 2 Vi(r) - V2(rﬁ]{m? +[m + Vl(r) - VQ(IQJ }
(6,19¢0)

2 1
= o1 - Y - ik — = (Vi(p) =
(¥, r) ?l’g(r)k [\f;(r, Vfg(r)] ik I‘[V]'_\r) v;(r)]+
. '*?[%“H(“)*‘Vi“q _wi(rﬂ[m fﬂgﬁr)-Vé(rﬂ+
2 2
+ 2V, (r){m +[m + 7 (x) = V() (6.1.94)

v los coeficientes

b1 = 2m + Vl(r) - V2(r)

2
93 = b5 = k2 + 2m-
8, = (k" + m?) a
_ 3 (6.19e)
b3 = 2m
Py = b, = (k2 + m2) b3

ng = by = (<2in)a - [V]'_(r) - Vé(r;]b

3

b, = (—Qik)hl - 2[Yi(r) - Vé(r)]

2
A, = (k2 +m) b,

Introduciendo los siguientes desarrollos asintdti-

cos Mmara k grande
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en

cio

16

S(¥,r)

H
n
—~

=
~—
—~
|
D
de
<
-
1
O
_\
’1
\./

(6.20)

-n-1 ~N-2

D(x,r)

i

Sn(r) (-2ik)
=0

+ 0(k ) (6.21)

el sistema (6.19), obteremos el siguiente sistema de rela

res de r-currencis aranladas
ntd .
) (v -~ Z |s -
A (50300 + Sn+4(r)]-
.
il B - (
4[m + V() -V, r)]{ () + D +4(r)] +
l Vi(») = Vi (2)|D (I‘) -
2 1 2° 7)) n+
7 n--2
pt ¢ \ ( 2 n ( mS ( (+
7 ]_0[?ﬁ(r‘s o' r) + 2m D (r) _j+2\r) + AmSj\r)Dn_j;?]*

n-- n+2

' “ Y - M ( (v)i—
+ m[Qm : Vl(r, V?(r,]iS;._!_l(r) + Sn+2(r) + m[D' 1r)+D r]z

!
A

+

-+

tod

om (V3 (x) - Vé(r)][g (v) + mDn_!_l(r)]-q-

n+l

om? 2:%[3 (r) + mD, (rﬂ[s (r) + mD_ .(r)]= 0 (6.222)
j n—j

770

(-, \ 1 n+2
o1, () + D, (r)]— : Z;[§j(r) . ij(r)J D o(r) o+

on 4V, (r) = (r\]{ A7) + S, () +m[Dr(x) + D (51}

?[V'(r\ - V'(r}[ (r) + mD e (rﬁ]+

om z [ (r) + mD, (MJ[ (r) + mD .(r)]: 0 (6.22b)
n=1 n-=7

a8 con n=z20 , Los vrimeros coeficientes vienen dzdos mor
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D (r)
0
Di(r)

Dz(r)

D3(r)

So(r)
Sl(r)

SQ(r)

S3(r)

2V, (r) (6,232)
-2 Vi(r) (6.23b)

4
nip) 4 Sy ( -y
2V1(r, 4 r[V]_\r) V?.r)]+

> 0 2
( -Vi(r) = )} A TS 212n)
+ 8m[V1\r)V2(r) ler/ Vz(r/] ,Vl(r) (6,220
' — v/ i ( -y {y)
o rn V](r) IQ\F) 11") IZ\T/
— V" () + 4 - +
1 r2 r

)

+ 8[m + Vl(r)ﬂvl(r) + V2(rﬂ[Vi(r) + Vé(r)] (6.234)

2m¥ (r) + VE(r) + 2V, (r)V,(x) = 2V5(r) (6.242)
—2mVé(r) - 2V1(r) [V:'L(r) + Vé(r)] _ (6.24Dv)

oy () + 2V () [Ve(x) + Vi) + 2V )V (x) +

Vi(r) - V! (r)
2 1 2
+ 6Vi(r)Vé(r) -[Vi(rﬂ + 4[ - Pé(r) - m]—
- Vi(r) - 4Vi(r)V2(r) - 12mV§(r)V2(r) -
- 16m2V1(r)V2(r) . 4m2[Vi(r) . Vg(r)] (6.24c)

-?mV'é'(r) - %[Vi(r) - Vé(r)][?.‘f'z(r) - Vi(r)]—

Vi(r) - vi(r) V'(r) - V()
4[m - 2V2(10]11 r i o\ T 1 r 2 }_

r r

2{v1(r)[vgmr) N vg(r5]+ 2V¥(r)v?(r)}—

- ?[6V{(r)Vé(r) L 4V (eIVY(r) - vi(r)v;(r>]+

?(rﬂﬁyi(r) . Vé(rﬂ-+

+ 8m v2<r>[av1(r) ; ve(rﬂ[vi<r) + Vé(r\]+

4 Y [V ) «
- BV, (= [.1(_r, LV

+8mV (x) (33 (x) + V3 (x)] -
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2
+ ») € " .
+ Bm ["’1“‘) ¢ ,][V:"_(r.\ ‘ v'?(_>] . (6.249)

E1l sistema de ecuaciones acnnladas (6.22), iunto /
con las condiciones iniciales (6,23w-b) v (6.242-b), las con

diciones asintdticas
m = D —
5,(00) =0 n (0) =0 (6,25)

v 1las restantes condiciones (6,23¢-d) v (A,2/c-d3), nos vermi
ten ca2lcular por recurrencia todas las funciones Sn(r) v

D (r) .

n

Nétese cue, mresto nue hemo=-elegido Vi(ﬂ) = Vé(O)

resulta
Vilr) - Vi(r) -
s < — n _yn
riil T = Vvy(o) - v3(0)
Vi(r) = V'(r) V' (r) - Vu(r) :
. 1 2 _ 1 2" __1 "m - Ul ]
P10 2 - = 2[V1(O) V(o)

luego, en el origen, las relaciones entre los coeficientes /

de los desarrollos (6,20) v (6.21) v los potenciales es

D =2V (6.262)
o 2
D e ’ ! .

1 2 V1 (6.26b)
D, = 6V" — 4V" .4 8m[v Vo= V2 vyl (6.26¢)
2 1 2 12 1 o] =%Yy - €0

= Ay AL 8lm + L Ve o Wt
D, Vg DV 8 [m 4 V]][Vl : V?][f1 . .?] (6.264)
= 2 - +fom + v .2
S, 2!?[V1 ~Y?] Fm l]Vl (6.27a)
Sl - -2mv5 - ?VI[V; - V;] (6.27p)
2
s = KT - A2 A A LTS 1 + _ Al it _ 1 _
5, 2[mn L -2 ?].? ?[H_ 3V, Qm].l + 6VIVL — V2
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4 2 2 2 2.2 2
V' = -4 - 2oV - A vy Ay 2
V1 4 1f? 1°m 17? 16m fl'? Im [/] + V?} (6.27¢c)

=olov _ v _ Y — AV — 1 mo gy |y~ a4y
S 2[_12 I 2*81]]2+’2[m 7, f]_]vl46fl[fl 4!2]+

b}

o]
1 4 LR £ AN !
+ 8mf2[3V] VZJ[Vl V?] 8m.1[3V2 + ViJ+

; >
AY2 VY o )« T A4 +
[.1 + \/2][.l . f?] 8\/1[.1 + '2”"1 .5] (6.274)

+ 8m2

En las exvpresiones (6.26) v (6.27) hemos vuesto Sn(O) = Sn,.
()

j)
D(0) =D ¥ \fi(o) =V, .

Para calcnular los coeficientes sisuientes se hace
uso de las relaciones de recurrencia., De esta manera, en //
vrincivio, se mndrian obtener todos los coeficierntes Sn v
Dn , Vv de ellos calcular los votenciales y todas sus deriva-
das en el origen, esto r~g, de hecho obtener los dos potencia

les, ruesto cue se los ha supuesto furnciones holomorfas de r.
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7. — Determinncidn de lo= coeficientes S v D .
merermirnoron _de los coefrelentes 2 X Y-

De la definicidn de gl(k,r) (véase (6.12)), de las
vproviedades de ansliticidad de la furcién de Jost v de la //
funcidn f2(k,r) , v de su valor v el de su derivada en el o

rigen, calculados a vartir de 1la (2,13),

f2(k,0) = - (k) X(0) (7.1a)
()
f?\k’O) o+ T07) e (7.1p)

se demuestra cue la funcidn g(k) (véase (6.16)) es una fun—

cidn meromorf= de k en el semivlano inferior cortado / /

(Im X €0). Bn 1o primera hoja de Riemann, g+(k) tiere vo -

los simnles en k = -iD; debidos a los ceros de f£ (k) . To

mismo ocurre para g-(k) en lt = -iD; , en 1la segunda hoj~.
El residvo en los polos es

207
"

Bes[q¢(k), k = -in‘] = — (7.2)
n fc(in;) fr(-in:)

en la aque f°(k) indiea la deriveds de £%(x) resnecto a k.

+, . +
Para obtener este resultedo hemos tomedo fz(-lnn,o) de 1a /
a.t .
(7.1a), mientras aue la £, (—in;,o) se calcula diferencian
do 12 (3.2) v voniendo %k = -in; v r=20.

Definimes ahora las fimmciones

B E? c¢ 1
S(k) = S(%) +Z: nn (7.2)

n,e (F;‘+-Gv0 [k9 + (p;)g]

-
g C 1
- (7.4)

D(x) = D(x) +

T 2 ]
n,e (En + @m) [k + (n;) ]

en 12s aue CT es el coeficiente de normalizaridn de las //
' n



fuorciones d2 onda de l1na eatgdne liosadas:

- , 2
o g ®© . . 1 -21('9:) (E; +Q0m)
¢’ = ) (" ,r) Q. (F ,r) dr = —
9\ O . .
R SHM AR L BT £7(in?) £(-1p%)
( n T °n n

(7.5)

Tas funciones S(k) 7 D(x) son rolomorfas en
en el seminlano inferior (Im kféo), nuesto oue las sumas anu
lan 13 contribucidn de los volos en S(k) v D(k) debidos
a la vresencia de estados lirados.

Comnarando los desarrollos (6.20) y (6.21) con los

similares nara S(%x) v D(x) ,

: N
— = -1 —N-
S(%) = Z 5. (=2i) " 4 o) (7.6)
b= n
= N _ . y=Nn=] -N-2
D(k) = Z D, (-2ix) + 0(% ) (7.7)
n=0
encontramos nve
. = ) 7.
ng S?j 2322 « 23 (72
S ¢ ] R
S . =8, nn o (7.9)
23+1 23+1 n,o (EZ + 0m)
£ D m '1‘
DQj ng s o . (7.10)
_ g2? ¢ (Dfl)':’
Dy = Dpiig * n (7.1)

Para ¥k real, es vosible exnresar las martes ima-
cingrias de S(W) v D(x) comn sicue:
- m[Vl(O) - Vz(nﬂ ,
T"’!q(_k):— +.;2_
k Z

1
£ ) 1? £ (0]

(Im ¥ = 0) (7.12)
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v (0) - v_(0)

Tm B(x) = N0 N S
i ’ I 28 e o]? et o]
(Im ¥ = 0) (7.12)

mientres one las vartes reales ouneder conocerse vor medio de

relaciones de dismersidn,

®
Re S(kx) = - d ax' — _ Tp S(x*), (Im k = 0) (7.14)
L w2 12
-0
o0
= P k! .
Re D(k) = - = Sdk' % Im D(k'), (Im k = 0) (7.15)
m k'~ k
-®R

Observando los desarrollos (7.6) y (7.7), se ve //
cue de las (7.12) v (7.12) se muieden encontrar los coeficien
tes gn v Bﬁ de orden par, en forma de momentos generali-
zados de los desfasajes (véase también (5.6)), mientras oue
con las (7.14) v (7.15) se vueden obtener los coeficientes /
imvares, en forma de momentos generalizados de lf’(k)|2. En
tonces, a nartir de las (7.8-11) vodemos calcular los coefi-
cientes Sn v Dn .

Nétese aue los coeficientes vnares devenden de los
desfasaies v de las enersias de los estados ligados, vero no
de las constantes de normalizacidn, mientras oue los coefi -
cientes immares devenden de todos los varametros, en nevfe. -
to acuerdo con los resultados del caso no relativista(28).

Estamos ahora en condiciones, a vartir de las ///
(6.26), (6.27) v (6.22), de calcular los votenciales y sus /

derivadas en el origen.
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R, -~ Cdlculo de los motenciales v eua derivedas en el origen

Fn esta seccidn dedncimos exvresiones mara los va-
lores de lo=s votenciales v de sus tres vnrimeras derivedaes en
el origen, en términos de los desfasajes y de las energias /
de ligadura y las constantes de normalizacién de los estados
licados. Los resultedos estédn dados mor less férmulas (8.20)
a 1a (R,26). Fn 12 (8.27) dsmes las condiciones sobre los /
parsdmetros de 1n colisidn que se derivan de heber sumiesto
la irsualdad en el origen de las derivadas orimeras de los o
terciales,

TLos cédlculos se efectiian haciendo simnlemente un /
desarrollo nara k erende de la furcidn If’(k)]Q v comna-
rando con l=s exvnresiones (6.26) v (6.27), sin deducir férmu
las senerales nue gor demaciadn commlicadas en eate raseo,

Para simnlificar la deserineidn de los cdlemlos, /
éstos se efectloan en el caso sin estados ligzdos, dérdese 2l
final también las corresnondientes férmulas en vresencia de
estadog ligados.

La (5.6) muede monerse, mara el caso sin estados /

lirsados, como -

| £7(1) |7 = exn [Nl(k) +CF 1\12(1:)] (8.1)
donde
P(° o s .
Nl(k) = - gl ey l? (") (8.2)
00 = 1 ) =7 (8.3)
[+ 2]
M) = - %’j-f‘l_—k (R0 + 2p(o0)] (8.4)
oo =5 [0 - <) (%.5)

De la (7.13) v (8.1) obtenemos
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. V1(O) - v,(0)
In D(k) = — - + F pxn{-Nj(kﬂ S@ﬂh[E N?(k)] (8.6)

i )

Desarrollando esta exvresidn vara %k grande, se encuentra

= -1 1 .32 -3
=|V_(0) - = -
Im D(k) [r1(>, V2(O) + dJ k ~ o+ [@2 + 7 4 sllek
+ 0(x7°) (8.7)
en la qgue los coeficientes vienen dados vor
° 9
=1 n-1
= 1 ) 8.8
dn T(?n - 1)! S o { rl(k ] (8.8)
9n -1 _ S
L S (x) (8.9)
en las cuales n21 y DE es el overador
g ax

T.os coeficientes se encuentran haciendo uso de los resulta -
dos matemdticos del articulo de Calogero ¥y Degasneris(28) //
(véase también la referencia 25), ouienes han realizado desa
rrollos similares en el caco de la ecnacidn de Schrodinger /
(véase también el anéndice B),.

En manera similar, encontremos

= 1 .2 -1
Im S(17) = [— mVl(O) + mV2(U) -5 d1 + sl]k +
1 2.2 1 .4
fr[82 B T e R 7 S

+ 0(x") (8.11)

De esta manera, de las (8.7) y (8.11) hemos obteni.

do los vprimeros coeficientes de orden var, i.e. DO = D0 ’ /

D,=D,, S =85 v 5,=5, (véase (7.8) v (7.10)).

Para calcular los coeficientes de orden imvar, de-
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sarrollamos las (7,14) v (7,158), v commaramns Jos coeficien—
tes ohtenidos de eaha manera con los de los desarrolles ///
(7.6) v (7.7): teniendo en ecnenta las (7.9) v (7.11), obtene

mos (véase avéndice B)

1,234 (™ :
o _ ()7 Sdk NCERS N A T 1
2i+1 TW(2j+1) ! k lf—(k)IZ lf+(k)|?

-

+ = o ) (8.12)
n,o (Vn +(0m)
0 2.-‘.-\ m
5 (=) Sdk [D2,j+1{k 1 1
S I . 1 - . i r
2j+1 (27+1)1 ). k ¥ If (k)|2 If'(k)|2
2?]+200(D¢)?j
+ nn (8.13)
n,e (E:l' +0m)

Relacionando los coeficientes 6b*9nidos de (8.7) v
(8.11) v las exnresiones (6.26a) v (6.27a), se encuentra el
valor de los notenciales en el origen (recuérdese aue no e—/

xisten estados ligados)

Vl(O) = —-m + del - m)2 + %(Zmdl - di + sl) (8.14)
v,(0) = X, -m) + 1 \[(dl -m)% doma, - ¥+ a)  (8.15)

Comparsndo las (8.12) v (8.12) con las (6.26b) y /
(6.27b), encontramos el valor de la vrimera derivada en el o

rigen

1 1
£ ]2 £ 00| ?

X
B

2

o0
. o 1 1
Vl(O)—V(O)——T—rSdk D ﬁ

: k } (8.16)

-~ o0

v la condicidn sobre los pardmetros de la colisidn resuvltan-
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te de haber immiesto 1a igualdad de las derivadas primeras /

en el oricen

®
1
Sdk Dkgk

E-km-—2Wd -;m?+-ﬁ9ma -dg¥ s )
5 _ 1 3 1 1 1
. s 5 -

E £ (x)]

E-m+ 2V(d] - m)2+ i(Zmd1 - df + Sl) .
- : = = =0 (8.17

E If"(k)l2

Tas derivadas segurdas se calculan commarando ////

-3

(6.26c) v (6.27¢c), con los coeficientes de orden Xk de los

desarrollos (8.7) y (8.11)

V(o) = 5[V1(O% — {Amzdi + Ba,d, + % di - Adi L - Bs, 4
+ Asi + %[Vl(ﬂ) - 2V, (0) + angdlsl - % i - &4 ]
- 5[V]'_(0)]2 + 12 mvl(o)vg(o) - 10mvi(o) - 8mV;(o) +
+~Am2[vl(o)v?(n) + 2V (0) 2VZ(0)] . 3v§(o)} (8.18)
ve(0) = 1O[V1(g) s idm di + 84,8, + % di -4 disl - 8s, +
+ Asi - %[Vl(O) + 3,00) - 2m][8d1sl - % di - 8d2]—
- 5[v3 0 + 12 mv (0)V5(0) - Bmv3(0) + 52 mvZ(0)V, (0
. % m2[8v1(0)v?(o) + V2(0) + vg(o)] - 3 vi(o)} (8.19)

Las derivadas terceras en el origen se encuentran
relaciorando las exvresiones (8.12) y (8.12) con las (6.264)
v (6.27d). Sus exvresiones se dan mis adelante en el caso de

existencia de estades ligados (véase (8.25) v (8.26)).

Para encontrar los valores en el oricen de las de-~
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rivedos de orden snverior de los vohencieles es necesario //
continuar el vroceso anterior. Fsto es, se dehen compnarar //
los coeficiertes ocue se encuentren prosiguiendo los desarro-
1los (8.7) y (8.11) vsra los ordenes sucesivos, v los halle-~
dos vor medio de las (8.12) v (8.12), con 1los valores en el
oricsen de los coeficientes oue se encuentran haciendo uso //
del sistema de relezciones de recurrencia (6.22)..

Si en lugar de desarrollar la |fc(k)|2 dada vor
la (8.1), decarrollamos 1la dada vor (5.6), se encontrarir //
los valores de los votenciales y de sus derivadas en el ori-
gen en vpresencia de estados ligados. Damos acui los resnlta-

dos de este cdlculo:

2 4,1 1 Z
Vl(O) = -m +-Vm - §(§d1 - 01)(§d1 -cy - m) + 5(31 + hl)
(8.20)
V. (0) = = |a 2
o 0 = 5 |0y T ey m I F (8.21)
> 4,1 1 2
+ V;" - -3-(-2'61 - Cl)(-édl - Cl L m) ; §(Sl + hl)
1 (" 1% 1 1
v1(0) = VA(0) =-—Sdk mH . }_
1 2 LD I [P N L PRSI
2qgc’
- —_Tr (8.22)
n,c (Eo— +0r)
n
11 — 1 -‘: -— -—
vi(0) = V(o) 7] 3%2 + ?[yl(o) 2V,(0) + 3m]D2

(03] 2 2, \ 3 3
- 5[v1(o)] ~ 12V, (0)V,(0) - 10mV;(0) - 8mv,(0) +

+ 4m2[V](O)V2(O) + zvi(o) + zvg(o)] + 3Vi(0)} (8.23)

] =t

n 3 1 ’
5(0) = T0(v,(0) + m] i Sp - [11(0) + 27,(0) - 2m]D2 -
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5> 16k > 2 50 .2
- 5[V:'L(O)] + ?mvl(o)\fz(o) - 8nV,(0) + ?mvl(o)v2(0)+
+ g o[8V (0)V,(0) + v2 200) + V7 (o)] % (0 } (R.24)
donde
D, = 8(d, -2¢.)(s, + h.) - = a3 - 84, +
2 ST R R | 3 % 2
» 2 2 2
+ 8[203 - 2m cq - 2cldl + oldl] (8.24")
R 14 2
5, = 4m d1 ; 8d1d2 *+3 4 - 4(d - 201) (s1 + hl) +
2 2 | 2 2 1 2.2
+ 4(s1 + hl) - Ahl + 16[04 -m c1 - CBdl - Cld2 + 3 cldl -
1 3 . "
-1 °1d1] - 8(s, - 1,) (8.24m)
11] — 1 — a2 - -
V(o) = CEAERD [s3 .[2V2(O) v.(0) 2m]D3 +
qun . )
N 2V5(O)i Qv (0) - 8V1(0)[V1(0)V2(0) - 5y (0) +
2 2
+ Amv,(0) + 2v1(o)] - BV?(O)[m . Vl(o)] N
+ 24 m [V (0) + V (o\]}] (8.25)
vMo) = L % 3t l[v (0) + 4V (o) ]D +
270 T 3V T0) + ) 5 2
+ evi(o)z-gvi(o) + 4v1(o)[-v1(o)vg(o) + 4mV_ (0) +
+ 2mV,(0) + vi(o)]- 8V§(O)[m - Vl(o)] +
+ 12 m?'[V (0) + V (o)] (8.26)
: 1 o .

donde S% v D.3 vienen dados vor (8.12) v {8.12).
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Ta rondieidn Vi(O) = V;(o) nos da la relacidn de

vinculo
1 * 1 E-m-2V_‘((')) E+m+2VJ(O)
=\ ax D ikl - — - s
T E |5 (x)] E/If (%) |
leo \\\\\f
g /
2{:»3_”-0- [m + 2V]_(o)]} O
+ /) =0
n,c (E; + 0 m)

(8.27)

Fn las expresiones anteriores los coeficientes sn

v dr1 vienen dados vor las (8.8) a (8.10), mientras gque los

coeficientes de los estados ligados son los sigduientes:

(<2
¢ = Z (En ~am)
n,oc

2 3 .1 @y 3 3]

©3 =3 % * 3 EE: [(EL) - am
n,c

-1 40 03 3]

°4-§°1+i°17_:6 () ~om
b
2

_ -3

hl - E:: (pn)
n,r

| 4 - 2 + =2

h, = }:: (v7)" + E (p7p7)° + } (n v )
2 e n Ao nm T nm

(8,28a)

(8.28b)

(8.28¢c)

(8.29a)

(8.29p)

Todos los resultados anteriores son vara \ = -1 ,

i.e. onda S. Para encontrar los corresvondientes resvltados

vara onda P, se dehe simvlemernte cambiar el signo de

m y /

de ngo) (i =0,1,2,...), (véase (1.21') y recuérdese auve /

glk,r) viene dada vor el cociente entre una comnorente v su

derivada) y usar los correspondientes datos de 1la colisién /

en onda P.
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9. - Relaciones entre los jnesos de datos de la colisién na-

ra 1a particnla v la antinsrticula,.

En esta seccidn marticulrrizamos los resultrdos de
la seccién anterior al caso de la ecnacidn de Dirac usnal, /
esto es, con V2(r) = V(r) \§f-71(r) = 0 , Adndose exvresio--
nes vara calcular los vnalores del votencial y de sus tres //
vrimeras derivadas en el oriqen, asi como condiciones sobhre
loe parédmetros de la colisién.

Como se hizo notar vreviamente, estas exnresiones
constituyen un primer vaso para encontrar relaciones gue 1li-
guen los datos de 1la nartfcula con los de la antinarticula,
Sin embarso, e=tas condiciones tienen un valor restringido,
vuesto aue fueron deducidas mara el caso varticular de un no
tencial cuya derivada vrimera se anule en el origen. Es de /
esverar que mas adelante se puedar encontrar exvresiones més
generales, que nos nermitan resolver totalmente el vroblema
invérso nara narticulas nue satisfacan la ecuacidn de Dirac.

De la (8.21) obtenemos el valor del potencial

Q0
V(0) = % d) - ey = - %[ gdk ﬂ)llc[k_lt’lD(k)]— ; (F; -gm)
?

~ o0

(9.1)
v de (8.20), 1= vnrimera condicién que lira los desfasesjes y
los vparametros de los estados ligados

s. + h ::( d

Lty = (G ay - e)(G A = - m) = V(0)[v(0) = m] (2.2)

2 1 1

la exigencia de anulsecién de la vrimera deriveda /

en e) orircen nos da lae dos condiciones

© ] . a ©
ar DX - L * § ——21 =0 (9.2)
U - ? + 2 T
| £7 () | | £ (x) | o (F +am)

?
-C0

=
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HD;
% n n
+ —_—— = 0

[14]
I\ ox mi k[? - LI L -
n ' e (P +0Gm)
n (9.4)

5700?50 |2

dedveidas de las (R,22) v (8,27),
Para 1a. segu;Ra Aerivada, de (8,23) v (R,24), e im

Bonierndo (49.2), obtenemos\

' o A T R~ 2 2
" —_— - = A — - —
\'} (Q) = z dl + 5 md1 +- 2d2 + cld1 2mcld1 2cld1 +
2 2 3
+ 2m01 + 4m cy + 401 - 403 (9.5)
v la condicién
3.4 3 1 2.2 3
s, = h2 = -5 Vi(0) + 3mv (O) + 5 m Vo (0) + 5[2V(O) m]62 +
2 103 1,2
+ 2n°c V(0) 4[2v(o) - m](c3 -3 mphy o+
3
+ 3m¢ (9.6)

1

De las (8.,25) y (8.26) encontramos 1a tercera deri

vada
1 2 (© 3(x 1 1
vm(0) = Lo = - 2 (e p3E - R*
23 ) k4h7wﬁ Nk

Ba 07 (n9)°
n n

~

- (9.7)
n,o (En +0m)
v 1la condicién
¢ = - - )
83 (dl 2c1 om) D3
= 2[v(o) - m]DQ (9.8)

En todas lac férmulas anteriores, los coeficientes vienen da

d@ns nor las (8,8)Y-(R,10), (R,12)-(8,123) v (8,2R)~(R,20),
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Tee condiciones encortradas mieden utiligarse mnara
deducir exnresiones nie nos den las eneveias v las constar -
tes de normali~acidn de los estadns lieades en funcidn de //
los desfasnieg, Por eiemnlo, e el cacso varticuvlar de cue e-
xista 8810 un estado ligedo vara 1a narticula (o vara la an-—

tinartiecula), de 1a (9.2) obtenermos

NF=1,8 =0
2
' A
P+(S\ = i + dl i ml - L 62 L na o+ L m2 + 1 a
R £ 871471 2 2 "1
(9.9)
v de (9,3), teniendo en cuerta (8.13) y (7.11),
+ 1(_+ =
= - =|® _ .
HE) 2[.1(s> + m]n1<s) (9.10)

Debe rnotarse cue estos resultados han sido obtenidos usando
solamente las condiciones V](O) =0 v .Vi(O) =0, sin ha-
cer uso de la condicidn Vé(O) = V'(0) = 0 . Es entorces ra-
zonable suvoner cve estas relaciones contindern siendo v4li -
das vara votenciales més generales, sin ningura restriceidn
sobre el valor gue deba tomar su derivada primera en el ori-
gen.,

Tas exopresiones (9.9) v (9.10) nos dan el nivel de
energia v la constante de normalizacidn en el caso de nue e-
xista un estadeo licado en onda S para la varticula. Tos co -

rresnondientes resultados mara onda P son

2
d, + 3m d, + 3m
+ 1 1, 1.2 3 1 2 1 _
El(P)———-Z——-—-I- [—-—4———] —gdl—zmdl—é’m +§\>1
(9.11)
y
+ (. + - py .
cT(®) = - §[El(P) + m] D, (P) (9.12)
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Si existe sdlo ur estado lismdo en orda S mara la

antivarticvula, tenemos

N oo, N =1
d, - 3m d, - 3m 2
- ! . 1 T 1.2 3 1 2 1
El(S)—- Z - 7 ]-§ﬂj+zmd]—§m —Lé-sl
(9.13)
y
c.(s) = 1[13"(3) - m|D_(S) (9.14)
1 21 1 ’ ‘
y corresvondientemerte vara onda P encontramos
2
d. -nm d, - m
- 1 1 1 .2 1 2 ]
P) = - - = = = = €
El(_) 7 { 7 ] 5 d].+ mdl + 5 M+ 5 s
(9.15)
y
¢T(P) = L[E7(P) - m|D. (P) . (9.16)
1 211 1 i
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10, - E1 1imite no relativista

Tomando el 1imité/no relativista de nuestres resul
tados (para 1la ecnacidnde Dirac usual), debemos encontrar /
los dados en la literatura vera la ecuacidn de Schrodinger,
Iuero, el 1imite no relativista de nuestros resultados en el
caco de onda S constituve un excelente test de su validez. A
demds, vara el caso de onda P, encontraremos exvresiones (vi
lidas nara el ca=c de Schrodinser) mara los valores de la se
gunda y tercera derivadas del potencial en el origen, en fun
cidn de los vardmetros de la colisidn en onda P, aue consti-
tuyen resultados nuevos,

Para no dar lugar a confusiones, notaremos en to -
das las funciones la devendencia exvlicita de A , y coloca-
remos el subindice NR a toda funcidn en la que se haya to-
mado el limite no relativistico.

Estudiaremos ahora las ecuaciones cuve satisfacen /
las comvonentes de las soluciones de Jost. Introducimos la /

funecidn anviliar

-1/2 +(

F;(k,r,+1) =[u(r)@(oo)] £, k,r,+1) ; (i.e. A= +1)

(10.1)

la ecuvacién (de tivo Schrodinger) sue satisface esta finecidn

es

" ?
Pk, 41) 4 (X0 - ) Fo(k,r,+1) =
2 72 2

2
= [om 2(py o 1O 3(a'(r)) 1 a"(r)] + .
=) -V - 2T iam) e e Rl
(10.2)
ademis es
Aim F;(k,r,+1) - i e IKT (10.3)



De la defirieridn (2,6) de 1a funciéi/ig/Jﬁﬁ%, v de
las (3.13) v (2.3), con Vl(r) =0 v Vé(O) =V (o) =0, /

"se ve aue

. £ (%,0,+1)
f+(k 1) = lim|rf (w,r +1\]= 1
ks = PR A(0)
= if+(k,+1)|exn{ir1+(k,+1ﬂ (10.4)

Tuero, en el 1imite no relativista

+ -1 _+
F, (k,r,+1) = % £, (k,r,+1) (10.5)

NR NR

" .
Fy (kv +1) + (5 = )P (k,7,41) = 2nV(2)F) (k,7,+1)

NR rc  “NR NR (10.6)

~— *
1im P (k,r,*1) =i e.-lkr (10.7)
T'e=» O 2
NR

y

+ . + . +
f(hﬂ)=1mrf(hnﬂﬂ=lmkﬂ (x,r,+1)] . (10.8)
NR r—o 2NR r—-o0 2NR

Entonces, fgq(k,+1) es 1a funcidn de Jost en el caso de //

v + .,

Schrédincer vara { =1, v F2 (k,r,+1) es 1la solucidn de
NR

Jost vars este caso.

Corresnondientemente, vnara el desfasaie se ohtiene
o+
Nyr(k 1) = 60k, V,0=1) (10.9)

donde §(%x,V,1) es el desfasaie mara el nroblema de Schré -
Aincer, mera el momento lireal %k , momento anenlar [ | v /
notenecial  +V(r) .,

Renitiendn 1o efectnadn com las otras comporentes
de 128 seolnciones de Jost del nroblema de Dirac, nara \==1

b

v mara o= Ados sisnos de le enersia, se obtiene
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I

Qg ) 601, =V, =0) (10.10)

/qjyjiiigs = §(x,V,1=0) (10.11)

NR

il

(k,-1) = $(0r,-V,0=1) (10.12)
VR ’
esto es, los desfaaaiec del nrohlema de Dirac vars la marti-
cula v 1= 9ﬂ+jnart{ouj?, nars "momento angular"cero v uno, /
ce convierten en el limite no relativista en los desfasaies
del v»roblema de Schrodirecer con vpotenciales V(r) y =V(r)
y momento angular cero y uno.

Considersrmos ghova 1la evvresidn de 12 funeidn de /

0ST ep

Jos términne de 1loe Adesfasaijes v las enercizs de los es—
tadoe Vicadns (védage (5,A)), Nhasrvemns ave en el 1imite mo

relativiata

R ®oam ot 2
= . = 1+ |- (10.12)
E+ E E-m k
n
-1
E-E ®-m Sk
=, = {1 + |2 (10.1.4)
E+ %  ®a4m X
n
de manera aue
N
. R (1=1) o (0
fagl¥,+1)] = 1o Dl |- 2\ @t b, V,2=1)
=1 k m R
-0
= | F(x,v,0=1) | (10.15)

fAvmla ane renrnduece 1a hien conocida exnresidn en el caso
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de-Schradineer (véase v, &, la ecvacidn (2,20) de 1a referen
cia 28). Fn 1a (10.15), En(2=1) = - p;(x=+1) 2 indica 1 e
nereia del n-ésimo estado ligado vroducido vmor el mnotencial
V(r) vara momento angnlar uno.

Del mismo modo vemos aue

ng(k,—l) = | £(x,v,1=0)] (10.16)
ok, 41) | = | £(%,~v,1=0)] (10.17)
fp-1)| = | £0%,-v,1=1)] (10.18)

En estas ecuaciones f(k,V,1) es la funcidn de Jost del oro
~— _— , :
blema de Schrodinger, con momento lineal k , momento esncfu -
lar § vy motencial +V(r).
Pare la constante de normalizecidén de los estados

ligados (véase (7.5)), el limite no relativista nos da

~4i (v (1))
f(inn(Q)J%t—inn<9)J

(10.19)

¢ (1) =

siendo 4ste +tambhién un result2do bie» rorocidn en el caso de
Schrodincer (véase la ecnacidn (A.10) de 1= referercia 28).
De 1la (6.12) con V](r) =0, vy de las (6.12) v //

(6.14), vemos también ocue en el 1imite no relativista

g;R(k,r,—l) = =(x,r,V,0=0) (10.20)

donde o(%,r,V,{) es la funcidn de 1la ecnacidn (4.1) de la

referencia 28. Witese también aue

gﬁR(k,r,—l) = SNR(k,r,-l) + m DNR(k,r,-l) (10.21)
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A vartir de estas ecnaciones se demuectra fheilmente rue el
1imite no relativista del sistema (6.22) renrnduce las rela-
ciones de recurrencia ercontradas en el caso de Schrodincer
(véase la ecuacidn (4.6) de la referencia 28).

De 1la misma manera se obtiene

g&R(k,r,+1) = SNR(k,r,+1) - m DNR(k,r,¢1)

g(k,r,-V,{=0) (10.22)

Entonces, el 1imite no relativista del nroblema de Dirac va-
ra la varticula con A= -1 ("onda S") y vara la antivarti-

cula con A = +1 ("onda P"), corresvonde a dos vnroblemas de

__Schkrddinger con notenciales +V(r) ¥ ~V(r) , resvectiva -

mente, ambos en onda S,

Esta corresvondencia vuede ser verificada calculan
do el limite no relativista de las exvresiones vara los valg
res en el origen del votencial y de sus derivadas.

De 1la (2.2) vemos aue, en el limite no relativista

s + = = m[— d - c ] (10.23)
Inr thR 2 g yr
v austituvendo en 1a (9.1)
]
V(o) = 4 -2c + -[s + h ] (10.22)
Iyr ym o ™ gg lygr

at N~
1 E:f £.2 -2
o, = - = (07 =) (0])
1NR em n=1 n n=1 n



Nt , o )
- E (ot E ~)
thR _ \nn) + (pn/

n n=1

0

2 1
da + = s = - = \ax 0" §(%,v,1=0)
]‘NR 1]TR mm g k

31~

-0

de 128 cuales se obtiene

0

N
2mvV(0) = - % Sdk Di §(x,v,0=0) =4 zi: En(2=0) (10.25)

n=1
0

siendn éste e) bien conocido result=do obtenido mor vrimera

23 ] ] 24
“), e indenendientemente nor Faddeev( ).

vez vor Newton(

El valor en el origen de la vrimera derivada del /
potencial es, en nuestro caso, cero, hivdtesis oue hemos he-
cho en la seccidn arnterior. De todos modos, es interesante /
notar aue combinando el 1limite no relativista de las condi -

ciores (9.3) y (9,4) se obtiene

4 1
0 = I Sdk mk{k

cuyo miembro derecho renroduce la exnresidn de V'(0) en el

1

N
1
- + 4 c_(4=0) (10.76)
| £(1,V,1=0) I?R ; "

caso de Schrodinger (véase la ecuscidn (6.5) de la referen -
cia 28),
Para la sepunda derivada, observamos oue el 1limite

no relativista de 1a (9.5) es

2 2 8
"(n) = 2m 0) « 2 - : - A -
vr(o) omV (0) "d? Am cq c + 3 c

. (10.27)
NR NR “WR

e

v de 1a(9.6)



s, = h? + % m2V2(O) - % md2 - Amc3 +
NR NR : NR “NR )
1.2 3 ////
- —2- h + 3m Cl

y combinando esas exvreciones se obiiene

omV" (0) = 8moVo(0) + —o-

N

2
+ 2°

n=Jj

4 ©o
!

=00

2
(B (R=0)]

Sdk Di §(x,v,0=0) +

-~ me

vr

(10.28)

(10.29)

Ta (10.29) coincide nuevamente con la férmula vara el caso /

de Schrodinecer (véase la ecuacidén (6.6) de 1a referencia 28)

Tl 1imite no relativista de la tercera derivada se

encuentrs ficilmente. Vitese gue combinando las (9.7) vy ///

(9.8) se miede escrihir

2mV'"™(0) = = m D -8

3

NR 3NR

de 13 cial se obtiene

A [~
omy™(0) = ﬁ;T Sdk m;ik[l - |f(k,V,R=o)|-?]}+

A N

+ 2 2;; c (§=0) E (§=0) =

o4 (™ 1 2

= - T dk Di[k- If(k,v,9=o)|"'] +
L I

+2° ) ¢ (1=0) E_(1=0)

1
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Bsta Ultima ecuacidn coineide cor la férmuln ohtenida en el
ceso de Schrodinger (véase la ecuacidn (6.7) de la referen -
cia 28), sunmiesto que V'(0) = 0, (Para caleculsr la Wltima
igualdad se han efectuado dos integraciones vor vartes).
Avlicando 1= transformacidén (1.21') a las exvresio
nes (9.1) y (9.2), esto es, simvlemente cambiando el signo /
de m , dado aue Vl(r) = 0 , e introduciendo los desfasajes
v los pardmetros de los estados ligados para A\ =1 , se ob-
tienen los resultados vara el problema de Dirac en "onda P"

(A= +41); tomando el 1limite no relativista se obtiene

8 1. 4
omvV(0) = - I Sdk mk 6(k,V,0=1) - 3 221 En(2=1) (10.32)

(o]
Esta es 1la férmule vara el caso de Schrodinger para =1 .
(Véase Newton(16), férmula (8.14')).

Para la segunda y tercere derivsda obtenemos

5 ©0

2mv" (0) = - %; n2v?(0) - §%§ﬁ Sdk mi §(k,V,0=1) -
[¢]
N
8 2 :
-2 E (f=1) (10.33)
> n=1 [ n ]
25 (% 3 -2
2nV™(0) = 5= Sdk Dk{k[; - I £k, v,0=1) | H-
N
_ 24 Z Cn(2=l) En(f{=1) (10.34)
n=1 '

Las dos dltimas exnresiones constituyen resvltados
nuevos, es decir, é1llas no fueron hellades al estudiar el //
problema de Schrodinger (véanse las conclusiones).

Finalmente, ndtese oue vartiendo de (10.23) v ///
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(10.24) se miede tamhidn obtener 1a corresnondiekte a 1a ///
(10.32) vara el votencial =V(r) , mientras ane redvitiendo /
el nrocedimiento mara obtener (10.32) se wuede obtener 1la //
(10.25) nara =V(r) en lucar de V(r) . Esto es una confirma
cién de one los nrohlemas de Divae mara AN =31 v * B | se
convierten en mroblemss de Sehrédinger nara | =-0, 1 v voten

ciales * V(vr) .

¢
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CONCTIIST OLm3

Se ha desarrollado un método oue vermite calcular
los valores de los vpotencisles y, en vrincivio, los de todas
sus derivadas en el origen.

Estos resultados tienen dos restriccidnes: una, //
tedrica, sobre el valor one deben ener las derivadas nrime-
ras en el origcen; v otra, vprictica, debida a2 las condiciones
de "bondad" imvpuestas a los votenciales (vésse (1.3)). Ade -
més, como sucede en el problema de Schrodinger, el método //
permite obterer result=dos .en una zona cercena al origfen, zo
na en la nme éstos son menos =tendibles. For todo esto, los
resultados son més interesantes nor su valor matematico amue
nor 12 posibilided de su avlicacidn. Sin emhereo, creemos //
ne una evtensidn de este estudio a nmroblemas mAs cenerales

har4 posible su utilizacidn en casos fisicrs reales.

Constituven resultados interesantes ademds, los /
hallados mara el caso de la ecuacidé» de Dirac usual, 21 en -
contrarse ~Aiversas relaciomes aue ligan entre si los datos /
de 1~ colisién. "

Estas relaciones nos dicen ove los datos no sor in
devendientes v oue son sobreabundantes para 1z determinacidn
del votencial. Y el hecho de cne haya demasiados datos de en
trada, nos permite concluir aue el problema inverso para la
ecnacidn de Dirac usnal no ha side resuelto todsvia, Es de /
presumir one mara resclverlo se necesite, en Wltimn andlisis
sdlo vn iveso de Aatos. A partir de éstos, vor eiemplo, las
de 1a varticnla, dehe voder dedncirse nmivocemente el moten—
cial, v de éste dehe ser vosible ecalcular los datos de la an
tinarticula.

Tias relaciones entre los datos de 1a colisién ave

aoni dsmns no son, mar sunuecto, lo snficientemente genera -
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les como para resolver este problema, pero constituyen un /7

primer paso hacia la solucién.

También merecen destacarse los resultados hallados
cuando se toma el limite no relativista. Se ha ohtenido una
coincidencia con los resultados anteriormente conocidos para
la ecuacidn de Schrodinger en onca S, y ademds férmulas ori-
ginales para el valor de la segunda y tercera derivadas del
pétencial en el origen en funcidén de los datos en onda P,

Estos Wltimos resultados no habian podido ser obte
nidos por el método del desarrollo asintético (ver Ref.28) /
debido a la singularidad del potencial centrifugo. Nuestros
resultados indican sin embargo, que es posible vencer esta_/
dificultad ﬁara la clase de potenpiales que tengan sus deri-
vadas primeras nulas en el origen. lLa técnica que debe utili
zarse es sugerida por la gque hemos seguido, que esencialmen-
te consiste en la transformacidn de una ecuacién de Schrodip
ger en onda P, en otra en onda S con un potencial "equivalen
te", que es mds complicado y dependiente de la energia, pero
finito si la primera derivada del potencial se anula en el o
rigen. También es de esperar que, repitiendo este procedi-//
miento, sea posible tratar todas las ondas parciales para //
las ecuaciones de Schrodinger y de Dirac, siempre paraAuqa_/
clase de potenciales con mayores restricciones a me@ida que

se aumenta el indice de la onda parcial considerada.

Oscar D. Cogfbella

Prof. Francesco Calogero
Asesor Cientico
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Anpvwh re A

En este anéndice hacemos aleunas consideraciones /
sobre la nresencia de términos logaritmicons en el desarrollo
en el origen de las soluciones de 1la ecuacidr (2,1).

A martir Ael sisteme (2,1), vpor eliminacidn de 1ma

variable, ontenemos

-1)
vi(ie,r) + [k? - 515514]v>(k,r) = {2BV,(r) + 2mV, (1) +
r

V%(r) + V'(r)

2 2 A
+ V) = Vo)« DT N EO RSN €D B
Ve (r) « V1 () % V"(r\ + V"(r\
+ 2 - i bz v(k r)
4B = m - Vl(r) - V2(r” 2 E-m - V (r) - V (r)
(A1)
donde
-1/?
vA(k,r) :{[E -m - Vl(r) - V2(r)](E - m)} u;(k,r)

Ta ecuacidn (A,1) miede ser intervretada como una ecuacidn /
de Schrodinger con un motenciel devendiente de 1a enersia v

sinenlar en el origen (ouesto ne )\ £ 0). Tntonces, el com-
nortamiento de 1a solucidn en el orisen debe ser del tivo //

(vara. A= 1)

1im v (% r\ = const, + A 1In Br (A.2)
r—o 1°
dorde
] v
A och(O) + fg(ﬂ)

(nara el caso A = =1 , se vrueba aue A o:Vi(O) + Vé(O\ s /
véase (1.20) o (1.21)). ‘
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MAteas Aue gi A ee anula, desanarece la sinenle-
ridad en la ecnazcidn (A.1). Frn el vreblema de Schrodincer se
encuentran términos logaritmicos si existen singularidades /
(R # 0, o votenciales no reﬁnlares), v esos términos imviden
el uso de un métndo de desarrollo asint6tico tal como el ave
hemos usado en este trahaio. Tveeco, vara emvlear tal método,
‘hemos debido elegir los notenciéles de manera cue excluyan /

la presencia de +érminos logaritmicos.
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AvAndice R

Al tratar el problema de Schrodinger, Calogero V¥
. (28 . . ..
Degasperls( ) han introducido los sisuientes desarrollos a-
sintdéticns mara los.desfasajes (los nimevos a la izquierda /

indican las ecuaciones de ese trabaio)

N
(2.1) ) = Y e W oYy,
(o]

Nn=
Teniendo la exnresidn

00
P =k
(2.50) N(%) = ~ -Sdk' _— n(k") ,
T[ kl2 - k2 q

-0
probaron cue admite el siguiente desarrollo asintdtico

N

(3.18)  N(x) = ) a ¥

n=1

2n. ~-2N-2

+ 0(x ) ,

en la nue los coeficientes vienen dados wor

0
1 2n-1
(3.17) & = - FrE =Ty Sdk D Yl(k) .

En nuestro caso ectamnos en ura situacidn similar.

Introducimos los siguientes desarrollos asintdticos

N N
~2n~ —2N=3 ~2n-—
q#(k) = % a k on-1 + 0(x N ") + E § b kT 1 +
n n
n=o n=o0
—PN Y
+ 0(x 21 3) (B.1)
i on-1 2N~1 L on-1
- _ —-2Nn~ —2N-3y Z:: -2n-
rl (k) E ank + o(x ) E bnk +
n=o0 n=o
—=2N?' —
r 0" Y (B.?)
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rv lag crue hemeo elecido b = —%M(OO\ : ohviepmente ectos de
o e
sarrollos son consistentes con las eenaciones (3,9) v (4,287,
Ia anrsencia de térmiros losarftmicos es una consecnencia de

las condiciores immuestas a Jos votenciales (véase 1la sec-//

cidén 3),
A vartir de les (B.1) v (B.?) definimos o
S(k\ (k) + A (r) =2 ZE% KoL o(k"QN"q) (B.2)
Yy = ) = a + - B,
P00 = {00 s =2 T o,
D k| =+~ - Nt -2n ~2N'.?2
0 = E[rl(u) - (0] = 2 2&; b K"+ 0l ) (B.4)
D N -2n-2 =2N'_4
N0 + 2u(00) = 2 ) bk + 0(% ) (B.5)
n=o '
Entonces, escribiendo (8.2) como
&0
P k! S
N_ (k) = = = \ dk' k! B.6)
1 T S k'g_k? n.( ) (
- 00

e introduciendo el desarrollo asintdtico

N
N (k) = Z:: s ko0 4+ o(x~N=?) (B.7)
n=1 n

tendremos oue los coeficientes (utilizando los resultados //

del caso no relativista) vendrdn dados vor

00

s = n(gn'} =k Sdk min‘l Qs(k> (B.8)

- 00

Para 1a funcidn N2(k) , de 1la (8.4) tenemos

p (> 1 ) '
N (x) = - = de' —_—_— (k') + 2u(00) (B.9)

- 00
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Ineso, vn deserrelio del tivno

N
-2n ~2N-2
N, (%) = Z a_k + 0(% ) (B.10)
=1
imnlica los coeficientes 1a exvresién
00
-1 2n=-1{ -1 D
= a (% )
4 = FEr o0 S o D {1{ [r\ (k) + 2,4(00,]}
- 00
® 2
=] n-1(. -1 D
1} B.
m(on - 1)! Sdk Py [k q(k)] (B.31)
- 00
- En 1a misma forma, teniendo
-]
—— P k' —
Re S5(k) = - = \d' —s—5 Im S(k') (B.12)
TT k""_k"
-0
v tomando narte real en (7.6)
- N n g?n 1l . =-2n -2N-2
Re S(x) = ) (9" =% + 0k ") (B.13)
N
n=1 2
obtenemos
[+ <]
\_—-2n -1 on=] -
" - 4
(=72 Son-1 T o = 1N Sm{ P Im st o, (504

- 00

de la cuval, teniendo en cuenfa.la.(7.9), se obtiene (8,12),
Con el miesmo vrocedimiento, partiendo de 1la (7.15), obtene —

mos 1a (8,13),
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