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El problema. imro-pQo dp l a  teoría. de c o l i s i o n e s  t r a  

t a  a c e r c a  dp la determinp.ción teorice de l a  i n t e r a c c i ó n  en - 

trp la«* p a r t í c u l a s  one i n t e r v i e n e n  en u n  evento físico, a. / /  

n a r t i r  de los datos e x p e r i m e n t a l e s  p r o v e n i e n t e s  de dicho^ / / /  

evento.

Al c o m e n z a r  a a t a c a r  el nroblema. de colisiones, l a  

■física t e ó r i c a  se orientó n r i n c i n a l m e n t e  h a c i a  l a  sol u c i ó n  /  

de u n  caso sencillo: el problema. direo+o, que n a r t e  de u

n a  i n t e r a c c i ó n  conocida. E s t a  f o r m a  de p r o c e d e r  e n c u e n t r a  su 

.■justificación en el h e c h o  de oue los p r o b l e m a s  que se t r a t a ­

b a n  cc’1 m a y o r  f r e c u e n c i a  eran aqué l l o s  en los que las inte - 

r a c c i o n e s  ena.n de tino e l e c t r o m a g n é t i c o , esto es, a nriori,,/ 

c onocidas. P e r o  é s + r> p s  u n a  j ustificación h i s t ó r i c a  m á s  b i e n  

que práctica, nues t o  oue en l a  f í s i c a  n u c l e a r  o en l a  de p a r  

t í c u l a s  e l e m e n t a l e s  las i n t e r a c c i o n e s  son a priori desco n o c í  

das y  d e b e n  d e d u c i r s e  a p a r t i r  de los datos exnerimental.es./ 

Además, el p r o b l e m a  directo es m á s  fácil y e n t r a  dent r o  del 

e s o u e m a  usual, nue c o r r e s n o n d e  a e s t u d i a r  el m o d e l o  t e ó r i c o  

y  l ú e  ato c o m p a r a r  co^ los r e s u l t a d o s  e x p e r imentales.

El estudio del pro b l e m a  i n v e r s o  - ir de los datos 

e x p e r i m e n t a l e s  al m o d e l o  - n u ede ser m u y  ú t i l  c o n s i d e r a n d o  /  

la resolución, de c p s o s  prácticos, y aún m á s  desde el P u nto /  

de v i s t a  de a s e g u r a r  las c o n d i c i o n e s  de existencia, y uni c i  - 

dad. Pero, a c a u s a  de l a  dif i c u l t a d  matemática, de su trata - 

m iento, sólo sp lo hp n o d i d o  e s t u d i a r  en los casos m á s  sim - 

pIps, esto es, pn l a  tporía. dp Po+encialr aún así, todavía. / 

sp ^stá Ipí o s  de su a p l icación prá c + i c a  a. p r o b l e m a s  reales. 

De t o dos m o d o ^ , es c o n v e n i e n i p  se-^ ú r  d e s a r r o l l a n d o  su e s t u ­

dio, dado nnp es un problema Tnu y  i n t e r e s a n t e  desde el rmnto 

de vis t p  f í s i c o - m a t e m á t i c o .

Los P r i m pros i n t e n t o s  n a ^ a  r o s o l v e r  el. nro^le^a. in

J  TvT f T T Q  n T I T  T  n  n  T  O  T 'T
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verso fueron realizados en 1947 nor Frodberg' ’. Tanto este
( 2 ̂

atrtor como Hylleraas' , dieron un desarrollo del noteneial 

usando como datos sólo el desfasa.ie en onda S. Posteriormen­

te se vió oue este dato era insuficiente para resolver el // 

problema, y Bargmarn^^ construyó ejemplos explícitos en los 

oue diferentes no+eneiales daban lu-ar a los mismos desfasa- 

jes y niveles discretos de energía; esto demostró que esos / 

datos no eran suficientes. Levinson/^ demostró que la T>érdi_ 

da de univocidad estaba relacionada con la existencia del e?» 

nectro discreto, es decir, míe el potencial construido era u 

nívoco si no existían estados libados. Posteriormente, Mar - 

cbenko '̂  ^ resolvió este problema demostrando que un conjun 

to de datos suficientes nara determinar unívocamente el no - 

tencial lo constituyen los desfasajes (para un. momento angu­

lar y en función del momento lineal k ), las energías y las

cor^esnondientes constantes de normalización de los estados

r ( 7 ̂ligados (con el mismo momento an¿n;>l ar) .también, Borg ' ,<Tost 

(«j ^Q ) • • y Eobn y wo]mberg' 13.efr9.ron. a conclusiones similares.

Ge l ' ^ a n d  y L e v i t a n ^ ^  dieron 1.a p r i m e r a  solución 

efectiva, a.l P r o b l e m a  inve r s o  nara. p a r t í c u l a s  nue o b e d e z c a n  /  

l a  eciis’c‘’ ón de Schrodi.pger t o m a n d o  lo*5 d a tos en onda S . F i l o s  

d e s a r r o l l a r o n  u n  p r o c e d i m i e n t o  p or el cual es P o s i b l e  d e t e r ­

m i n a r  el p o t e n c i a l  resolví, ende una. ecuación i n t e g r a l  (ecu a - 

ció n  de G e l 'f a n d — L e v i t a n ) , que n e c e s i t a  como dato la. -función 

e s p e c t r a l  de?, problema, función nue es P o s i b l e  dete'^ina.r a 

p a r t i r  de los datos de la. col isión. Ware^oviVo' ̂  t a m b i é n  p u ­

do resol v e r  el p r ^ l e ^ a .  p l a n t e a n d o  otro tiro dp e cuación i n ­

tegral. P o s t erior^iente estos t r a b a j o s  fue r o n  e x t e n d i d o s  n a m .

(Tí > . /•
OP.qn^ ^ ° pl pp rl o movor* pr) ' p'h-tpr*-? p;prJoPP i°P

(i 9) (1 3)
rn_,r>T“!_QV»£C! P Pporrp y Tvrpy7+;0“n 

i pror* el c^p.ndo o+ro c o n ?n^to ^ a + 0,9 inicia — 

I pH miP T»ppTn7̂ n P) v.rxft f4! Hppfp.pp ip Tipv*9. n-n V ^ l O T  d P^ Tpo —

<,1 ,>
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mentó angular y conocido para todos los valores de la ener - 

gía, por el desfasaje pa.ra una energía dada y conocido para 

todos los valores del momento angular. Una extensión del mé­

todo de Gel'fand-Levitan al caso del problema de varios cana
(14) (•)

les fue tratado por Newton y Jost

Para el caso de la ecuación de Dirac, Prats y //
(2 3 ) ,

Toll desarrollaron un método similar al de Gel'fand-Levi

tan., pudiendo resolver parcialmente el problema, pues no de­

mostraron la. existencia del potencial. Para lograr demostrar
(22)

la existencia y unicidad de la solución, Gasimov y Levitan 

introdujeron una forma más general de la ecuación de Dirac, 

con dos tipos de funciones que juegan el papel de dos poten­

ciales independientes entre sí, pudiendo encontrar estos Po­

tenciales a partir de los datos de la colisión de la partícu 

la y de la antipartícula.

Todos los métodos mencionados hasta aouí tienen en 

común la dificultad de que se debe resolver una ecuación in­

tegral de tipo Fredholm para poder hallar el potencial. Es / 

más, en el caso de 1a. ecuación de Dirac esta ecuación es ma- 

tricial, por lo que debe resolverse un sistema de cuatro e - 

cuaciones integrales acopladas, siendo éste un problema en / 

la mayoría de los casos difícil y no resoluble explícitamen­

te.

Para tratar de obviar esta dificultad se comenzó a 

investigar tratando de encontrar otro tipo de resultados nue 

permitieran determinar el potencial, o al menos algunas de /

(®) Para una exposición más detallada de las referencias y / 

métodos empleados para atacar el problema inverso, se / 

pueden consultar los siguientes artículos de reseña y li

bros: Faddeev^"^ , Newton^^  De A l f a r o - R e g g e ^ , /
(19^ (20) 

Agranovich-Marchenko ' y Y/u-Ohmura
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sus características más interesantes, como una función explí

cita de los datos experimentPies.

El primer resultado de este tino de enfoque fue da

do por N e w t o n ^ ^ ,  y simultáneamente por F=><^oev^^\quienes

encontraron una expresión para el valor del potencial en el

origen, como una función integral de los desfasa.jes, para la
.(25)

ecuación de Schrodinger. Más adelante, Buslaev y Faddeev ,

(26) r> -u j_ (27)Percival y Roberts lograron una expresión para el va

lor de la segunda derivada del potencial en el origen en fun

ción del desfasaje en onda S. Más recientemente, Calogero y
(28)

Degasperis dedujeron expresiones para el valor del poten

cial y de todas sus derivadas en el origen, en términos de /
f (© ̂ (® ) 

los datos de la colision en onda S.

Una de las extensiones lógicas para proseguir con 

la investigación en el tema,y desde este último Punto de vis 

ta, era desarrollar el problema con la ecuación de Dirac, cu

yo tratamiento efectuamos aquí . Simultáneamente con es-

(31)
te trabajo, A. Degasperis realizó un estudio similar para

(^) En este último trabajo se revisan los diferentes métodos 

para lograr estos resultados, por lo que nos remitimos a 

él para toda otra referencia en el caso de la ecuación 

de Schrodinger.

(oxd) Siguiendo este tipo de enfoque se logra también determi

nar límites variacionales para el potencial, en función
(29)

del desfasaje en onda S .

(«r*(D<r>) Los principales resultados originales de esta tesis / 

fueron publicados por el autor como nota interna del / 

Instituto de Física de la Universidad de Roma ^ " ^ ,

- 4 -



(nO
la ecuación de Klein-Gordon.

Como punto de partida se ha tomado 1? ecuación de 

Dirac con dos potenciales y se ha desarrollado un método que 

permite encontrar relaciones exactas y explícitas que dan // 

los valores en el origen de estos potenciales y, en princi - 

pió, de todas sus derivadas, en función de los desfasaies, / 

las energías y las constantes de normalización de los esta - 

dos ligados (datos de la colisión) de la partícula y la anti_ 

partícula. Se obtienen resultados para los datos de la coli­

sión en ondas S y P, y se dan fórmulas explícitas para el // 

cálculo de hasta la tercera derivada. Estas expresiones cons 

tituyen los principales resultados de nuestro trabajo. Dado 

oue hemos supu.esto eme los potenciales son funciones holomor 

fas (y por lo tanto determinables conociendo sus valores y / 

los de todas stis derivadas en el origen), de esta manera se 

puede, en principio, determinarlos en función de los datos / 

de la colisión, lo que constit\xye el objetivo final -del pro­

blema inverso. t

De los resultados anteriores se deducen co11 facili 

dad expresiones del mismo tino para el caso de la ecuación / 

de Dirnc usual, esto es, con un solo potencial.

Es interesante destacar oue a.1 restringirnos al ca 

so usual, además de obtener los resultados deseados, encon - 

tramos relaciones que vinculan snt ?e sí los datos de la coli 

sión. Esto se explica en la siguiente forma: como ha sido d_e 

mostrado oue partiendo de los dos juegos de datos para la // 

partícula, y la antipartícula, se producen unívocamente dos po

(<f) El problema inverso para partículas que obedezcan la e - 

cuación de Kleir-G-ordon fue tratado anteriormente en la

forma usual por C o r i n a l d e s i ^ ^ y  V e r d e ^ ^ .  Véase además
(34)De Alfaro .
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tenciales, cuando nos restringimos a la ecuación de Dirac u- 

sual, estos datos son sobrea.bundartes; luego, deben existir 

relaciones entre los datos flp la partícula y los de la anti­

partícula, siendo los resultados que aquí se dan un primer / 

ejemplo de ese tino de relaciones. (Para una explicación más 

detallada de lo anterior véase la sección de conclusiones).

El método de desarrollo asintótico aue seguiremos 

para llegar a los resultados antes mencionados posee una di­

ficultad intrínseca, que hace que éstos no tengan toda la ge 

neralidad posible: se debe pedir la igualdad de las deriva - 

das primeras de los dos potenciales en el origen (en el caso 

de onda S: para la onda P, que su suma sea igual a cero).Por 

otro lado, nuestros resultados son más generales que los si­

milares dados en el problema de Schrodin*?er, pues mientras a. 

llí se dan sólo para onda S, nosotros podemos darlos para // 

las ondas parciales S y P. Estos dos hechos están íntimanen- 

te relacionados y, como se explicará en las conclusiones, // 

una extensión del método usado anuí nos permitirá dar indica 

ciones para tratar los problemas de Schrodinger y Dirac para 

ondas parciales superiores.

- 6 -



"I . —  J , q .  ' P r , n » r > - i  o - n  r̂ e Dira0

Ha sido demostrado utilizando un método similar al
(2?)

dado ror Gel'fend y T-evitan en el caso no relativista' ' ,• / 

oue ti art i en* o de dos juegos de datos nara la partícula y la 

an t i par t í eul * (e^to es, los desfasajes para todos los val o — 

res del impulso lineal k , los valores de la energía y de / 

las correspondientes constantes de normalización de los posi 

bles estados ligados, para, un momento angular determinado), 

se nueden construir en forma unívoca dos funciones indepen — 

dientes que juegan, el papel de dos potenciales no dependien­

tes de la energía. Estas dos funciones aparecen en la así // 

3.] amada "forma canónica" de la ecuación de Dirac, y se ha. de( 

mostrado que toda otra forma de esta ecuación puede ser lle­

vada a 1a. forma canónica mediante una, transformación ortogo­

nal.

Así, sin pérdida de generalidad, nos hemos propuej3 

to estudiar tina ecuación de Dirac con dos potenciales esfér¿ 

camente simétricos, locales e independientes de la energía, 

uno de los cuales, ’V (r), se transforme como un escalar reí?, 

tivista, mientras el otro, V ^ r ) ,  se transforme como la. cuar 

ta componente de un cuadrivector.

Esta elección facilita la derivación de los resul­

tados en el caso de la ecuación de Dirac usual, puesto oue / 

simplemente debe hacerse nulo el potencial escalar. Además, 

se obtienen así en forma inmediata la.s expresiones oue ligan 

entre sí los datos de la colisión de la partícula, con. los de 

la antipartícula.

La ecuación nue describe nuestro sistema es

i Y(?,t) = H f(r,t) (1.1)

(®) El sistema de unidades oue utilizamos es tal que fí=c=l

- 7 -



H  - - oL p  - |im - p>V (r) + ^ 2 <‘r  ̂ (--•?)

riord^ Ofj; v 5̂ pp'n i_̂ cj ^0 Pir^c, ™. , 1^ ™? sp.

flp lip. n o r » t io u l  p . d.i cs-npycspfln. v  l o s  V ( t) r io + ^ n o ia l  PT oen —
i

*tT*°TPS nnp v p H  f  j.op.-n 1 p q 0^.6? *> i_vl'b p P'TP'M.'l i  ñ p rl

j  r" | V. (r) | dr <  O O  : i = 1 ,? ; n = 0 ,1 ,2 . (1 .?)
0

p̂.fío ^ue los Potenciales son estáticos, podemos // 

considerar funcionen de onda de la forma

Í M r , t )  = ^ ( r , ^ , ^ )  e""1^  ; n = 1,2,3,*. (1.4)

v la ecuación de Dirae independiente del tiempo será

H  $  = E (1 .5 )

Si'ruievi.do el. P r o c e d i m i e n t o  u s u a l  (véanse P o r  ejemplo las re­

f e r e n c i a s  35 y  36) rara l a  separación, de variables, defini — 

mos el operador

u = ^>(?. T  + 1 ) (1 .6)

Sabemos '-ue este operpd.or conmuta con el hamiltoniano y que 

en coordenadas polares es

0(.P = Oí T> + i U  (1.7)
r r r

l a  n v &  * h p 7 n . \ l 4 ’ o t t í ^

0 ( - —  (1 .7 * )
r

v

P = ^  - - = -i(i- + -) (1 .7 ")r r r dr r
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" ^ " 1  n  ^  n  "»1  v ?  o  Y » p - n r * r » c ? o r i - f - n n i  £-r\ o m  "1 o  n u n  T J  J T /

o p> íp-n C¡ i dfrovipl p p ^pY»n

tT'í,(^,©,<f) = E$(r,e,<f) 

TT'í,(r,6,‘̂) = X $  ̂ r50,<^)

(l.«)

? (1.9)

&V “tor100°? Oí v ^ r>V,0d611 r'p’nr'p̂ pn+;p.r] p <=$ ■nor' rnp + r'iopcj //

h?rni 8 s m i 0 P̂'t;-5[<=>,-?& crpy)

0 ( r =  P  - l

+ ( ^ r  = °

(1 .10)

(1.10»)

p^tq.c; o o o -HerctT^n. dos fil y dos c o T v w t 'r s  y l^s e l e g i ­

m o s  do m o d o  nue

0 -i

o l  =
0

1 0 

0 -1
(1.11)

Definí.endo 1?^ m a t r i c e s

Pl - ~iar P  ’ f? ' <*r

éstas s a t i s f a r á n

v
P s ’ f* (1.12)

P i ”1

Pi Pi " P y  

Pi Pi + Pi Pi

(1.13)i = 1,?,3 

i,i,k = 1,2,3(cíclicas)(1.13») 

i ¿ ? (1.13")

las mip con la. elección (l.ll), serán l.es ns"a] p" m n + r i c e s  

fie esnxn de "'-’a.nli

0 1 

Pi = I. J  ’ P 2
0

0
.

-X
A

[i 0\

i i 0 -
f

h ‘ 0 -1/

(1.14)

_ q _



Co'^o Ha T'ar+P arsular Tr *e esnín de la función de 

onda están fijadas nor el reauerimi ent o de o\ie ésta sea an to 

función de U , la ecuación radial se escribirá

{ ^ 2  (Ib + ?] + Pl r + V r ' " ^3 [m + ^ ( r ^ O ^ r )  = SR*(k,r)

(1 .1?)
o bien, nóriendo R*(k,r) = r ^^(kjr)

j j f V r )  =j^f, -(? -

(1.151)

La solución de ésta, dada la estructura de las matrices // 

(1.14), será, un vector de dos coranonertes

x /uNk,r)'

?  (fc,r)" U *  >\u2(k,r)j
(1 .16)

El autovalor X del operador U será un número / 

entero (^ 0) relacionado con el momento a n c l a r  "orbital" y 

total en la s i m i e n t e  forma

Momento angular totp.l = 3 - |\| _ 1 (1.17)

Momento ar.p-uiar "orbital" = í = [\1- i 1 ^ •

f x > 0 , i = X (1.17’)1 .e. ¿
{ \<0, i = IAl - 1

la^ funciones nronias del operador U no serán // 

tratadas anuí dado oue no haremos uso de ellas y de oue es - 

tán tratadas en forma, muy com nieta, en un artículo reciente /
(

de M . 0. 'RnrthéléT’TV' ' ' .

Antes de nasar al. estudio *e las soluciones de la 

ecuación radial., nos ocuparemos >vrpvemente de al ínin as nronie 

da.des de simetría de esta ecuación míe se^án útil e? en /

- 10 -



el resto del traba i o.

Is ecuación (1.15') es invariante bajo las trans -

formaciones

E —  -R, V?(r) — -V2(r), A --- - - X , (1 . 18)
u*(k,r)--- ► u^(k,r), u^(k,r)---- u*(k,r)

y

m ---► - m , V ^ r ) — ► _ V 1 (r), A ----- - - A  ,
(1.19)

-n^íkjr), u*(k,r)-----u*(k,r)

Entonces, si se conocen los resultados Para A positivo, por 

medio de las transformaciones

negativo. Por consiguiente, trabajaremos en lo que sigue só-

consiste en una multiplicación de la función de onda por la 

matriz ip^ ; y dado que esa n.atriz no es igual a su inversa 

no podemos aplicarla dos veces para obtener el mismo resulta 

do. Además, con la transformación obtenida multiplicando ñor 
-ip? , esto es

o

lo para A positivo, salvo explícita indicación en contrario.

Debe notarse además aue la transformación (l.2l) /

también se pueden obtener los resultados par*» A de signo /

11



contrario. P o r  simuesto, m e d i a n t e  l a  a p l i c a c i ó n  s u c e s i v a  de 

(l.2l) y ( 1 . 2 1’) se obtiene el. m i s m o  resultado. 'Rntonces, a- 

d o p t a m o s  r o r  c o n v e n c i ó n  u s a r  l a  t r a n s f o r m a c i ó n  (l.2l) para /  

p e s a r  de los r e s u l t a d o s  cor X p o s i t i v o  a los c o r r e s n o n d i e n ­

tes c on A n e gativo, y visar l a  ( 1 . 2 1’) p a r a  ir de X  n e g a t i ­

vo al c o r r e s p o n d i e n t e  A  positivo.

Como se verá más adelante, alarmas de las solucio­

nes de la ecuación (l.!1?1) s o n  funciones bivalentes de la va 

riable compleja k , oue toman valores distintos en las dos

sunerficies de Riemann definidas por el Sig(Re E) , siendo 
+ i! 2 2~

E = - yk + m ; por consiguiente, debe distinguirse entre / 

las dos transformaciones (1.20) y (l.2l), núes (1.20) cambia 

la superficie de Riemann mientras que (.1,21) no.

Finalmente queremos remarcar otra precausión nue / 

debe tomarse al aplicar las transformaciones anteriores. Si 

se las aplica a funciones que no dependen, explícitamente de 

las comnonentes, debemos buscar s”s definiciones nara. contro 

lar si no varían los signos. Así, nor ejemplo, nara la fun - 

ción A ( k )  (véase (3.4) y (3.3)), al plicar (l.2l) obtene - 

mos

A(V:, E, V1 , V 2 , m, -X) = A(k, E, - V ^  V 2> -m,X) 

m i e n t r a s  nue a p l i c a n d o  (1.20) se tiene

A ( k ,  E, V1 , V 2 , m, -X) = - A ( k ,  -E, , -V^, m,X).

- 12 -



2. — Sol.15f»i or PP Bomi] sr p I yr'pjry") T).r>

Estudiamos aquí el comportamiento en el origen de 

las soluciones la ecuación (1.15'). Rara ello ponemos di­

cha. ecuación en forma de un sistema de dos ecuaciones dife - 

rene i at es de primer orden a.coplad.as

u^(k.r) = - u*(k,r^ - E - ra - V (r) - V 0 (r)j u*(k,r)
1 r 1 l 1 ¿ j ¿ '

(2.1 )

u^(k,r) = - ^ u^(k,r) + [e  + m + V^(r) - V 2(r) u*(k,r)

Introducimos los desarrollos

00

u*(k,r) = rA Y^_ rn
n=o

w (2.2)
u*(k,r) = rB ^  V k > ** •

n=o

Estas expresiones son soliiciones del sistema (2.l\ 

para A = X y a.̂  = 0 , si B = X + 1 t con estos valores,

se determinar los coeficientes a y b en función de a .
n  n  _1 0

Da.do que el sistema (2.1) tiene un término r , la otra

lución independiente debe tener la. forma.

00 __00

z*(k,r) = r~^ c^(k) rn + A x(k) ln B ( k ) r . r * \ an (^) ^
n=o ” te* n (2>?)

00 00 

z2 (k,r) = rD ^ d^(k) r 1 + A x(k) ln B(k)r.r^+"5^ ^ b n (k) rn 
n=o " n=o

sistema que es solución nara D = - X , d^ = 0 , si C =-X

los coeficientes de las soluciones están dados ñor 

las si silentes expresiones: 

nara la solución de tino (2.2)

- 13 -



- 1

n J-2 n + 2
V  i.ü - m)b - / —  

n í—
'-O ,1 !

r-n

b =
n n + 2X + 1

r-2 V ^ O )  - '/j’(0) 
(E + m)a + / --------- ----n /—

3=o

a
j!

n-3

(2.4a)

(2.¿b)

a^ = O

a indeterminado (depende de 3.a normalización)
O

(2.Ac)

y viera 3.a solución (2.3)

c =
n 2X - 1 - n

(E - m)d

,1=0

s  A 0) + # ( 0 )

-i I
d .
n-3

n<2X-l

(2.5a)

c =
-1

n n - 2X + 1 A \a os t + (E “ m )dA n-2X+l n - L

a  # ( 0 )  + V*’(0)

.1=0 3

n>2X-l ;

i» p -3

(2.5b)

n+2 n + 2

vf(o) - vj’(o)
(S + „)c + ^---  c

3=o 3!
; n<2X-l

(2.5c)

n+2 n + 2 A Xbn-2>rfl

rX. V*f(C» - # 0)
(E + m)c_ + 2__ ___________ :---  c

n
3=o 3!

n-3

n*2X-l ; (2.5d)

A a
(E - „)d - l

—  v^’(0) + '/’’(O)

3=0 i !
2X-l-n

(2.5e)

d_ = 0 ; d , c„. , -'r B están i n d e t e r m i n a d o s  
1 o 2X-1

(d d e ^ e r d e  de l a  n o r m a l i z a c i ó n )  
o

(2.5f)

-  1 A -



P ara encontrar estas exnresiones hemos introducido los si-//7 

fruientes desarrollos en series de Potencias rara., Ion noten - 

ciales:

VT(

V (r) = l_ — ---  r 1 (2.6)
j=o .1!

(■j)
donde V'.(O) indica 1? p-ésima. derivada de V.(r) calculada

i " i

en el origen.

En el caso ^articular X = 1 , nue nos interesará 

en la sección 7, la expresión (2.5e) toma la forma

d f ^

A = ~  V»(0) + Vi(0) . (2.7)
1 a l 1 2 i

o

luego, si overemos anular 1p contribución de los términos lo 

garítmicos en la solución (2.3), debemos pedir que las deri­

vadas primeras de los dos potenciales calculadas en el ori - 

gen, sí*an iguales y de signos contrarios, la presencie, de // 

los términos logarítmicos, como veremos más adelante, no nos 

permite el tratamiento de ondas superiores ( IXI l) con el 

método del desarrollo asintótico. (Véase además el anéndice

(<j'' Sin embargo, es posible reducir una ecuación de Dirac en 

onda X a otra en onda X -  1 que tenga un potencial más com 

plicado, y entonces anlicar el método de desarrollo asintóti 

co a esta última. Este tema será objeto de estudio en un tra 

bajo posterior.
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3. - Soluciones v Funciones de Jost

Por razones de completitud, en esta sección ros o- 

cu.paremos de las definiciones de todas las funciones que se­

rán necesarias posteriormente, funciones oue son similares a 

las del caso de la ecuación de Dirac usual. (Para este caso, 

con un solo potencial, véanse ñor ejermlo las citas (2l)* y / 

(35)).

Además de las soluciones (2.2) y (2.3), que están 

caracterizadas ñor su comportamiento en el origen, tenemos o, 

tras dos soluciones, conocidas como las soluciones de Jost, 

caracterizadas por su comportamiento en el infinito

E - m 4
+ikr

lim f X(j;k,r) = (lik)*
n— ~ OQ

(3.1)

las soluciones recular e irregular

'(k,r) =
u* (k,r)\

u ^ ( k

z*(k,r) 

z ^ ( k , r ) i

pueden ser dadas como combinaciones lineales de las solucio­

nes de Jost. Para la solución regular tendremos

tffyk.r) = (fX (-k) f \ k , r )  - f*(k) A - k . r ) ]  (3.2)

donde A / k )  es la función Wronskia.no de las soluciones de 

Jost f X(k,r) y f X(-k,r) ,

A^k) - A  fX(k,r) ,f(-k,r)J

= f*(k, r) íp(-k,r) - f£(-k,r) f^Or,r) (3.3)

En ésta, f^ indica le componente i-épima del. vector f^ .
’ i

El ’Vronskieso A^(k) e° can+idpfl i^denp^dip^+p de r, nue

- 16 -



rrnede prse nara r -- ► O O  de la (?.l)

Av(k) = - 2 i k 2X-1 (E - m) (3.4)

Con esta definición de la función W r onskiano, concluimos in­

mediatamente cue la, función de Jost está definida ñor

O') - f*(k, ■•}] (3.5)

función de Y solamente, nue rodemos calcular tomando el Ijí 

mi.te rjara r — ■» 0 y siistituyendo el comportamiento en el _o 

ri^en de la solución, recriar

f (k) = lim 
r-*o

a. rA f*(k,r) - b r X*!l f*(k,r)
0 ¿ O 1

= lim a. r*f*(k,r) 
r-»o o 2

(3.6)

f (k ) = I f ̂ (k )Iexn

Como es usual, definimos

i ijx(v)] , (3.7)

don d e  ^ ( ^ )  ^1 deefa.saje de orden X , y nu.esto q u e

fx*!0 = f \ - v )  (3.8)

los desfasa.ies p;o ruarán de la. nroniedad de reflexión

7 / -’° - - V '° (3.9)

entonces, el elemento X de la matriz de colisión estará da­

do ñor

[í'iljxív'] . (3.10)

El comnortamien.to a.sirtóticc de la solución re^u - 

lar se obtiene da la (3.2), haciendo uso de la (3.7 ),

- 17 -



JJrn (j> (v,r) -
T P

x rj/k)]

t
serlkr - ^  + ^(k)j

(3.11)

Nótese además one la solución irre^ilar tmede ser puesta en 

ftmción de las soluciones de Jost como

-1

2|fX(k)|?
f*(-k) f\ k , r )  + f*(k) f^(-k,r)

(3.12)

y a partir de esta última y de (3.2) se obtiene

f X(k,r) = -M k)~ 0)X(k,r) - f \ k )  y*(k,r) , (3.13)
2 f fk) 7

expresión que ros será útil nara el estudio del comportsmien 

to en el origen de las soluciones de Jost.

- 18 -



4. - Pronjpdf?des de a.r alit i ci dad de las soluciones. C'omportar- 

mipnto asintótico jvara^ k gran d e .

Pasemos ahora al estudio de las funciones defiri - 

das en la sección anterior permitiendo a k tomar valores ./ 

comnlejos.

Como es bien conocido de tratamientos anteriores /
(91) fIR )

de la. ecuación de Dirac con un potencial' ^ , todas las 

funciones antes definidas son bivalentes en k , puesto nue 

a cada valor de k corresponden dos valores de la energía 

E = - ^k^ + m . La solución de Jost f X(k,r) puede ser pro­

longada analíticamente 'Por una. función bivalente de la varia 

ble compleja k , que tiene puntos de diramación para k^in; 

Las d.os hojas de Riemann, caracterizadas Por CT = Sig ReE=¿l, 

pueden separarse introduciendo dos cortes entre (-im,-iOo) y 

(+im,+ioo), notándose con f X,Cr(k,r) 1a. solución de Jost en 

cada hoja.

Imponiendo las restricciones (1.3) a los potencia­

les, se prueba, nue f^,0”(k,r) es una función, analítica de k 

en el semiplano inferior (Im k < 0 ) ,  cortado entre -im y -ioo.

La. demostración es similar a la dada, en el trabajo de M. C.
, , ( i * , )  , ,

Barthelemy" , d.ebiendose solo tener cuidado de reemplazar

la. función V(r) por la. función matricial

(r) - V (r) 0 \
1 (4.1)

0 V 2 (r) + V'1 (r) I

La necesidad de este reemplazo será clara más adelante (Véan 

se (4.6-7)). Aparte de las dificultades nue presenta, la. in - 

troducción de esta matriz, la demostración sigue los pasos / 

del trabajo citado v por lo tanto se la omite aauí, limitán­

donos a. tratar explícitamente sólo el estudio del comporta —

V (r )  =
V,



o-'o4- poi o o pn pH p^nn^t^í^om^q HS f p-pp^ni po r) nVi_ —

rj pc? p n o -nr'n o oto n*i q f) pl in_npvo r)o+ rs-n oi pi #

DpI m.ismo mode -° "OY*VipT?p. qnp'ln solvci.or r Opilar / 

l|)X(k,r) 00 una función analítica do k , -op-tp. t nositivc 

y v finito, en el nlano comnlejo k provisto de los cor — 

tes.

Veamos ahora, el comportamiento asintótico en k de
A ^

las solucionen de la. ecnapi.^ ^2,1), ^«an. f (v.r) ^ f (—k.r)
0 0

las dos soluciones de .Tost, independientes, de la. ecuación. /  

libre (CT fijo? no indicado explícitamente)

f\±k,r> = vX
o ' 7 '

E - h r kr ln x-i(kr) 1 1  3x-i(kr)] ( (4_2)

y kr ^n^(kr) ± i j^(kr)]

donde j^(kr) y n^(kr) son las funciones esféricas de Be­

ssel. Con éstas construimos la matriz

K(k,r,^) = — ^-yíf^(kfr) f*(-k,^) - f*(-k,r) f*(k,Tj)] (4.3)

en l a  que el símbolo i n d i c a  l a  o p e r a c i ó n  t r a n s ^ o s i  -

ción. N ó + e * e  ^ue

K(k,r,r) = i p ? . (4.4)

Con esas definiciones, la ecuación matricial inte­

gral para fX(k,r) es

f \ k , r )  = f^(k,r) -

(4.5)

- \ K ( k , r , ? ) ( i ^ ) - :L̂ 1 (^)pi + V f,(^)i£,]fx(k,^) a*

T

o, en forma, m á s  c o n v e n i e n t e

oo

f (k,r) = fQ(k,r) -\K(k,r.X) f (k,1?) d^ (4.6)

- 20 -



En la (4.6) es

K(k,r,^) = K(k,r,^)V(f) (4.7)

en la cue \/ es la matriz definida en (4.1). Explicitámente 

los elementos de esa matriz son

V ( O

A ¿ k )  L U1 U1 

Vjt)

(4.8a)

K (k,r,X) = -----ff^>,r) f*(-k,0 - f*(-k,r) f\k,X)]
A,(v) L °i °i 2 [A . W l

V i1?)

(4.8b)

K 2i(lc,r,^) = ----- f*(k,r) f*(-k,^) - f*(-k,r) f*(k,^)

K 2 2 (lC’r ^ }

donde

A>(k) 

v a (5) 

A , 0 0

( 4 . 8c)

(4.8d)

V frO = v (r) - V (r)
_  - - - O 1 -\ ' *■

Vjr) -- V (r) -*■ V (r)

(4.8d) 

(4.8e)

Definimos ahorp la matriz

T.x(v,r) - -n (v,r ) f (k,r) (4.9)

con

T (k,r) =

-1

O

O

— T (4.10)

de manera m e T v(k,r) f (k,r)A O (4.11)
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Luefo, 1? ecuación intr'-'̂ r»! rmra L.(k,r) vs

L x(v,r) =

donde

1

u

. 00

H(v,r,^) L x(k,^) d.% (4.12)

-1,
H(k,r,^) = n^Yic,**) K(v,r , ^  T ^ (k,^)

De la (¿.12), por diferenciación, obtenemos

K.13)

I*x(k,r) = H(v,r ,r) L^(k,r) - H(v,r ,$) I - ^ M )  a?. (4.14)

Es cribiend o explic i t a m e^ t e

O
f' (k,r) \

V

H(k,r,r) =

v f 1 f°ík’r)—  V ' r  ) ■ . y . 
- fA fytr)

°2

O

(4.15)

/

y
\

VJV (E+m)

^ ( * , 0  

-p*"TTr y* Y
. 09 ’ ' '

CO? ■’■ '•

YL(^)(T3_m )

y/?)(s«?

(4.16)

sfi o^tipne^ i.^^pdio/tprneri+e los coTYi’noT'taTnier).tô  p.sirrfco+i.cop /

tiptp  V do

—  z % ir
1 \rr) TT(V r v>) - i 1\ n\ -
Tr_^00 Te— -oo 3

0 VJ T'

V (r) O
(4.17)

v _ 0 O  -v+ (̂ )' 

-v i1?) v (T >
(4.18)

-  2? -



o V « !

Sti ̂ + 1 -H wfyn r} n pn I p (^-.1?)

1 in T '(k,r) = i 1 
Tr—*-oo a 1?

V / ' 4- ’ ,
l i m  L (k,r) -

r~*O0 K 1 / ̂  \ / k—♦QQ AV (?) 0

i rn —T?

-^VLm v.|.e2il-(r"^( V"(1?) +'5)W  V M )  
5  \-v _ ( 0  v j o f —

(4.19)

0 iiit o ^ or ,n??r+;p? n b t ^ p ^ o ?

/ N 1 >
1 iri T ■ J ( V . T' ) — — 1 irn —E-io - xV A»- ' 2 R-a> E

(V_(r) V (r)\
lim L x(k,r) + 0(k ) 

, V > )  (r)/ 0)

de la cual la solución es

^Lim^L^ík,!*) = exn

.to

k-oo E
k W v_C?) V+(S)

r v__(0 v+m /
d?

'l\

1

. (4.21)

Diagonalizando la matriz en la exponencial obtenemos

lim Ij.(k.r) = exn k-^oo * - 1 v z l  d*(*) (4 .2 2)

(nótese que la diagonalización no cambia el vector), de la / 

cue deducimos el comportamiento asintótico de

lim f (k,r) = f (k,r) exn k — oo • o
Tm k$0

(«>
_ -¡ 1 -im - \ V ( y 1» d? k -co E ) 2VÍ' s (4.23)

Efectuemos ahora el. mismo estudio anterior rara la 

función de Jost. Multiplicando la secunda componente de la /

( 4 . f> ) P or r c ?Á- 1 ) ! ! -1
, tomando el límite Para r — * 0,

-̂ eri.errlo pi cuprita ir> d.pfinición (3»6) en 1 p nnp r ? ha ele0"’

do a^ = [(^A - 1)!!
-i , y !_&& T>T'o*nied.p.̂ _pp dp ]ap, ciónos
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f A 'v,r
op1 i rn ---------------- ------

r—»o I P X - 1 ) ! !

(kr)X n/vr) ^ i ? (irr)]A ' \ J
(2X - 1)!! = 1 (4.24)

la ecuación integral para la función de Jost será.

f (k) = i - r i i ? K(k,r,$) f (k,t) ctf (4*. 25) 

c cmn.2

esto es,

f (k) = 1 V i V  fX(v,0 6$ (4.25*)

Partiendo de esta. ecuación se pueden estudiar las

propiedades de analiticidad de esta función. Se demuestra //

que f X(k) es analítica, en el semipleno inferior (Im k ó  0)

del plano complejo k cortado, excluidos los puntos k = 0

y k = -im , haciéndose uso explícito de las condiciones //

(1.3). demostración ro se da aquí, remitiéndonos a la da-
(^5^da en el trabajo mencionado ', teniendo presentes las ra - 

zones expuestas anteriormente. Para, conocer el comportamien­

to asintótico tomamos el límite para k — *■ 00 en la (4.25’ \ 

Introduciendo el comportamiento asintótico de la solución re 

guiar libre,

JÍTot)(í)o ( k ’r) = k
-X

eos (kr - ) 

i! sen (kr “

(4.26)

e integrando por partes, encontramos

jLirn̂  f (k) = exp 

Im kóO

r°°
-i lim ^ \ V 

k-*co E J
Vg (r) dr (4.27)

De la (3.7) vemos oue el comportamiento asintótico de los //
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desfasajes es (teorema. de Pareen
(38),

c°°jLim>«|x(k) = -  jLiS |  y 2M  ar , . (4.28)
Im k £0 °

y de las (3.2), (4.23) y (4.27), que la solución r e b l a r  ve­

rifica. r

í eos [kr - - ¿ira |  ^ ( ^ d ' ? ]  \ 

lim (k,r) = -± °,r J  (4.29)

k \ é sen[kr - * r  - ¡£5 s jv2^ )a?]/
O

Se prueba. ademas, en forma, enteramente similar a /

n . , . j (2l)(35) . .o*j®"/, **\ «los traban os mencionados , aue si f (k ) = 0 para.
n

k^ = “ÍP^ con I™ = 0 , tenemos un estado libado de ener

gía. E* = <T - (p^)^ ; f X,Cr(k) no se puede anular para

k real y sus ceros son simples (salvo ouizá para k = 0 , /

r (^5)caso que no consideramos; véa^e " ).

Como puede observarse de las (4.23), (4.27), (4.28) 

y (4 .29), el comportamiento ^sintético es el mismo que en el 

caso V (r) s  0 . Este hecho puede ser justificado de la si- 

puiente manera: si eliminamos una variable en el sistema // 

(2.l) se obtiene u n a  ecuación de tino Schrodinfer (véase el 

apéndice A, ecuación (A.l)); en esta, ecuación Puede verse // 

que el comportamiento asintótico para k grande está condi­

cionado por el potencial V^(r) y no por el V (r) (recuér­

dese que los potenciales no son s i n g l a r e s ) .
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Deduciremos anuí una expresión para. calcular la //

función dp Jost términos de los datos de la colisión y de

los parámetros de los estados libados, la crie necesitaremos

en los cálculos posteriores. En ausencia de estados libados, 
(?l)

Prats y Toll ' dan la manera de c o n s t r u i r l a .  Ellos usan .//
(•^g)

una modificación de un teorema de Titchmarsh ~ (útil para.

este propósito en. el caso no relativista) nne fue emnleado /
(^2'>

■por Cormaldesi ' para el estudio de este problema en el / 

caso de la ecuación de Xlein-Gordon.

Seguimos a.ouí el mismo Procedimiento para. tratar / 

el caso en el nue existan estados ligados. Para ello introdu 

cimos una nueva función (X fijo: no indicado explícitamente)

f'ík) = ftf(k)

i • o- k - ID

• orY, k + IDn n

n (5.1)

que no se anulará en las energías correspondientes a los es­

tados ligados, puesto oue los ceros de 1a. función de Jost // 

son simples.

Los nuevos desfasajes definidos por

- or, . i —  <r.
f ”(k) = | f"(k) | exp i r|<r(k )] (5.2)

están relacionados con los anteriores ñor

-  V ~  ^
r/ík) = rj°"(k) “ 2 arctg (Im k =0) (5.3)

n

Escribiendo una relación de dispersión Para la fun 

ción In f+(k)f (k) se llega a la siguiente fórmula



T- . , _ . . ✓ k .. f+ (k^ , THpr,i.p^do In misno VPT9. la función r-, In -- 1--  rh+p-n om0c.

f~(k)

• E
n,ff

(Tin
E + E 

■n

- (N+ - N") 1n
E - m 
E m (5.5)

donde N es el minero de estados librados en la. superficie 

O" , Nótase nu? e^ta. función tiene un corte entre —im y /// 

—iOO en el i plano inferí or Im k $ 0  , dpbido a. la presen­

cia. de E en el denominador. Por esta razón no se puede /// 

substituir directamente las (5.2) y (5.3) en las fórmulas en 

contradas para el ca.so sin. estados Uf a d o s ,  para encontrar /  

las correspondientes a l  c a s o  de presencia de estados ligados 

como se afirma, en la referencia 21.

De las (5.4) y (5.5) se obtiene

If °"(k)
N+-N~ E - O-E0"' 

n

\

E + GTm
1 4-

E - <Tm

■n/r* 1

JL "r

1*1 E + <rEff
n JJ

exp
r *P ( d k’

tt J k ’-k 
-00

Vj+ ( k ' )  + . ( { - ( * • )  + < r | | f r ( r f < v ' > -

+ 2 yu(oc)}

rj“(k*)] +

(5.6)

En las expresiones anteriores hemos introducido la notación

X

(5.7) 

0

N ó t e s e  que la. (4.28) puede ser escrita

/A(r) = ^ V 2(^)

klim r̂°*(k) = -CTju( 00) (4.28»)
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I.-!? PX'̂ 'r'opi. ón (5«5/ ^ ° í?Íd 0 ob+eridp ?.T\+:f cfr3.r 'l0 18 

■Piinr'T ón (\* — y) __ ]n |f" '(l*)/f (]c)j , R, lo lar^O d P1 cir— 

cuito indicado pn la fiev.T?

y lue^o tomando parte imaginaria. Es fácil ver nue tomando / 

la parte real se llega inmediatamente al análogo del teorema 

de Levinson para el problema de Dirac (Este teorema viene da 

do en la referencia 35).
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m
6. - El método r*°l Desarrollo sintético.

Estiidivinos ahora las ecuaciones aue satisfacen las 

derivadas logarítmicas de las componentes de las soluciones 

de Jost.

Escribimos el sistema (2.1) en la siguiente forma

asintótico, debemos pedir eme la ecuación no Posea. términos 
divergentes en el origen, cosa cue logramos poniendo X = 1 

y pidiendo aue

(®) Se utiliza "na técnica similar a la desarrollada por Ver

(6.1a/

(6.1b)

donde

OUr) = E + m + V (r) - V^ír) (6.2)

(6.3)

Definimos

y1 (k,r)
f* (k,r)

(6.4)

es fácil verificar que 3.a (6.4) satisface la ecuación

(6.5)

Para aue podamos utilizar un método de desarrollo

(6 .6 )

( 37)
de ' en el caso de la ecuación de Schrodinírer.
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Nótese hijo esta última condición es 3 a misma oue debemos ve- 

ou^rir nar° oue 1*? solución i r ^ e w l ar no torí"a im comporta — 

miento logarítmico en el origen (véase (2.7)).

Definimos también

f i ’ O-t.r)
y (k,r) = --------  ; (6.7)

^ (k .r )

ésta, satisface 3.a ecuación

./, X , 2f, X CX* (r) > CX'(r) A X(X+l)yj(k,r) + y2(k,r) -  y^k.r)  -  ;  -  — j -  +

+ 0((r) |Mr) = 0 (6.8)

que no tiene términos divergentes en el origen si X = -1 y / 

si

OC'(O) = V£(0) - V£(0) = 0 . (6.0)

Estamos ahora en condiciones de resolver las si-// 

guientes ecuaciones

A =  i , v^(o) = -vj(o)

P V * (r) + V* (r)
y{(k,r) + y i (k,r) + ¿ V i (r) . Vg(r) y3 (k,r) -

V* (r) + V»(r) p
- - =---- -— TT-i- r -— TT— 7— T + k - 2EV (r) - 2mV_(r) -

r E - m - V (r) - V 2 (r) 2 1

- V^(r) + Vg(r) = 0 (6.10)

X = -1 , V|(0) = VJ(0)

yi(r ) - V'(r)

yj(k,r) + y‘ (k,r) -  ¿ „ m\  v̂ r)2. vJ r) T2(k,r) +
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V»(r' - VJ(r)
- s---- -— -— ----— _ + k - 2EV (r) - 2mV (r )
r E + m + V_ (r) - V (r > 2 1

- V*(r) + V 2(r) = 0 (6.11)

Nótese oue las (6.10) y (6.11) son deducibles una de la otra 

efectuando 1 a transformación (l.2l). De la (1.17-17') vemos 

que (6.10) corresponde a í = i y ¿ = 1 , esto es, onda P, 

y (6.11) a i = ^ y $ = 0 , onda S. Consideraremos enton - 

ces sólo este segundo caso, nue es de más fácil interpreta - 

ción en el límite no relativista, mientras nue los resulta - 

dos para onda. P se deducirán de éstos utilizando la transfor 

mación (l.2l).

Definimos 1 p función

g(k,r) =
q(r) 
0( (00)

ik

fj(k,r)

f? (k,r)
(6.12)

en. la nue hemos puesto ^\k,r) = f2 (k,r).

De la (6.1?.), se demuestra que g(k,r) satisface / 

1 p eov.p.cion

0((00)£X(r) g’(k,r) + 0^(00) g^(k,r) - 2ik(x( 00 )0(( r) g(k,r) -

- 20((00 )CX* (r) g(k,r) = U(k,r) (6.13)

donde

U(k,r) = CX? (r) ^2EV^(r) + 2mV^(r) + V^(r) - ""

- (X'(r)0((r)[ik + |J . (6.14)

Del comportamiento asintótico de las soluciones de

Jost, se dedu.ee nue

lim g(k,r) = 0 (6.15)
r —♦ oo
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lim *r(k.r) - const. = ff^k) (6.16)
r — o

Hasta anuí se han considerado sólo las enerarías no 

si ti vas. Pecoreando ahora *ni.e le solución de Jost f°"(k,r) / 

es n-nq fmon-? ón *M.y^l0>0t9  ̂e k comiedo, también lo será / / 

gi'k.̂ v) • Iupp'o, en Iv.^ar de 1^ ecuación (6.13\ tendremos im 

sistema de dos ecuaciones i pp furciones » Que­

remos re^olve^* e°+p ■n^o'^oniendo una serie a°i^tótica

en V* . Puesto mi.p las.dos ecuaciones contienen términos en 

k. y E , una manera de desembarazarnos de E es escribir /  

un sistema de ecuaciones acopladas en las nuevas variables

S(k,r) = |[g'(k,r) + p; (k,r)j (6.17)

ü(k,r) = 2Í[g+(^»r ) “ £ (k,r)] (6.18 )

Nótese quo U(k,r) = P(k,r) + E Q(k,r)

En. esta forma obtenemos el sistema

? ?
(k,r) + a P*(k,r) + a^S (k,r) + a^D (k,r) +

+ a ^ (Vjy»)p(k,r) -f a.gS(k,r) + e^P(k,r) = P(k,r) (6.19s*)

b^S’(v,r) + ^pPf(v ,r) + b S (k,r) + b^D"(k,r) +

+ b ^?(k,r)l)(1̂ ,r) + b,S(k,r) + b 3)(v r) = Q(k,r) (6.1.9b)
y  O Y

rion^ l o Q 11 not p"̂  ci alp sn °?on

P(k,r) = |/!V̂ (r) |̂m V^(r) - V^(r)j+ 2mV^(r) + V^(r) -V^(r)jv-

— (r>) — V*,(r̂ j|m V3 (r) — Vp(r)j ik +

y del comportamiento en el origen de la'función fp(k,r),nue

ppT?pnos calculan la (3»1^)} encontramos

- 32 -



v los coeficientes

= 2m + V1 (r) - V 2(r) 

p
= b^ = k  + .mb

2 ? 
a ? = (>' + jtT)Td

? ? 
p._ = b_ = v + 2m 

a = (k2 + m ? )
(6.19e)

b 3 « 2.

p 5 = = (k2 + m2) b 3

r\g = b^ = (-2ik)B^- |v* (r) - V*(r/jb^ 

b6 = (-2ik)bi - 2jv^(r) - V^(r)j

? r j = (k? + m ~ )  bg

Introduciendo los siguientes desarrollos asintóti- 

cos Tiara k grande



TT
\ \-- / x , . -vi _1 -N-2\

, r) = ) -!■ 0(> )
n-o

(6.20)

N

D(k,r) = Y _  Sn (r) (-2ÍK)-”'1 + 0(k ) (6.21)
n=o

en el s i s t e m a  (6.19), o b t e n e m o s  el s i g u i e n t e  s i s t e m a  de r e í a  

c i ores de r e c u r r e n c i a  p o o ^ I p H ^ p

yy+A

TZ V  D .(r )^ . A(?) - 7 í^f A y ) + S ,(r)l - 16 L__  i n — i-?-A A I n-ĥ  n+4 J1—0 J ° V - r y

-  + V r) -  V r f e +3<r) + W r)] +

+  5  [ V i (7>)  -  V 2 ( r ) ]  V ? . ( r )  -
n-'-2

- t T  fs .(r^S . _(r) + ^m D.(r)T> . _ (r) + ¿mS . (r)D . (r''V 
4 L-^ L n n-1+2 - n-j+2' o n-.l+2j

+ m Í2m V_(r) - V (r)]is' _(r) + S ~(r) + mil)1 (r)+D Cr)||- 
L 1 2 J) n+1 n+2 l n+1 n+2 "

- 2m[v^(r) - V 2'r)] K - l ' r) + m7V l (r)] +

+ 2m? ^ |s ̂. (r ) + mD_.(r)j^S^ -ĵ r  ̂ + = ® (6.22a.)
3=o

n+2

-  ♦ »n+4(r ) ] -  |  | Z ( S3(r) * raDi (l')] I’n -j-2(r)
1 - o

+ (2n + Vx (r) - V ?(r)]js;+1(r) + Sn+2(r) + " [ ^ ( r )  + D ^ 5 |-

-  P[vj(r> - V¿(r)][?n+1(r) +

_n .
+ 2m O  ̂ (r) + TnD^.(r)J|s^ ^(r) + ^(r)J = O (6.22b)

todps con n ^ O  . Ion primero^ coeficientes vienen dedos ñor
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+ 8m |v_,(r) + V 2(r)j|v* ̂ r) + V^(r)j .• (6.24d)

El sistema de ecuaciones acolladas (6.22), junto /

con las condiciones iniciales (6.23a—b) y (6,249.-1)), las con 

diciones asintótica.s

s (00) = 0  D (00) = 0 (6.25)
n n •

*
y las restantes condicione? (6.23c—d) v (6 .2/0—d), nos nermi.

ten. calcular por recurrencia todas las funciones S (r) y
n

D (r) . 
n

Nótese cue, puesto nue hemos elegido V|(o) = V*>(0)

resulta

V»(r) - Vp(r)
lim — -------- ----  = V"(0) - V"(0)

r — o r 1 2

lim 
r — -o

V.(r) - VJ(r) VJ(r) - V”(r)

r2
=-| [vy(o) -  v-ro)]

luego, en el origen, las relaciones entre los coeficientes / 

de los desarrollos (6.20) y (6.21) y los potenciales es

D = 2 V 0 (6.26a)
o ¿

D = - 2‘ (6.26b)

D 2 = 6V" - 4V£ + - V 2 - v’j-4V~ (6.26c)

= -4VJ« + 2V”’ + 8 jin + - V¿j (6.26d)

So " 2V? (Vi “ ,V?] + (?m + vi] vi (6.27a)

^  - -2raVJ - PV., [v; - VjJ (6.97b)

= 2 f?m + - 2v?jv” P + 3V? - Pmjvy t 6V|VJ - V»2 -
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“V1 “ 4V]V ? “ 19inv^v ? - ^ 2' V ;? ^  V t" + v p] (6.27c)

S? = 2|2V2 - V1 - 2-ij V”* + 2^m - AV? - V] j V£ + 6V" - 4Vjj + 

+ 8mV2 [3Vd + V 2JjV^ - Vj) + 8mV~ [3VJ + V^j +

+ 8m2 ̂  + V2Jv| + Vj]+ 8Vl ̂  + \nj (6.27d)

En las expresiones (6.26) y (6.27) hemos puesto S (0) = S ,

D (0) = D y J V(0) — T.] . 
n n 1 1

Para calcular los coeficientes siguientes se hace

tiso de las relaciones d:e recurrencia. De esta manera, en //

principio, se podrían obtener'todos los coeficientes S y
n '

D , y de ellos calcular los Potenciales y todas sus deriva- 
n

das en el origen, esto es, de hecho obtener los dos potencia 

les, puesto cue se los ha supuesto funciones holomorfas de r.
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7. — Detprminaoior de lo? coeficientes__S v D .

De la. definición de g(k,r) (véase (6.1?)), de las 

propiedades de analiticidad de la. función de Jost y de la // 

función f^(k,r) , y de su valor v el de su. derivada en el o 

rigen, calculados a. partir de la (3.13),

f (k,o) - - f(k)OC(0) (7.1a)

f? (k>0) = - F T T F T  + f M  ci ( 1 M )

se demuestra oue la función ff(k) (véase (6.16)) es una fun­

ción meromorfa de k en el semiplano inferior cortado / /
JL

(Im k ^ O ) .  En la primera hoja de Riemann, ft (k) tiene po -

los simples en k = -í p  debidos a los ceros de f+ (k) . Lo
' n

mismo ocurre para & (k) en k = -íp , en la se abunda hoja.
n

El residuo en los polos es

-Pp0-
ResIV^k), k = -i-n0-] = --------- -------- (7.2)

l n J fc(ÍPa ) f ^ - i p 0")
n n

en la que f°"(k) indica la derivada de f*"(k) respecto a k.

Para obtener este resultado hemos tomado f„(-ip ,0) de 1.a /
, 2 n

(7.1a), mientras oue la f_ (-íp ,0) se calcula diferencian 

do la (3.2) y poniendo k = “ÍP y r = 0 .

Definidos ahora, las funciones

Y E 0* Cff 1
s(k) = S(k) 4- / ----— -—  — -------- —  (7.3)

rT£ (E* + <Tm) ík + (p°") 1

V ” °r, 1
D(k) = D(k) + / -------—  ^  (7.4)

( E c  + CTm) ^k -*■ ( r>T ) 1

en las oue Cr es el coeficiente de rormal i *p.pión de las // 
n
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íijinei0̂ .9° d° onda de i nq pq-f̂ riop "H^^rlos*

c! = ín ~na W l (Kn ’r) <f V !V r) dr

-1
-2i(t)(r )^( +<Tm) 

______~ n n________
„<r „cv . <T\ t,0*/ . <r \
%  1 n f n

(7.5)

I-as f u n c i o n e S ( l c )  y D(k) son holcmorfan en 

en el semipla.no inferior (Im k é O ) ,  puesto cue las sumas anu 

lan la contribución de los polos en S(k) y D(k) debidos 

a -la presencia, de estarlos libados.

Comparando los desarrollos (6.20) y (6.23) con los 

similares para S(k) y D(k) ,

N _

s(k) = sn -n-1 -N-2*
+ 0(k )

n=o

(7.6)

D(k) = ^  (-2ik) n~1 + 0(k“N ?) 
n-o

(7.7)

encontramos nue

Sn . = s_. 2i 2?

s = s v 2i +1 ‘ 2i+l

D . = D .
2i

D = T) 4-
2 i L1 2i-*-1

PÍJ? E <rC <r(p°')P:Í
n n n

n,<r

n,<x

( E + CTm) 
n

cr 22d+? c (r(p<r)?^
__________ n n

(E°* + CTm) 
n

(7.8)

(7.9) 

(7.10) 

(7.11)

Par^ k r?p.l, ©p? *0081.b l e  ex^osp.r "]_â  

d e  S ( k )  y  D ( k )  coran r í ^ p :

mív (o) - V (0)1
Tn, SÍV) ------ — — :--------- ---- i  +  -  2  -

9
f+ (k)l? |f (k)|

(Im k = O) (7.12)
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T ñ,. X Vl'0 ' ' V 0 )  *Im D(k) = -----------  + £-sr
lf'(k)|? lf"(k)|?.

(Ira k = 0) (7.13)

mientras one las partes reales pueden conocerse por medio de 

relaciones de dispersión,

He S(k) = - £ \ak' — ^ ---g Im S(k'), (Im k = 0) (7.14)

n L  * • 2 -

. 001 w

dk' — Ira D(k'),  (Im k = 0) ' (7.15)

„ k' -  k -00

Observando los desarrollos (7.6) y (7.7), se ve /./

nue de las (7.1?) y (7.1"*) se pueden encontrar los coeficien

tes S y D de orden par, en forma de momentos generali- 
n n

zados de los desfasajes (véase también (5.6)), mientras que 

con las (7.14) y (7.15) se pueden obtener los coeficientes / 

impares, en forma de momentos generalizados de I f^Oc)| . En 

tonces, a partir dp las (7.8-11) podemos calcular los coefi­

cientes S y D .
n n
Nótese nue los coeficientes pares dependan de los

desfasaies y de las energías de los estados ligados, pero no

de las constantes de normalización, mientras oue los coefi -

cientes impares dependen de todos los parámetros, en pev*fe< -
(28)

to acuerdo con. los resultados del caso no relativista

Estamos ahora en condiciones, a partir de las /// 

(6.26), (6.27) y (6.22), de calcular los potenciales y sus / 

derivadas en el origen.

- 40 -



- cálculo de los •no+enciales v «sus flprivp.flas en el origen

En esta sección deducidos expresiones para los va­

lores de los potenciales y de sus tres primeras derivadas en.

de ligadura y las constantes de normalización de los estados 

libados. Los resultados están dados ñor las fórmulas (8.2^) 

a. la (8.26). En 1 ®. (8.27) damos las condiciones sobre los / 

parámetros de la colisión que se derivan de haber supuesto 

la igualdad en el origen de las derivadas primeras de los t>o 

tencieles.

rando con l^s pxnresiones (6 .^6) y (6 .27), sin deducir fórmu 

las írp-npi'giop nup son dpma^iado complicadas en este caso.

fina]- t a m b i é n  las correspondientes fórmulas en presencia de 

estados ligados.

el origen, en. términos de los desfasajes y de las energías /

Para s i m p l i f i c a r  la. descripción d e  los cálculos, / 

éstos se efectiían en el caso sin estados ligados, dándosp al

La ( 5 . 6 )  puede pon.ersp, para el caso s i n  p q + p . d o ñ  /

ligados, como

(8.1)

donde

(8 .2)

(8.3)

(8.5)

(8.4)

Be 1 a. (7 .1 3 ) y (8.1 ) obtenemos
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v ( 0) - v ?(0)
Im D(k) = --------------- + - pxn -N (k)J senhIE TT^(lc) 1 (8.6)

Desarrollan rio esta expresión nar». k grande, se encuentra 

Ira D(k) = [^(0) - V 2 (0) + dj k"*1 + Jd2 + \ d£ - s^dj k“3

+ 0(k~5) (8.7)

er la que los coeficientes vienen dados ñor

-1
d =
n TI ( Pn -  1) !

-oo

sn ' ñ T ^ V i T T  ^  1 8 <k) (8-9)
-00

e n  las cuales n > l  y es el operador

li” = y? $—  le" . (8.10)

k dkn

Los coeficientes se encuentran haciendo uso de los resulta -
(?8)

dos matemáticos del artículo de Calogero y Degasperi.s ” // 

(véase también la referencia 25), quienes han realizado desa 

rrollos similares en el caso de la ecuación de Schrodinger / 

(véase también el an én di ce B).

En manera similar, encontremos

Im S(k) = raV1 (0) + m V 2(o) - | d2 + s^Jk""1' +

f _ 1 2 2 1 A 1 2 1 ?.} -3
+ \&2 2 m dx dx d2 24 d1 ^ ^  ? ^ J k

+ 0(k“5 ) (8.11)

Pe esta manera, de las (8.7) y (8.11) hemos obteni

do los primeros coeficientes de orden Par, i.e. D = D , / 
_  _ _  o o
V = D , S = S y S = S. (véase (7.8) y (7.10)).
¿ <r O O  ¿ ¿

Para, calcular los coeficientes de orden impar, de-
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PTT10P! 1.8.S (7,X^-) ^7.15), y o nrnripp piri or 1 qr O o © f í  C1 P7!- 

tef? obtenido^ ri° esta  manov»p non Ion lo s  tfesaV'rollos /// 

(7.6) y (7.^); teniendo en cuanta i an (7.9) y (7.11), obtene 

mon (véase apéndice B)

(-)^22 '^^ ( 2i+l 
S2,i+1 = fr(2.j-í-l) ! \ dk ^k /v

• E

-a)

>2 í-:V c ' ( t > r '2á
n n ' n '

2 -

n fo- (E + (Tm)

D 2 j , i  =  w r S n  S d k  ^ Í + 1 I I
'00

_ ________n n

n ^ 7 (E * + CT m )

f (k)| ‘ |f+(k)|

(8.12)

|f (k)| |f+ (k)I

(8.13)

Relacionando los coeficientes obtenidos de (8.7) y 

(8.11) y lan expresiones (6.26a) y (6.27a), se encuentra el 

valor de los potenciales en el origen (recuérdese aue no e-/ 

xisten esta,dos ligados)

V^(o) = — m + y ( d^ — m ) 2 + ^  2mdi “ di + si^ (8.14)

V 2(0) = |(d1 - m) + | ^(d^ - m)2+ ^(2md1 - d2 + s.^ (8.15)

Comparando las (8.12) y (8.13) con las (6.26b) y / 

(6.27b), encontramos el valor de la primera derivada en el o 

rigen

v-<0) = V-(0) = - i  jdk D*
•oo

2 (8.16)

y la condición sobre los parámetros de la colisión resultan-



te de haber impuesto 3.a igualdad de las derivadas primeras / 

en el origen

oo

dk ID,1

•oo

E - m + 2

_____________________________\_________

E +• .m - 2\¡( d - m ) ? + - ( 2 m d - d ? V  s ) 
___________I X __________ i_____1____ J- Xn 1

E | r ( k ) | 2

\j(á̂  - m ) 24- ^(2md1 - d^ + s^)

E |f~(k)I
»= O (8.17*

lias derivadas segundas se calculan comparando //// 

(6.26c) y (6.?7c), con los coeficientes de orden k ^ de los 

desarrollos (8.7) y (8.11)

VJ(0)
1

~ 5 (V_L (0) + ra]

2 2
Am d^ + 8d1d? 1 *4

+ 3 1
- Ad2s 

1 1

ü 2 1 
+ - 5 vx (o) - 2V2(0) + 3mjK ai  -

4 rl?
3 dl "

- 5 [V’ (O)J2 + 12 mV1 (0)V2 (0) + 10mV^(0) - 8mV2(0) +

+ 4m2 ^V1 (0)V?(0) + 2V^(0) + 2V2(0)j + 3V*(0)'- (8.18)

V 2^°^ 10[V1 (O ) + ra]
2 2 1 4  2

4ra d^ + 8d1d2 + ^ d^ - 4 d^s^ - 8s2 +

AS1 ~ |(V1 (0) 'L 3V2 (0) “ 2m](8dl Sl “ | dl " 8^2] ~

- 5[v*_(0]f + ^  mV1 (0)Vg(0) - 8mV^(0) + y  mV'(0)V2(0)+
20

^8Va (0)V? (0) + V 2(0) + v 2(o)J - \ v*(o) ‘ (8 .1?)

Las derivadas terceras en el origen se encuentran 

relacionando las exnresion.es (8.12) y (8.13) con las (6.26d) 

y (6.27d). Sus expresiones se dan más adelante en el caso de 

existencia de estados ligados (véase (8.25) y (8.26)).

Par^> encontrar los valores en el origen de las de­
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rivad^.s de o r d e n  superior de los potencíeles es necesario // 

continuar el proceso anterior. Esto es, se deben cor.parar // 

los coeficientes oue se encuentren prosiguiendo los desarro­

llos (8.7) y (8.11) P era  los ordenes sucesivos, y los halle.- 

dos por medio de las (8.12) y (8.1?), con los valores en el 

origen de los coeficientes oue se encuentran haciendo uso // 

del sistema de relaciones de recurrencia (6.22)..

Si en lugar de desarrol lar 1a. | f^(1c) | ' dada por 

la (8.1), desarrollamos la dada por (5.6), se encontrarán ,// 

los valores de los potenciales y de sus derivadas en el ori­

gen en presencia de estados ligados. Damos aquí los resulta­

dos de este cálculo:

V1 (0) = - m + - Cj - m) + í(Sl + hx )

v2(o) 1
2 - 2c^ - m +

f

(8 .20)

(8.21)
A(1a - 5 (5^  - c - m) + — (s + h ) 

3 1 1

Vj(0) = V.(0) =
í ( dk < 1 1 |f (k)| [f+ (k ) |

- r
2<TC,

n (8 .22)
n ,<r (E +(/>.;) 

n

Vl (0) = ^ Tól— m T \ + l l V 0) - ?V 0) + 3 » ] ^  -

- 5¡V^(0)]2 - 12mV1 (0)V2(0) + 10mV3(O) - 8mV^(0) +

+ 4n2 ^V:i(0)V2(0) + 2V2 (0) + 2V2(0)J + ?V^(0) j (8.23)

+ 3Vrt(0) - 2mjü0 -
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T.-a condición V^ÍO) = V^(O) nos da. la relación de

vínculo

.«o

- \ dk ID?; 
TI ' k

2 -

E - m - 2V1 (0) E + m + 2V (0)

E |f+ (k)| s||f (k)|

y ~  2 CT |m + 2V3 (0)]| 

n,<r (E^ + <Tm)

C” ¡

/ - °
(8.27)

En las expresiones anteriores los coeficientes s
n

y d^ vienen dados por las (8.8) a (8.10), mientras que los 

coeficientes de los estados ligados son los siguientes:

^ (E* - <jm) (8.28a)
n ,<r

- H - S En,cr

= 3 cí + 5 [(Eñ )3 - <7m?]

(8.28b)

(8.28c)

S  = Y L  (r0 2 (8.29a) 
n,<r

lo = ) (p^)4 + ) (d V ) 2 + / (p +p ")2 (8.29b)
° í--  n L----  • n m L--- n~ m

n<m,o- n,m

Todos los resultados anteriores son Para  X = —1 , 

i.e. onda S. Para encontrar los correspondientes resultados 

para onda. P, se debe simplemente cambiar el signo de m y /  

de V^(0) (i = 0,1,2,...), (véase (1.21') y recuérdese que / 

g(k,r) viene dada por el cociente entre una. componerte y su 

derivada.) y usar los correspondientes datos de la colisión / 

en onda P.
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9* ~ Belaciones entre los A n egos de dato_s__de_ la colisión np- 

ra la partícula y 1a. antipartícula..

En esta sección particularizamos los resultados de 

la sección anterior al caso d^ 1$. ecriación de Dirac usual, / 

esto es, con V^ír) = V(r) y V^(r) = 0 , dándose expresio-- 

nes para, calcular los valores del potencial y de sus tres // 

primeras derivadas en el origen, así como condiciones sobre 

los parámetros de la colisión.

Como se hizo notar previamente, estas expresiones 

constituyen un primer paso para encontrar relaciones que li­

guen los datos de la partícula con los de la. antipartícula. 

Sin embargo, e^tas condiciones tienen un valor restringido, 

puesto que fueron deducidas para, el caso particular de un P£ 

tencia.1 cuya derivada primera, se anule en el origen. Es de / 

esperar que más adelante se puedan encontrar expresiones más 

generales, que nos permitan resolver totalmente el problema 

inverso para partículas que satisfagan la ecuación de Dirac. 

De la (8.21) obtenemos el valor del potencial

v(0) - - - a j í 4* Dk[k~ Y (k)] - L  ("n - <rm)i n f<r
(9.1)

y de (8.2CO, la. primera condición que liga los desfasa.ies y 

los parámetros de los estados ligados

si + h  = (l. di “ ci )(! di " c! ~ m) = V(°)[V(0) “ m ]

la exigencia de anulación de la. primera derivada / 

en el origen nos da las dos condiciones

■t<r

-oo

1

| f (k) | \r (k) I .

cr o
►+ r  — -— -—  = o (9 .?)

-  a* -



l j « k  ■£<*

“00

2 -

|f'(k>r lf+ (k)| l * L

E* 0^ 
n n

= 0
\ n,cr (E + (Tm) 
• n

(9.4)

deducida? de las (ft.??) y (8.27),

Para la. seeunHa derivada., d'e (8.23^ y (8.2¿), e im 

tíoniendo (9.2), obteneT"os\

V"(0) = ~ \ + \ + 2á2 + °3d3 “ 2mci fli “ 2ci di +

2 2 1 
+ 2mc^ + 4m + 4c_j" - 4c^ (9.5)

v la condición

s2 - h 2 = _ 1 V4(0) + 3mV3(0) + | m 2V2(0) + ||2V(0) - m
d 2 +

1 .2 
2 1

. 3 
+ 3m c. (9.6)

De las (8.25) y (8.26) encontramos la tercera deri

vada

00

v’"(0) ■ 5 n3 = - It W  ml I I f  ( V ) I  | f + ( k ) I

ficrCf ( y ) 9  y
n ' n

n ,(t (E + (Tm) 
n

(9.7)

y la condición

= (a - 2c - 2m) D^ 

= 2^V(0) - ttiJd ^ (9.8)

En todas las fórmulas anteriores, los coeficientes vi. en en da 

dos ñor las (8.8 ̂ — (8 ,i o) t (8.12) — (8.13) y (8.28) — (8 . ?q ).
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T.po opr* di o "i. nn e° PT'Por' + r'nflaa nnpfV.^ uti 1 j, ̂ a^se Tiara 

d e d u c i r  e x p r e s io n e s  nup nos den l a s  e n e r g ía s  y l a s  constar1 - 

t e s  de n om a.! i  nac ión  de l o s  es+ados l i b a d o s  er  "función de // 

l o s  d e s f a s ? , i e s . po r  e i^m nlo ,  en e l  caso p a r t i c u l a r  de nu.e e— 

x is ta .  s ó l o  un e s tado  l i g a d o  para  l a  na.rticu .la . (o Tiara la an­

t i p a r t í c u l a ) ,  d.p la. ( 9 . ? )  obtenemos

N + = 1 , N“ = 0

d + ni

K í ( s ' ■ - v - +

l«J I2la, + m]
1 ,2 1 _ 1 2  1 

g dl - 4 mdl + 2 m + 2 sl

(9.9)

y de (9.3)» teniendo en cuenta (8.13) y (7.1l),

ci (s) - - I ^(S) + m|n,(s)- ] v (9.10)

Debe notarse rué estos resultados han sido obtenidos, usando 

solamente las condiciones V (0) = 0 y .V^(0) = 0 , sin. ha­

cer uso de la condición. V^(0) = V’ (0) = 0 . Es entorces ra­

zonable sunoner oue estas relaciones continúen siendo váli - 

das para potenciales más generales, sin ninguna restricción 

sobre el valor que deba tomar su derivada primera en el ori­

gen.

T-as expresiones (9.9) y (9.10) nos dan el nivel de 

energía y la constante de normalización en el caso de oue e- 

xista un esta.do ligado en onda. S para. la. partícula., los co - 

rrespondieutes resultados na.ra onda P son

E*(P)
d^ + 3m (Id-, + 3m

1 a 2 3 ,  1 2 1 
g ¿i - ? mdi " 2 m + 2 S1

(9.11)

C+(P) = - |(E^(p ) + mj ̂ ( P ) (9.12)

- 50 -



Si existo nolo ur estado ligpdo er or da S nara la 

antipartícula, tenemos

N = 0 , N = 1

d - 3m
E- ( S )  .  _ _

d - 3*ri-

C“(S) = ¿ El (S) - m j D_̂  (S )

2 1 
+ 2 S1

(9.13)

(9.14)

y correspondientemente para, onda P encontramos



10. -  SI l ím ite  no r e la t iv is ta

Tomando el no relativista de nuestros resul

tados (para la ecuación/de Birac usual), debemos encontrar / 

los dados en la literatura p^ra la. ecuación de Schrodinsrer-, 

Luego, el límite no relativista de nuestros resultados e«n. el 

caso de o n d a  S constituye un excelente test de su validez. A  

demás, para el caso de onda P, encontraremos expresiones (vá. 

lidas nara el ca^e de Schrodinger) para los valores de la s_e 

gunda y tercera derivadas del potencial en el origen, en. fun 

ción de los parámetros de la colisión en. onda P, que consti­

tuyen resultados nuevos.

das las funciones 1a. dependencia explícita de X , y coloca­

remos el subíndice NT? a toda función en la que se haya to­

mado el límite no relativistico.

las componentes de las soluciones de Jost. Introducimos la / 

función auxiliar

Para no dar lugar a confusiones, notaremos en. to -

Estudiaremos ahora las ecuaciones oue satisfacen /

(1 0.1 )

la ecuación (de tino Schrodinger) eme satisface esta ftmción 

es

F*"(k,r,+l) + (k? - -|) P2(k,r,+1) =

(10.2)

ademán es

(10.3)



De la definición (1 .6) de la función de^J'ost, y de 

las (3.1?) y (2.3), con V1 (r) = 0 y VJ(O) ^ V » ( o )  = 0 , /

se ve oue

f (k,+l) = li^ rf (k,r,-KO 
r — o 2 1

f*(k,0, J-l)

(TTol

= i f (k,+l) | exn i q + (k,+l.)

luefo, en el límite no relativista

(10.4)

F* (k,r,+l) = k_1 f* (k,r,-t-l)
NR NR

(3.0.5)

Pj"(k,r,-1^ + (k2 - ~ ) P 2 (k,r,+l) = 2mV(r)F2 (k,r,+l)
NR ~NR 'NR (10.6)

lim F* (k,r,+l) 
r -*° NR

y

= 1 e
-ikr

f* (k,+l) = limírf* (k,r,+l)] = lim [krF* (k,r,+l) 
NR *• 2NR J r -° l 2NR

(10.7)

. (10 . 8)

Entonces, f* (k,+l) es la función de Jost en el caso de //
1N ri

Schrodin^er rara í = 1 , y  F_ (k,r,+l) es la solución de
NR

Jost rara este caso.

Correspondientemente, rara el. óesfasa.ie se obtiene

^ ( k , + l )  = S(k,V,j¡=l) (10.9)

donde 8(k,V,í.) es el. desfasaje rara el nroblema ele Scbro - 

din̂ e'»'', rr>ra el momento lineal k , momento ar^mlar i. , y / 

notoneial +V( r ) .

Remitiendo lo efectuado con las ot^a.s componentes 

de las solucione^ do J o s t  dol "nrobl.pma ríe Di.rao. rtar« K - —1, 

y nar0 loo ríos si.pr.os de la energía, sp  obtie^p
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riiiRf '1 ' =
(10.10)

(10.11)

( 10..1?)

esto es, los de?f»r»í* 7 ' d e l  problema de Dirac nar<* la. parti­

cula y 1° antí partí cr1!?, r>ar» "momento an ¿rularle ero y rao, / 

se convierten en el l í m i t e  no relativista en les desfasa?es 

del ■nro'blema. de Schrodir^er con potenciales V(r) y -V(r) 

y momento angular cero y uno.

Consideramos aho^a la emresior de la furo i d e  /

J ' t é rm ir o ^  d e  Iof? d e s f a s a i e s  y  l a s  e n e r v a s  de l o ^  es— 

+p.dop lip*adr>c? (ypp.^o ( R # £ ) )  # nv>c«orveninp o^e er el l  í m i t e  ^o 

r e l a + i v i  s t  a

j; — ‘ 'R 4. tt\
j-

i + (10.1?)
E + E' E - m

n

de manera nue

exr>

r

y % '-k

(10.15)

-fórmnla mi.p renrod^ice la hi en conocida, expresión en el caso
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rtp• Sc'hpndi.'nq-pr1 ( voapp v. g. la  pci'^ció^ (? .2 ° ) d.e la  referen

-neriria del n-ésimo estado ligado producido nor el Potencial 
V(r) Tiara momento angular uno.

Del mismo modo vemos cue

En estas ecuaciones f(k,V,5l) es la función de Jost del pro, 

blema de Schrodinger, con momento lineal k , momento angu - 

lar i. y potencial +V(r).

Para la. constante de normalización do los estados 

ligados (véase (7.5)), el límite no relativista nos da

Scbrodin^e^ ( v é a s e  la ecuación (A.10) de la referencia 28).

cia 28). En la (10.1?), E^(£=l) = - p^(X=+l) 2 indica la e

f+R (k,-l)| = |f(k,V,I=0)¡ 

f~R (k,+l)| = |f(k,-V,)=0)| 

(10.18)

(10.17)

(10.16)

(10.19)

siendo éste también un resultado bien conocido en el cano de

De la (6.12) con V (r) === 0 , y de las (6.13) y //

(6.14), vemos también aue en el límite no relativista

SNR'k,r’“1  ̂ = *(k >r >v >K=°) (10 . 20)

d o n d e  g(k,r,V,JO es 1a. función de la ecuación (4.1) de la. 

referencia 28. bótese también oue



A T>ar*tir dp e^+.ps ecuacionep sp d.env.p^tTP- f * P . o i p  rup p]_ 

límite no relativista dol sistema (6.2?) reproduce las rela­

ciones de recurrencia encontradas en el caso de Schrodinsrer 

(véase la ecuación (4.6) de la referencia 28).

De la misma manera se obtiene

% R (k’r’+l) = sN R (k,r,+l) “ m DK R (k,r,-l)

= g(k,r,-V,fl=0) (10.22)

Entonces, el límite no relativista del nroblema de Dirac pa­

ra la. partícula, con X = -1 ("onda S") y para la antipartí­

cula con A = +1 ("onda P u ), corresponde a dos Problemas de 

S^kfrodinger con potenciales +V(r) y -V(r) , respectiva - 

mente, ambos en onda S.

Esta correspondencia puede ser verificada calculan 

do el límite no relativista de las expresiones para los valo 

res en el origen del potencial y de sus derivadas.

De la (9.2) vemos que, en el límite no relativista

s + Yl = - m[i d - c 1 (1 0 .23)
NR NR L NR NR ̂

y sustituyendo en la (9.1)

v(o) = a, -  ? c, + i f s ,  + K, I (10.
’ n r  m  ̂  NR WR

De las (8.28a), (8.29a), (8.8) y (8.9) obtenemos

c
N+ N- '

n=l n=l
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N

h.
NR n=1

( ^ >2

1 + - s
“NR 171 :TR

/°°

= - —  W  ^  S(k,V,J=0) 
TTm J k

-00

de las cua.les se obtiene 

.00
o r  i n

2m V (0) = - - \dk Dr &(k,V,8=0) - 4 > E (2=0)
77 J K n=l n

(10.25)

siendo éste el bien conocido resultado obtenido ñor primera
(2?) (24)

vez nor Newton' , e indenendieniemente ñor Faddeev .

El valor en el origen de la nrimera derivada del / 

potencial, es, en nuestro caso, cero, hipótesis oue hemos he­

cho en la sección anterior. De todos modos, es interesante / 

notar que combinando el límite no relativista de las condi - 

ciones (9.3) y (9.a ) se obtiene

0 = - \ dk inj 
TT ] k

-0 0

k 1. -
|f(k,V,*=0)

N

n=l

cuyo miembro derecho reproduce la expresión de V'(0) en. el 

caso de Schrodinger (véase 1.a ecuación (6.5) de la referen - 

cia 28).

Para la segunda derivada, observamos oue el límite 

no relativista de la. (9.5) es

V"(0) = 2mVP(0) + 2d0 - 4m2c, - 4c, + 8 c; (10.?7)
N R N R

y de la (9 .6 )
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1 2 2, N 3 4 ^
s = h + - m V (0) - x md * 4mc + - mc_'

NR NR NR NR 3 TÍR

^ L 2 + 3m3n (10.28)
NR

y combinando esas expresiones se obtiene

4 f°°
2mV"(0) = 8m2V 2(0) + \dk Er &(k,V,í=0)11 • J K.

-oo

í r-^ 9
+ 2- (E Ü=0)] (10.29)

n
n=j

La (10.2Q) coincide nuevamente con la fórmula para el caso / 

de Schrodinger (véase 3.a ecuación (6.6) de la referencia 28\ 

El límite no relativista de la tercera derivad? se 

encuentra fácilmente. TJótese que combinando las (9.7) y ./// 

(9*8) se nnede escribir

2mV"»(0) = - m D - S (10.30)
3NR -NR

de la cual, se obtiene 

A / 00a
2mVM,(0) = - L  jdk \ | ^ [ l  - | f(k,V,fc=0) |“2jJ

-oo

A N

+ 2 J Z  Cn ({=0) En (!̂ =0) =
n-1

A  t  oo 
2 '

TT5
-00

* J
+ 2 2 Z  Cn ^ " 0) En (í=0) (10.31)

n=l
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Esta última ecuación coincide cor la fórmula obtenida en el 

caso de Schrodinger (véase la ecuación (6.7) de la referen - 

cia 28), supuesto que V* ((Xl = Sy  . (Para, calcular la última 

igualdad se han efectuado dos integraciones mor martes).

Aplicando la transfonnación (1.21') a las expresi£ 

nes (9.1) y (9.2), esto es, simplemente cambiando el signo / 

de m , dado nue V (r) = 0 , e introduciendo los desfasa.jes 

y los parámetros de los estados ligados para X = 1 » se ob­

tienen los resultados para el problema de Dirac en "onda Pu 

(X = +1); tomando el límite no relativista se obtiene

2mV (0) = - — ; \ dk ü} &(k,V,4=l) - ± E ü = l )  (10.32)
31T ) k 3 n

O

Esta es la fórmula para el caso de Schrodinger para  ̂= 1 . 

(Véase N e w t o n ^ ^ ,  fórmula (8.14')).

Para la segunda y tercera, derivada, obtenemos

5 (°°
2mVu (0) = - y  m 2V 2 (0) - \dk D 3 £(k,V,*=l) -

N
(10.33)

5 /°°
2raV"*(0) = ~ r  jdk ID3 |k[l - | f(k,V,jUl) l“2]

N
(10.34)

Las dos últimas expresiones constituyen resultados 

nuevos, es decir, éllas no fueron halladas al estudiar el // 

problema de Schrodinger (véanse las conclusiones).

Finalmente, nótese oue Partiendo de (10.23) y ///
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(10.24^ se puede también obtener 1» correspondiente a la /,// 

(10.3?) para el potencial —V(r) , mientras ove remitiendo / 

el procedimiento para obtenpr (10.32) se puede o b t e n e r  la / /  

(l0.?5^ para -V(r) en luírar de V(r) . Esto es una confirma 

ción de que los problemas de Dirae para X = —1 y — E , se 

cor vi. ert en en problemas de Schrodinger para { = 0, 1 y Poten 

cíales ± V(r) .
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Se ha desarrollado un método que permite calcular 

los valores de los potenciales y, en principio, los de todas 

sus derivadas en el origen.

Estos resultados tienen dos restricciones: una, // 

teórica, sobre el valor one deben -„ener las derivadas Prime­

ras en el origen; y otra, práctica, debida a las condiciones 

de "bondad" impuestas a los potenciales (véase (1.3)). Ade - 

más, como sucede en el problema de Schrodinger, el método // 

permite obtener resultados en una zona cercana a.l origen, zo 

na en la. m.ie éstos son menos atendibles. Por todo esto, los 

resultados son mas interesantes por su valor matemático one 

por la. posibilidad de su aplicación. Sin embarro, creemos // 

one una. extensión de este estudio a problemas «ios generales 

hará posible su utilización en casos físicas reales.

Constituyen resultados interesantes además, los / 

hallados para el caso de la ecua,ciór> de Dirac usual, al en> - 

contrarsp diversas relaciones que ligan en+re sí los datos / 

de la colisión.

Estas relaciones nos dicen que los datos no son in 

dependientes y que son sobreabundantes para la determinación 

del potencial. Y el hecho de ou.e haya demasiados datos de en 

trada, nos permite concluir que el problema inverso para la 

ecuación de Dirac usual no ha sido resuelto todavía. Es de / 

presumir one para resolverlo se nec^si+e, en ultimo análisis*, 

só].o un iupfo de datos. A partir de éstos, por- eiemplo, los 

de la partícula, debe poder deducirse unívocamente el Poten­

cial, y de éste debe ser posible calcular los datos de 1 a an 

tipartícula.

Las relaciones entre los datoe de la, colisi ón nue 

aouí darnos no son, ■no1'’ supuesto, lo suficientemente venera. —

C ONCLTTSI OI; ES
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les como para resolver este problema, pero constituyen un // 

primer paso hacia la solución.

También merecen destacarse los resultados hallados 

cuando se toma el límite no relativista. Se ha obtenido una 

coincidencia con los resultados anteriormente conocidos para 

la ecuación de Schrodinger en oncld, S, y además fórmulas ori­

ginales para el valor de la segunda y tercera derivadas del 

potencial en el origen en función de los datos en onda P.

Estos últimos resultados no habían podido ser obte 

nidos por el método del desarrollo asintótico (ver Ref.28) / 

debido a la singularidad del potencial centrífugo. Nuestros 

resultados indican sin embargo, que es posible vencer esta / 

dificultad para la clase de potenciales que tengan sus deri­

vadas primeras nulas en el origen. La técnica que debe utili 

zarse es sugerida por la que hemos seguido, que esencialmen­

te consiste en la transformación de tina ecuación de Schrodin 

ger en onda P, en otra en onda S con un potencial ”equivalen 

te”, que es más complicado y dependiente de la energía, pero 

finito si la primera derivada del potencial se anula en el ,0 

rigen. También es de esperar que, repitiendo este procedi-// 

miento, sea posible tratar todas las ondas parciales para // 

las ecuaciones de Schrodinger y de Dirac, siempre para una / 

clase de potenciales con mayores restricciones a medida que 

se alimenta el índice de la onda parcial considerada.

f--------i,
Prof. Francesco Calogero 

Asesor Cientíco

Oscar D.
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Ep este appndi.CP h a c e o s  PlffUn.aS consideraciones / 

sobi'p la nrpsencia de términos logarítmicos en el desarrollo 

en el origen de las soluciones fle la. ecuación (2.1).

A n&rtir riel sistema (2.1.), por eliminación de una 

variable, enteremos

A  Vi P ' n  r?  i  o  P  A

rJJ(k,r) + £k2 - ^O c ,  r) = 2EV2(r) + 2mv1 (r) +

v V»(r) + VI(r)
+ v (rO - V ? (r ) + - ----- i-----r-J------r-T

1 2 r E - m - V (r) - V (r)

+ %

V*(r) + vj(r )
2

E - m - V1 (r) - V (r-)

V"(rO + V"írO 
1 1 9 '

+ ~
2 E - m - V1 (r) - Vg (r)jV¿vk , r -

( A . 1)

donflp

.-1/2
v^(k,r) = j^E - m - V^(r) - V^(r)j(R - m) j u^(k,r)

La ecuación (A.l) puede ser interpretada como una. ecuación / 

de Schrorlingpr con un potencie! flppendientp de la energía, y 

singular en el origen (puesto que A / 0). Entonces, el com­

portamiento de la solución en el origen debe ser del tipo // 

(para A = l)

lim v,fk.r^ = const. + A ln Br (A.2)
r —  o 1

donde

A ocV»(0) + VJ(O)

(para, el caso X = —1 , se prueba, nue A oCV|(0) + V^(0) ; / 

vépse (1.20) o (l.21)).
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^ o t , n n o  c«i. A  p p  p . r v u l . a ,  l.n. —

ridad en la ecuación (A.l). En el problema de Schrodinger se 

encuentran términos logarítmicos si existen singularidades / 

.( í /  0, o potenciales no reculares), y esos términos impiden 

el uso de un método d»3 desarrollo asintótico tal como el eme 

hemos usado en este traban o. Luep'o, para, emplear tal método, 

’hemos debido elegir los Potenciales de manera que excluyan /  
la presencia de términos logarítmicos.
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Apéndice ~'3

Al tratar el problema de Schrodinger, Calogero y 
(28)

Degasperis han introducido los siguientes desarrollos a- 

sintóticos nara los • d.esfasaj es (los números a la izquierda / 

indican las ecuaciones de ese trabado)

N
-2n-l -2N-3-

(2.41) fj(k) = J 2  9n k + °(k‘ }
n=o

Teniendo la expresión

,00
P [ „, k'

(2.50) N(k) = - - \dk' — ^ --- * n ( k’)
" J  k .2 _ k 2 (

t

probaron que admite el siguiente desarrollo asintótico

N
(3.18) N(k) = T ~  d k 2n + 0(k 2N 2 )L— - Y1

n=1

en 3.a rme los coeficientes vieren dados por

(3-17) an = - ñ r ^ - m  V k fíln'í r (M  ■
-oo

En nuestro caso estamos en una situación bimilar. 

Introducimos los siguientes desarrollos asintóticos

N N*
^+/. \ V-  .-2n-l , -2N-3v V—  -2n-l
fj (k) = > a k  + 0 ( k  ) + E >  b k +

n=o n=o

+ 0(k“2N'“3) (B.l)

N  N »
, \ V—  -2n-l - 2 N - V  „ v ~  n. ,-2n-l
h m  = ¿ I  a„k + 0<v: ■) - e 2 _  v
v n-o n=o

- l -  0 ( i r 2 N ’ “ 3 )  ( B . 2 )
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1. PS r u e  hemOS r>l prri rio "b =  — ̂ AÍOO^  J Ohvi a1'1''e n t  <? pr’ t o P  d e

sarrollos son consist entes con las eon aciones (3.9 ) y (4.28*). 

La ausencia de términos 1 o^arítmi00s es una consecuencia de 

las condiciones impuestas a los potenciales (véase l a  see-// 

cion 3).

A partir de las (B.l) v (B.2) definimos •

N
n S (k) = n+ (k) + rf(k) = 2 Y ~  a k-211"1 + 0(k“2N”3 ) (B.3)
 ̂  ̂ 1 rfeó n

n^fk) = K r í O O  - rT(*)] = 2 Y ~  bnk~2n + °(k~2N'~2 ) (B *4)
* 1 n=o

N f

n D (k) + 2íi( 00) = 2 Y 2  bn+lk~ 2n~2 + °(^~2N,_4) (B. 5)
' n=o

Entonces, escribiendo (8.2) como

00

M k) = - J  1 dk' --y "  ? ns <k ') 
if J k <?.k2 1 

“  00

e introduciendo el desarrollo asintótico

N,(k) = J 1  s k-2n + 0(k-aT- ? ) (B.7)
1 <—  ̂ n

tendremos que los coeficientes (utilizando los restxltados // 

del caso no relativista) vendrán dados por

s =
n TT(2ñ

-00

(°°
lyj-j. jdk ID2n-1 r̂ S (k) (B.8)

Para la función N^(k) , de la (8.4) tenemos

Í oo

d V  — ^ — [rj^det ) + 2̂ U( 00 )j (B.9)

*00 ^ ^
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I'l.pp'o, i;n desarrollo del "tino

N
/ X \-- -SYl / -VIN-V

N (le) = ) d k + 0(k "  ) ¿ l— ~ n
n=l

implica los coeficientes la expresión

-00
-1 (

d =
n TT[2n

-  00 

00

^ Í T t S ®  i f - ^ k - ’rfík)]7T(2ñ
-oo

En la misma, forma, teniendo

, 00

Re S(k) = - - \dv* ^ Im S(k’)
^  ) "k: * ~-k ~

'00

v tomando parte real, en (7.6)

N S
ü 7T/n \ ^—  / \n 2n-l . -2n -2N-2n
Re S(k) = (-) — pr—  k + 0(k )

n=l 2

obtenemos

-oo

de la cual, teniendo en cuenta la (7*9)» se obtiene 

Con el mismo procedimiento, partiendo de la (7.15),

m o s  1 p ( ^ .13).

(B.ll)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(8.1?). 

obtene —

(B.10)
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