C.N.E. A, Biblioteca

ARCHMO PUBLICACIONES

2 | 1o

04310.06

PMM/Al
COMISION NACIONAL DE ENERGIA ATé)MICA

DEPENDIENTE DE LA PRESIDENCIA DE LA NACION

SEXTO CURSO PANAMERICANO DE META LURGIA

Dentro del Programa Multinacional de Metalurgia
(Programa Regional de Ciencia y Tecnologia - OEA)

CRISTALOGRAFIA Y DIFRACCION DE RAYOS X

(2a. edicién revisada y corregida)
Prof. Dr. Alberto Bonfiglioli

FASCICULO II

DIFRACCION DE RAYOS X

Departamento de Metalurgia
Buenos Aires - Argentina
1970



PMM/Al
COMISION NACIONAL DE ENERGIA ATOMICA

DEPENDIENTE DE LA PRESIDENCIA DE LA NACION

SEXTO CURSO PANAMERICANO DE META LURGIA

Dentro del Programa Multinacional de Metalurgia
(Programa Regional de Ciencia y Tecnologia - OEA)

CRISTALOGRAFIA Y DIFRACCION DE RAYOS X

(2a. edicién revisada y corregida)

Prof. Dr. Alberto Bonfiglioli

FASCICULO I

DIFRACCION DE RAYOS X

Departamento de Metalurgia
Buenos Aires - Argentina
1970



I. LA OBSERVACION DE LA MATERIA EN ESCALA ATOMICA

A 1o largo de las clases de cristalografia esquematizadas en el fascicu-
lo I, nos hemos referido a las distribuciones atémicas en los cristales con toda na-
turalidad ... y con toda precisién: hemos especificado la posicién de distintos dto-
mos y establecido relaciones de simetria entre las mismas; hemos analizado la po-
sibilidad de ubicar 4tomos extrafios en los intersticios de la estructura de ciertos
cristaies; etc. Todo éso puede hacer creer que disponemos de un instrumento en
el cual ubicamos un cristal y observamos su estructura atémica con todos los deta-
lles que dimos en nuestras descripciones cristalograficas.

Digamos enseguida que un instrumento que permitiera "ver'" directamen-
te la estructura atémica de la materia seria de una enorme importancia para todo
el conocimiento cientifico, no solamente desde el punto de vista de la mera curiosi-
dad intelectual; también tendria importantisimas implicancias de orden préctico.
Basta tener presente, en efecto, que desde las propiedades de los aceros o los la-
tones hasta ias funciones bioldgicas de las proteinas estdn ligadas a las respectivas
estructuras atémicas; sin el conocimiento de estas estructuras mal puede esperarse
entender y, eventualmente, controlar esas propiedades y esas funciones.

Se impone ahora la pregunta: existe realmente un instrumento que per-
mita observar directamente la estructura atémica de la materia ? y si existe, en
qué principios fisicos estd basado? De una manera mds franca podriamos pregun-
tar.es posible ver los d4tomos ? y si no es posible, toda la informacién de que dis-
pone acerca de la estructura de la materia es sélo fruto de la imaginacién?

Para intentar responder a estas preguntas partiremos de lo que hoy es
parte del conocimiento popular: el 4tomo es la particula de materia mas pequefia que
podamos imaginar. Pero si ésto forma parte del conocimiento popular en la segunda
mitad del siglo XX hay que reconocer que la idea no es nueva: ella data de hace algo
asi como 25 siglos cuando en Grecia, Demdcrito y sus continuadores Lucrecio y
Epicuro, concibieron la materia constituida per particulas mds alld de las cuales
no podia dividirse (de alli’ la palabra dtomo = indivisible!). Las teorias fisicas mo-
dernas condujeron a una imagen mucho més sofisticada del 4tomo de acuerdo a la
cual esa particula "indivisible' contiene m4s de 20 tipos de particulas en su inte-
rior. Sin embargo la antigua idea -que rindi6é frutos tan importantes como la expli-
cacién de las leyes de la quimica- puede seguir utilizdndose como una buena aproxi-
macién. Es el dtomo, en efecto, la mds pequefia particula en que un elemento pue-
de subdividirse conservando su identidad: el 4&tomo del elemento aluminio, por ejem-
plo, encierra todas las propiedades de ese elemento que nos son familiares; el 4to-
mo de aluminio, en otras palabras, encierra todo lo que hace que el aluminio sea
aluminio; si subdividiéramos ese 4tomo en las particulas que lo constituyen, ellas
no son propias de ese elemento sino que, agrupadas de distintas maneras, podrian
pertenecer a los 4tcmos de cualquier otro elemento.

A los efectos de esta exposicién bastard con esa aproximacién. Vale
decir, nos referiremos siempre al 4tomo como un todo en el que estdn contenido
las propiedades de un cierto elemento proponiéndonos averiguar si podemos obser-
varlo directamente.



De la idea 4tomo = particula muy pequefia resulta obvio que si queremos
observarlo debemos construir un instrumento capaz de darnos una imagen de esas

particulas suficientemente aumentada para que ellas sean perceptibles por nuestros
ojos. Ahora bien, instrumentos que den imégines aumentadas de objetos muy peque-
fios son bien conocidos por todos. El mds simple de esos instrumentos es la lupa :
una lente que permite aumentar entre 2 y 10 veces el tamaifio real de un objeto; el
microscopio - de uso frecuente en biologia y metalografia - permite aumentar ficil-
mente 1.000 veces gracias a una combinacién adecuada de lentes por la cual la ima-
gen ya aumentada por una lente vuelve a ser aumentada por otra lente ( proceso que,
en principio,podria repetirse tanto como se quiera).

Fig. I.1. Carburos precipitados en un acero de tubos de caldera. Aumento
aproximado 1.000 veces. - Gentileza del Ingeniero Daniel Vassallo,
de la Gerencia de Tecnologia de la Comisién Nacional de Energia
Atémica - Argentina.-

Puede verse, por ejemplo, en la figura I.1 una fotémicrograffa de un acero
tomada con un aumento de 1.000 veces. Las particulas de carburo que alli se ven con
un didmetro aproximado de 1 mm tienen pues didmetros reales del orden de 1 /1, a /«-=
10-3 mm). ' '

Dentro de la aproximacién utilizada podemos imaginarnos ahora al 4tomo co-
mo una pequefia esfera (cosa que ya hicimos en las lecciones de cristalografia). Diver-
sas estimaciones permiten afirmar que el didmetro de esas esferas es, aproximada-
mente 10-8 cm.(es decir una unidad Angstrom). Una idea de esa dimensién podemos te-
nerla pensando que en un cabello cuyo didmetro podemos estimar en 0,001 cm cabrian
alrededor de 100.000 4tomos en contacto. Entonces, si quisiéramos ver un 4tomo
(10"8 cm de didmetro) del tamafio de una esferita como las de los carburos mostradas
en la figura I.1. (aproximadamente 1 mm de didmetro) deberiamos obtener una imagen
del mismo aumentada 10.000.000 de veces. Con este aumento las esferitas de carburo
de la figura I, cuyos tamaifios reales son del orden de 1 AL se verian de 10 metros de
didmetro; el cabello de 0,001 cm. de didmetro se veria como un enorme tronco cuyo
didmetro seria 100 metros.
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Nuestra pregunta acerca de si es posible ver los 4tomos toma ahora una
forma mds precisa: pueden obtenerse aumentos del orden de 10.000.000 de veces
en base a los mismos principios por los cuales un microscopio permite obtener
aumentos de 1.000 veces? Dicho de otra manera: podemos obtener imigenes aumen-
tadas 10.000 veces méds que con un microscopio corriente ? . Para responder debe-
mos analizar en base a qué principio una lente forma la imagen de un cuerpo (pues-
to que un sistema 6ptico complejo como el microscopio es una combinacién adecua-
da de lentes que repite, en cierta forma, el proceso que se lleva a cabo en una Gni-
ca lente, basta con estudiar los fendmenos elementales que en ésta ocurren).

Una lente forma imdgenes gracias al fenémeno de refraccién de la luz:
el mismo que nos hace ver "quebrada' una varilla semisumergida en el agua. Ese
fenémeno consiste en una desviacién de la juz debido al cambio de velocidad que
ella experimenta cuando cambia el medio en el cual se propaga. Esto se demuestra
en la figura 1.2: la luz son ondas electromagnéticas a las que podemos imaginar
como ondas en el agua y representarias por "crestas' perpendiculares a la direc-
cién de propagacidn; si la velocidad de la luz es, por ejemplo, menor en el medio
2 que en el medio 1, al atravesar la superficie de separacién entre ambos medios
las ondas se "frenan" con lo que resulta un cambio en la direccién segin la cual
ellas se propagan.

Para explicar la accion de una lente no es necesario, sin embargo,con-
siderar las ondas como tales: basta con esquematizarlas por '"rayos luminosos"
que no son sino la direccion de propagacién de esas ondas. En base a esta esquema-
tizacién se ha elaborado todo un capitulo de la fisica: la 6ptica geométrica que
constituye una excelente aproximacién para el estudio de sistemas Opticos como
los que queremos analizar. Dentro de esa aproximacién, el comportamiento de la
luz es tal que para dirigirse de un punto a otro elige siempre el camino que le in-
suma el menor tiempo posible.

Asi por ejemplo, en un medio homogéneo ia luz va de un cierto punto a
otro en linea recta: al ser la recta la menor distancia entre dos puntos el tiempo
utilizado en recorrerla serd también el menor posible. La situacién es diferente
si los dos puntos estdn en medios distintos: en este caso, al ser distinta la veloci-
dad en cada medio el camino que insuma el tiempo minimo no es ya una recta. Esto
se entiende ficilmente con un ejemplo citado con frecuencia en los cursos de oOptica:
si una persona se estd ahogando en el medio de un curso de agua, digamos en el
punto P (figura 1.3) y un guardavidas que se halla en P' debe ir a salvarlo, éste no
debe ir de P a P! en linea recta si quiere llegar al Iugar del accidente en el menor
tiempo posible ; por buen nadador que sea nuestro guardavidas siempre correrd
més rdpido por la tierra. Lo acertado entonces para minimizar el tiempo es co-
rrer un cierto trayecto por tierra de manera de disminuir el recorrido por el agua
... pero cuidando de no incrementar demasiado el camino total.

Lo que hace la luz al refractarse es andlogo a lo que haria un guardavi-
das inteligente: para dirigirse desde un punto P a otro punto P'elige el camino que
le insuma el menor tiempo posibie. Esta idea de tiempo minimo recibe el nombre
de Principio de Fermat y constituye un principio fundamental de la 6ptica geomé-
trica de la misma manera que la idea de conversién de trabajo mecédnico en calor
constituye un principio fundamental de la termodindmica. Debemos tener presente,
sin embargo, que la Optica geométrica es 36lo una aproximacién en la que conside-
ramos nada mids que ia direccién de propagacién de las ondas luminosas; el princi-
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pio de Fermat en el que ella estd basado tiene también una validez aproximada. Pe-
ro dentro de la validez de esta aproximacién nos permite explicar la formacidn

de imdgenes por una lente, de la misma manera que el principio de conversién de
trabajo mecdnico en calor permite explicar diversos feridmenos en gzses.

Considerenos un Punto P que emite cndis.luminosas en todas direcciones:
(figura I.4) nosotros queremos colectar todas esas ondas en un punto Pfimagen de
P. Es bien evidente que las ondas que se propagan en ia direccién PP’ recorren
‘el camino que insume el tiempe minimo (es la linea recta! ), pero las ondis emiti-
das en direcciones tales como PQ no alcanzarian al puntc P! pues el tiempon que in-
sumiria un camino como PQP' seria mayor que el insumido por el camino directo
PP'. Si queremos que las distintas ondas lumincsas emitidas por P ileguen & P?
deberiamos lograr que todas ellis, cualquiera sea el camino que sigan, los rece-
rran en tiempos iguales al tiempo minimo utilizado para recorrer el camino PE’,

Una lente es justamente un dispositivo que iguala al tiempo minimo los
tiempos utilizados por las ondas emanantes de un punto luminoso en reccrrer dife-
rentes caminos. Se sabe, en efecto, que la luz viaja mis lentaments en el vidrio
que en el aire; entonces, una onda que cumpla el camino PQP" atravesando wiii
porcién delgada de la lente (figura I1.5.) puede tardar el mismo tiempo en recorrer-
lo que el que tarda una onda que cumple un camino més directo como PP el cusl
atraviesa la lente por la porcién de mayor espescr.

En consecuencia, dado un punto luminoso, una lente de disefio adecuado
permite recombinar en una imagen las ondas emitidas por el mismo; este proceso
de recombinacién se lleva a cabo igualando 2l tiempc minimo los tiempos emplea-
dos por las ondas en recorrer distintos caminos. Cuanto més eficiente sea la len-
te en igualar estos tiempos al tiempo minimo mdés fiel serd la imagen del punto
luminoso dado.

Si en lugar de un punto tenemos un cuerpo luminoso cualquiera, siempre
suponiendo que disponemos de una lente adecuada, podriamos repetir para cadz
uno de los puntos de ese cuerpo lo que acabamos de decir para un punto lurminosc
alslado: cada punto del cuerpo emite ondas las cuales, gracias a la lente, reco-
rren caminos distintos en tiempos iguales al mencr tiempo posible, pero este me-
nor tiempo posible es distinto para cada punto ! , asi cada uno de étos da su pro-
pio puntoc imagen; el conjunto de esas imdgenes constituye la imagen del cuerpo.
Esta resulta, entoncesj de la capacidad que nos da ia lente para detectar diferen-
cias en el tiempo que utilizan las ondas emitidas por sus distintos puntcs para re-
correr los caminos en ellos originados, dependiendc la diferencia (retardo o ade-
lanto relativo) de la posicién de dichos puntos en el cuerpo.

En esas condiciones pcdemos decir que Ila imagen del cuerpe sex"’:‘i fan-
to mds fiel cuanto mejor cumpla la lente su funcién de hzcer recorrer a las ondas
emitidas por cada punto caminos distintos en tiempos iguales, permitiéndonos dis-
tinguir variaciones de esos tiempos originadas en las distintas posiciones de los
purtos emisores. Podemos decir también que la imagen del cuerpo serd tanto mis
detallada cuanto menor sea la diferencia que pueda distinguirse entre los tiempos
empieados por las ondas emitidas por cada punto de ese cuerpo parza llegar a los
respectivos puntcs imagen. Esto no es un mero problema de calidad y construc-
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cién adecuada de ia lente: es algo relativo a la sensibilidad que tiene la luz para
distinguir cu4l es el camino que corresponde al tiempo minimo. De acuerdo al prin-
cipio de Fermat, en efecto, hemos atribuidc a la luz una cierta capacidad de deci-
sién: para dirigirse desde un punto hasta otro ella debe elegir entre todos los cami-
nos posibles;aquel gue insuma el menor tiempo. Pero en esta eleccién interviene

la sensibilidad de la luz para distinguir pequeiias diferencias de tiempo originadas
en camincs ligeramente diferentes. Bien podria darse por ejemplc que dos puntos
luminosos P y @ (figura 1.6.) estén separados por una distancia D tan pequefia que
la luz no puede distinguir la diferencia entre lcs tiempos tp ¥ t(Q empleados por

las ondas emitidas per esos puntos en llegsr 2 ia imagen. P y Q darian entonces una
Gnica imagen P'. Vale decir, dos puntos de un cuerpo separados por una cierta dis-
tancia darian unz drica imagen. Asi, por perfecto que sea un sistema 6ptico la ca-
pacidad de dar imédgenes distintas de los puntos de un cuerpo o, como se dice co-
rrientemente, el poder separador de ese sistema estd limitado por la sensibilidad
de la luz en distinguir pequefias diferencias en los tiempos empleados por las ondas
luminosas para recorrer caminos ligeramente diferentes.

Manteriéndonos dentro de la aproximacién de la Optica geométrica, en la
cual sélo consideramos las direcciores de propagscion de las ondas luminosas, no
es posible hallar las condiciones bajo las cuales pueden obtenerse imidgenes distin-
tas de dos puntos proximos. Esas condiciones estdn ligadas a caracteristicas de
las ondas que no se consideran dentro de Ia mencionada aproximacioén. Esacarac-
teristica es el periodo de vibracién T propio de esas ondas o, lo que resulta equi-
valente su longitud de onda A @ambos pardmetros estdn ligados por la relacién

ﬁ = ¢ T, donde c es la velocidad de la luz en el medio en que ella se propaga).
En efecto, cuando [a luz elige el carnino que le insume el menor tiempo posible,
ella hace esa eleccién contrastando los tiempos que insumirian los caminos posi-
bles con un tiempo muy particular que le es propic y caracteristico; ese tiempo es
el periodo T de ia vibracién luminosa. Es respecto de ese patrén de medida que
son evaluadas las diferencias, grandes o pequeiias, entre los tiempos que emplean
las ondas emitidas por distintos puntos del cuerpo. En consecuencia, para la luz
esas diferencias en tiempo serdn pequefias o grandes seglin sean menores 0 mayo-
res que T. Podemos deducir as{ la regia para establecer si dos puntos dardn o no
imigenes distintas. Refiriéndonos nuevamenie a la figura 1.6 podemos decir: los
puntos P y Q ro dardn imdgenes separadas si la diferencia tg - tp entre los
tiempos empleados per las ondas luminosas que ellos emiten para llegar a la ima-
gen es pequefia, es decir si

tQ - tP < T
Podriamos hacer un razcnamiento andlogo con la longitud de onda '>\ y la dis-
tancia D entre los dos puntos. L2 diferencia entre tiempos tp y t, se origina
en la diferenciz de camino que deben recorrer las ondas emitidas por Py Q
en virtud de la distancia D entre ambos puntos. El patrén con el que las ondas
lumincsas comparan esa diferencia es justamente su longitud de onda. Podemos
decir asi que la distancia entre los dos puntos P y Q serd grande o pequefia
seglin sea meyor o menor que la longitud de onda de la luz, Como lo hicimos an-
teriormente para los tiempos, obtenemos ahora la reglae bien conocida segin la
cual dos puntos separados por una distancia D no dardn imdgenes distintas si
esa distancia es menor que la longitud de onda de 1a luz o sea si D < /\ .
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La conclusién mds importante de la exposicién que acabamos de hacer
es que si queremos obtener la imagen de un cuerpo tan aumentada como para ver
distintamente los 4tomos que lo constituyen, cuyas dimensiones son del orden de
1 R , deberemos iluminarlo con luz cuyz longitud de onda sea a lo méds de ese
orden de magnitud,

Los rayos X son ondas electromagnéticas como la luz cuyas longitudes
de ondas estdn comprendidas aproximadamente entre 0,1 y 10 X . Podriamos contar
también a los rayos Y cuyas longitudes de onda son adn inferiores a 0,1 A. Ambos
tipos de radiacién, especialmente el primero, puedern obtenerse con facilidad. Pa-
receria pues que no existen dificultades en construir un instrumento de dptica que
permita escrutar la estructura atémica de la materia en base a los mismos princi-
pios que un microscopic corriente. Lamentablemente dificuitades existen ... y son
insalvables! . La radiacion de muy corte longitud de onda en efecto es extremada-
mente energética y la gran energia que trznsporta hace que ella sea muy penetran-
te: podemos sacarnos radicgrafias y radiografiar piezas metdlicas gracias a que
los rayos X pueden atravesar sin dificultades espescres considerables de materia.
Esto demuestra que las cndas de radiacion X no son mayormente afectadas por
el material en el que se propagan.

En consecuencia, €l cambio de velocidad que experimentan esas ondas
al pasar de un medio a otro es infimo, contrariamente a lo que ocurre con la luz
visible, la cual, como ya lo hemos explicado, sufre un cambio de velocidad sufi-
cientemente grande como para dar ovicen al fen6meno de refraccion que es la base
de la formacién de imdgenes en un ins trumento de optica . Resulta obvio ahora
que si la refraccion sufrida por los rayos X es précticamente despreciable, no
podremos construir para esa radiacién lentes que cumplan las mismas funciones
que con la luz visible. En consecuencia aunque los rayos X (y los raycs tie-
nen una longitud de ondz que permitirian formar imdgenes distintas de los atomos,
ellas no pueden obtenerse debido a que esa radiacién prdcticamente no manifiesta
el fenémeno de refraccién, sin el cual la lente carece de sentido.

Podemos ahora responder a l2 pregunta que habiamos formulado al co-
mienzo: no es posible obtener un aumento de 10,000,000 de veces utilizando radia-
cién electromagnética en base 2 los mismos principios con que se obtienen aumen-
tos de 1.000 veces. En otras palabras: no podemos ver los 4tomos en base a los
principios por los que vemos las particulas de carburo de ia figura I. 1.

Pero aunque la radiacién de muy corta iongiiud de onda no permite formar
imdgenes, ella permite alcanzar informacién extremadamente valiosa acerca de
la estructura de la materia en base al fenémeno de difraccién. E<te fenémeno no
puede considerarse dentro de la aproximacién de la 6ptica geométrica ya que de-
riva de caracteristicas ondulatorias de la rediacién que no son tomadas en cuenta
en esa aproximacion, pero puede entenderse ficilmente de la manera siguiente.
Consideremos un estanque en el cual hemos dispuestc unz hilera de corchos flo-
tantes regularmente espaciados; ahors, con una tabla suficientemente larga, para-
lela a esa hilera, generamos ondas en la superficie del agua cuyas crestas se des-
plazaran paralelas a la hilera de corchos. Cuando las ondas tocan a los corchos,
éstos oscilan y se convierten asi en centros emisores de ondas esféricas que se
desplazan. E-to est4 ilustrado en la figura 1.7 a. Se entiende ahora ficilmente que
las ondas generadas en cada corcho oscilante interferirdn entre si: en ciertas di-
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recciones coincidirdn las crestas de las distintas ondas y éstas se reforzardn; en
otras direcciones las crestas de unas ondas coincidirdn con los valles de otras y
se anulardn entre si. En la figura I. 7b hemos aislado dos direcciones, identifica-
das por los dngulos Q(,y O(L respecto de la direccidn de incidencia, en las cuales
las ondas producidas por cada corcho se han reforzado.

Consideremos ahora un cuerpo muy esquemdtico constituido por una
dnica fila de 4tomos regularmente espaciados. Tendriamos entonces, salvo la
obvia diferencia en dimensiones, una situacién muy parecida a la que ya hemos
descripto con los corchos flotantes. Si hacemos incidir ahora ondas de radiacion
X cuyas crestas son paralelas a la fila de 4tomos que constituye ese cuerpo es-
quemdtico, cada 4tomo , al ser alcanzado, se convierte en un centro emisor de
ondas; estariamos en condiciones como las indicadas en la figura I. 7a. Es decir,
se produce un fenémeno de difraccién totalmente andlogo al que hemos detallado
para las ondas de agua: hay refuerzos y anulacién de ondas en determinadas direc-
ciones. Para una radiacién de longitud de onda dada, esas direcciones dependen
del espaciado entre los 4tomos.

Podemos entonces imaginar una experiencia en la cual hacem os incidir
sobre el cuerpo considerado, ondas de radiacién X de longitud de onda adecuada
y, por algin medio detectamos direcciones como las identificadas con \» Y 02
en la figura I. 7b., en las cuales las ondas se refuerzan. Midiendo esos angulos,
la teoria de la difraccién permite calcular ficilmente la distancia entre 4tomos.
vale decir, si no logramos ver los dtomos el fendmeno de difraccién nos brinda
una idea precisa acerca de cémo ellos estdn distribuidos.

En el caso esquemdtico que hemos tratado -una tdnica fila de 4tomos
idénticos regularmente espaciados- la informacién obtenida es suficiente @ ra
describir completamente la estructura. Este caso simple, sin embargo, no debe
llevarnos a sobreestimar la informacién obtenible mediante la difraccién de los
rayos X. En realidad esta informacién es muy pobre si se compara con la informa -
cién contenida en una imagen formada de acuerdo a los principios de la Optica
que hemos detallado. En efecto, dentro de las limitaciones que derivan del poder
separador de un cierto sistema éptico, la imagen de un dado cuerpo estd constitui-
da por la imagen de cada uno de sus puntos; éstas se forman distintamente en
virtud de la diferencia entre los tiempos empleados por laluz para ir desde cada
uno de los puntos del cuerpo a sus respectivas imdgenes. En otras palabras: cada
punto del cuerpo interviene individualmente dando su propia imagen. En los efec-
tos de difraccién, por el contrario, cada punto (o dtomo) emisor de ondas no ac-
tda como individuo sino que esos efectos son el fruto de la accién conjunta de todas
las ondas emitidas por todos los puntos o d4tomos. En esa accién conjunta intervie-
ne la distancia entre los distintos centros emisores de onda pero no intervienen
para nada la posiciénindividual de cada centro. Esta infornm cién basta en casos
simples como el que hemos tratado para dejar completamente establecida la es-
tructura . Basta también en el caso de cristales simples de elementos puros como
el aluminio, el hierro, el cobre, etc. Ya hemos visto en las clases de cristalo-
grafia que la estructura de esos metales es tal que sus 4tomos se encuentran ubi-
cados en los nodos de la red; si cada nodo de la red tieneidénticos vecinos, al
determinar mediante una experiencia de difraccién las distancias entre dtomos
se tiene completamente determinada la estructura de tales cristales, como en
el caso esquemdtico de una unica fila de 4tomos. El problema se hace mucho més
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complicado cuando el cristal contiene motivos de 4tomos distribuidos alrededor de
los nodos de su red. Pero ain en estos casos, las relaciones de simetria permiten
con mayor o menor esfuerzo, resolver estructuras muy complejas: al dia de hoy
se han estudiado estructuras atémicas de proteinas que contienen mis de 1.000
dtomos por celda habiéndose especificado la posicién de cada uno de esos dtomos
con excelente precision !

Los resultados obtenibles por difraccion son mucho mis ambiguos que
en el caso de la materia desordenada como lo son (aunque en distinto grado) los
vidrios, los liquidos, los gases o los sélidos imperfectos. En estos casos sblo
pueden obtenerse datos estadisticos que en general no permiten una descripcién
Gnica de la estructura atémica de esos materiales.

En conclusién: la radiacién electromagnética de muy corta longitud de
onda como los rayos X no permite la visién directa de los 4tomos pero, gracias
al fenémeno de difraccién, brinda una informacién sumamente valiosa acerca de
la manera en que los 4tomos se hallan distribuidos en la materia. Esa informacién
puede llegar a una descripcién detallada de la estructura atémica de un cuerpo en
los casos en que el orden ent re los 4tomos que lo constituyen es muy grande (caso
de los cristales) pero la descripcién de la estructura en la materia desordenada
es mucho mds ambigua e incompleta. De todos modos debe tenerse bien en cuenta
que la informacidén que se alcanza por difraccién es la Unica que puede obtenerse
acerca de la estructura atémica de la materia con radiacion electromagnética.

Puesto que la informacién que puede obtenerse a través de dichas ondas
es incompleta, vale la pena explorar las posibilidades que brindan otros tipos de
ondas. Consideraremos en particular a los electrones: aunque usualmente se los
imagina como corpisculos ellos se comportan también como ondas.

Los electrones se pueden producir ficilmente en el laboratorio por ca-
lefaccién de un filamento metdlico; llevando este filamento a un potencial adecuado
respecto de tierra, los electrones se aceleran formando haces equivalentes a
los rayos luminosos. La longitud de onda asociada a los electrones ~como en el
caso de la radiacién electromagnética- depende directamente de la energia que
ellos transportan. Esta, a su vez,queda fijada por la diferencia de potencial que
se aplica para acelerarlos. Asi por ejemplo, si se aplica una diferencia de poten-
cial del orden de 100.000 volts, la longitud de onda asociada a los electrones es
aproximadamente de 0,03 1& Este valor resulta pues muy adecuado para obtener
una resolucién que permita ver los 4tomos. Pero hay mds atn: es bien sabido
que los electrones estdn cargados eléctricamente y que su carga es negativa; ésto
da la posibilidad de desviarlos mediante dispositivos eléctricos o imanes adecua-
dos . Asf, no resulta dificil imaginar que los electrones pueden desviarse de una
manera semejante a la que se desvia la luz al pasar de un medio a otro diferente.
Podriamos pues construir lentes electromagnéticas que adecuadamente dispues-
tas permitirian obtener imdgenes electrénicas en base a principios geométri-
cos andlogos a aquellos en que se basa la formacién de imdgenes con luz visible
y lentes convencionales.

En otras palabras, los electrones permiten construir un instrumento

de observacién que logra formar imdgenes operando con muy cortas longitudes
de onda. Ese instrumento es el microscopio electrénico con el cual todo lleva a
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pensar que es posible obterer imigenes aumentadas en grado suficierte como para
que la estructura atémica de la materia resulte directamente observable., Lamenta-
blemente, ésto no es asi.

Las posibilidades del microscopio electrénico se hallan limitadas por
dos motivos bdsicos: uno de ellos estd asociado a la calidad del sistema 6ptico que
es posible construir y el otro con ia naturaleza misma cdel cuerpo que quiere ob-
servarse. En relacion al primer aspecto debe decirse que la calidad de los siste-
mas Opticos para electrones, con lentes electromagnéticas, es muy inferior a la
calidad de los sistemas 4pticos convencicna2les para luz visible. De acuerdo a lo
que hemos discutido 2! hablar de la formacién de imdgenes con las lentes, podemos
decir entonces que una lente electromagnética es mucho menos eficiente en formar
imiger.es; 0 se2 no alcanza 2 recombinar en el punto imagen un ndmero suficien-
te de ondas emitidss por un dado punto. La imagen obienids de esta manera serd
necesariamente imperfecta por lo que el poder separador alcanzable estard aleja-
do de las estimaciones en base a la longitud de onda de los electrones. Con opti-
mismo, cabe esperar que Se operen progresos técnicos en la 6ptica electronica
de manera que su eficiencia se vea considerablemente acreceniada. En realidad
este optimismo tiene sus justificativos: en los iltimos 10 afios el poder separador
de los microscopios electrbénicos comerciales se ha incrementado, para determi-
nadas condiciones, en aproximadamente un orden de magnitud. Asi’, hoy en dia
pueden adquirirse instrumentos que, en condiciones particulares, alcanzan un poder
separador del orden de unos pocos ansgirom. Pero vayamos ahora a esas 'condi-
ciones particulares" para las cuales se dan valores del poder separador: ellas
dependen fundamentalmente de la naturaleza del cuerpo que se observa. Entramos
entonces a considerar el segundo tipo de limitaciones del microsccpio electrénico.

Consideremos un cuerpo al que queremos examinar con ese instrumen-
to haciéndolo atravesar por los haces de electrones. Estamos pues en un caso ani-
logo a la observacién de un preparado bioldgico cuando se examina por transmi-
sién en un microscopio dptico comin. El espesor adecuado de una muestra para
la transmision de un haz de electrones es del orden de 500 A; en ese espesor
existenpues varios centenares de capas de ftomos que constituyan el cuerpo en
estudio. Por lo tanto la imagen que obtendremos en el microscopio electrénico-
alin en el caso en que las lentes sean perfectas- serd el resultado de una super-
posicién de efectos debidos a cada una de las capas 2témicas. Evidentemente esa
ima gen serd extremadamente confusa y, adn en condiciones ideales, no serd po-
sible resolver los 4tomos individuales, salvo en cascs muy simples. El caso mis
simple que podemos imaginar es el de un cuerpo monocristalino constituido por
un elemento puro cuyos 4tomos estén rigurosamente ordenados de manera que
cada capa atémica es igual a todas las demés. En este caso, pese a la superpo-
sicion de efectos de todas las capas podrian llegar a obtenerse imdgenes distin -
tas de los 4tomos. Vale decir, con el microscopio electrénico encontramos algo
muy semejante a lo que ya habfamos encontrado en la difraccién de rayos X: el
orden riguroso que impera en los sélidos cristalinros puros facilita la viscaliza-
cibén de la estructura atémica de los mismos. En la hora actual, sin embargo,

a causa de los efectos que hemos discutido mis arriba no es posible obtener imé-
genes distintas de los 4&tomos ni alin en el caso de un monccristal de un elemento
puro. Pero el microscopic electréonico es capaz de detectar alteraciones locales
del orden imperante en esos cristales; asi por ejemplo se han podido observar Ii-
neas de dislocaciones, es decir, imperfecciores en el ordenamiento de un cristal
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Imperfecciones introducidas en un delgado monocristal de cobre me-
diante irradiacién con electrones y obse rvadas en el microscopio
electr6nico con una magnificacién de 60.000 X . - Gentileza del

Dr. Miguel Ipohorski de la Gerencia de Tecnologia de la Comisién
Nacional de Energia Atémica.- Argentina .-
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que afectan a un piano atémico en especial y en meror gredo a los planos vecinos
inmediatos . Sin embargo, hay que destacar que tales observaciones de desérdenes
muy localizados en el seno de un medio ordenado, no se apoyan en los principios
convencionales de la éptica geométrica. Las imdgenes logradas de esas imperfec-
ciones seguramente no hubieran podido ser interpretadas en base a esos principios
si la teoria en la que se esboz6 la idea de dislocacién no hubiera precedido en més
de 20 afios su observacién en el microscopio electrénico. De todos modos, puede
decirse que hoy en dia est4 razonablemente entendido el proceso de formaci6én de
imédgenes electrénicas debidas a desérdenes muy localizados en sélidos cristali-
nos; ésto es lo que hace al microscopio electrénico un instrumento insustituible

en el estudio de tales imperfecciones. En la figura 1.8 se ve una fotografia, tomada
en el microscopio electrénico de ciertas imperfeccicnes introducidas por irradia-
cién con electrones en un delgado monccristal de cobre.

Podemos entonces decir, a titulo de conclusién, que en la hora actual
el microscopio electrénico no permite ver los 4tomos ni siquiera en los casos més
favorables; sin embargo, con ese instrumento puede obtenerse informacién muy va-
liosa acerca de altersciones muy localizadas del ordern atdmico en los cristales. Por
el contrario, ninguna esperanza puede cifrarse en observar directamente la estruc-
tura atémica de la materia desordenada (caso de preparaciones biolégicas o de
cuerpos amorfos).

Tanto en la difraccién de rayos X como en la microscopia electrénica
el orden atémico en la materia facilita, o posibilita, la observacién de la estruc-
tura fina de la misma. ’

Las posibilidades de formar imdgenes mediante particulas cargadas
eléctricamente no quedan sin embargo limitadas a los electrones. Los iones de
gases inertes (especialmente helio) han dado resultados particularmente interesan-
tes. Los iones - al igual que los electrones - pueden imaginarse también como on-
das y se llegan a producir con relativa facilidad en condiciones tales que la longi-
tud de onda a ellos asociadas es suficientemente pequefia. No es necesario sin
enbargo recurrir a la descripcién ondulatoria para explicar simplemente la forma-
cién de imdgenes i6nicas. El instrumento en que ellas se forman ha sido ideado
por E.W.Mtiller hace ya casi 20 afios y se conoce como microscopio a iones *.

La microscopia a iones se ha utilizado para observar ciertos metales
y, en menor grado, algunas aleaciones. La muestra a estudiar se prepara en for-
ma de una aguja muy delgada cuyo radio de curvatura en la punta puede estar com-
prendido entre 100 y 1.000 A.La punta se dispone en un sistema bajo vacio a pre-
siones del orden de 10~° Torr (L Torr = 1 mm de Hg) y se le aplica una diferen-
cia de potencial respecto de tierra que puede oscilar entre 10.000 y 30.000 volts.
De esta manera, se obtiene, sobre la punta de la aguja un campo eléctrico extre-

* Analizaremos con cierto detalle el microscopio a iones pues,contrariamente a
la difraccién de rayos X (que es nuestra materia especifica) y la microscopia
electrénica (que es una materia posterior), ese instrumento no volverd a ser
estudiado a lo largo de todo el curso Panamericano.
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Fig.I.9. a) esquema de un microscopio a iones. Adaptadode D G. Ast. y
D.N.Seidman, Cornell University Materials Science Center
report NO 1087, enero de 1969.

b) Esquema exageradamente aumentado de la aguja metdlica que cons-

tituye la muestra en un microscopio a iones. Adaptado de B.Ralph,
M.J.Sacthon , Science Journal, febrero de 1966, pp.50-56 .-
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madamente intenso: del orden de 1 volt/zg o, lo que es lo mismo, 100.000.000
volts/cm. Ese campo tan elevado puede llegar a producir una "evaporacién' de

los 4tomos del metal, arrancdndolos de la punta metdlica,; se tiene asi un método
de pulido eléctrico que se usa para eliminar capas atomicas superficiales que
pueden estar contaminadas con impurezas. Bajo esas ® ndiciones se introduce al
sistema gas helio a presiones del orden de 10-3 Torr. Como consecuencia del po-
tencial aplicado los 4tomos de He se polarizan y son atraidos por la punta metdli-
ca; al chocar con ella esos 4tomos polarizados pueden llegar a ionizarse y los io-
nes positivos asi producidos son acelerados por el campo eléctrico e inciden sobre
una pantalla fluorescente sobre la cual forman una imagen. A los efectos de lograr
que los iones actiien solamente bajo lcs efectos del campo sin ser perturbados co-
mo consecuencia del movimiento propio que tienen lo dtomos en un gas, se reduce
la energia cinética de éstos enfriando la punta metdlica con helio liquido. La figu-
ra I.9a. muestra un esquema del dispositivo experimental.

Vamos a analizar ahora en qué consiste la imagen observada. Para ésto
consideremos la aguja metdlica exageradamente aumentada. En estas condiciones
su aspecto seria el que se indica en la figura I. 9b. en la cual se han representado
los dtomos que la componen. Ya dijimos que al aplicar un potencial elevado e in-
troducir He al sistema, los 4tomos de este gas se polarizan y son atraidos por la
aguja. Podemos agregar ahora que los puntos de la aguja que ejercerdn mayor
atraccion serdn aquellos en los que el campo eléctrico es mds intenso. Esos puntos
no son sino los 4tomos que componen la aguja ya que ellos se presentan como pro-
turberancias en la superficie de la misma . Cuando un 4tomo de He polarizado cho-
ca con un 4tomo de la aguja, rebota e incide sobre otro 4tomo metélicojproceso
que puede repetirse un cierto niimero de veces al cabo de las cuales el 4tomo de
He se ioniza; la carga eléctrica negativa que pierde es colectada por la aguja me-
tdlica y el ion positivo sigue va a incidir en la pantalla fluorescente siguiendo la
linea de fuerza del campo eléctrico que se origina en el dtomo metdlico sobre el
cual se produjo la ionizacién. De esta manera, los iones positivos de He que in-
ciden en la pantalla dan una imagen de los dtomos de la aguja metdlica. Con el
microscopio a iones se obtiene pues imdgenes de los 4tomos .

La figura 1.10 es una fotografia de un microscopio a iones en la cual
puede verse la pantalla fluorescente y un intensificador de imédgenes gracias al
cual es posible fotografiar las imdgenes idnicas con tiempos de exposicidn breves.
La figura 1.11 es una fotografia obtenida con el instrumento de la figura 1.10; cada
uno de los puntos que alli aparecen es la imagen de un dtomo constituyente de una
aguja de oro.

El microscopio a iones concreta asi un gran anhelo: ver el dtomo. Vale
la pena preguntarse ahora en qué ha contribuido todo ésto al conocimiento de la
estructura atémica de la materia. Digamos enseguida que, hasta la fecha, la con-
tribucion puede tildarse de magra. Evidentemente no pueden compararse los esca-
sos 20 afios de existencia del microscopio a iones con los casi 60 afios de difrac-
cion de rayos X ni con los 40 afios que transcurrieron desde que se fundamenté la
posibilidad de la microscopia electrénica. Existen, sin embargo, factores fuerte-
mente limitativos que dejan abierto un interrogante: Serd el microscopio a iones-
el Gnico instrumento que, en la hora actual, permite obtener imidgenes de los
dtomos- un ejemplo mds de que las contribuciones cientificas importantes no de-
rivan necesariamente de lo mds espectacular ?
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Fig. I. 10. Fotografia del microscopio a iones esquematizado en la figura 1.9,
Gentileza del Prof, D.N.Seidman del Departamento de Ciencia e
Ingenieria de Materiales de la Universidad Cornell, Ithaca, Nueva
York.
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Fig..I.11. Imagen de una muestra de oro obtenida en el microscopio a iones.
Gentileza del Prof. D.N.Seidman, Universidad Cornell, Ithaca,
Nueva York. ’
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; Discutir los diferentes efectos lini tativos del microscopio a iones est4
fuera de los objetivos de esta exposicién. Alguncs de ellos, sin embargo, resultan
evidentes: el usc del instrumento queda circunscriptc al estudio de metales, .... y
no a todos ! Obviamente, para que la microscopia a iones pueda aplicarse, es ne-
cesario que el metal a estudiar no se "evapore' eléctricamente a potenciales meno-
res que el necesario para producir la ionizacién de los 4tomos de He; otros gases
que se ionicen a potenciales menores presentan todo un conjunto de inconvenientes
y asi la gama de metales estudiados por ese métedo estuvo limitada a metales re-
fractarios coms el tungsteno o el platino. En los tléimos 2fios esa gama ha sido
considerablemente ampliada gracias al uso de mezclas de gases particularmente
bien elegidas habiéndcse obtenido excelentes imfdgenes en metales como el hierro,
el niquel, el cobalto y también de aleaciones de interés pridcticc como el acero.

A fines de 1968 se public6 por primera vez la imagen del oro que se muestra en la
figura I.11 la cual ha $ido obtenida con una mezcia de helio y argén. Otras limita-
ciones que podriamos mencionar derivan de las fuertes deformaciones mecédnicas
que las fuerzas electrostdticas provocan en la punta metdlica (las tensiones pueden
ser del orden de varias decenas de veces el limite eldstico del metal en estudio !)
lo que limita el conocimiento de la pcsicién que tendrian los 4tomos en ausencia de
esas deformaciones. Por otra parte cabe mencionar también que en virtud del gran
aumento que se logra con el microscopio a iones la porcién de muestra explorada
es extremadamente pequefia; result s pues dificil encontrar en esa porcién disloca-
ciones u otras imperfecciones que puedan ser representativas de lo que ocurre en
el seno de un metal.

Entre los resultados mé4s importantes que se han logrado hasta la hora actual
cabe mencionar la determinacién directa del ancho de tin borde entre dos granos
de metal y la estructura de superficies. Otros resultados de importancia son los
que se relacionan con las imperfecciones que se introducen en los cristales met4-
licos por irradiacién o templado. En este sentido se hicieror mediciones directas
de concentracién de vacancias removiendo capas atomicas con el campo eléctrico
y contando directamente los sitios vacantes (... lo que involucra el andlisis de al-
‘rededor de 100.000 fotograffas'). La figura I.12 muestra la diseccién 4tomo por
4tomo en una muestra de tungsteno. Los resultados obtenidos de esta manera tienen
singular importancia porque la concentracién de imperfecciones como las vacancias
hasta la actualidad ha sido determinado siempre por métodos indirectos (medidss de
resistividad eléctrica por ejemplo) que involucran la aceptacién de hipbtesis o
teorias mds o menos dudosas.

Como conclusién general podemos responder ahora completamente a
las preguntas formuladas al comienzo de esta exposicién: es posible ver los dto-
mos ? De acuerdo a todo lo que acabamos de decir debemos responder: en general
no, aunque en alguncs casos particulares se pueden obtener imigenes cuya impor-
tancia dentro del conocimiento cientifico queda por determinar. Nos queda aln
otra pregunta por responder: la informacién de que se dispone acerca de la es-
tructura atémica de la materia, es s6lo fruto de la imaginacién? en buena medi-
da si; puesto que la observacidén directa es en general imposible la informacién
disponible proviene en su casi totalidad de la interpretacién de resultados expe-
rimentales cuya ligadura con esa estructura es relativamente directa s6lo en es-
tructuras ordenadas como lo son los cristales. La difraccién de rayos X, el
método mds indirecto de todos los que hemos analizado, resulta, paraddéjicamente,
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Fig. 1.12, Diseccién 4tomo por 4tomo de una muestra de tungsteno observada
en el microscopio a iones. Gentileza del Prof. D.N.Seidman, Uni-
versidad Cornell, Ithaca, Nueva York. -
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/
la mayor fuente de conocimientos relativos a estructura de la materia viéndose
hoy en dia magnificamente complementada con la microscopia electrénica.

Quizds se entienda ahora porqué este curso Panamericano de Metalur-
gia comprende como materia basica la difraccién de rayos X, como una materia

optativa la microscopia electrénica .... y algunas hermosas fotografias obteni-
das con el microscopio a iones.
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II. DIFRACCION DE ONDAS POR LOS CRISTALES

II.{ TEORIA DE LAUE DE LA DIFRACCION DE ONDAS POR UNA RED
GEOMETRICA TRIDIMENSIONAL

Consideremos una red geométrica de puntos y dentro de ella tomemos un para-
lelepipedo que contenga N| nodos en la direccién de a, Ny en la de b, y Ng en la de
c. En dicho paralelepipedo existirdn pues N = N} Ny Ng nodos en total.

Supongamos ahora que sobre el paralelepipedo dado incide un frente de ondas
planas. Cada nodo de la red se transforma en un centro emisor de ondas esféricas
(principio de Hiiygens). Diremos entonces que los nodos difunden las ondas incidentes
y nos proponemos encontrar el efecto de la superposicién de esas ondas difundidas en
un punto situado a distancia suficientemente grande del paralelepipedo considerado.

Partiremos de las hipétesis siguientes:

1) Las ondas viajan dentro y fuera de paralelepipedo con igual velocidad; es de-
cir, se supone al indice de refraccién de la red igual a la unidad;

2) Cada onda que ha sido difundida por un nodo de la red, viaja a través de la
misma sin ser difundida por otro nodo;

3) No hay absorcién de ondas en la porcién de red considerada.

Estas hipétesis son satisfechas en buena aproximacién por un cristal pequefio
irradiado con rayos X, caso que trataremos en detalle mds adelante.

Vamos a calcular primero en un punto Q alejado del paralelepipedo elegido, la
diferencia de fase entre dos ondas difundidas por dos puntos Ay y A2 (Fig.l) separa-
dos por un cierto vector T.

Sea §:) un vector unitario que define la direccién de incidencia. Dado que Q estd
muy alejado, las direcciones A|Q y A2Q pueden considerarse paralelas y definidas por
un dnico versor 3. La diferencia de camino entre las ondas difundias por Al y Ag es
(Fig.1): '

A= AN — A,M
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Vale decir: — . — _, - > —>
e deelr A=3S.Fr - S.r = T. (s-so)

Dado que 5 y S tienen igual médulo el vector diferencia S - S0 se presenta como la
normal a un plano que bisecta el dngulo 2 © que forman entre sf S y s (ver Fig.IL 2.
Vale decir, las direcciones de incidencia y difusién estdn relac1onadas entre si como
los rayos de una reflexién 6ptica sobre un plano: el dngulo de incidencia es igual al
de reflexi6én. Resulta:

= 2.5enf

En la expresién general de una onda plana: i(wt+(?)

A = Ao. e
La diferencia de fase respecto de un origen se obtiene multiplicando la diferencia de
camino por 27/ donde A es la longitud de onda de la radiacién incidente,

Asf; 27 g-g: -
)= 20 A = 2m S=Se. T
@ A A
En lo sucesivo llamaremos: - =
§= S‘%So
Con lo cual w_ 2 5.2-"

Supongames shora que la amplitud difundida por el nodo origen alcanza al punto Q en el
tiempo t. Esta amplitud serd

wt
A,. e

La amplitud debida al punto j puesto a la distancia i'; del origen serd

AJ_A ej(wt+21r.'r§.3’)
= A,.
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La amplitud total recibida en el punto Q debida a todos los nodos serd
A= £A ez(wt +27r ~3)
r -l
6 A <A, %t T eMTS (r.1)

sumando sobre todos los nodos contenidos’en el paraleleplpedo considerado. En rea
lidad la suma (II. 1), es triple pues sabemos que

T -ud+ vb+we
De la manera en que hemos seleccionado el paralelepipedo para nuestro andlisis u
varfa entre 0 y N - 1, ventre 0 y Ng -1, w entre 0 y Ng - 1. O sea que (II. 1)
puede escribirse:

ot N spiad s ! VBT Nt 27iwe. S
A=A, e S e 2 e Z, € (r.2)
U=0 =0 wW=0

En realidad, la amplitud de las ondas no es observable. Lo que es susceptible de
ser medido es la intensidad, esto es, la energla que transportan las ondas por se-
gundo y unidad de superficie. Es sabido que la energfa transportada por una onda

es proporcional a su amplitud al cuadrado.Si queremos calcular la intensidad recibida
en el punto Q deberemos calcular el cuadrado de ( II.2) multiplicando por el complejo con-
jugado. Para esto consideremos a cada uno de los factores de (II.2) separadamente. ga-
da uno de ellos es la suma de una progresién geométrica con factor de la forma: e ami

Las respectivas sumas valen pues:

Alil ezwéué’--? l_ezﬂi/v,a.s
b= 5 =
= /- ezﬂ'c d.5
- - ' ;;
Z{:] 2rivh.s _ 1-62”‘% (_zz 3)
- { 2B 2 ’
V=0 - e
M1 apiwd S {- 9271'”333
e - —_— =
w=0 1-22”LC.S

Multiplicando a cada una de las (II.3) por los respectivos complejos conjugados re-
sulta:

Ny -1 v e |®
4 g «3. 3 _ 1~ cos 20N 3.8
— TR
C—, ] -cos 2 3.8
Na-1 e b -
STVES| _ 1-cos 27Mb 3 (Z.4)
1 - cos 27r’j§
N3- . .s]2
i’i ezn wc.S - 1—- cos 27MN; S5
<o 1 -cosarcs

Teniendo presente que 2
[-cos x = Sen zf.x
y poniendo:
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[}
Bl
N
2
©}
)

- { s
\Ps 3(20’ 23)
Las (II.4) se transforman:
Y > 2
f TN S _ sen’ N VY
= 2
Too sen VI
Ny-1 =~ |? '
i 2T ik b.s - sen*N W, (7.4)
- sen?y
V=0 2
P 2
ij &2 &S| _ sen’N; Vs
- 2
W=0 sen ¥3

La intensidad total I(8) serd el producto de los tres factores (1. 4):
.2 2 2N ? sen’N.
1(3) =A(5) Sen 1\/’1 . en Nz\‘b . n %ﬁ (15)

= Lo sen®y, sen® Y, sen®y,

Cada una de las funciones s_gre;%]g_ aparecen corrientemente en la teoria de la di-
fraccién en 6ptica y son de la forma mostrada en Fig.II.3 . Ellas presentan méxi-
mos muy acentuados e iguales en valor absoluto, a N, para Y=nT y ceros para
)b:(n‘r,-f,-)ﬂ', siendo n un entero cualquiera. Se ve pues que tanto mds acusado serd
el mdximo cuanto mayor sea N. Entre dos sucesivos valores de n hay N -2 méxi-
mos secundarios pero los méds importantes de &stos no alcanzan a ser el 5% de los
maxirznos principales. Vemos pues que para N suficientemente grande la funcién
s6lo tendrd valores apreciables para valores del argumento que sean mul

Sen
tiplos enteros de Tr .
r sen’N,y,
—_i 7
sen*y,

—Fig. 13—

b (h+ -'-)17 ¥,
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Dado que cada factor de (II. 5) s6lo tiene valores apreciables en el entorno de

mltiplos enteros de 7 ,la funci6n I(S) puede considerarse nula salvo cuando los tres ar-
gumentos sean miltiplos enteros de 97 . En ese caso :

2 2 42 2 2 2
IG) = AS.NENS NP = AL N (I.6)
Vale decir, para que I(é.S sea no nula debs verificarse simultaneamente:

}b‘ :-24(2773.3) = h.mm

V. =5 (27 E3)=kw (Z.7)

\03 = %/27??): L.7r

Siendo h,k yl enteros cualesquiera. Llamando o(ﬁj‘x a los 4ngulos que forma§ con

— B

a, byge respectivamente, pueden desarrollarse los productos escalares de (II.7), con

lo que se obtiene: 2a . se; € .cos X = h

24,3616 .cos B =k (I.8)
P
2ec. ﬁ_/'\'_e_. cos ¥ =1
Estas tres ecuaciones dan las condiciones para que existan intensidades difractadas y
se llaman condiciones de Laue. Estas condiciones, pese a ser muy precisas no tie-
nen una interpretacién inmediata que haga prédctico su uso. Vamos a darle pues una
forma mds expresiva relacionindola con conocimientos anteriores. Para esto obser-

. Ll
vemos que cos (¢ , cos: y cos X son los cosenos directores del vector's, y las

condiciones de Laue (II.8) nos dicen que para un vector s dado,los cosenos directo-
res son proporcionales a h | g , 1 respectivamente.
T T




Ya vimos que el vector S es normal a un plano, por lo tanto sus cosenos directo-
res deben ser los de la normal a dicho plano. Ahora bien, esos cosenos son los de
la normal al plano cuyas intersecciones con los ejes coordenados son.a , b, ¢ ¥y

h k 1
éste es por definicién, el plano reticular cuyos Indices de Miller son (hkl). Las con
diciones de Laue nos dicen pues que s6lo habrd intensidad difractada cuando el vec-
tor ¥ de médulo (3-59"6)/9\ sea normal a un plano reticular. Es decir, las direccio-
nes de incidencia y reflexién estdn relacionadas entre sf como lo estarfan en una re
flexién sobre un plano reticular., Pero las condiciones son més restrictivas adn.
Observemos (Fig.Il.4) que:

d, h
Cole:_a/%L = dhkl'3 ‘
Cos /3 = dhkl-% g (19)
Cos ¥ = dbkl-?l

reemplazando en las condiciones de Laue (II.8) las tres ecuaciones se reducen a
una (nica ecuacién .

2 s _ _1 1. 10)
A dhet (
6
Z.d/,“.sene =A (ﬂ.//)

Esta ecuacién, deducida directamente de las condiciones de Laue es la condicién
de difraccién p>r una red. En el caso de redes de puntos tridimensionales reci-
be el nombre de Ley de Bragg, en homenaje a W.L.Bragg que la dedujo en 1913.Es
una ley de capital importancia en la teorfa de la difraccién y discutiremos sobre
ella y sus consecuencias.

II.1.1.CONSECUENCIAS DE LA LEY DE BRAGG

l.- Vimos hasta ahora que el fe némeno de difraccién se presenta como refle-

xiones en los planos reticulares. Vale la pena precisar el sentido de esta
"reflexién''. La Ley de Bragg nos dice que un plano reticular no "refleja'" cual-
quier longitud de onda, sino un valor muy particular que satisface a dicha ley pa-
ra un determinado~valor de dﬁkl y 0. Esta és una diferencia muy importante

con la reflexién 6ptica corriente en que todas las longitudes de onda que llegan al
plano de reflexién son igualmente reflejadas. Existe ain otra diferencia fundamen-
tal: la "reflexién" en un plano reticular dado lo estrictivo de la ley de Bragg, se
.produce en un dominio angular muy restringido y, en general, la divergencia del haz
que contienen las ondas que se difractan es superior a ese dominio. Por lo tanto,
s6lo una fraccién de la energfa incidente es '"reflejada" por el plano reticular. En
una reflexién 6ptica ideal toda la energia incidente se refleja.

2.- Para que pueda existir una reflexién de acuerdo a la ley de Bragg debe ser:
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sen 0<y, 6 sea (IL#1) 2d 2). Por lo tanto sélo pueden ponerse en evidencia espacia-

dos dhk] si se verifica Ag¢d. Sin embargo, A no puede ser muy pequefia pues para un
dado dp los dngulos @ serdn mds pequefios. Cuanto mds pequeila sea )\ y si A«
dpk] s€ l{téndrém dngulos de difraccién inobservables. Luego, para que una experien-

cia de difraccién dé resultados observables la longitud de onda de la radiacién usada
debe ser del mismo orden de magnitud del espaciado entre los planos reflectores de
la red.

Hasta tanto no se usé un cristal como
red de difracci6én, todas las experiencias tendientes a hacer difractar los rayos X ha-
blan fracasado. Actualmente sabemos que esta radiacién tiene longitudes de onda que

oscilan entre las centésimas y las decenas de Angstrom (1 Q=10 c_:lsn,) Resulta aho-
ra claro porqué no podfan dar efectos de difraccién observables cuando se usaban re-

des Opticas convencionales cuyos espaciados son del orden del micrén.

La idea de hacer difractar los rayos X por los cristales le vali6 a Laue se pre
mio Nobel. M4s tarde, los Bragg (padre e hijo), midieron el espaciado de un cristal
de cloruro de sodio y la longitud de onda de los rayos X. Fue el primer fruto cuan-
titativo de las ideas de Laue, lo que vali6 el premio Nobel a los dos Bragg.

3. -Si hkl no son primos entre sI sino que tienen un factor comiin n

LA a — b -.i.
dpey =7»T'C°$°< = - osp =-S5 cos ¥

6 sea
digy = -,,L hiy

y en este caso
2. d/;k'l‘ . 5en '0 =N

II. 2 LA DPIFRACCION EN REDES Y LA RED RECIPROCA:
LEY DE EWALD

Las condiciones de difraccién por una red espacial toman una forma simple y
expresiva cuando se analizan en la red reciproca de la red difractante.
) Sabemos que el vector § es norma] al plano (hkl) y que su médulo vale (2 sen%
lo cual, de acuerdo a la ley de Bragg es: l/dhkl)° Por lo tanto, el vector § coincide
en direccién y médulo con el vector de la red recifproca F*pk]. La ley de difraccién
puede enuncuarse asf: existird un médximo de difracci6én si el vector S coincide con un
vector de la red recifproca. A este enunciado suele dirsele el nombre de ley de Ewald y
vamos a darle inmediatamente una interpretacién geométrica simple. Sea un haz de ra
—_ de longitud de onda A (Fig.II. 5) que incide sobre la red segln la direccién
So, a la cual denotaremos por el vector OP de médulo % , ¥y llamaremos ?Q al vec-
tor de médulo 1/A también que define la direccién de difraccién_S’.

—
El vector OQ es el que corresponde al vector:
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> 3-5,

S = R

- 2.sen® 1
Si=

sl A Gkl

° 0 ® ) ® ° . —M-

En estas condiciones encontramos que, sin con centro en P trazamos una esfera de
radio %, ésta pasa por O y el vector S tendrd un extremo sobre la esfera a la que
llamaremos esfera de Ewald. La iey de Ewald que nos dice: para observar un mé-
ximo de difraccién el vector s debe ser un vector de la red reclfproca, se traduce
ahora en lo siguiente: para observar un méximo de difraccién un nodo de la red re-
ciproca debe estar en la superficie de la esfera de Ewald. Por definicién, el ori-
gen O estd sobre la esfera, es decir, en la direccién de incidencia § =0 hay un md
ximo de difraccién. En efecto, todoas las ondas definidas por los nodos individua-
les estdn en fase en la direccién de incidencia.

II.2.lAPLICACIONES DE LA LEY DE EWALD

La ley de Bragg establece una relacién bien definida entre la red, la longitud
de onda de la radiacién empleada y las direcciones de incidencia y reflexién. Una
red cualquiera, en una posicién arbritaria, frente a una radiacién de una dada lon-
gitud de onda no dard, en general, un haz difractado. Dicho de otra manera: en
general, no habrd nodos recfprocos sobre la esfera de Ewald, salvo el nodo origen.

Si queremos obtener haces difractados, o hay que variar el radio de la esfera
o tenemos que rotarla de manera que en su superficie existan nodos. Esto no es si
no la base de los métodos experimentales para observar la difraccién. En efecto,
variar el radio .de la esfera de Ewald equivale a variar la longitud de onda. La me-
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jor manera de hacer 8sto en la prictica es"iluminar'" la red con radiacién '"blanca"
es decir con una radiacién que contenga una amplia gama de longitudes de onda.
Algunas de las’ longitudes de ondas contenidas en la gama cumplirdn con la condi-
ci6bn de Bragg para distintos (hkl). Si ’\1 y )\2 son las longitudes de ondas méxima
y minima contenidas en la radiacién blanca usada, entre ellos tendremos una distri-
bucién continua de longitudes de onda. Trazamos la esfera de Ewald correspondiente
a‘Ayy 5\1 (Fig. II.6)

—Fig I6 —

La direccién So es la misma para todas las longitudes de onda y los nodos recf-
procos que se encuentran entre las dos esferas corresponden a las reflexiones po-
sibles. Asf una esfera correspondiente a la longitud de onda A tal que A< A< /
tocard un nodo P de la red recfproca y dard una reflexién, La direccién S se co-
noce midiendo experimentalmente el 4ngulo de reflexién. So es conocido, se tiene
determinado el punto O. Sin embargo, el radio de la esfera de Ewald no es cono-
cido pues no se sabe de la experiencia que” longitud de onda intervino: s6lo sabemos
que estd comprendida entre Al y 9\2, por 1o cual dhik] no puede ser determinado.

Este método que acabamos de esbozar se conoce corrientemente como método
de Laue. Sus aplicaciones, en la préctica son muy limitadas. Se usa corriente-
mente para determinar la orientacién de un cristal, o determinar sus simetrlas.

Otro método de lograr reflexiones es iluminar al cristal con radiacién mono-
cromética de longitud de onda )\ , ¥ hacer rotar la red hasta que para ciertos 4n-
§ylos se satisfagan las condiciones de reflexién. Esto equivale a tener un vector
—Orfijo, con lo cual la esfera de Ewald queda determinada; al rotar la red, rota
también su red recfproca con respecto a la esfera de Ewald pudiendo a&f los distin-
tos nodos tocar la esfera y producir reflexiones. Como en realidad sélo interesa
el movimiento relativo de la red respecto de la esfera, resulta mds c6modo imagi-
nar la red fija y hacer rotar la esfera. Si la rotamos alrededor de un eje pasante
por el origen tendremos reflexiones dentro de un toro (Fig.I1.7) descripto por la es-
fera al rotar.. Podrfamos rotar la esfera alrededor de cualquier eje pero ésto solo
cambiarfa la or ientacién del toro, siempre que se mantenga fija la longitud de onda

En estas condiciones, todos los toros posibles se encuentran inscriptos den-
tro de una esfera de radio 2/ , llamada esfera lfmite.
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Fig. 1.7

En este caso, conociéndose A , se mide experimentalmente © y se tiene deter
minado dy,;  Este método suministra datos mis valiosos que el método dc Laue.

Volveremos mds adelante a estos métodos experimentales. Simplemente hemos
querido mostrar ac4d cémo la red recfproca permite ilustrar las condiciones de di-
fraccién. B

II.3. LA DIFRACCION POR UN CRISTAL

Hemos considerado hasta ahora la difraccién por una red simple de puntos geo

métricos. Sin embargo, la red es sélo el esqueleto de un cristal. Queremos ver
cual es el efecto de tener un motivo asociado a los nodos de la red.
Como se ha visto en el curso de Cristalograffa, cada punto del motivo que se re-
produce periédicamente, forma en el conjunto una red geométrica. Las redes asf
obtenidas, : estardn desplazadas unas respecto de otra por una trasla
cibn, Sl hemos tomado z puntos como origen, existirdn z redes desplazadas unas
respecto de otras. La estructura toial serd asl la superposicién de z redes inter-
penetradas. Veamos entonces cémo se extienden los resultados de la teoria de la
difraccién por una red simple a esta red compleja.

Para esto consideramos 2l nodo origen rodeado de z puntos cuyas posiciones
estan fijadas por los vectores

- — P el
Rg,Rz’-.o...-Rz

Entonces, al nodo de la red definido por el vector F:, corresponderdn los puntos
del motivo:

—_— > —
" € 06026 8 oo

—
Tw+R;, m+R, T+ Ry
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En el caso de la red simple, cuando incidfa una onda, cada nodo se convertfa en un
emisor de ondas esféricas (principio de Hiiggens) de la forma:

A=A (it +275.3)

La amplitud unitaria Aj de la onda depende de la naturaleza del punto difusor. Al
calcular la amplitud total difundida la cantidad A, ha sido considerada €onstante pa-
ra todos los puntos de la red, ya que &stos eran idénticos.

Ahora tenemos un cristal,es decir,una red alrededor de cuyos nodos existe un mo-
tivo atémico. Por lo tanto cada punto del motivo -a los que corresponde un dtomo- difun-
dird una onda con amplitud unitaria,en general,diferente. Esta dependerd del 4tomo difu-
sor y del proceso intimo de difusidn,el cual a su vez depende de la naturalezs de la-onda
incidente. Por lo tanto la amplitud Aj ,correspondiente al nodo j de la red alrededor del
cual se encuentra el motivo de dtomos ser4:

-t L e d
(P 'S.(r;+R
A = {Ao‘.CZ”lS'(’}+R‘) + Aoz-ez’“s (7 z)_,_

-’ > = 3
2miS.(C+R,) {wt
+,..+A°z.0 (J Z}‘e

A: = ? Ao ezrris. R, ezri(wt+e7r§'.§)
J --— y- L2
=0

Si sumamos ahora todas las amplitudes Aj, correspondientes a los N nodos de la red:

o también

o = o

. 2-4 . -
iwt 2m{S.R, 2mis.r;
A(s): e .;Aoye ‘ Y. §e )
=0

Comparemos ahora esta expresién con la amplitud difundida por la red simple (II.1).
Vemos que el hecho de haber introducido un motivo alrededor de los nodos de la red
ha tenido por efecto cambiar el factor constante Ao, por la cantidad mds compleja:

P
Atwr) = 2 Ao, eTés Ry (z.12)

a la cual daremos el nombre de amplitud estructural. Observemos 8in émbargo que la
suma sobre los nodos de la red j es la misma que en (II.1) por lo tanto, si calculamos
en base a ella la intensidad difractada como lo hicimos en Ii.1 , solo obtendremos valores
apreciables de la misma cuando se satisfagan las condiciones de Laue, lo que equivale a
decir ( Ley de Ewald), cuando el vector S sea un vector de la ved reciproca ¥ - En
este caso,la intensidad estard dada,como en (II.86) por:

2
Iz) = M@l = 1 Awa) N (1. 13)

Podemos sacar ahora una serie de conclusiones importantes:

l) dada una red difractante, las direcciones en las que se producen miximos de in-
tensidad no se alteran si alrededor de los nodos de la red se encuentra distribuido
un motivo atémico; -

2) si la amplitud estructural A es nula, la intensidad difractada es nula, atin en
las direcciones previstas por lglsklcondiciones de Laue; vale decir, el hecho de haber
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asociado un motivo a los nodos de una red puede provocar la desaparicién de cier
tas reflexiones (cuando Ay = 0) pero no puede hacer aparecer nuevas reflexiones
que no estén previstas por las condiciones de Laue;
3) una expresién mis explicita de la amplitud estructural se obtiene directamente
cuando se satisfacen las condiciones de difracci6n (si estas condiciones no se sa-
tisfacen no hay iatensidad difractada!); en ese caso:

P ley de Ewald)
Thit (tey

S =

6 sea: . "
P 1)
S=r% = ha* Kb+ 1c*
e 3 P -
y R, puede escribirse Ry = xy?a? +y,b+zy'&:° donde X, ,Y, ,Z, son las coor
denadas de los 4tomos del motivo medidas en fracciones de las longitudes a, by
c de las aristas de la celda. Entonces :

=iy
Luego (II.12) se puede escribir

i (A (4 {
At = ‘% Acy grilhn s s+ %) (z.14)

Esta expresién de la amplitud estructural muestra explicitamente su dependencia
de hkl, es decir, de las coordenadas de los nodos de la red reciproca correspon
diente a la red del cristal considerado; en otras palabras: cada nodo hkl de la red
reciproca aparece afectado de un coeficiente A‘hkl cuyo valor depende de la dis-
tribucién de los 4tomos en el motivo que rodea a cada nodo de la red del cristal.
Cabe observar, por otra parte que de todas las cantidades que aparecieron en los
desarrollos que acabamos de hacer, la amplitud estructural Ah es la Gnica que
contiene las coordenadas de los 4tomos; vale decir que Apy serd la cantidad que
debemos tratar de determinar experimentalmente se queremos obtener informa-
cién acerca de cémo los dtomos estdn distribuidos en el seno de un cristal*

Concluimos asf con la formulacién genera del problema de difraccién de on
das por los cristales: dado un cristal sobre el que inciden ondas de longitud de
onda conocida,la ley de Bragg o su equivalente la ley de Ewald, definen las direc
ciones de los haces difractados; la amplitud estructural liga las intensidades di-
fractadas con la distribucién de los 4tomos en el cristal, Cabe notar que en nin-
glin momento hicimos referencia al tipo de radiacién incidente ni al proceso Inti-
mo de difusién de esa radiacién por un dtomo. Las relaciones que hemos obteni-
do valen pues en general. En el presente curso nos ocuparemos de la difraccién
de rayos X porque es el método de validez méds general en el estudio de la es-
tructura atémica de los sélidos, pero si en lugar de la difraccién de rayos X nos

* Podriamos sacar ctras conclusionss analizando con mds detalle la amplitud
estructural, sin embarge, preferimos postergar el andlisis para cuando tratemos la
difraccién de rayos X per los cristales; entonces, un conjunto de casos particulares
dardn un sentido mds concreto a los fundamentos generales que se dieron en este
pitulo.



ocupdramos de la difraccién de neutrones o electrones aplicarfamos las mismas
leyes que acabamos de deducir: en cada caso ellas conducirdn a resultados,quizis
distintos,pero los fundamentos que aqui hemos dado serian los mismos. Andloga
reflexién podriamos hacer si nos interesdiramos en la propagacién de ondas elec-
trénicas en el seno de un metal o de las ondas eldsticas generadas en la agitacién
térmica de los 4tomos: La propagacién de ondas en un medio periédico como un
cristal responde siempre a la misma formulacién matem4tica.

La aplicacién de las leyes generales al caso de una radiacién en particular
exige conocer c6mo "reaccionan' los dtomos ante esa radiacién y determinar asi

las amplitudes A 5y con las cuales ella es difundida. Esto es lo que trataremos
de hacer en el préximo capitulo en el caso de los rayos X.
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IIT . LOS RAYOS X

III.1. PRODUCCION Y PROPIEDADES GENERALES
Los rayos X son radiacién electromaﬁnética cuga longitud de onda oscila entre
las décimas y las decenas de Angstrom (l = 107%cm.)

Corrientemente se producen en un tubo con dos electrodos entre l‘i)s cuales se
establece una fuerte diferencia de potencial (superior, en general, a 10" volts)

Cupula de concentracion de electrones

a transformador de alta
....... tension y transformsder

TmIzoos —» de calefaccion de filamento
1 o,
Filamento

Agua de \Haz de electrones

refrigeracion
Rayos X “Flz mj -

El cdtodo (Fig.III.l) estd constituldo por un filamento de tungsteno que suele estar re-
cublerto por un carbonato refractario, el cual se calienta fuertemente por pasaje de
~una corriente eléctrica y emite electrones. Estos son focalizados por una cdpula que
envuelve al filamento y chocan con el 4nodo produciendo los rayos X que salen por
ventanas especlalmente previstas. Estas deben ser suficientemente resistentes como
para soportar el vacfo interior (del orden de 10"5mm de Hg.) y deben ser muy trans
parentes a los rayos X para no disminuir el rendimiento del tubo. EIl berilio es el
material que mejor satisface a esas condiciones y es corrientemente usado en los tu-
bos comerciales.

_______ i

——(TEW)

Se llama rendimiento de un tubo de rayos X a la relacién entre la energlfa emi-
tida en forma de rayos X y la energfa del flujo de electrones que llegan al dnodo.
Este rendimiento estd dado por la férmula empfirica:

¥ = Llx 107% zv

donde Z es el ndmero atémico del material que compone el dnodo y V el potencial es-
tablecido entre los elecotrodos del tubo. Para un 4nodo de tungsteno (Z=74) operando
bajo un potencial de 100.000 volts ¥ = 0,8% y para un 4nodo de cobre (Z = 29 )

(el méds usado) operando a 30,000 V ;- 0,2%. Vemos, pues que sélo una Infima por
clén de la energla electrénica que recibe el 4nodo se transforma en rayos X. La casi
totalidad de esa energla se transforma en calor y constituye la principal limitacién en

- 35 -



la obtensién de altas intensidades: la remocién del calor del 4nodo es fundamental.
Por esta razén el 4nodo estd refrigerado con agua, Los 4nodos se hacen corriente
mente de metales refractarios como tungsteno y molibdeno o de metales de alta conduc
tividad térmica como el cobre. Otros metales como el cromo y el cobalto pueden usarse
también, pero requieren trabajar con potencias moderadas.

III.2. OPTICA GEOMETRICA DE LOS RAYOS X

La optica de rayos X tanto geométrica que ffsica reposa sobre las mismas ba-
ses que la Optica luminosa corriente. Sin embargo la interaccién con la materia y
las caracterfsticas especiales de la radiacién X hacen que existan diferencias nota-
bles. Estas derivan de dos propiedades particulares que, en realidad, estdn Intima
mente relacionadas: 1) pequefia longitud de onda (del orden de las dimensiones atémi
cas), 2) gran energfa de los fotones: ésta es del orden de las energfas de uni6n de
los electrones de las capas m4s profundas del 4tomo (ver mds adelante), mientras
que la energfa de los fotones correspondientes a la luz visible es del orden de la
energia de unién de los electrones periféricos. As! diversos fen6menos que son po-
sibles con los rayos X no lo son con la luz visible y viceversa. Por lo tanto los
capitulos de la &ptica que son importantes para las dos formas de radiacién no son
los mismos. En particular la éptica geométrica, que es fundamental para las on-
das luminosas, carece de importancia en el caso de los rayos X. Esto se debe a
que como lo hemos mencionado en el capitulo primero los rayos X viajan en cual-
quier medio con una velocidad muy préxima a la velocidad de la luz en el vacio, y
asl el Indice de refraccién de la mayor parte de los materiales difiere de la uni-
dad en la 5a. cifra decimal.

III.3. EL. ESPECTRO DE RAYOS X

El espectro de rayos X emitido por un cierto elemento sobre el cual inciden
elecirones acelerados por un potencial V, estd constituldo en realidad por dos es-
pectros que se superponen y cuyos origenes son distintos: el espectro continuo, que
depende esencialmente del potencial V y el espectro caracterfstico que se presenta
cuando el potencial V supera cierto valor y que estd esencialmente determinado por
el material sobre el que inciden ios electrones.

III.3.1. EL ESPECTRO CONTINUO

La distribucién de intensidades en funcién de la longitud de onda correspon-
diente a la radiacién emitida por un cierto elemento sobre el cual inciden electrones
acelerados por un potencial V, que no supera un cierto valor (al que nos referire-
mos mds adelante) es de la forma mostrada en la figura III.2 . Esta distribucién
comienza en un valor ?‘mlnimo de la longitud de onda, que es tanto méds pequeiio
cuanto mds elevado es el potencial aplicado, extendiéndose hacia valores mds ele-
vados de la misma, La energfa total emitida aumenta con dicho potencial.
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Intensidad ( Unidsdes arbitrarias)

T~

- Fig, Ill.Z - Espectro Continvo da Rayos X

El espectro continuo se origina cuando los electrones emitidos por el filamento del
tubo de rayos X y acelerados por el potencial aplicado se frenan bruscamente al cho-
car con el anticdtodo convirtiendo su energla cinética en otras formas de energla co-
mo radiacién y/o calor. Por esta razén a la radiacién imitida de esta manera suele
ddrsele el nombre de radiacién de frenado (del nombre original en alemin breems-
trahlung).

El conjunto de fenémenos por el cual esa conversién de energfa tiene lugar es comple
jo y en general, no puede preverse te6ricamente que proporcién de la energla cinética
de los electrones serdi re-emitida en forma de radiacién y que proporcién se conver-
tird en otras formas de energia. Por lo tanto en la hora actual no pueden preverse
tebricamente las curvas de la figura III.2.

Lo que si podemos decires que, considerando las distintas radiaciones contenidas en
el espectro -cada una con su respectiva longitud de onda- ninguna de ellas podrd te-
ner una energfa superior a la energfa cinética de los electrones que inciden sobre el
anticdtodo. Dicho de otra manera: dentro del espectro existird una radiacién de ener
gla méxima la cual corresponde a aquellos electrones que transforman toda su ener-
gla cinética en radiacién. De acuerdo a la mecénica cudntica, la energfa de una ra-
diacién de frecuencia y vale E = hV, siendo h una constante universal (constante de
Planck). Teniendo en cuenta que la energlfa que adquieren los electrones de carga
eléctrica e bajo un potencial V es eV, la radiaci6bn de médxima energfa emitida por el
anticdtodo serd tal que:

Emax' = h.‘)marx = eV

Si c es la velocidad de propagacién de la radiacién (puesto que se trata de radiacibén
electromagnética, ¢ es la velocidad de la luz),Y= 5 (cf.apéndice II).
O sea queala frecuencia méxima le corresponde una longitud de onda minima tal que

Y, = <

max AIlu' n

O sea :

eV = h.c (I.1)

A‘min
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Esto explica porqué el espectro continuo comienza en un valor mfnimo de la longi-
tud de onda. En realidad, s6lo algunos de los electrones incidentes transformard
totalmente su energla en radiacién. En general, los electrones transforman en ra
diacién solo una fracci6n de la energfa que transportan originando asfl radiacicén
cuya energia E serd menor que Emax es decir originard radiaciones cuyas longi-
tudes de onda serdn mayores que ﬁ,,,,,, . Por esta razén el espectro continuo se
extiende hacia las grandes longitudes de onda. De todas maneras la energfa total
emitida aumenta al aumentar el potencial aplicado.

En ciertas experiencias resulta til conocer cuél es la longitud de onda mfnima
presente en el espectro bajo una dada condici6n de trabajo. El cédlculo se hace fa
cilmente a partir de (III. 1) con los datos siguientes:

h = 6.626 x 10727 erg.seg, c« 2,998 x 10 to cm.seg”l
La energfa que adquiere un electrén, acelerado en un potencial de 1 volt se Ilama
un electrén-volt y su equivalencia con las unidades CgS €S: | ov = 1 6019 x lO'lzerg.

Vale decir, la energfa adquirida por un electrén en un potencial V vale 1,6019 x
10-12 erg.V. Reemplazando estos valores en (III.1) resulta:
Amin= 12,40 x 107% cm,
Vo

En reahdad los potenciales usados son siempre del orden de los kilovolts (1 kV =
103 Volts), y las longltudes de onda se expresan corrientemente en unidades Angs-
trom (1 IQ m). Entonces, expresando el potencial en kilovolts y la longi-
tud de onda en angstrom resulta flnalmente

Amin'-' ‘I_ZJViO" A
Al aumentar el potencial aplicado la longitud de onda minima disminuye y la ener-
gla total emitida aumenta. Para un cierto potencial aplicado fijo, se halla experi-
mental mente que el espectro continuo es tanto méds intenso cuanto mds alto es el
nimero atémico del elemento que compone el anticdtodo. Por esta raz6n, toda vez
que se requiera utilizar en una experiencia una amplia gama de longitudes de onda
resulta prdctico utilizar tubos de rayos X cuyos anticdtodos estén constitufdos por
elementos pesados, operando al miximo de potencial admitido por el equipo de que
se disponga.

II.3.2.EL ESPECTRO CARACTERISTICO

Cuando el potencial aplicado al tubo de rayos X supera un cierto valor, al
espectro continuo se le superponen méximos de intesidad muy pronunciados para de
termmados valores de la longitud de onda, los cuales son caracterfsticos del ele-
mento’ (o los elementos) que compone el antlcatodo Estos médximos de intensidad
constituyen lineas espectrales andlogas a las que se observan en los espectros 6p-
ticos.

Aunque las longitudes de onda para las cuales se presentan lIneas espectrales son
propias de cada elemento, el aspecto general del espectro es el mismo para todos
los elementos. La caracterfstlca esencial del espectro de rayos X es su simpleza:
contiene muy pocas rayas en comparacién con los espectros Opticos. Como en éstos,
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a cada grupo de rayas se los refine en series que se denominan K, L, M,----y ca-
da serie comprende un grupo de rayas que se suceden de manera andloga en todos -
los elementos. La frecuencia de una dada raya varfa segin la ley de Moseley:

Yy =k(z-G)

siendo Z el ndmero atémico y k y @ constantes

Koc

Kp

Inlensidad (Unidades arbitrariss)

-0
—Fig JI.3— Espectro caracteristico

Para los trabajos de estructura de la materia la serie mds importante es la
serie K que sélo contiene tres lfneas. Las dos mds intensas constituyen un doble-
te 1%(1 y Kb(2 (Fig.IIl, 3). Ko(l es dos veces mds Imtensa que K0(2 y su longitud
de onda es menor. El A)lentre ambas es constante de manera que, el valor relativo
A}\ Adisminuye al disminuir el nfimero atémico. En efecto, la ley de Moseley nos
dice que la longitud de onda de una raya caracteristica aumenta al aumentar el nd-
mero atémico del elemento que la emite.

En muchos casos el doblete no se resuelve y se adopta entonces una Gnica li-
nea K& cuya longitud de onda es el promedio pesado entre la longitud de onda de

K1 ¥ Kof: Ny = 2 Moy + A Kty
3

La tercera raya de la serie K es K@; tiene una longitud de onda aproximadamente
10% menor que Ko( y su intensidad es aproximadamente 1/7 de ésta.

La serie L tiene mds lfneas que la serie K;sin embargo, prdcticamente, no
tiene uso en el estudio de cristales.

La produccién de las lfmeas espectrales caracterfsticas se explica en base a la es-

tructura de los 4tomos.

Es bien sabido hoy en dfa que el 4tomo estd constitufdo por un nidcleo cuya carga
total es positiva alrededor del cual giran los electrones, mucho més livianos que el
nGcleo, con carga eléctrica negativa; la carga negativa de todos los electrones alcan
za a compensar la carga positiva del ndcleo resultando el 4tomo eléctricamente neu-
tro. Los electrones giran alrededor del ndcleo describiendo 6rbitas, cada una de las
cuales corresponde a un estado cuya energia estd perfectamente definida.

-39 -



Asf, un electr6n moviéndose en una de esas Orbitas tendrd respecto del ndcleo una
energia que depende de la érbita en que se encuentre. Si, por algin medio logramos
que un electrén de las capas mds alejadas del nicleo salte a una de las mais cercanas,
ese electrén habrd perdido una cierta cantidad de energia; si Ei era su energfa en la
capa en la que se encontraba inicialmente y Ef su energla en la 6rbita a la que ha ca
Ido, la pérdida de energla sufrida serd obviamente E; - Ef. Esta pérdida de energfa
se manifiesta por la emisfén de un "cuanto" de radiacién, es decir, de una cantidad
bien definida de radiacién que depende del "salto" de energfa del electr6n considerado
a la que suele llam4rsele fotén. La energia de este fotdn emitido, es tal que:

E; - Ef=hy
siendo h la constante de Planck yQ la frecuencia de la luz emitida.

Estas ideas bastan para explicar lo fundamental de los espectro 6pticos y, en particu-
lar, el espectro caracterfstico de los rayos X. En efecto, si los electrones que lle-
gan al anticdtodo tienen suficiente energfa, ellos pueden penetrar hasta las capas pro-
fundas de los 4tomos que lo componen y arrancar de ellas un electrén; el lugar que ha
dejado el electr6n expulsado puede llenarse con otro electrén de las capas exteriores.
Al ""caer'", el electr6én exterior en una capa més cercana al ndcleo pierde energia y
esta energfa se emite como radiacién.

Como los electrones en los 4tomos se encuentran en niveles de energfa bien definidos,
propios de cada elemento, la energlfa del fotén emitido, y por lo tanto la longitud de
onda, estardn perfectamente determinadas para cada elemento., La figura III.4 mues-
tra esquemdticamente la emisién de la serie K,

M
; Kp / £,

\
K K;{ % r\{z""z

HNucrep

- Figura III 4 -

Es jmportante tener en cuenta que para arrancar un electrén K es necesario que
los electrones incidentes tengan cierta energia. Por esta razén las rayas caracteris-
ticas se presentan cuando el potencial aplicado al tubo sobrepasa cierto nivel que se
llama potencial de excitaci6én. Este es distinto para cada elemento y crece al aumen
tar el nimero atémico. La tabla III I, da valores del potencial de excitacién para
algunos elementos usados frecuentemente como anticdtodos.
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TABLA III. 1.

Elemento Z Ao Potencial de Excitacién K
(A) (Kilovolts)

Cromo : 24 2,29 5,9

Cobre 29 1,54 8,3

Molibdeno 42 0,71 20

Tungsteno 74 0,21 60

III. 3. INTERACCION DE LOS RAYOS X CON LA MA TERIA

Cuando los rayos X inciden en la materia, una parte de ellos son absorbidos
y otros la atraviesan atenudndose de acuerdo a la ley de Lambert:

I= Ioe—/"x

donde Jo es la intensidad incidente que se atenia en el espesor x de materia la cual
estd caracterizada por el pardmetro A/, tipico de la sustancia atravesada por la ra-
diacién, que tiene como dimensiones la inversa de una longitud y se conoce como
coeficiente de absorcién. Los/b se encuentran en tablas en la forma de '"coeficien-
tes mdsicos de absorcién"ﬂ//" es la densidad), teniéndose en cuenta dc esta
manera el estado de agregacién de los elementos.

En una excelente aproximacién los coeficientes de absorcién en un compuesto
son aditivos. Esto derive del hecho que los electrones que intervienen en el proce-
so de emisién y absorcién (ver mds adelante) de rayos X son los de las capas mds
profundas. Estos en realidad quedan inalterados por la combinacién quimica entre
los elementos. En el caso de absorcién de la luz visible cada afomo tiene un com-
portamiento distinto si estd solo o si estd formando un compuesto quimico, dado que
en el caso de la luz visible son los electrones periféricos los que intervienen.

Asi, para los rayos X si tenemos una mezcla de n elementos cuyas fracciones
centesimales sean X Xy ....X,, teniendo los respectivos componentes coeficientes

mé.smos / ) K/ / , su coeficiente médsico de absorcién ser4:
1) rl,) U" f)

/‘/f“:‘oo'.z_—‘(/u/f F

y sisetiene un compuesto cuya férmula es A7,1 B72
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AN/ N Sl
/ J,A(‘//g‘»/ + 5B (14)
f A t)B

donde A y B son pesos atémicos de A y B
Para un elemento dado el coeficiente de absorcién varfa con la longitud de onda inci-
dente como A?’, salvo en ciertos puntos de discontinuidad que se conocen como can-
tos, bordes o lfmites de absorcién (Fig.II.5)

A
M

P

- Figura IJI.5 - l

La explicacién de estas discontinuidades se encuentra en la teorfa elemental de la
emisién X. En efecto, hemos visto que los electrones de las capas profundas del
dtomo eran arrancados por los electrones que llegaban al anticdtodo. Sin embargo,
ésto puede hacerse también con un fotén si su energia h Ves tal que

hy 27 Wy

siendo Wk el potencial de excitacién de una lfnea de la serie K; es decir si el fotén
tiene una longitud de onda inferior a

Por lo tanto si el fotén incidente tiene una energfa tal que su longitud de onda >\=

k, toda su energfa se usari para arrancar un electrén de K y habrd una absor-
cién brusca, Si A es mayor o menor que ese valor, quedari energfa disponible pa-
ra atravesar un cierto espesor del cuerpo irradiado.

La discontinuidad de absorcién se presenta de manera aniloga para las capas
L, M, etc., pero el efecto es menos importante. Por ejemplo, en el borde de ab-
sorcién K el coeficiente de absorcién se encrementa 8 veces, mientras que en el bor
de L s6lo incrementa 3 veces.

Los bordes de absorcién K tienen una aplicacién prdctica muy importante en los
trabajos de difraccién. En efecto, corrientemente se tiene interés en usar un haz de
radiacién que contenga fundamentalmente una sola longitud de onda. De un tubo de
rayos X sale todo el espectro. Sin embargo, lo mds molesto en éste es la lnea K
de intensidad comparable a la de la lfnea K corrientemente usada en difraccidn.

K f puede eliminarse convenientemente'filtrando" la radiacién emitida por el tubo.
El filtro consiste en una ldmina absorbente de una sustancia tal que tenga su borde
de absorcién en la longitud de onda de K )g del elemento emisor. Se tendrd asf Ko(
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v parte del espectro continuo, pero K/S ha sido suprimida. Esta "monocromatiza-
ci6n" suele ser suficiente para muchos fines prédcticos. La tabla III. 2., da los bor
des de absorcién de distintas sustancias usadas corrientemente como filtros K ﬁ

TABLA III. 2.

Material 7\ K }\ <

del o o P Canto de %de K3

antic4todo A) (4) Filtro absorcién absorbido

. o)

emisor (A) por 0,02
mm

Molibdeno 0,71 0,63 zirconio 0,69 90

Cobre 1, 54 1,39 niquel 1,48 98

Niquel 1,66 1,50 cobalto 1,6l 98

Cobalto 1,79 1,62 hierro 1,74 98

Hierro 1,94 1,76 manganeso 1,90 98

Cromo 2,29 2,08 vanadio 2,27 99

La regla para eleglr un filtro es: elegir un elemento filtrante cuyo borde de
absorcién K corresponda a una longitud de onda ligeramente menor que la de Kﬁ
del elemento emisor.

Para una longitud de onda fija el coeficiente de absorci6én aumenta con el nG-
mero atdémico como Z3, pero esta variacién tampoco es continua; para algunos valores
de Z ser4 satisfecha la condicibén A = hc y se producirdn discontinuidades.

Wk

Cabe preguntarse ahora: si un fotén arranca un electrén de las capas profun-
das, el sitio que ha quedado vacfo no se llena con electrones periféricos emitiendo otro
fotén? SI, en efecto, se emite un fotén que, como en el caso de la generacién de ra-
yos X por los electrones que llegan desde el 4nodo, tiene una energfa, y por lo tanto
longitud de onda, perfectamente definida, la d1ferenc1a estriba en que un electrdn de las
capas profundas ha sido arrancado con un fot6n en lugar de un electrén. Los rayos X
provocados de esta manera se llaman radiacién de fluorescencia y tienen aplicaciones
importantes en el andlisis quimico.
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III. 4.1 DIFUSION DE LOS RAYOS X

Los rayos X absorbidos por la materia pueden dar origen, como acabamos
de ver, a radiacién de fluorescencia  Sufren por otra parte otras transformaciones
en las que no nos detendremos, pero dan lugar a un fenémeno que estd en la base
misma de todo estudio de difraccién: la difusién. Esto es, los electrones del mate-
rial irradiado, frente a los rayos incidentes se transforman en emisores de rayos X,
una parte de los cuales son de igual longitud de onda que los rayos incidentes,y otra par-
te tiene longitud de onda modificada. Vamos a ver con cierto detalle este proceso con e-
lectrones libres y c6mo resulta en el caso de un 4tomo.

III.4.1.1. DIFUSION POR UN ELECTRON LIBRE

La teorla cldsica de la difusién por un electrén libre ha sido desarrollada
por Thompson sobre la base del electromagnetismo: el electr6n al ser perturbado por
el campo eléctrico de la onda incidente se acelera y oscila emitiendo ondas esféricas
de igual longitud de onda que aquella. El resultado de esta teorla se traduce en la
fé6rmula siguiente:

2 « 2
le = To _¢% l4cos”" 20 7,90 x 10728c g.5.) Io L4cos” 2 ©

donde: Ie, intensidad difundida por el electrén ante la intensidad incidente Io, por
unidad de Aangulo sélido;
e y m son la carga y la masa del electrén;
2 O es el dngulo entre la direccién de incidencia y difusién y el factor
(14 cos22 ©) se llama factor de palarizacién pues es el que tiene en cuen-
2 ta el hecho que los rayos incidentes no estin polarizados.
Para longitudes de onda mds peguefias se descubrié un nuevo efecto no previsto por
la teorfa cldsica: el efecto Compton. Este efecto, que se manifiesta mds con las ra-
diaciones de alta energia (es decir, con longitud de onda mds corta) puede esquema-
tizarse en la manera siguiente (figura III.6):

7

hy' V< y
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un fotén de enrgfa hN incide sobre un electrén el cual, ante el impacto, adquiere
un impulso 7 (recordar que el impulso o cantidad de movimiento es el producto de

la masa por la velocidad), por lo que notoda la energia hy del fotén incidente es di-
fundida sino solo una fraccién de ella, la cual da origen a otro fotén de energla hy !
con V'<\). Vale decir, contrariamente a lo previsto por las leyes de la fisica cld-
sica, de acuerdo a las cuales un electrén difunde emitiendo radiacién

de igual energfa (o frecuencia, o longitud de onda) que la radiacién incidente, el efec
to Compton -que no tiene explicacién dentro de aquellas leyes- hace que la radiacién
difundida sea de menor energfa que la radiacién incidente. Dicho de otra manera:

la longitud de onda de la radiacién difundida es mayor que la de la radiacién inciden
te. La teorfa cldsica cuyo resultado es la fé6rmula de Thompson, queda asf como un
caso particular en el cual practicamente toda la energla del fot6én incidente estd conte
nida en el fotén difundido;en otras palabras, cuando el fotén incidente imparte al electrén
un impulso despreciable.Si imponemos la condicién de conservacién de la energfa total
(la energfa que adquiere el electrén por el impacto mds la energia del fotén de energia m
debe ser igual a la energfa Y del fotén incidente) y la condicién de conservacién del impul
so (el impulso que adquiere el electrén méds el impulso asociado al fotén emitido, es

igual al impulso asociado con el fotén incidente), es posible calcular la variacién de
longitud de onda que sufre la radiacién incidente debido al efecto Compton. Dicha lon
gitud de onda sufre un incremento dado, en primera aproximacién por la expresifn:

J)\: h (L - cos 2 ©)
mce
donde:

h es la constante de Planck: 6,626 x 10-27 erg.seg.

m es la masa en reposo del electr6n: 0,911 x 107“'g.

¢ es la velocidad de la luz en el vacfo: 2,998 x 10 10 cm.seg'1

20 es el 4dngulo de difusién.

La variacién en longitud de onda, expresada en Angstrom resulta asi:

(SA = 0,024 (1 - cos 2 O)

Esa variacién es, en primera aproxmacién, independiente de la longitud de
onda de la radiacién incidente pero, evidentemente, en valor relativo, ella serd me-
nos importante para las grandes longitudes de onda. Encontramos nuevamente lo
que ya hablfamos dicho: las consecuencias del efecto Compton se hacen sentir menos
con las radiaciones de longitud de onda larga es decir, con radiaciones de energfas
relativamente bajas.

La teorfa cudntica de los procesos de difusién de radiacién admite que en
el caso de electrones libres como los que estamos considerando, solo existe difusién
del tipo Compton; es decir, la longitud de onda de la radiacién difundida es mayor
que la longitud de onda de la radiacién incidente. La intensidad de esa radiaci6n
emitida sigue expresdndose por la férmula de Thompson deducida en base a leyes
cldsicas. Es necesario introducir, sin embargo, en dicha férmula un factor correc
tivo que tiende a la unidad cuando la longitud de onda de la radiacién incidente es
grande.

En el caso de los electrones que se hallan ligados en un dado 4tomo el fe
némeno de difusién de la radiacién es tal que una parte de la radiacién incidente es
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difundida dando origen a radiacién de la misma longitud de onda y otra parte es di-
fundida de acuerdo a un mecanismo andlogo al efecto Compton que hemos descripto
para los electrones libres, dando lugar a una radiacién de longitud de onda mayor que
la de la radiacién incidente. La radiacién difundida sin cambio de longitud de onda
se dice que ha sufrido una difusién coherente, o que es una difusién no modificada;

la radiacién que ha cambiado su longitud de onda se dice que ha sufrido una difusién
incoherente o una difusién de Compton. Un resultado fundamental de la teorfa cudn-
tica es que la intensidad total de la radiacién difundida por un electrén (difusién co-
herente 4 difusién de Compton) estd dada por la férmula cldsica de Thompson,

Cuando los distintos electrones de un 4tomo difunden la radiacién, las on-
das de radiaci6n difundida coherentemente pueden interferir entre si por lo que la di-
fusibn coherente debida a N electrones de un 4tomo no es directamente la suma de la
difusién por cada uno de los electrones. Por el catrario, la radiacién debida a la
difusién de Compton, al tener longitud de onda diferente, no mantiene relaciones de
fase definidas y por lo tanto no existen fenémenos de interferencia entre las ondas di-
fundidas incoherentemente por los distintos electrones. Vale decir, la intensidad de difu-
si6n debida a N electrones es,directamente N veces la intensidad difundida por un electrén.
En los trabajos corrientes de difraccién de rayos X en cristales, la intensidad difundida
incoherentemente por los electrones se manifiesta como un fondo al que se superponen las
lineas de difraccién que interesan estudiar; en general ese fondo es tan débil que, en buen
niimero de casos no vale la pena tomarlo en cuenta. Por esta razén prescindiremos en lo
sucesivo de la difusién incoherente y limitaremos nuestro andlisis a la difusién coherente
como si ésta fuese la Gnica existente.

IIL 4.1.2. DIFUSION POR UN ATOMO: FACTOR ATOMICO DE DIFUSION

Al incidir un haz de rayos X sobre un“4tomo, cada uno de sus electrones
difunde la radiacién. Esta difusién se lleva a cabo, en primera aproximacién, de
acuerdo a las previsiones de la teorfa cldsica de Thompson (recuérdese que no toma
mos en cuenta la difusién incoherente). Las ondas difundidas por cada uno de los
electrones pueden interferir entre si y la onda finalmente emitida por el 4tomo es el
resultado de las interferencias producidas entre las ondas difundidas individualmente
por cada electrén. Asl, si Ay es la amplitud de radiacién difundida, en total, por
el dtomo y Ay es la amplitud difundida por un electr6n ambas pueden relacionarse
a través de un factor f, al que llamaremos factor atémico de difusién, tal que

Aa = fAe

El factor f asl definido mide pues la eficiencia de un 4tomo dado en combinar las

ondas difundidas por sus electrones para dar una onda resultante que equivale a la
difusién de la radiacién por el 4tomo como un todo.

El factor atémico de difusién f se evalia téoricamente. Su cdlculo, requiere utili-
zar ideas de la mecdnica cudntica que estdn fuera de los propésitos de este curso

por lo cual, admitiremos sin demostracién que la expresién teérica de f es:

RS
£ (s) =fﬁ?)€2” dr

. volumen del 4tomo
donde (r)se llama densidad electrénica y representa el nimero de electrones por
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unidad de volumen. _El vector § tiene su significado habitual: si‘g0 define la direc-
ci6n de incidencia y S la de observaciéns = (S - So) / A, siendo ;{ la longitud de
onda de la radiacién incidente.

Sis=20 es decir, la direccién de incidencia coincide con la de observacién:

o= [f(7) IF (1L.2)

volumen del 4dtomo

Pero el nimero de electrones por unidad de volumen ,%?‘;}I integrado a todo el volu-
men del 4tomo, no es sino el nimero de electrones Z que contiene ese dtomo, o sea

£(0) = Z

Vale decir que el factor atémico de difusién es igual al nimero atémico cuando el
dngulo de difusién es nulo. Este resultado era de esperar pues en la direccién de
incidencia las ondas difundidas por todos los electrones estdn en acuerdo de fase.
Luego la onda resultante serd Z veces la amplitud de las ondas difundidas por cada
electrén.

En general, es una buena aproximacién suponer que la distribucién de carga eléctri-
ca [(f)dentro del dtomo tiene simetrfa esférica, esto es, es funcién de una tdnica
coordenada radial r. En estas condiciones, la ecuacién (III.2) puede escribirse:

feo- [Frisazms aede (IT-3 )

El factor atémico de difusién es asl funcién de la sola variable s y ya sabemos
(cf.capltulo II) que s = 2 sen © . La figura III.7 muestra esquemdticamente la

variaci6én del factor atémicovde difusién en funcién de(sen © A. Vale decir que pa-
ra una longitud de onda dada, el factor atémico disminuye &l aumentar el dngulo de

difusién.
E
£ 1/

T
- Figurae II7. 7 - ,-Q_QQ;_;&

A
Para un cierto dngulo de difusién fijado, el facior atémico de difusién de un dado ele
mento disminuye monoténicamente al aumentar la longitud de onda. Sin embargo,
cuando la longitud de onda incidente es préxima del yatér que corresponde al ifmite de
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absorcién K del elemento considerado, se observan anomalfas en el factor de difu-
sién y éste ya no puede representarse por las expresiones que acabamos de dar.
En rigor, el factor de difusién se expresa:

f = fo4 A+ i Afv
fo es el factor atémico de difusién dado por (III. 3)

Las cantidades Af! y Af" se conocen como correccién por dispersi6n y ellos se cal-
culan te6ricamente mediante un tratamiento cudntico desarrollado por H&ln.

En un gran nimero de casos es imposible prescindir de la correccién por dispersién.
Esta se hace simplemente buscando en tablas adecuadas (por ejemplo las tablas inter
nacionales de Cristalograffa Vol III) las cantidades Af' y Af" que deben agregarse o
restarse al factor de difusién de un cierto elemento cuando se lo irradia con una
cierta longitud de onda. La correccibén por dispersién deberd hacerse en uno de los
trabajos prdcticos de este curso.
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IV. DIFRACCION DE RAYOS X POR LOS CRISTALES

1v. EL FACTOR DE ESTRUCTURA

En el capitulo II hemos hallado que la amplitud total difractada por un cristal
alrededor de los nodos cuya red se encuentra distribuido un motivo de dtomos, estd
dada por la expresién

it &1 cis By B amisEf
Afs) = Z Aoy e 2 e J
Y=0 J=0 av. 1
La suma sobre los Indices Y comprende z sumandos correspondientes a los z dtomos
del motivo; la suma sobre los Indices j comprende N sumandos correspondientes a
los N nodos de la red. Si esta red es tal que cada celda contiene un nimero n de
nodos alrededor de cada uno de los cuales estdn los z dtomos del motivo, cada celda
tendrd nz dtomos y existirdn en el cristal N/n celdas. Entonces resulta conveniente
extender la suma sobre ¥ , no ya al nimero de dtomos que rodea un nodo, sino a los
nz 4tomos contenidos en una celda; correspondientemente la suma sobre j deberd exten
derse no ya al nimerototal de nodos N sino al nimero de celdas N/n; vale decir que
el Indice j ahora no identifica mds un nodo sino una celda. La expresi6n (IV.l) puede
escribirse en la forma siguiente:
21/ 4
2.

e . Z,Zn-—f
AG)=eE Aoye y
Y=0 J=0 (IV. 2)

(IV.2) es totalmente equivalente a (IV.l). Resulta en estas condiciones que la
amplitud estructural Ay, vale:

PR ——

o =pu N- —r
TN I TS 7

202! 27( 5 Ry
Al = % Aoye (IV. 3)

o, lo que es lo mismo:

| zn-d (h Eyy+
ﬁ,gk/:%AoyeZ%(x” yvelzy) o

donde la suma se efectda ahora sobre todos los d4tomos contenidos en una celda.

Por ahora nos seguimos manteniendo en el mismo plano de generalidad que en
el capftulo II. Aunque podrfamos seguir sacando una serie de conclusiones dentro de
ese mismo plano, es conveniente a esta altura de las cosas centrar nuestra atencién
en el caso particular de la difraccién de rayos X. Para adaptar a este caso las ex-
presiones (IV.3) de la amplitud estructural, debemos introducir en ella las amplitudes
de radiacién X difundida por los 4tomos que componen el cristal considerado. Esto es
simple pues ya sabemos del capftulo anterior que la amplitud Aa difundida por un 4tomo
es Ay = f(s) Ag, donde A es la amplitud difundida por un electrén y f(s) es el factor
atémico de difusién que ya hemos estudiado. Entonces el dtomo de coordenadas x v,

y ¥ , z ¥, difundird los rayos X con una maplitud Ay = A fy . Con lo que la am-
plitud estructural para el caso de los rayos X se expresa:
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! 2N (hxy+ky y+1z¥) (,V.4)

AM/ Ae nye \

Al estudiar el proceso de d1fus16n por un 4tomo hemos definido el factor atérmco
de difusién que es una medida de la eficiencia del 4tomo considerado,en la combinacién
de las ondas difundidas por cada uno de sus electrones.
De la misma manera, ahora nos interesa definir un factor que nos de una medida de
la eficiencia de una celda del cristal en combinar las ondas difundidas por los elec-
trones de cada uno de los 4tomos que contiene. Definiremos entonces un factor Fpl,
al que llamaremos factor de estructura, tal que:

Acelda = Fhkl Ae
lo que expresa que la amplitud difractada por una celda del cristal es Fpkl veces la
amplitud difundida por un electrén. Pero la amplitud difractada por una celda no es
sino la amplitud estructural Ay, luego:

Apkl = Fpi Ae
0 sea; en virtud de (IV.4)

2n-1
Fhgl = An/Ae = 75 f0 2™ (hxvskyv+lzy)

El factor de estructura desempeiia un papel extremadamente importante en el estudio

de estructura de cristales por rayos X: vale la pena tener bien presente que ese fac-
tor es el que contiene toda la informacién relativa a la posicién de los 4tomos.

La intensidad difractada en una cierta direccién, que es la magnitud observable, serd
proporcional al cuadrado del médulo del factor de estructura; por lo tanto la magni-

tud a la que tendremos acceso en una dada experiencia seri:

i [Fkl[* = Fhke Frke
-1 2w (hxyY+kyv+1lzY)
Frkl =5 foe TN Y
Y=0
za-1 _ami Chxy + kKyy +12y)
Fikt = fue (
/0.-_0

Con lo que

zn-1 Zn-1 2Wi[h(xyY -xp)+k(y, - yu)l (Ey-2p)
/Fﬁkl/ Z fy 9 Xp)+K( Yy = Yu) 2]
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Vale decir, las intensidades observadas, proporcionales al cuadrado del médulo del factor
de estructura son funcién de las distancias entre los 4tomos contenidos en la celda pero

no depende de las posiciones absolutas de esos d4tomos respecto de un origen prefijado.
Este hecho no es sorprendente: estamos tratando un fenémeno de difraccién el cual es
consecuenciade las interferencias entre las ondas difundidas por cada uno de los 4tomos

y esas interferencias estdn condicionadas por las distancias entre los 4tomos difusores,
pero no por la posicién de ellos respecto del origen.
Por otra parte, el factor de estructura es, a menos de un factor Ae, la amplitud di
fundida por una celda; esta amplitud es un niimero complejo cuyo médulo estd defini-
do por las z.aplitudes de las ondas difundidas por cada uno de los 4tomos contenidos
en la celda y cuya fase tiene en cuenta el retardo con el que dichas ondas llegan al
punto de observacién; retardo que se mide respecto de un cierto origen. Pero si no-
sotros solo sémos capaces de observar una magnitud, la intensidad, que es proporcio-
nal al cuadrado del médulo, obviamente no tenemos informacién alguna respecto del
retardo con que las ondas difundidas llegan al punto de observacién y, por lo tanto no
tenemos informacién acerca de la posicién absoluta de los centros difusores. EIl he-
cho de no poder observar la fase de las ondas difundidas constituye la principal limi-
tacién de los métodos de difraccién en el estudio de la estructura atémica de la mate
ria. Volveremos mis adelante sobre ésta cuestién pero es importante destacar ahora
que sea como fuere, toda la informacién relativa a la posicién de los dtomos estd
contenida en el factor de estructura por lo que todas las experiencias tendientes a de-
terminar la estructura de un cristal debe consistir, en Gltima instancia en la determi-
nacién, lo mds completa posible, del factor de estructura. Dada la importancia de
este factor nos detendremos para destacar algunas de sus peculiaridades y en calcu-
larlo en algunos casos importantes,

Empecemos por poner en la expresién del factor de estrauctura h = k = 1 = 0;
resulta entonces:

an-1
‘Fo'ao = Z fy (o)
)J:O

pero ya sabemos que f(0) = Z. Luego FOOO’ es decir, el factor de estructura para
una reflexién en la direccién del haz incidente, corresponde al némero total de elec-
trones dentro de la celda. —

Cuando los indices h, k y 1 crecen,]j,‘:[:screce también; es decir s = 35%’-2 tam-
bién crece. Pero nosotros sabemos que f(2senG/A ) disminuye al aumentar 3228
Luego el factor de estructura disminuye al aumentar los Indices de la reflexi6n; co-
rrespondiente, la intensidad difractada en reflexiones de Indices grandes serd menor
que la difractada en reflexiones de Indices menores.

Calculemos ahora el factor de estructura en un caso simple, Consideremos un cris-
tal cuya red sea fcc; nosotros ya sabemos que la celda contiene un nimero n = 4 de
nodos, cada Uno de ellos ubicados en los puntos (000), (033), (303) y (330). Alrededor
de cada nodo se halla distribuido un motivo de z “4tomos; estos motivos, obviamente,
son idénticos. Quiere decir que si en el punto de coordenadasxy) ygf,zyhay un dtomo de
factor de difusién £y, existird también un dtomo idéntico de factor de difusién f¥ en
los puntos de coordenadas

XY,yV—ﬂ-;,-zf-, £y +.;é_. ;)(z/-rrzigy)i, z;/+_§,,~xy+-§- ;y’y-*.é.,zy'

- 51 -



Entonces el factor de estructura vale:

= ’ e 1 _ 1
b3 fyge 2Wi(hxvsky P +lzy), 2T [hxveklyyv+ 3)+l(2v+ L]

Y0 o 2MLhixv+ L) rkyvalave 2], o 2T<lhlove 2w klyye L)+ f2v]]

lo que reordenando {os fe‘rm/;ws da s

‘ng/ - [{+ e A"’T'{kvl-l)*.e‘('ﬂ‘(ﬁ‘*[) ve 1'77"(/7+k)-7 E{fye Zm(b)(}/'f'ijJ-[zy)
Y=0

Supongamos ahora que dos Iindices, por ejemplo h y k, sean impares y que |l sea par;
entonces h+k es un nimero par y la exponencial compleja elevada a un exponente que
es un ndmero par de veces T vale 1; h+l y k+! son nimeros impares y la exponen-
cial compleja correspondiente vale -1.

Besults asl s

z-1
Fiu=[1-1-1+4] Z fre
=0 )
Andlogamente podrfamos mostrar que si los indices h k y | no son todos pares o todos
impares el factor de estructura para un cristal contruido sobre una red fcc es nulo
cualquiera sea el motivo asociado a los nodos. Si h, k, | tienen igual paridad (es

decir, son todos pares o todos impares), entonces h4 k, k4 1, h+ | son nimeros
pares con lo que resulta

F 4:2'110
Aé/ - Y=0 e

En consecuencia: en un cristal construido sobre una red fcc, independientemente del
motivo asociado a los nodos de esa red, el factor de estructura es siempre nulo pa-
ra aquellas reflexiones en las cuales los indices h, k y | tienen distinta paridad; quie
re decir que si hacemos una experiencia de difraccién con un cristal y observamos
sistemdticamente que o aparecen reflexiones con indices de distinta paridad podemos a-
firmar que ese cristal estd construido sobre una red fcc. En clase de trabajos préic
ticos se calculardn otros factores de estructura y se los aplicard a la interpretacién
de diagramas de difraccién.

Debe notarse que, aparte de la anulacién de ciertas reflexiones debidas a las
caracterfsticas de la red el motivo asociado a cada nodo podrfa ser tal que, para

2T (hxy + kyv+l=y) _ 0

2Ta (bhxy + ky ¥ +1=¥)

) €
ciertos Indices se anule el factor ‘:Z' fye 27 (hxv+kyP+le¥) oon 1o cual hay
Y=o

otras reflexiones que no aparecen; (digamos por ejemplo aquellos para las cuales
h+ k+1 no sea miltiplo de 4) si se logra establecer una ley entre los Indices de las
reflexiones que aparecen y de las que no aparecen es posible determinar la simetrfa
con que estin distribuldos los 4tomos en el motivo y deducir el grupo espacial al que
pertenece el cristal en estudio, lo cual es un dato de extrema importancia en la de-
terminacién de la estructura.

IVv.2. PODER REFLECTOR DE UN CRISTAL
Hasta el momento nosotros hemos hablado de intensidad y nos hemos referido a ella

como cw drado de la amplitud, pero cémo se presenta en la experiencia y cémo se
determina? La reflexién ocurre en un intervalo angular muy reducido de acuerdo a
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lo que establece la ley de Bragg. Pero atn en las experiencias mds cuidadosas no
es posible reducir la dlvergenma del haz incidente de manera de obtener en la direc-
ci6h exacta de reflexfén N2 Fhkl como valor de intensidad. Por otra parte la radia-
cién empleada tiene también un cierto ''ancho" espectral (ya vimos que K| y K,
forman un doblete), Por lo tanto lo que se observa no es exactamente la intensidad
prevista tedricamente _para un finico vector S bien definido, sino un promedio sobre
un rango de vectores s correspondientes al haz dado. Por lo tanto.las intensidades
difractadas que se observan serdn fuertemente dependientes de las condiciones de la ex-
riencia y no dardn un reflejo figl de la estructura del cristal. Para obtener en las medidas
da intensidad difractada un nimero independiente de las condiciones de la experiencia W,
L. Bragg utilizé el método siguiente:sobre un pequefio cristal, incide un haz de rayos X de
intensidad Iy, y para un cierto §ngulo de incidencia 8o se produce un médximo de difraccién.
Se hace rotar el cristal alrededor de 6, entre 6, -€ y 8,4 &, con una velocidad angular w
y se llama Poder Reflector a la ca%udad

P-1
Io] R (9) de v.5)

R (©) define la distribucién de energia difractada en la reflexién,
Como d G = wdt
P=w (R (0) dt

Io

y/R (©) dt representa la energia total E difractada por el cristal durante su pasaje
por la posicién de reflexion,

Luego P -—

P es directamente observable en la experiencia.

Evidentemente el haber reemplazado el valor tebrico Nthkl2 de la intensidad
por el valor integrado P, implica un cambio también en la expresién de la intensidad.

Admitiremos sin demostracién que el poder reflector de un cristal pequefio
(volumen del orden de l/u3)en el cual puede despreciarse la absorcién es:

Ew -26 3
P= = 2
o 7,9 x 10 1+ cos” 26 7\2 Fhkl 2 py (IV.6.)
2 sen O Ve
Nos aparecen aqul una serie de factores, algunos de los cuales conocemos y otros no
-26 2 .
7,9 x 10 l +cos” 2 O proviene de la fé6rmula Thomson

2

y en particular | +cos> 2 O ya vimos que tiene en cuenta el hecho que los rayos

2
incidentes no estidn polarizados.

H

PR



donde Vc es el volumen de la celda del cristal considerado, se llama factor de Lorentz.
Este factor deriva de haber hecho umintegracién en el médximo de difraccién. Es el factor
que tiene en cuenta, pues, @l haber cambiado la reflexién por su integral. Esta inte-
gracién se hace de manera distinta en cada método experimental. EIl factor de Lorentz
depende pues del método empleado. En particular veremos mds adelante la forma que
toma en el método de Debye-Scherrer. El factor de Lorentz suele agruparse con el
factor de polarizacién y se lo encuentra en tablas como factor L.P. para cada método
experimental.

D es llamado factor de Debye-Waller el cual tiene en cuenta que los 4tomos de un s6-
lido estdn vibrando por efectos de la energfa térmica y depende de la temperatura,.

Y observemos, finalmente, que en el caso de un cristal pequefio, el poder re-
flector es proporcional al volumen del mismo,

Iv'2.l. PODER REFLECTOR DE UN CRISTAL GRANDE

La ecuacién (IV.3.) da el poder reflector de un cristal pequefio. En realidad,
todos los cristales usados en una experiencia corriente, son demasiado grandes como
para que esa f6érmula sea vdlida. En principio, ya podemos prever que no podrd des-
preciarse la absorcién en el cristal y ésta dependerd, ademds de la naturaleza, de la
forma y dimensiones del mismo. En estas condiciones el poder reflector de un cris-
tal macroscépico (~Ilmm~) puede calcularse facilmente para determinadas formas geo-
métricas sobre la base de la llamada teorfa cinemética, la cual da resultados bastante
bien verificados por la experiencia en la mayorfa de los cristales.

Consideremos un cristal macroscépico y dividdmoslo en pequefios elementos. ta-
les quea cada uno de ellos pueda aplicarse la férmula (IV.3). La teorfa cinemdtica esta
blece que la intensidad total difractada es la suma de las intensidades difractadas por
cada uno de los cristales elementales en que se ha dividido el cristal macroscépico.
Para que esta aseveracién esté justificada, es necesario que las ondas difractadas por
cada cristal elemental no interfieran con las difractadas por los otros. Esto implica
a su vez que cada uno de los cristalitos elementales estén desplazados o desorientados
entre si. Un cristal macroscédpico constituldo por cristales elementales de esa mane-
ra se dice que tiene una estructura mosaico o que es idealmente imperfecto. Este mode
lo imaginado por Darwin en 1913, describe bastante bien a los cristales reales. Estos,
sabemos hoy, contienen un gran nimero de dislocaciones que constituyen las ''paredes"
que limitan a cada uno de los cristalitos cuyas dimensiones son del orden del micrén.

Como dijimos méds arriba, es necesario tomar en cuenta la absorcién y asf,
entra en juego la forma geométrica del cristal. Por ejemplo, para un cristal en for-
ma de placa de espesor grande, con los planos reflectores paralelos a la superficie,
se obtiene para el poder reflector la expresién siguiente:

Poin = EW_= 7.9 x 10726 1 +cos? 20 )\3 Fhkl
Eo 2 sen O /u Iv.7)
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Eo es la energfa que transporta por segundo el haz incidente,

E la energla reflejada por el cristal durante su pasaje por la posicién de refle-
xibén,y
el coeficiente de absorcién lineal.

Los otros factores tienen idéntico significado que en (IV.3.)

Si un cristal no puede considerarse como cristal mosaico la teorfa cinemética
no es vdlida. En efecto, el poder reflector medido en ciertos cristales de calcita o
diamante es mucho menor que el que predice la teorfa cinemdtica. Esto se debe a
que los cristales son realmente perfectos y no pueden despreciarse las interacciones
entre las ondas reflejadas y la incidente en el seno del cristal. El cdlculo tedérico de
del poder reflector en este caso se hace en base a la llamada teorfa dindmica, que
es de considerable complejidad, por lo que escapa a los fines de este curso. Por
otra parte, el dominio de aplicacién de los resultados de dicha teorfa es muy restrin-;
gido. En la gran mayorfa de los casos es la teorfa cinemitica la que brinda los re-
sultados mis acordes con la experiencia, aunque se requieren ciertas correcciones no
siempre fdciles de hacer. En los Gltimos afios, sin embargo, la teorfa dinamfca ha
cobrado gran importancia en el estudio de cristales con alto grado de perfeccién creci-
dos artificialmente.

IV.3. CONCLUSIONES GENERALES

Tenemos ahora resuelto el problema siguiente: dado un cristal de estructura co-
nocida, hallar el diagrama de difraccién cuando sobre dicho cristal incide un haz de ra
yos X. Hallar el diagrama de difraccién significa espccif{car: a) las direcciones en que
se producirdn méiximos de difraccién, b) Las intensidades correspondientes a los mis-
mos. Las direcciones de difraccién quedan perfectamente determinadas por la ley de
Bragg y su equivalente en la red reclproca, la ley de Ewald. Las intensidades de los
haces difractados se evalan en términos de los factores de estructura que dependen de
los fndices (hkl) de cada direccién de difraccién, o lo que es lo mismo de las coordeni
das de cada nodo de la red reciproca del cristal dado. Con esos factores de estructura
se calcula el poder reflector de acuerdo a las fé6rmulas establecidas. Vale decir: hallar
el diagrama de difraccién de un dado cristal es equivalente a hallar su espacio reciproco.
Este espacio recfproco consiste en la red reciproca,a cada uno de cuyos ncdos se le ha
asosciado el factor de estructura Fhkl correspondiente.

Las direcciones de difracci6n estdn determinadas por la red del cristal y, para
una dada longitud de onda, no dependen de la naturaleza de la radiaci6n incidente ni del
tipo de interaccién con la materia. Estas direcciones deben satisfacer las mismas le-
yes ya sea que la radiacién incidente sea rayos X, neutrones, electrones o iones (en
estos dltimos casos lo que interviene es la longitud de onda asociddd a cada une de e-
sas partfculas de acuerdo a la mecdnica ondulatoria).

Las intensidades de los haces difractados depende de la distribucién de d4tomos en

la celda, es decir depende del cristal, y del tipo de interaccién de los dtomos con la ra-
diacién. Asf, la red reciproca de una dada red cristalina depende sélo de la red del
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cristal. El espacio reciproco, depende de todo el cristal y del tipo de radiacién em-
pleado,

IV.4. DETERMINACION DE LA ESTRUCTURA DE UN CRISTAL A
PARTIR DE SU DIAGRAMA DE DIFRACCION

IV.4.1.GENERALIDADES

Nos abocaremos ahora al problema inverso del planteado anteriormente: dado el
diagrama de difraccién de un cristal, hallar su estructura. Es decir, queremos hallar
su red y la distribucién de 4tomos en la celda.

El diagrama de difraccién permite hallar de manera precisa la red reciproca de
la red del cristal dado. La medida de la energfa reflejada en cada reflexién permite
(férmulas IV.3.), calcular los médulos de los factores de estructura . Sin ambargo,
surge aqul una dificultad que ya hemos adelantado: el factor de estructura es, en gene-
ral un nGmero complejo, y la experiencia sélo permite determinar su médulo. Los
datos experimentales obtenidos del diagrama de difracci6n, no bastan, pues, para deter
minar completamente el espacio reciproco del cristal. Esta deficiencia constituye la di
ficultad méds grande en la determinacién de estructuras cristalinas y asl, éstas sélo pue
den determinarse por métodos méds o menos particulares sin que exista una solucién ge-
neral,

La determinacién de estructuras es de por si una rama de la ciencia que requie-
re una alta especializacién y aunque ello constituye la aplicacién méds fructifera de los
métodos de difraccién, son otras aplicaciones, muchisimo més fdciles de llevar a cabo,
las que han hecha que dichas métados cobrenamplia difusién en laboratorios de investigacién y de
control y andlisis industriales. Dado que el presente curso estd destinado a quienes
pueden ser usuarios de estas Gltimas aplicaciones nos limitaremos aqul a dar los funda-
mentos de la determinacién de estructuras, y nos referiremos en los préximos capftulos
con méis detalle, a las otras aplicaciones.

IV.4.2. DETERMINACION DE LA ESTRUCTURA

El primer paso en la determinacién de estructuras es encontrar la red del
cristal. Esto no suele ser en general de diffcil solucién: ¢omo veremos en el préxi-
mo capftulo.La red y las dimensiones de la celda se determinan con relativa facilidad.

Con el volumen de ésta y la densidad macroscépica del cristal se obtiene la masa contenida
en la celda,la cual debe ser un miltiplo entero de la masa del 4tomo en el caso de un ele-

mento puro o de la molécula en el caso de un compuesto. Se obtiene asf el nimero y natu-
raleza de los 4tomos que deben ubicarse en la celda.

Estos dtomos no pueden encontrarse en posiciones cualesquiera sino en ciertos
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puntos perfectamente definidos por el grupo espacial cuya determinacién se hace como
ya lo dijimos en pag.52 en base a la ausencia sistemdética de ciertas reflexiones.

Una vez que esas ausencias han sido identificadas, tablas especiales (International Ta-
bles for X Ray Crystallography) permiten hallar el grupo espacial y las posiciones po-
sibles de los 4tomos en la celda.

Si se trata de un elemento puro, los datos obtenidos de esta manera dejan per-
fectamente establecida la estructura y el problema estd resuelto., La dificultad surge
cuando se trata de cristales con un gran ndimero de 4tomos diferentes dentro de la cel
da: se sabe en qué posiciones hay 4tomos pero no qué 4tomo ocupa una dada posicién.
Para analizar este problema reescribiremos la expresién (IV.l.), del factor de estruc-
tura:

“(h kyY+lzv)
SDF SRR A
Y

donde la suma se extiende a todos los 4tomos de la celda. Ahora, en lugar de conside
rar una distribucién discontimua de 4tomos que se repite de celda en celda, definiremos
las distribucién de materia en el cristal por la funcién continua, densidad electrénica,
(xyz) o nimero de eléctrones por unidad de volumen en cada punto. Tomaremos co-
. 3 » » e . .
mo ejes coordenados las aristas de la celda a, b, ¢, y elegiremos como unidad de lon-
gitud las longitudes a, b, c de esos vectores. Dada la estructura triplemente peribdica

del cristal, la funcién P (xyz) serdtambién periédica en las tres direcciones y,de la mane-

ra en que se definiercn Tas variables espaciales, el periodo de identidad serd la unidad. En
la expresion del facter de estructura es posible cambiar los fy poxf(xyz) y asi en lugar de

una suma queda una expresién intzgral

fffj 1 2 fhe+ky+lz) o
Fovi = ¢ 4 [xyz)e dxdydz
hkl &/")//b,[f Y V.5

las integrales quedan asi extendidas a cada una de las tres dimensiones de la celda.

Dado quef (xyz) es triplemente periédica, ella puede considerarse como suma
infinita de funciones sinusoidales de la forma (teorema de Fourier ):

ﬁ (xyz) :ZZZ o
P a1 Ay, e Ii(px + qy 4 rz)
(Iv.9.)

introduciendo (iV.9 )en (IV.8)

Fii =Zzz/yyl qure2 m(px qy rz)e -2 (\r(hx ky lz)dxdydz
p q rjojojo

Vale decir que Fpii es una suma infinita de términos de la forma:

1

1
qux]ez'ﬂ’i(p - h)de/e 2l - Wy dy/;z’lﬁ(r - 1)? dz
( 0 0

Cada una de las integrales es nula salvo sip =h, q =k, r=1
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0 sea I pl Pl
Fhkl = A"K%/ojo dxdydz

Pero
L sl 4l
/ dxdydz = Vec. = volumen de la celda
oJo/Jo
Luego
Fpg = Ve Ay
Por lo tanto:

~offi( hx+ ky+ lz)
(xyz) = _4 ZZ F &2
/" Ve % k 1 hkl

(Iv.10.)

o sea, el factor de estructura correspondiente al nodo (hkl) de la red reclfproca es el
coeficiente del término hkl de la serie de Fourier,que representa a la densidad electré
nica del cristal. Vemos ahora de manera bien explicita que la densidad electrénica,
o sea la distribuci6én de materia dentro del cristal, depende de los factores de estruc-
tura completos, en médulo y fase. Vale decir, la distribucién de materia en el cris-
tal no quedard enteramente definida por el sélo médulo (Fyy 1) que obtengamos de la
experiencia,

Como ya dijimos, no existe solucién general para obviar este inconveniente y
nos limitaremos a enumerar algunas posibles soluciones. Reescribamos (IV.() po-
niendo en evidencia la fase de los Fhkl en la forma Fpy = |Fhk1!e- i hke

Py = T By e (i ky+ law o Bl)
h k 1

(Iv.1tL.)

El método, en principio, més inmediato para obtener f (xyz) es el llamado de
ensayo y error. Este consiste en postular una estructura arbitraria y calcular a
partir de ellas los factores de estructura Fhk? ;. se realiza la suma (IV.{0) . Se ob-
tiene asl una funcién ﬁ (xyz) que definird una estructura diferente de la postulada, de
la cual es posible calcular los factores de estructura en mdédulo y fase.Se toman estas
fases y se las asocia a los respectivos médulos de los factores de estructura observados;
se vuelve a hacer la suma (IV.10), Este proceso se repite asf un nimero suficiente de veces.

Si la eleccibén de la estructura postulada es acertada los distintos & hkl obteni-
dos como resultado de sucesivas sumaciones forman sucesiones que convergen a ciertos
valores. Estos dan la distribuciénf (xyz) que permite definir completamente la estruc
tura.

Es evidente que el método es extremadamente laborioso e incierto. Las sumas
no se hacen en tres dimensiones sino que se suma proyectando en distintos planos del
cristal, con lo que se obtiene como funcién de sélo dos variables en el plano de
proyeccién. Un ejemplo de la funcién proyectada en forma de curvas de nivel se mues_
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a) Proyeccién sobre el plano (010)
de la estructura de un silicato
complejo de magnesio y calcio

b) Proyecci6n sobre el plano (010)
de la estructura del antraceno
Cl4H10' Nétese la analogia con
la forma de la molécula.

—escala _

Figura 1V.1
Ejemplos de proyecciones de densidad electrénica
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tra en la figura IV.1.

Otro método que brinda utilidad en la determinacién de estructuras cris-
talinas es el llamado de la serie de Paterson. Este método hace intervenir no
ya los factores de estructura sino los cuadrados | Fpki [ 2

Se define como funcién de Patterson a la funcién

P xyz) = VC///ja (u,v,w)f @+x, v+ y, w + z)dudvdw

Si reemplazamos ahora wav.w.)y f) u+ x, v* y w+ 1z)
por sus respectivos desarrollos en serie de Fourier de la forma (IV?

P (xyz) =_1_/1/1/1 ZZZZZZ . ofi u+ kv + lw)
6 Yo Yo

h 1 '
Vo kI h k Fhrl

—~ -2Tiqx + k'y + 1'z) dudvdw
-2'1i hu + kv +1'w) o

< Tkl

y todos los términos de la suma son nulos salvo si h' =h, k' = kl'=1.

Ademds como P (xyz) es real, los coeficientgs de la serie de Fourier
Fy deben ser tales que Fynpr = Fhkl = Fpp , luego:

av.12)
P (yz) —Z,T (hy+kylz)
(xyz) Vc ZZZ) kg L Y

La funcién de Patterson es pues directamente calculable a partir de los
datos experimentales  los cuales nos dan los (F,, ). Una vez obtenidos és-
tos un programa adecuado de computadora permite eévaluar P (xyz). Pero al-
canza ésta realmente para definir una estructura ? Veamos ante todo cudl
es su significado:es el promedio de las densidades electrénicas en dos puntos se-
parados por una cierta distancia en el espacio. Para aclarar ésto consideremos
un conjunto de N 4tomos idénticos rigurosamente ordenados segin un esquema
reticular. Hagamos sufrir ahora a todo el cuerpo que constituye el agregado,tras-
laciones sucesivas de manera que cada uno de los N dtomos ocupe sucesivamen-
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te un dado punto O, La funcién P(xyz) es la superposicién de esas N estructuras
idénticas pero desplazadas entre sf. Al tratarse de 4tomos idénticos dispuestos en
una estructura reticular cada una de estas N estructuras coincide con el cristal ori-
ginal. La superposicién de todas ellas serd una reproduccién de dicho cristal. Pero
en el caso de un cristal complicado connumeroses d4tomos por celda no siempre la fun-
ci6én de Patterson da resultados interpretables. Sin embargo la funcién P (xyz) es lo
Gnico que podemos sacar de las experiencias de difraccién sin hipétesis ni modelos a
priori.

Grandes progresos se han realizado en los Gltimos afios en la técnica de deter-
minacién de la fase de los factores de estructura, pero lo dicho es suficiente para ilus
trar la dificultad del problema y los principios de los métodos de solucién.

IV.4.3.CONCLUSION

Es importante destacar bien que la dificultad esencial en la determinacién de es-
tructuras cristalinas reside en que la informacién que brinda la experiencia es incomple
ta: podemos observar los médulos de las amplitudes de las ondas difractadas pero no
sus fases relativas. Esto es lo que realmente impide construir un '""microscopio'" con
el que realmente podrfan verse los dtomos. Nosotros ya discutimos en el capitulo I,
que todo instrumento de 6ptica el cual permite formar imédgenes, requiere recombinar
las ondas luminosas emitidas por un dado objeto. Pero cuando decimos recombinar
las ondas nos referimos a las ondas "completas'" con su amplitud que depende de cémo
los distintos puntos del objeto difunden la luz, y con su fase que nos informa donde es-
t4 ubicado cada punto.Asf, lo que llamamos imagen no es sino una funcién que define la dis-
tribucién de materia en el objeto observado, la cual es suma de las ondas difundidas en dis-
tintas direcciones.La ecuacién (IV.10) no es sino la traduccién formal de lo que acabamos de
decir para el caso de un cristal. La suma de las ondas difundidas en las distintas direccio-
nes identificadas por hkl de la distribucién de materia dentro de la celda.

En un caso general, en que la densidad electrénica no es triplemente peri6dica,
(por ejemplo en gases, liquidos, sélidos amorfos), la suma debe reemplazarse por una

integral:
—_— - 997 i s —
- A -Xds
JO(X) / e (Iv.13.)

donde el vector S es un vector del espacio recifproco (la red reciproca en este caso es

inexistente) A(ET representa la amplitud de la onda difundida en la direcciéns. El vec-
tor x define un punto cualquiera del espacio del cuerpo estudiado. "Ver" significa pues
efectuar la suma (IV.13.), -de la cual (IV.10.) es un caso particular. Sin embargo para
efectuar esa suma es necesario desviar convenientemente las direcciones de propaga- -

cién de las ondas difundidas. De esta manera se forman las imégenes de acuerdo a las
leyes de la 6ptica geométrica como lo expresamos en el Capftulo I. Pero dijimos tam-
bién que la formacién de imdgenes de acuerdo a esas leyes no es posible en el caso de
los rayos X. Con ellos pues la suma (IV.13.) no puede pues llevarse a cabo; al menos
no puede hacerse con la rapidez con que la hacen nuestros ojos... que ademds la hacen
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sin hip6tesis a priori ni computadora,

S6lo nos queda observar entonces un fenémeno de difraccién el cual deja a nues
tra disposici6én nada mds que la energfa transportada por las ondas en determinadas di-
recciones pero no sus fases relativas, Es evidente que con esta pérdida de informacién
no tendremos la imagen fiel del cuerpo observado, tal como la definirfa la funcién de
distribucién de materia en ese cuerpo. Tendremos "algo'" que estard ligado a dicha distribu-
cién, pero su relacién con ella no serd tan fdcil de apreciar. Ese "algo" es la funcién de Pa-
tterson con el significado que le hemos dado.

A partir de la ecuacién general (IV.13.) es posible traducir en f6rmulas lo que
acabamos de decir. En efecto, (IV.13) puede también escribirse:

A — 2T i%W i
@ = f(u)e u (Iv.14.)

lo cual nos da la amplitud difractada en la direccién especificada por el vector 3.
Sabemos que la intensidad, es decir, la energfa por unidad de superficie y por segundo,
transportada por la onda dada es directamente proporcional al médulo de la amplitud, (Ver
capltulo II}). Para obtener la intensidad a partir de (IV. 14)debemos multiplicar AT®) por su
complejo conjugado A*

D = A®).A =jf»(u)e2('T1 8. udu./O(u')e LS. uan

y también
. —_ P e i —
I (.;) =//(u) P(u) e—Z(JT i .(u-u").8 dudu’
Poniendo ahora: T,IT - _X.+—u.

- e e — -
qulx. S dudx

I(s) =ﬁﬁ)fﬁ+‘>’n e
Llamando ahora

P (x) jﬂ&?/’(ﬁ’ﬁc’) i

y resulta
I(s) = A (s) =/P(x)e277vls‘xdx
lo cual es posible escribir como

N
P () =//A(§’)/2 e 2 ISX o (IvV.15.)

P(;)’ es la funcién de Patterson tal como la habfamos definido en el pirrafo anterior y
(IV.15.) no es sino la generalizacién de (IV.l2). P&)’ es pues la médxima informacién

que puede obtenerse en una experiencia de difraccién. En el caso de un cuerpo sélido,
en el que los 4tomos estdn rigurosamente ordenados ella tiene una relacién simple con
la estructura, a la que eventuaimente, puede llegar a determinarla. En el ;aso gene-
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ral, de un cuerpo desordenado (gas, liquido, sélido amorfo) su relacién con la distri-
bucién atémica es méds indirecta, pudiendo alcanzarse a lo més una descripcion estadis-
tica de dichos cuerpos.
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V. METODOS EXPERIMENTALES *

v. 1 GENERALIDADES

Una experiencia de difraccion consiste, en general, en la determina-
ci6én de las direcciones en las cuales existen midximos de difraccién y de las inten-
sidades de éstos.

El método experimental a usar depende de las condiciones de la mues
tra y del tipo de informacién que se desee obtener.

En cuanto al tipo de muestra, dos casos extremos pueden presentarse:
1) La muestra es un monocristal

2) La muestra es un agregado policristalino compuesto de pequefios
cristales orientados al azar (caso de un polvo cristalino o de un
trozo de metal de grano fino.)

Evidentemente este dltimo caso es el mds frecuente y ademds siem-
pre se puede reducir un cristal a un polvo cristalino. Revisaremos primeramente
en forma somera los métodos para cristal inico para concentrar después nuestra
atencién en los métodos de polvos que tienen, para el caso presente, mds impor-
tancia .

V.2. METODOS PARA CRISTAL UNICO
Son fundamentales en la determinacién de estructuras cristalinas, no
asi en los trabajos de rutina que puede requerir un laboratorio industrial. Por es-
ta razdn los describiremos someramente en la medida que los resultados puedan
sernos de utilidad para la exposicion de temas futuros.
De acuerdo a la ley de Bragg
2dy ) sen 6 = }\

dos formas de estudio son posibles:

1) mantener fijo el cristal y variar }\ para que la ley de Bragg se cumpla.
Este es el método llamado de Laue que esbozamos en el capitulo II.

2) usar una Gnica longitud de onda y variar O . Esto da origen al llamado método
de cristal giratorio y todos sus derivados.

(*) El presente capitulo asi como el siguiente se desarrollard en base a trabajos
de laboratorio, de acuerdo a las instrucciones impartidas en la guia de traba-
jos practicos.
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v.2.1. EL METODO DE LAUE

Consiste, como lo hemos adelantado en el Capitulo II, en irradiar un
monocristal con radiacién blanca, es decir, conteniendo una amplia gama de longi-
tudes de onda. Esta radiacién, en la prdctica, se obtiene con un tubo de rayos X
con anticdtodo de Tungsteno. Ya hemos visto cudl es la construccién de Ewald co-
rrespondiente: una esfera corresponde a la menor longitud de onda del espectro y
otra a la ma yor. Darén reflexiones los nodos de la red reciproca comprendidos en-
tre ambas esferas.

Pricticamente la experiencia puede hacerse examinando el cristal por
transmisién o reflexién. Esto dltimo es, por lejos. lo mds frecuente, especialmen-
te con metales. El dispositivo experimental es el indicade en la figura V.1. Se pue-
de apreciar alli que las distintas zonas cristalogrdficas dan origen a hipérbolas
constituidas por manchas que corresponden a los distintos planos cristalogrédficos.

Midiendo la posicidn de esas manchas con dbacos convenientes se
puede identificar la orientacién de determinados ejes del cristal. Sin embargo,el
método de Laue que es el mids rudimentario de todos los métodos de rayos X
brinda muy poca informacién. La ley de Bragg no permite calcular los d por-
que no se conoce qué longitud de onda del espectro actud en cada reflexién. Tam-
poco pueden hacerse medidas de intensidad porque para efectuarlas es necesario
que todas las reflexiones se hayan producido con la misma longitud de onda.En
efecto, cada longitud de onda en general, produce distintas reacciones en los ele-
mentos de deteccidn: la sensibilidad de la pelicula, por ejemplo, no es igual para
todas las longitudes de onda. { Cf. Trabajo prédctico M2 2)

El método de Laue es corrientemente usado por quienes estudian
deformacidn pldstica de monocristales metdlicos. Es una técnica muy simple, y
no requiere personal especializado para llevarla a cabo.

vV.2.2. EL METODO DE CRISTAL GIRATORIO

Este método es fundamental en el estudio de estructuras cristalinas.
Ha sufrido una serie de modificaciones y se ha perfeccionado hasta el punto que,
ciertas cdmaras existentes en el comercio dan directamente una imagen fiel de
Ia red reciproca del cristal.

En la préctica se elige un eje de indices bajos y se hace rotar el
cristal alrededor de él, normalmente el haz de rayos X. Las reflexiones pueden
registrarse en un film plano o como es més frecuente, sobre un film cilindrico
cuyo eje coincide con el eje de giro. Muy frecuentemente, el cristal no cumple
una rotacién completa sino que oscila con una amplitud que se regula de acuerdo
a las necesidades del estudio.

Si un eje de zona [uvw] estd dirigido segin el eje de rotacién, a ese
eje le corresponde la familia de planos (uvw), en la red reciproca: es, en efecto,
su propiedad fundamental Asi (figura V.2.) los nodos
de la red reciproca cortan a la esfera de Ewald, con el curso de la rotacién, se-
gin circulos cuya distancia entre ellos corresponde al espaciado de la red reci-
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proca d¥ o =1/1yyy . Eldngulo )uLn que forma un rayo difractado del n - simo circu
lo con eli plano del ecuador vale

n A w
sen n=
f 7%
ya que la interseccién del rayo difractado con la esfera de Ewald, de radio1/A
estd situado en la cota n duvw. Reemplazando dsz

Lsen/un= nl

donde hemos llamado L al periodo de identidad segin [~uvw, ésto es, la distan-
cia entre dos nodos consecutivos de esa fila reticular.

Los rayos difractados cortardn a la pelicula (figura V.2) segin circu-
los de manchas. Al "desenvolver" la peiicula cilindrica, en ésta aparecerdn lineas
o estratos de manchas que corresponden a los rayos difractados. La distancia Qn
del estrato n al estrato ecuatoriai serd:

Qan=Rtg‘/Un= R n

12 -
R2

Una simple medida lineal sobre el film permite alcanzar asi el periodo de identi-
dad. Si se hubiera rotado el cristal alrededor del eje (100) por ejemplo, a lo largo
del cual el periodo de identidad es la arista,a, de la celda, se obtendria ficilmen-
te esa cantidad. Haciendo adem4s rotar el cristal sucesivamente alrededor de los
ejes (010) (001) se tendria las dimensiones de la celda. La identificacién de qué
plano ha dado lugar a cada reflexién es mis complejo.

De la medida de ia intensidad de los haces difractados es posible de-
terminar los factores de estructura, con el previo conocimiento de los otros fac-
tores que intervienen en la expresion del poder reflector.

El poder reflector para el método de cristal giratorio tiene la expre-
sién siguiente:

l—sen%ldn) 1 +cos 228 23 FhklzDV v.1.)

sen® 2@ 2 sen 2 6 V%

p= _Ew =7,9x10"26(
Io

donde cada uno de los factores tiene el significado especificado en el pirrafo IV.2.
Para el estrato ecuatorial /*‘n = 0. En la expresién del poder reflector no se ha
incluido un factor que tenga en cuenta la absorcién. A menos que el cristal tenga
formas particulares convenientes, esta correccidn es dificil de llevar a eabo.

Por otra parte (V.l1.), vale si la teoria cinemética es aplicable.En
realidad, frecuentemente son necesarias correcciones importantes para poder
obtener valores del factor de estructura sin grandes errores.

En general, el método de cristal giratorio no es de uso corriente en
laboratorios enlosque se llevan a cabo aplicaciones generales sin entrar en la de-
terminacién de estructuras y la interpretacién completa de los diagramas obteni-
dos es terreno del especialista,
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V.3 METODOS PARA POLVOS CRISTA LINOS

vV.3.1, FUNDAMENTOS DEL METODO

-3 Supongamos un agregado de pequeiios cristales (cada uno del orden de
10 mm3) distribuidos con una orientacién cualquiera y hagamos incidir sobre
ellos un haz de rayos X monocromdticos de longitud de onda 'X . Un plano reticu-
lar (hkl), dard una reflexidn si se cumple la ley de Bragg:

2 dyy sen © :1

Pero en la muestra existen numerosos cristales cuyos planos (hkl) satisfacen la
ley de Bragg y que dardn un haz difractado que forma un dngulo 2 6 con la direc-
cién de incidencia. Por lo tanto, el conjunto de planos (hkl)de los distintos cris-
talitos de la muestra dardn haces difractados en un cono de semiabertura 26 que
tiene como eje el haz incidente (figura V.3.). Si nos referimos ahora a la esfera
de Ewald, se ve que el vector s =2 sen © /), se encuentra sobre un circulo me-
nor de dicha esfera, quedando perfectamente determinada la reflexién por el solo
médulo de S (figura v.4.)

En la prdctica se dispone una c4dmara cilindrica con una muestra en
el centro, y la pelicula fotogrdfica junto a las paredes de la cdmara. El registro
de las lineas corresponde a la interseccién de los conos con la pelicula (figura
V.5.) Conocido el radio de la cAmara una medida lineal sobre la pelicula da di-
rectamente el 4ngulo de difraccién y con ésto tenemos determinado el médulo del
vector & . La direccién de dicho vector no es & tenible por este método, al
cual llamaremos en lo sucesivo, Debye-Scherrer.

La intensidad de una linea de Debye-Scherrer; por unidad de longi-
tud de dicha linea viene dada por la expresién: '

3 2

2
I -26 1 +cos® 26 F vef. D v 9]
— =17,9x10 1 12 : 5 hkl (V.2
Io ’ VC 2(16Trsen“ @ ¢cos@)
Donde:

I es la energia difractada por unidad de longitud de una linea de De-
bye-Scherrer registrada a distancia r de la muestra.

Io es la intensidad incidente

7,9x 10-26 g5 la constante que proviene de la férmula de Thomson (Cap.
1I).

n es el factor de multiplicidad, o sea el nimero de planos (hkl) con
igual espaciado que contribuye a la misma linea.

1 +cos2 20 es el factor polarizacién para el caso en que el haz inci-

dente %sté sin polarizar.
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13 1 es el factor de Lorentz para el método de
Debye-Scherrer y proviene de la geometria
del montaje. Tiene en cuenta dos efectos:

1) la probabilidad que un dado plano (hkl)sa-
tisfaga las condiciones de reflexion.

2) el hecho de tomar solamente la energia por
unidad de longitud de la linea en lugar de con-
siderar la energia total emitida en toda su
longitud.

2
Ve 16T sen 2 © cos ©

Fhkl )2 es el factor de estructura para los planos reticulares a los que co-
rresponde la reflexion.

Vef. es el voluman efectivo del polvo cristalino, o sea el volumen de polvo
que daria la misma intensidad difractada si no hubiera absorcién.
Depende fundamentalmente de la naturaleza de la muestra y de su
forma geométrica y puede evaluarse para algunas formas simples
(varillas, placas).

D es el factor de Debye-Waller que tiene en cuenta el efecto de la
temperatura y que serd analizado en el capitulo VIII.

De la férmula (V.2.) se deduce una limitacién muy importante del
método de Debye-Scherrer. En efecto, el factor de multiplicidad tiene en cuenta
el nimero de planos (kl) de igual espaciado que contribuyen a una dada linea pe-
ro a cada uno de ellos corresponde en general, distinto factor de estructura; quie-
re decir que, a partir de una medida de intensidad puede no ser posible determi-
nar los factores de estructura de los planos individuales.

Por otra parte, para cristales de baja simetria, el diagrama de
Debye-Scherrer comporta un gran nimero de lineas, especialmente en la zona
de dngulos mds grandes, y muchas de ellas no pueden separarse.

Estas limitaciones hacen que el método de Debye-Scherrer no sea
indicado para la determinacién de estructuras cristalinas. En los capitulos si-
guientes se verd, sin embargo, cudntos datos de orden prictico pueden obtenerse
sin dificultades con este método.

v.3.2. MONTAJES EXPERIM ENTALES

El montaje experimental mds simple ya ha sido descripto: se regis-
tran las reflexiones en un film adosado a las paredes de una cdmara cilindrica
en cuyo eje se coloca la muestra. Para la mayor parte de los trabajos corrientes
no es necesario la radiacién estrictamente monocromdtica sino que basta filtrar

la linea KP .

La complejidad de diversos problemas exige, sin embargo, disposi
tivos mds complicados. Por ejemplo, si se observan lineas muy ensanchadas,
o de muy baja intensidad, la radiacién filtrada puede origina r un velo de la pe-
licula del cual dichas lineas no se destaquen; si un diagrama contiene un gran ni-
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mero de lineas puede requerirse una resolucién superior a la que la cdmara des-
cripta permite alcanzar sin grandes pérdidas de intensidad. Para estos casos se
usa la llamada Cdmara de Guinier. Por otra parte, si se requiere medir las in-
tensidades difractadas en cada linea, el método fotogrdfico resulta muy poco pre-
ciso y se usa para esos efectos el dispositivo conocido como difractémetro.

Analizaremos someramente esos dispositivos.

v.3.2.1. LA CAMARA DE GUINIER

Si se dispone en una cdmara la muestra y la pelicula en la forma
indicada por la figura V.6, se obtiene el montaje llamado de Seeman-Bohlin. Esta
cdmara que permite alcanzar mucho mayor resolucién que la cdmara cilindrica
registra el espectro de difraccién parcialmente; es decir, no registra simultdnea-
mente todos los 4ngulos de difraccién posiblesentre 0 y 180°, y puede ser necesa-
rio mds de un diagrama de difraccidén para obtener distintas regiones angulares
de un espectro.

Por otra parte, la cimara de Seeman-Bohlin sélo es apta para re-
gistrar grandes dngulos de difraccién: 2 © > 90° y no soluciona el problema de
la monocromaticidad. Resulta mucho mds prdctica la llamada cdmara de Guinier.
Esta se basa en el acoplamiento de una cdmara de Seeman-Bohlin con un cristal
curvo que actia como fuente de radiacién monocromaAtica,

El dispositivo monocromador es un cristal sobre el cual se hace in-
cidir la radiacién emergente del tubo de rayos X. En una posicién conveniente del
cristal, se satisface la ley de Bragg y reflejard una longitud de onda de las con-
tenidas en el espectro de la radiacién incidente. Como este procedimiento condu-
ciria a una pérdida prohibitiva de intensidad, se ha ideado el sistema que consis-
te en curvar convenientemente el cristal reflector, lo que permite focalizar la
radiacién de acuerdo al esquema de la figura v .7.

El acoplamiento de un monocromador de cristal curvo (en general
de cuarzo) con la cimara Seeman-Bohlin, lo que constituye la cimara de Gui-
nier, se hace de acuerdo al esquema de la figura V.8, En la V.8a. se muestra
el montaje por transmisién, que no es posible realizar con la cimara Seeman-
Bohlin y en V.8b., el montaje por reflexién. Se tiene la ventaja sobre esa cimara
de trabajar ahora con radiacién monocromatica, lo que se traduce en la limpieza
del diagrama de difraccion.

La cdmara de Guinier constituye el mayor perfeccionamiento de
principio que se hizo en el método de Debye-Scherrer, usando técnicas fotogra -
ficas.

v.3.2.2, EL DIFRACTOMETRO
Es un dispositivo mecédnico de alta precision en el cual un contador
(Geiger Milller, proporcional o de centelleo) registra las intensidades difracta-

das en funcién del dngulo de difraccién. Estos dngulos quedan determinados con
una precisibnde t 0.01°en2 © .
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La geometria de focalizacitn es, en principio, la misma que en el
método de Seeman-Bohlin. Sin embargo (figura V.9. ) el contador no se desplaza
sobre el circulo de focalizacién de Seeman-Bohlin sino sobre un circulo centrado
en la muestra. Para conservar permanentemente la focalizacién sobre este circu-
lo, la muestra gira a una velocidad angular que es la mitad de la velocidad con
que gira el contador,

Las intensidades difractadas son detectadas por un contador cuyos
pulsos al pasar por un circuito electrénico adecuado dan lugar a una corriente
proporcional a la energia medida por el contador, que se registra. Asi la medida
de intensidades difractadas se hace con suma facilidad y precisién.
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Guinier, A. Obra citada en Capitulo II.
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VI. APLICACIONES DE LOS METODOS
RADIOCRISTALOGRATFICOS

Los métodos de difraccion fueron aplicados fundamentalmente al es-
tudio y determinacidn de la estructura de la materia en escala atémica, de cuyos
principios nos hemos ocupado en el capitulo anterior. Pero esos métodos de di-
fraccion permiten resolver ademds numerosos problemas de orden prictico y
ésto justifica su uso en laboratorios industriales de control y andlisis.

Nosotros no enumeraremos exahustivamente las posibilidades sino
que mencionaremos las méds simples y usuales y nos detendremos, en particular
sobre la posibilidad de resolucién de ciertos problemas de interés dentro de la
tecnologia metaldrgica. Por lo tanto, no nos vamos a referir a la aplicacién de
métodos de cristal inico que tienen, en general, interés dentro de la investiga-
cién bdsica y centraremos nuestra atencién en las aplicaciones del método de
Debye-Scherrer de uso mds frecuente y sencillo.

VI.1. ANALISIS RADIOCRISTALOGRAFICO

El andlisis radiocristalogrdfico tiene por fin identificar y do-
sar las especies cristalinas presentes en una dada muestra a partir del diagrama
de difraccién. Como ocurre en general en todo tipo de andlisis, los fundamentos
del andlisis cualitativo y el cuantitativo son distintos y los trataremos por sepa-
rado.

VI.1.1. ANALISIS CUALITATIVO

Se basa en que cada especie cristalina da un diagrama de difrac-
cién caracteristico. Este estd definido por las distancias reticulares y las inten-
sidades, asociadas éstas a la distribucién atémica en el interior de esa especie.
Si una muestra desconocida da un diagrama de difraccién que puede asociarse a
una cierta sustancia, puede afirmarse que dicha sustancia estd presente en la
muestra. En realidad ésto no es rigurosamente cierto, puede darse el caso en
que sustancias diferentes den diagramas prdcticamente iguales. Sin embargo,
esta situacién es excepcional y de ninguna manera invalida la técnica.

Su principal ventaja es que el andlisis se hace sobre la muestra
sélida, sin ningin tipo de alteracién y el resultado es la determinacién directa
de los componentes. El andlisis quimico se hace normalmente por via himeda,
lo que implica la disolucién de la muestra y la biisqueda de los iones. La espec-
trografia luminosa vaporiza la muestra en un arco y asf lo que se identifican son
los 4tomos. El método de difraccién determina el cristal, es decir, el compues-
to mismo. Y aln mds, si se trata de las distintas fases de una especie quimica
0 compuesto, cada una de ellas da un diagrama de difraccién diferente y, por
lo tanto, pueden identificarse. Esto tiene una gran importancia en el estudio
de fases en aceros. Puede citarse, como ventaja adicional la infima cantidad
de material requerida para un andlisis,la cual, por otra parte, no es destruida.
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La contrapartida de estas ventajas es que el nimero de especies cris
talinas es casi infinito y si se tiene una muestra de la cual se ignora absolutamen-
te todo, es dificil en un caso generzal llegar a una identificacién completa .

El métoco sistemético de andlisis consiste en comparar el conjunto
de espaciados obtenidos a partir de un diagrama por simple aplicacién de la ley
de Bragg, conconjuntos de espaciados patrones clasificados de manera tal que es
ficil hallar el conjunto que corresponde al espaciado medido. Cada diagrama patrén
se encuentra en una ficha y el conjunto de esas fichas, cada una correspondiente
a una sustancia, constituye el llamado Atlas A .S T QM. (American Society for
Testing Materials), que engloba en total alrededor de 6.000 especies cristalinas.

El método es en principic muy simple y puede ser llevado a cabo por
personas que ho posean conocimientos profundos de radiocristalografia. La difi-
cultad esencial deriva de que no todas las especies cristalinas estdn catalogadas
y ésto es un gran inconveniente en general y particularmente en el andlisis de mez
clas complejas.

VIi.1.2, ANALISIS CUANTITATIVO

En el diagrama de difraccién de una mezcla de distintas especies
cristalinas la relacién de intensidades de las lineas de los respectivos componen-
tes depende de la relacién de concentraciones. Se 1ntuye ficilmente que la compa-
racién con mezclas de composicién conocida puede conducir al dosaje de una cier-
ta fase en una mezcla dada . Esto supone sin embargo que pueden medirse las in-
tensidades difractadas con precisién. Por esta razén el andlisis radiocristalogrd-
fico se ha difundido recién cuando el difractémetro a contador pasé a ser un ins-
trumento corriente en lcs laboratorios .

Consideremos una mezcia de fases y sea m una de ellas, cuya pro-
porcién en la muestra es Cm. Si llamamos im la intensidad de un maximo de
difraccién correspondiente a esa fase en el &ngulo 6m, vale la relacién:

im = Cm q,mK (© m) lo
donde:

Io es la intensidad del hiz incidente

qm es un factor que depende de los indices (hkl) correspondientes a
ese maximo de difraccién y de la naturaleza de la fase m.

K@ m) es un factor que depende de la absorcién de los rayos X en la
muestra y, en el caso del difractdmetro, es independiente de © y
vale 1/‘2‘/usiend0/4 el coeficiente de absorciéon de la muestra.

Con los difractémetros modernos la intensided Io puede considerar-
se constante a lo largo de toda una serie de experiencias. Asi’. si la muestra in-



cOgnita se compara con una muestra patrén en la cual la fase m ests en una pro-
porcién C'm, conocida, la relacién de intensidades medidas con las dos mues-
tras es:

!
im_ Cm M (VI.2)
i'm C 'm /u

y esta férmula puede aplicarse en los casos siguientes:

1) Todas las fases presentes en la muestra tienen el mismo coeficiente de absor-
cién (es el caso de una mezcla de dos formas alotrépicas de un mismo com-
puesto) En esas condiciones (VI.2) se reduce a:

Cm _ im
Cm im (VI.3)

la muestra patrén puede ser la fase m pura con la cual C'm =1.

2) Si la muestra patrén y la muestra incognita tienen composiciones que sélo
difieren en el contenido de la fase m, y si éste contenido es muy pequeiio, la
absorcién en ambas muestras es la misma . Nuevamente (VI.2.) se reduce,en
buena aproximacién a (VI.3 .)

Si las condiciones referidas en 1) y 2) no estdn realizadas el método es
igualmente aplicable pero es necesario introducir en la muestra patrén y en la
muestra incOgnita una substancia de referencia en proporcién conocida, con lo
cual se obtiene:

Cm = &m | o Am (VI.4.)
Cir i'm i'r

donde:

Cr y Cr son las composiciones de la sustancia de referencia que se
agregaron a la mezcla patrén y a la mezcla incognita;

ir e i'r las respectivas intensidades en los dos casos.

La aproximacién que puede alcanzarse con este método de andlisis es
del orden de 1 a 2 9. Existen sin embargo ciertos errores sistemdticos muy di-
ficiles de eliminar como el debido a una orientacién preferencial de los crista-
litos que componen la muestra que altera la intensidad de un pico de difraccién .

VI.2 APLICACIONES DE LAS MEDIDAS PRECISAS DE ESPACIADOS
RETICULARES.

VI.2.1. MEDIDA DE LAS DIMENSIONES DE LA CELDA DE UN CRISTAL

Consideremos un cristal cibico y sea a la longitud de la arista de la
celda. Ya se ha demostrado en las clases de cristalografia que entre el espacia-
do dpy| entre planos reticulares de indices (hkl) y el pardmetro a existe la re-
lacién:
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a

d =
il \]'hz + kz-r Lz

Cada medida de espaciados dhkl’ efectuada en un diagrama de Debye-Scherrer,
basta para determinar el pardmetro a en el cristal considerado .

Si se tratara de un cristal hexagonal o de un cristal tetragonal se tendria, respec-
tivamente:

dp

W = a
\[%(hz + k2 o+ 12) + (%)2 12
B a

d
m \]-h2+k2+(%)21

En estos casos bastarfan en principio dos medidas de d;, ; en el diagrama de di~-
fraccién, para obtener los pardmetros a y ¢. La precision en las medidas de las
dimensiones de la celda equivale a la precisién con que se determinen los espa-
ciados dy;, 1a cual es a su vez,consecuencia de la precisién con que se determi-
nan los dngulos de Bragg. Para ver c6mo se propagan los errores de medicién

de esos dngulos, consideremos la ley de Bragg.

2 dy1 sen © =A

y calculemos el error relativo A d/d que corresponde a un error A® enla
medida del dngulo

sen © A d.+ d cos e = 0
b sea

Ad/d = 4 e
tg e

altender 8 a Gr/2,tg © ~» O y A d/d— 0, luego, el error re-
lativo en el espaciado serd tanto menor cuanto mayor sea el dngulo de Bragg de
la reflexién que corresponde a ese espaciado. Por lo tanto para efectuar medidas
precisas de pardmetros de red tendramos interés de efectuarlos a partir de me-
didas de los dy,; correspondientes a las lineas de mayor 4ngulo presentes en el
diagrama. Efectuando cuidadosamente esas medidag puede alcanzarse sin gran-
des dificultades una precisién del orden de 10-4 en el pardmetro.

La medida precisa de las dimensiones de ia celda de un metal puro se-

r4 el objeto de un trabajo prédctico en el curso del cual se dardn todos los deta-
lles relacionados con ese tipo de medida.
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VI1.2.2. APLICACIONES A LA DETERMINACION DE COMPOSICIONES
EN SOLUCIONES SOLIDAS Y DE LIMITE:DE FASES EN ALEA-
CICNES

En lo sucesivo, para simplificar la exposicién, nos referiremos exclusi-
vamente al caso de cristales cibicos en los cuales las dimensiones de la celda es-
tdn dadas por el solo pardmetro 'g.;_ . El caso de cristales no cibicos es, eviden-
temente, mds complejo pero las ideas generales que damos acd permanecen esen-
cialmente validas.

Sean dos metales A y B que se mezclan constituyendo una solucién séli-
da. Es bien sabido que a medida que se incrementa la concentracién de soluto B,
el pardmetro de la red de cristal de solucién sélida varfa en forma aproximada-
mente lineal con la concentracién de soluto (Ley de Vegard). En estas condicio-
nes, cuando deben hacerse andlisis de rutina de soluciones sélidas conteniendo
siempre los mismos componentes, resulta prictico construir una curva de cali-
bracién del pardmetro de la red del cristal en funcién de distintas concentracio~
nes de soluto bien conocidas; para una solucién sélida de concentracién incégnita,
se mide el pardmetro y se saca de esa curva de calibracién la composicién co-
rrespondiente .

Debe tenerse en cuentz que por regla general para que dos metales
constituyan una solucién sélida, los radios atémicos de ellos deben diferir en no
mds de un 15% (regla de Hume-Rothery). Esto nos permite prever que las va -
riaciones del pardmetro de Ia red en funcién de la concentracién de soluto serén,
en general, pequefias; en realidad, esas variaciones no son sino la traduccién
de la deformacidn introducida en la red del cristdl solvente por los dtomos so-
luto debido a la diferencia de tamafio entre ambos. En consecuencia, para que
el método de andlisis indicado pueda aplicarse las medidas de pardmetros de
la red deben hacerse con muybuena precisién.

Ocurre con frecuencia que al agregara un metal §tomos extrafios pertenecien-
tes a un cierto elemento éstos se disuelven, formando una solucién sélida hasta
una cierta concentracién que depende de la temperatura. @ partir de esa concen-
tracidn, a la temperatura fijada, si se agregan al sistema2 nuevos dtomos del
elemento considerado, éstos no pasan ya a constituir la solucién sélida sino que
forman una nueva fase cuya estructura cristalina serd, en general, distinta.

La concentracién de soluto a la cual, para la temperatura de la experiencia pre-
cipita una nueva fase se llama el limite de solubilidad del elemento agregado,
a dicha temperatura.

La determinaci6n del limite de solubilidad de un elemento en un metal
puede hacerse en base a medidas precisas de pardmetros de red. En efecto,se
construye un grédfico en el cual se representan los pardmetros en funcién de la
concentracién del metal agregado (Figura VI.1.), mientras éste pase a formar
solucién sélida, el pardmstro variard en funcién de la composicién siguiendo
aproximadamente la ley de Vegard. Cuando el }imite de solubilidad se alcan-
za, la solucién sélida no se enriquece mds en el metal agregado: todo aumento
en la concentracién de éste pasa a constituir la nueva fase. A partir de ese mo-
mento pues, el pardmetro de red de la solucién sélida no variard mds en fun-
cién de la composicién .La abscisa del punto de discontinuidad en la curva del
pardmetro serd el limite de solubilidad a la temperatura en que se hicieron
las medidas .
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En general, la determinacién de puntos de discontinuidad en la variacién
del pardmetro de la red en funcién de la composicién es uno de los métodos mds
usados para establecer limites de fases en sistemas de aleaciones.

VI1.2.3. APLICACICN A LA MEDIDA DE TENSIONES
INTERNAS EN METALES

El principio del método es simple: se miden unas longitudes para un
cierto estado de carga del material; con esas longitudes, si se conocen las cons-
tantes eldsticas pueden evaluarse las tensiones principales que bastan para defi-
nir completamente el estado de teasiones er el material,

Estas ideas se aplican en todo método tendiente a determinar el estado
de tensiones de un dado cuerpo. La originalidad del método de rayos X deriva de
que las longitudes medidas experimentalmente son espaciados reticulares. Como
normalmente ios cuerpos estudiados son policristales en los cuales la orienta-
cién de cada cristalito componente puede suponerse al azar (dentro de ciertas li-
mitaciones) es posible considerar a esos cuerpos como 1s6tropos #en promedio' .
Por lo tanto,pueden aplicarse los resultados de la elasticidad como si se tratara
de cuerpos continuos e isétropos, aunque estemos midiendo espaciados reticula-
res caracteristicos de un cristal el cual es discontinuo y anisétropo.

El interés del método de rayos X deriva del hecho que es, esencialmen-
te, no destructivo y puede aplicarse "'in situ" sobre piezas grandes. Las medidas
pueden llevarse a cabo utilizando cdmaras fotogrdficas o difractémetro.Cada una
de estas posibilidades tienen ventajas y desventajas respecto del problema parti-
cular considerado .P or ejemplo. en una pieza de tamaifio relativamente pequefio
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con caracteristicas estructurales tales que dé lineas de difraccién nitidas, bien

definidas, puede utilizarse indistintamente el método fotogrdfico o el difractéme-
tro; sin embargo, si el estado del material es tal que da lineas muy ensanchadas,
conviene usar el difractéometro a contador; el método fotogrdfico por su parte, es
mds conveniente con piezas muy grandes que no pueden disponerse en el centro de

un difractémetro.

De todos modos, el principio del método es siempre el mismo: se mide
una cierta linea de difraccién y a partir del 4ngulo medido se calcula el espacia-
do dyy entre los planos (hkl) que han dado origen a esa linea de difraccién.
Puesto que la deformacién eldstica es siempre pequefia, la medida de dhkl debe
hacerse con gran precisién para poder observar las pequefias variaciones debidas
al estado de tensiones. Esto nos dice que una vez més, deberemos utilizar las
lineas de difraccién correspondientes a dngulos de Bragg grandes. Estas corres-
ponden a las lineas en reflexién.

En todo el desarrollo que sigue nos referiremos al método fotogrdfico
exclusivamente. Los principios generales establecidos, sin embargo, son los
mismos en el caso del difractémetro.

ﬂ/'spasf/frv Para
¢ Rotascitn de lo Peliula

RN

727777
2L,

TR

Froura . 2

L=~

La figura VI.2. da una idea del montaje experimental fotogrédfico.
Puede verse alli que la pelicula est4 montada en un dispositivo que gira alrede-
dor del eje definido por el haz de rayos X. Esta rotacién tiene por objeto homo-
geneizar las densidades fotogrdficas en las lineas de difraccién; si éstas son
uniformes pueden medirse mejor sus respectivas posiciones sobre la pelicula.
Sobre ésta aparecen asf, las lineas en forma de anillos como en el diagrama de
Debye Scherrer. Midiendo el didmetro de los anillos se deduce el 4ngulo de Bragg
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de las reflexiones si se conoce la distancia muestra-pelicula. La precisién en

la medida de los 4ngulos de Bragg depende asi de la precisién en la medida de
los anillos y de la precisién con que se conoce la distancia muestra-pelicula.Es-
ta puede determinarse obteniendo un diagrama con una sustancia (oro por ejem-
plo), cuyos dngulos de Bragg estén bien conocidos.

VI.2.3.1. ALGUNAS RELACIONES BASICAS DE LA ELASTICIDAD

Se define como deformacién por extensién a la cantidad

€ - Ail (VI.6.)

donde I\ 1 es la variacién en la longitud 1 de una linea de un cuerpo eldstico.

Cuando esta deformacién se produce por efectos de una tensién . G~ actuando
-

en una tnica direccibén, vale la relacién:

E (VI.7.)

conocida como Ley de Hooke. E es una constante tipica del material conocida
como mdbdulo de Young.

Supongamos ahora un sistema de coordenadas ortogonales X, Y, Z.

Una tensién aplicada segin X, (O x producird una deformacién & x» Pero
ademds compresiones segin Y y Z y es vdlida la relacion

_6), - _ézzy)ex = QEO; (VI.8.)

y la constante ‘P se conoce como mbodulo de Poisson.

=
il
|
,‘ix/""’?}y
-.' b ,- ! Tyz
l Txe l
| i
| gy
e T Gx : Ky | Fyx Y
| b ,| ___________ S,
E l ,/””’ y
- ’/’
X
Figura ¥V1.3
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Ademis de las deformaciones producidas por las tensiones normales a
la superficie, existen también deformaciones de corte, cuya magnitud se mide
(figura VI.3) por la relacién entre el desplazamiento lateral de un plano y su
distancia a otro plano paralelo de referencia. La deformacién de corte{ vale
pues (figura VI.3)

Y - 2 = tg (VI.9.)

La relacién entre esta deformacién y la tensién aplicada (3 es

siendo G el médulo de corte.

El sistema de tensiones que actia sobre un cuerpo puede descomponerse
siempre en tensiones normales y tangenciales, y es siempre posible elegir un
sistema de coordenadas, tal que las tensiones tangenciales sean nulas. En este

caso, podemos r etener gb6lo las tensiones normales a las que llamaremos ten-
siones principales y valen las relaciones:

T YC 0]
[T @S]

F e A T)]

y las ecuaciones (VI. 6.) y (VI. 7) son casos particulares de éstas.

™ M

™

Recordemos ahora que los rayos X se hardn incidir normalmente 4 una
superficie, la tensién normal a ésta serd nula y las dos otras tensiones princi-
pales estardn contenidas en el plano tangente a la superficie. El conocimiento
de esas dos tensiones permite determinar las deformaciones en todas las di-
recciones,

Consideremos la superficie libre de la muestra y en ellas las tensiones
O 1 v O 9. Establezcamos un sistema coordenado tal que una direccién
OZ estg definida por su d4ngulo con respecto a la normal ON, y con
respecto a GT . O, es la proyeccién de OZ y Oy en el eje perpendicular a
Ox. En estas condiciones (figura VI.4) las relaciones (VI.10) se escriben:

éx» —}E—< ) (VI.11)

eN - —\) (G.x + Gj) =_ - (G-“\'Q_ ) (VI.12)
é(e'\f , sen 2\¥+ € cos 2 ’\,v (VI.13)
= __[6' (sen }) cos '\Pa ))G—j ] (VI.14)
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y en estas férmulas se basan todos los métodos de medida.

- Figura W4 -
VI.2.3.2. MEDICION DE TENSIONES INTERNAS
CON RAYOS X
VI.2.3.2.1. - ler.Método: un diagrama con haz incidente normal y un diagra-

ma sobre el metal en ausencia de tensiones.

Cuando el haz incidente es normal a la superficie el d4ngulo que forman
los planos reflectores con ella es muy pequefio (no olvidemos que estamos mi-
diendo las lineas de mayor 4ngulo de Bragg posible). Se puede considerar enton-
ces, sin error sensible, que la distancia reticular entre esos planos sufre una
extension dy; cuya variacién respecto del espaciado, en ausencia de tensiones,
estd dada por (VI.12).

€,- N % - V(G Ty
do E

U1+ Gz = =£ dv - b (VI.15)

Pero nosotros ya sabemos (pdrrafo VI.2.1.) que la relacién entre una variacion

relativa de espaciado A d__ , yla correspondiente variacién A8 del dngulo
de Bragg es %i -~ AB .Entonces, a la variacién Ad _dy-do
tg © do - do
corresponde una variacién AB= 9N~90 tal que:
ON-60 - _9nv - o _- Ad
tg eo dO do
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donde ©,_ y §, son los &ngulos de Bragg correspondientes a la ifnea de difraccién
considerdda en ! material tensionrado v libre de tensicnes respectivamente.

En consecuencia: de acuerdc a (VI.15) tomando dos diagramas - uno con el mate-
rial tGHQJOMdO y otrc con el msaterizl libre de tensiones - pueden obtenerse la su-
ma de las tensicnes principales en ia superficie de la muestra.

Queremos car algunas 6rdenes de magnitud de las cantidades a medir y deducir
de alli l2 sensibilidad del método. Pars un 2cero comin:

It

E = 2i.000 Kg/ mm2
\) = 0,28

Entonces, de acuerdo a (V1.15):

0, 0, =-7,5 x10* Ad Ke/ mm?2
dO

Vale decir, si queremos determinzv tensiones inferiores a 10 Kg/mm2 deberemos
determinar lo espzciado de marerz que fd < 1074, Esto da una idea del cuidado
con que deken efectuarse las medidas. dg

Pare tener una idea de 12 precision recesaria en la medida del radio
del anillc de Debye-Scherrer (jue es la cantidad efectivamente obtenida de la expe-
riencia) debemos considerar un caso particular muy concreto. Sea el acero al que
ya nos hemos referido, del cual obtenemos el diagrama de difraccién por reflexién
con CoKeQ { A = 1,758 A), con una distancia muestra-pelicula D= 60,45 mm
(esta distancia se elige porque para ellz existea tablas que simplifican los cdlculos).
Se indica en la figura VI. 5 que 2 la variacidn &d de! espuciado cuando se consi-

° ° o ° a_ 3 o ”
dera el matevrial tensionade y libre de tensiones °le corresponde una variacién
AR (m.m.) del radio de un aniilo de Lebye-Scherrer tal que:

AR (mm) = Ad _I‘t-‘-g o

Cost 26

Si consideramos ahora el anillo de Debye-Scherrer correspondiente a la reflexién
(310) del hierro, cuyo dngulc de Bragg vale 6 = 80° 37,54, resulta

AR mm) - %20 Ad
do

y por (VI.15) tomando los valores especificados de E y Y7, resulta

( S h. +U’2- Kg/mm2) = -91 8 AR (mm)

Asf,si la variacién que sufre el radic de un anillo de difraccién al considerar el
material tensionado y libre de tensiones es de 0,1 mm, esa variacién corresponde
a una suma de tensiones principales de 9,2 Kg/mm2

En general, las lineas de difraccién aparecen ensanchadas como conse-
cuencia de efectos de estructura en el material; variaciones AR inferiores a 0,1 mm,
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- Figura VI.5 - A la variacién de espaciados Ad/d, corresponde la variacién
angular AO = - tg 6.4d/d, ;a esta variacién angular corres-
ponderd una variacién AR del anillo de Debye-Scherrer tal

que: . Ao Ad 2D tg o
R = D. tg28) = -2 D. = . Tg'_
A Altg ) cos?® 28 d, cos* 286

Mareriar en Esrupm

Pgyos X

Praca Forocrarica

= D{g (T-28) = - .Dtg 286

no son, por lo tanto, ficiles de medir. Asf, el valor 9,2 Kg/mm2 puede consi-
derarse como una estimacién de la sensibilidad alcanzable con el método des-
cripto.

VI.2.3.2.2. SEGUNDO METODO , (GLOCKER)

El método que acabamos de describir involucra la medicién de es-

paciados reticulares en el material libre de tensiones. En realidad, es muy di-
ficil encontrar un material en el que podamos estar absolutamente seguros que
no existen tensiones. Por otra parte, los espaciados reticulares en un dado ma-
terial varfan con el contenido de impureza. Por lo tanto podria ser gie la compa-
racién de medidas en dos muestras distintas esté afectada de errores criginados
en efectos que nada tienen que ver con las tensiones internas . Pare obviar estos
inconvenientes, Glocker y su escuela idearon un método que evita la utilizacion
del material libre de tensiones. Este método consiste en hacer incidir scbre la
muestra un hez de rayos X inclinade respecto de la superficie; por ejemplo (fi-
gura VI. 4) el haz puede incidir segin la direccién Z, definida por los dngulos

y (P . En estas condiciones se registra en la placa fotogrdfica los anillos
de Debye-Scherrer como en el caso anterior. Una construccién geométrica sim-
ple permite demostrar que si © esel dangulo de Bragg de la reflexién que ha
dado origen a un anillo de Debye-Scherrer, el dngulo que se mide determinando
el radio de ese anillo es '\p +IL -Bde un lado y \V - E’i + & del otro lado.
Se obtiene asf, de un lado del anillo el espaciadogcl y del otro lado

se obtiene : . d Y+T-©
T+ 6 2
V- 2 A
Esos espaciados iiarmiten cal cular las deformaciones € W*I +& = Y- +9 -’Ao
Cyrre= Sti-e-de do
2

do

- 85 -



Estos datos pueden utilizarse ahora de dos maneras:

a) una de las dos deformaciones que acabamos de calcular se combina con la de-
formacién <€ determinada como lo hemos detallado en el pirrafo anterior con
el haz incidiendo normalmente a la superficie del material:
> d ° - do - C'N“dc - d(p,\.‘)-gi-e--JN
&€ -I;e -eJ\T = S9y-T+8
@V 2 do do
dg, es decir, el espaciado reticular%gl material sin tensiones ha sido pues eli-
minado de estas expresiones salvo en el denominador en donde puede reempla-
zarse sin error sensible por dy, es decir, por el espaciado en la direccién nor-
mal del material tensionado. Tenemos entonces determinada experimentalmen-
te la diferencia entre las deformaciones sin recurrir a medidas en el material
libre de tensiones:

&

e - d‘?:‘f"g_‘“‘e —.dN
N =
aN
Combinando ahora (VI.i2) con (VI.l4) resulta:

: - T
€qy-tre” Sy =g O O+1)sen*(Y-T +8)

Qy-T+e

Vale decir: dos diagramas, uno tomado con el haz incidiendo perpendicularmente
en la muestra y otro tomado con el haz incidiendo segin un 4ngulo \p respecto
de la normal, permiten determinar el valor absoluto de la tensién en la direc-
cién 0x, que es la proyeccién del haz incidente sobre la superficie de la muestra;
esta direccién puede elegirse arbitrariamente;

b) En lugar de usar la deformacién normal pueden utilizarse las dos deformacio-

nes Eq)‘w_n',..e Yy & ©Y+1-6 obtenidas midiendo
los radios dél anilld” le Debye-Scherrer; entonces resulta:

Sowpe” Sepgio = T () [#H(9E-0) (VP

Este método requiere tomar un diagrama solamente, lo cual representa una ven-
taja respecto del método a); sin embargo, la precisién obtenida con un solo dia-
grama es menor.

El método que acabamos de describir - en cualquiera de sus varian-
tes, a) 6 b) - nos capacita pues para calcular el valor absoluto de las tensiones
en direcciones arbitrarias en un dado material. Si se conocieran a priori las
direcciones de las tensiones principales para hallar sus respectivos valores,bas-
tarfa con orientar el haz de rayos X de manera que su proyeccién sobre la super-
ficie de la muestra coincida sucesivamente con esas direcciones.

Si las direcciones de las tensiones principales no se conocen, hay que
determinar las tensiones en 3 direcciones: segln una direccién arbitraria Oy, segiin
otra Oy perpendicular a la anterior y segiin una direccién Oy que forma un 4ngulo
& con O,. La teoria de la elasticidad muestra que la tensién O en una direccién
O‘. que forma un dngulo g con la direccién de la tensién principal Gi vale:
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0: = 0;.cos’¢ + 0 senag (vi.16)
y si (P es el dngulo incognita (G5 , Oy)
Gy = 0) cos® + G, sen?y

Ty = G, cs® @ + Ty sen’

@ = T cos® (Q+xt) + T, ser® (P+ot)
Ty +T, = 0 +G,

Ox =Ty = (G -G,) cos® ¢
2Gs - (T +Gy) = (G-Ga) cos (20 -2)
20u - (Ox + Oy _ _cos (2(0-20)

. q;( - q.y Cosch
Los tres diatramas en posicién inclinada mé4s el diagrama normal dan (. () ,
G y las ecuaciones anteriores determinan (P , 1y 2, es decir ey

estado completo de tensiones en el metal considerado. Sin embargo, el 4ngulo
se obtiene con poca precisién.

VI.2.3.3. DISCUSION DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS EN LA DETERMINACION
DE TENSIONES INTERNAS A PARTIR DE MEDIDAS DE ESPACIADOS
RETICULARES

1. Las principales ventajas del método de rayos X pueden resumirse en lo siguiente:

a) es, esencialmente, un método no destructivo que puede aplicarse, "in situ'" so-
bre piezas grandes;

b) el examen puede hacerse en porciones muy limitadas de muestra, lo que per-
mite ""seguir'' la configuracién del campo de tensiones en distintas porciones de
la misma (por ejemplo, dadas dos chapas de acero, es posible en principio, de-
terminar la distribucién de tensiones al atravesar la lfnea de soldadura);

¢) pueden obtenerse directamente los valores absolutos de las tensiones;

d) los rayos X sélo detectan la deformacién eldstica. La deformacién plastica
sblo produce alteraciones muy localizadas en el espaciado de ciertos planos
reticulares las cuales no dan efectos detectables en las lIneas de difraccién;por
el contrario, en los métodos macroscépicos se determina la suma de las defor-
maciones pléstica y elédstica;

2. Como principales limitaciones del método pueden citarse:

a) Los rayos X penetran muy poco en la superficie de un metal (del orden de
algunos micrones); la determinacién de tensiones por rayos X corresponde pues
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exclusivamente a un andlisis de las tensiones superficiales las cuales no son
representativas del estado general de tensiones del material;

b) todas las férmulas que se aplican derivan de la teorfa de la elasticidad en
cuerpos homogéneos e isé6tropos pero el método de rayos X consiste en medir

las variaciones de un espaciado reticular. Es bien sabido que un cristal es fuer-

temente anisétropo; por ejemplo: en latén, E = 18,000 Kg/mm2 en la direc-
cién (111) y E = 5,150 Kg/mm?2 en la direccién (100). Un trozo de metal puede
considerarse isétropo si es un policristal compuesto por un gran niimero de
cristalitos orientados al azar. Pero aiin asi cabe tener en cuenta que un cris-
tal no se deforma de la misma manera si estd aislado o si estd constituyendo
un agregado policristalino. De todas maneras el médulo de elasticidad serd
siempre un promedio sobre todos los cristalitos individuales que componen
el agregado. Sin embargo, al efectuar la medida por difraccién, NO TODOS
los cristales componentes intervienen sino sé6lo aquellos que cumplen con la
condicién de reflexién, es decir, sélo interviene una Infima fraccién del ni-
mero de cristales presentes en la muestra, la cual tiene orientaciones par-
ticulares respecto de las tensiones. Es fdcil imaginar pues que los médulos
medidos macroscépicamente no coincidan con los determinados por rayos X;
dicho de otra manera: efectuar medidas de tensiones internas con rayos X
utilizando los valores de los médulos determinados macroscépicamente no

es del todo licito;

c) el método de rayos X es poco sensible (ya vimos que un orden de magnitud
de la sensibilidad es 9,2 Kg/mm2), Diversos errores vienen a complicar

las medidas. Por ejemplo, si el material a estudiar d4 lineas muy ensancha-
das, el error que se comete en la medida de la posicién de las mismas puede
llegar a ser tan grande de que invalide la aplicacién del método.

VI.3. TEXTURA EN AGREGADOS POLICRISTALINOS

Al estudiar el método de Debye-Scherrer, hemos considerado que
un agregado policristalino todos los cristales elementales que lo constitufan
estaban orientados al azar. Cuando dicho método fué aplicado a la determinacién
de tensiones internas nos vimos en la necesidad de "isotropizar' el meial estu-
diado para poder aplicarle las leyes de la teorfa de la elasticidad de los medios
continuos. Esta "isotropizacién" se hizo teniendo en cuenta que, al estar todos
los cristales elementales orientados al azar, las propiedades mec4nicas prome-
dio eran independientes de la direccién en que se observaban en el agregado poli-
cristalino.

Este hecho hace prever que, si los cristales elementales no estdn
orientados al azar, sino que existen ciertas orientaciones preferenciales, las
deformaciones que sufrird un dado metal no serdn de ninguna manera iséiropas.
Correspondientemente, la figura de difraccién obtenida por el diagrama de
Debye-Scherrer debe verse modificada ya que la hip6tesis fundamental de dicho
método, es decir, la orientacién al azar, no se satisface mds. En efecto, la fi-
gura de difraccién se modifica y de su aspecto particular puede determinarse
la distribucién de orientaciones de los cristales elementales.
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El conocimiento de esas orientaciones preferenciales o, como tam-
bién se dice, de la textura es de fundamental importancia prdctica. En efecto, la
homogeneidad de la deformacién de un agregado policristalino metdlico, por ejem-
plo una chapa, serd fuertemeate dependiente de la distribucién de orientaciones.
Es evidente pues, la importancia gue puede tener el conocimiento de esas orienta-
ciones en el caso en que la chapa, por ejemplo, deba ser destinada a ernb utidos
profundos. Los problemas de textura son también de suma importancia en la ela-
boracién de elementos combustibles para reactores nucleares.

Analizaremos primero zlgunos casos de texturas simples para pasar
luego a casos mds generales .

VI.3.1. ALGUNAS TEXTURAS SIMPLES

VI.3.1.1. TEXTURAS DE FIBRA

Examinaremos primeramente el caso simple en que todos los cris-
tales tienen un eje dirigido segin una direccién comin a la que se llama eje de
fibra .

El conjunto de cristzles existente en la muestra se deduce de uno
cualquiera de ellos por rotacién de ese cristal alrededor del eje de fibra. Si se
dispone esta direccién en el centro de una cimara de Debye-Scherrer normalmen-
te a un haz de rayos X monocromiticos, el diagrama obtenido con la muestra
inmévil es idéntico a un diagrama de cristal dnico girando alrededor del eje de
fibra. El aspecto general seria pues el del diagrama que vimos en el capitulo
IV: los mdximos de difraccién forman un conjunto de manchas distribuidas en
estratos paralelos al estratc ecuatorial . Ya vimos que la distancia entre esos

estratos vale:
n}\. = L sen/L\l 0 tﬂm)

dnde L es el periodo de identidad segin el eje de fibra y n el dngulo de
los rayos difractados en ¢l n-simo estrato respecto del estrato ecuatorial . Fi-
gura VI.6.

Un ejemplo tipico de textura de fibra es el de un alambre estirado.
La figura VI.6., muestra un diagrama de Debye-Scherrer obtenido con un alam-
bre de Aluminio estirado y su esquematizacién que permite asociarlo con un
diag rama de cristal giratorio. Se ve que cada anillo de Debye-Scherrer aparece
fraccionado con una serie de arcos cortos distribuidos en estratos paralelos
al plano ecuatorizal, Esto nos indica que todos los cristalitos tienen en comin
un eje de determinados indices orientados segin el eje del alambre . Queremos
encontrar ahora los indices dei eje de la red cristalina orientado segin el eje
del alambre. Lo que debemos hacer primero es pues, determinar el periodo de
identidad a lo largo de ese eje. Si el radio de la cimara es 38 mm y el primer
estrato se encuentra a 3,8 mm del ecuador, el dngulo j, 4, de los rayos difrac-
tados vale:
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Figura VI.6

Diagrama de un alambre de aluminio de

@ = 0.5 mm estirado, obtenido con ra-
diacién MoKoX. En el esquema de aba-
jo puede verse que las manchas se dis-

tribuyen en estratos.
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’= arc. tg. 3,8

38

[
pero de(VI.16) y sabiendo que se usd MoKo(( 7\ = 0, 71A )

X 0,71 o
L =M = = 17,0 A
arc. tg 3.8
/ : 38

Ahora bien, se sabe que el aluminio tiene una celda ctbica y que su pardmetro va-
le 4,04 X‘,__Se aprecia ficilmente que el periodo de identidad medido es del orden
de 4,04.\ 3 = 7,01 X, es decir la diagonal de la celda. Podemos pues afir
ma r que el eje de fibra es el (111),

Dado el alargamiento de cada mancha segtin la direccién del anillo
de Debye-Scherrer, la distancia entre dos estratos puede ser imposible de medir
con suficiente precisién. Resulta mucho mds prictico, entonces, medir el 4ngulo

entre el didmetro vertical del diagrama y la direccién de la red reciproca
definida por las manchas (111), (200), etc. La trigonometria esférica muestra
que cuando el haz incidente es normal al eje de fibra:

Ccos ‘ = cos O& cos 9

donde Q{ es el dngulo entre el eje de fibra y la direccion que correspade a una
de las manchas del diagrama que se produce en el dngulo de Bragg © .Si ©
es pequefio (para los primeros anillos de Debye-Scherrer), puede tomarse sin
gran error cos F = cos O . Asi, el dngulo medido directamente sobre
el film representaria, en prine ra aproximacién el dngulo entre el eje de fibra y
la direccién que corresponde a una dada mancha (, k, I).

En el ejemplo del alambre de aluminio estirado, se miden los si-
guientes dngulos con la vertical

/\ (o]
vertical @11) o° y 70°
/N
vertical (200) 559
5 N (o) (0]
vertical (220) 90~ y 35

Y se busca ahora si estos valores son compatibles con la hipétesis que el eje
de fibra sea un eje @111), 100) 6 (10; que son los casos més frecuentemente
encontrados en metales. De la tabla de dngulos que se da con la guia de trabajos
pricticos se obtiene :

/N
(100) 100) 00 y 900
AN
1 00) 110) 459 y 90°
P
(100) @11) 54,74°
(110)/\ (11) 35,26° y 90°
(111)/\(111) 0 y 70° | 52
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El dngulo entre la vertical y las manchas en el anillo (111) satisfacen la hipdtesis
que el eje-de fibra es el (111). Lo mismo el 4ngulo con (110) y 100) que aparecen
en el film como (220) y (200). El eje de fibra es pues el (111), coincidente con lo
que habifamos encontrado midiendo distancias entre estratos .

Vale la pena observar que las manchas sobre los anillos de Debye-
Scherrer no tienen el aspecto nitido de una mancha en un diagrama de cristal rota-
torio, sino que estd alargada en la direccién del anillo. Esto se debe a que los ejes
(111) de los cristalitos no estdn rigurosamente orientados segin el eje de fibra sino
que describenun cono de pequena abertura alrededor de ese eje . La longitud del
arco que describe la mancha sobre el anillo de Debye-Scherrer sirve para deter-
minar la amplitud de desoriertacién alrededor del eje de fibra.

VI.3.1.2, TEXTURA DE FIBRA COMPLEJA .

La figura VI.7 muestra esquemidticamente el diagrama de un alambre
de plata estirado.

Si medimos los respectivos dngulos F de las direcciones de las
manchas con la vertical se puede ver que haciendo sucesivamente las hipétesis
que el eje de fibra es (100),(110) 6 (111)no se llega a encajar todos los dngulos
medidos dentro de una de ellas. Esto se debe a que hay dos familias de cristales:
una con los ejes (111) y otra con el eje (100) orientadas segiin el eje de fibra. En
la figura VI.7 se han marcado con una cruz las manchas que corresponden a la
textura (100), y con un punto las que corresponden a la textura @11).

Vale decir, en el curso del trabajado mecdnico, por el cual el alam-
bre de plata fue obtenido, los cristalitos se han orientado segin una de las dos
direcciones mencionadas y la intensidad relativa de las manchas sobre los ani-
I1os de Debye-Scherrer pemite medir la proporcién de ambos tipos de cristales.

VI.3.1.3 TEXTURA DE FIBRA CON PLANO PRIVILEGIADO: CHAPAS LA-
MINADAS.

Un ejemplo interesante es aquél en que la hipétesis de la existencia
de un eje de fibra rinde cuentas de todas las manchas sobre los anillos de Debye-
Scherrer, pero con una particularidad: no aparecen todas las manchas que se
preveen a partir de esa estructura de fibra .

Este fenémeno se explica de la siguiente manera: todos los crista-
litos tienen un eje orientado segiin el eje de fibra. Pero no todas las orientacio-
nes de los cristales alrededor de ese eje de fibra estdn representadas en la
muestra. Ejemplo tipico de esta textura particular es el de los metales lamina~
dos: el eje de fibra estd orientado segin la direccién de laminacién y, ademds,
un plano reticular particular de los cristales se orienta casi paralelo a la su-
perficie de la chapa .
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"Vamos a considerar la figura VI 8, que es el diagrama de una chapa
de acero dulce obtenido con radiacién de Molibdeno, incidiendo segiin la normal a
la chapa, y la direccidén de laminado es vertical Para observar a ésta por trans-
misioén fue necesario adelgazarld por disolucidn en dcido nitrico, hasta un espesor
de 0,5 mm Este tratamiento tiene, por otra parte, la ventaja de eliminar las
capas superficiales que tienen siempre propiedades singulares.

El acero dulce tiene la red cibica de cuerpo centrado del hierro D(
con un pardmetrode red a = 2,86 ] y los tres primeros anillos de Debye-Sche-
rrer tienen los indices (110), 200y y 211). En la fotografia de la figura V| §se
ve que el anillo (100) tiene dos manchas en el didmetro y una en el didmetro ver-
tical . Diametralmente opuesta a esta Gltima se encontraria otra andloga pero
ésta no aparece en la pelicula porque la tapa el soporte del ''pozo’ en donde se
absoybe el haz de rayos X quéeatraviesa la chapa sin ser desviado y 2 de no
ser detenido)producirfa ure gran region velada en la placa fotografica. En el
anillo (200) aparecen 4 manchas a 45°, y, finalmente sobre (211), aparecen man-
chas cuyas direcciones forman dngulos de 74° y 270 con la vertical

Los planos ¢110) 4§ son paralelog 6 forman entre si 4ngulos de
60° y 90° Por otra parte, los (110) forman con los (100) 4ngulos de 450 & 300,
y los (211) con los (110) forman entre si dngulos de 300, 540 44' 73013 y 00°,
Si suponemos pues que el eje de fibra es (110), resulta que éste debe formar con
los haces de las manchas en el anillo (110) los dngulos. 0° (la mancha estd
sobre el eje de fibra). 90° (Ja mancha estd en el plano ecuatorial del anillo (110)
Esto coincide con lo que observamos Siguiendo siempre con la hipétesis que
el eje de fibra es (110), éste debe formar con las manchas del anillo (200) (es
equivalente a los planos (100»‘ los dngulos. de 45° y 90° Esto coincide con
las direcciones de las manchas que estdn en el anillo (200) Tormando dngulos
de 459 y :900 Finalmente si (110) es el eje de fibra, deben aparecer en el anj-
llo (211) méanchas cuyas dirvecciones formen dngulos de 300  54044!' 73013y
900 Ahora bien, en figura‘ﬂ‘g se ve que en el anillo (211) hay manchas cuyos
dngulos con la vertical son 74° y 270 Esto coincide en buena aproximacién con
lo que se prevé sobre la base de que el eje de fibra es (110). Podemos verificar
esta hipétesis calculando el periodo de identidad a lo largo del_eje de fibra por
la féormula (V1 16), loqueda L = 4,03?\y ésto es 2,86 Y 2, lo cual co-
rresponde al periodo de identidad segin ese eje La eleccidn es pues correcta.

Sin embargo observamos una irregularidad: si todas lag orienta-
ciones alrededor del eje de fibra son posibles, deberiamos observar mds man-
chas en los anillos de Debye-Scherrer En efecto: en la interpretacién que hi-
cimos del diagrama de la figura VI. 8, hemos predicho mds dngulos que manchas
hemos observado; por ejemplo, no observamos en el anillo (200) manchas en el
plano ecuatorial, las cuales pueden preverse dado que 90° es un dngulo posible
entre los planos (1 oo)y (110), m1 tampoco aparecen en el anillo (110) las manchas
que corresponderian al dngulo de 60°, etc.

Esto es debido a que, como veremos enseguida, todas las orienta-

ciones de los planos cristalogrdficos alrededor del eje de fibra no son igualmert e
pProbables .
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Si se construye la proyeccién de la red reciproca sobre el plano
(110) y en la misma escala se traza la esfera de Ewald de radio ‘//\ (ver ejerci-
cio), es posible ver, con un simple dibujo, que para todas las manchas observa-
das el eje (001) queda siempre aproximadamente en la direccién del haz incidente,
Como en el sistema ctbico los ejes y planos de igual indice (recordar problema
efectuado en trabajos pricticos) son normales, resulta que el haz incidente es
aproximadamente normal a los planos (100).

Ahora bien, el diagrama fue tomado con el haz incidente normal a la
superficie de 1a chapa; ésto nos dice que los planos (100) son aproximadamente
paralelos a la superficie.

Luego, el proceso de laminacién sobre el acero ha tenido dos efec-
tos desde el punto de vista de la orientacidn de los cristales elementales: 1) orien-
tacién de un eje (110) en la direccién de laminacién; 2) orientacién de un plano
(001) paralelamente al plano de laminacién,

VI. 3.2, CASO GENERAL - FIGURAS DE POLOS

Los casos particulares que acabamos de ver han podido resolverse
en una forma simple y rdpida. Pero si las orientaciones en la muestra tienen una
distribucién compleja, es decir si los planos y ejes de los cristales elementa-
les no estdn orientados segiin direcciones fdcilmente identificables en la muestra,
ya no es posible describir la distribucién de orientaciones con tanta facilidad y
se impone una descripciéon mas general.

Para ésto empecemos por observar que existe una relacién direc-
ta entre las manchas observadas sobre los anilios de Debye-Scherrer y la pro-
yeccidn estereogridfica de los planos que los ori-
ginan, Esta relacién se muestra claramente en la figura VI1.9.

Sea un plano (hki), ya se vi6 en cristalografia que éste puede repre-
sentarse por su polo, es decir, la interseccién de su normal con la esfera de
referencia. Si en un volumen V de muestra hay n planos (hkl), cada uno de
ellos represert ado por su polo en la esfera de referencia 5 Ia densidad de polos
en un dngulo sélido dw sobre la superficie de esa esfera serd n/dwV , y la pro-
yeccidn estereogrifica de esta densidad de polos sobre el circulo de referencia es
lo que se llama la figura de polos hkl para la muestra dada. Para estudiar es-
ta figura de polos observemos en figura VI. 10 que una dada reflexién, corres-
pondiente al d4ngulo de Bragg © con los planos (hkl) da una mancha S sobre
la pelicula. La normal a los planos (hkl) corta a la esfera de referencia en P
y este punto se proyecta estereogriaficamente en P' . La direccién que define
el haz incidente, la que define el haz reflejadc y el polo (hkl) estin en un mismo
plano inclinado respecto de la vertical en un 4ngulo ¢ . Si la pelicula y el pla-
no de proyeccion estin dispuestos normales al haz incidente, el énguloo[ sobre
la proyeccién es igual al dngulo Q<' sobre el film.

El dngulo de incidencia sobre los planos (hkl) 6 estdi determinado
por la ley de Bragg y los polos correspondientes a esos planos deben encontrar-
se (figuraV|W)a T[/2 - © del rayo incidente y formar sobre la esfera de re-
ferencia un circulo al que llamaremos circulo de reflexién.
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Vamos a ilustrar ahora cuiles serfan las figuras de polo de los ejem-
plos simples que vimos en VII . 1.

En el caso del alambre de aluminio estirado la textura es tal que
los ejes (111) estdn orientados segin el eje del alambre. Poniendo el eje del
alambre vertical y haciendo incidir un haz de rayos X perpendicular a dicho eje,
la situacién puede esquematizarse como se muestra en figura VI.10 para los
planos (100). Ellos forman un dngulo ? v 559 con el eje (111)ysi © es peque-
fio, el 4ngulod, , medido entre la vertical y las manchas en el anillo (200) puede
aproximarse al dngulo ? que forman esos planos. Si la orientacién de los ejes
(11) segin el eje del alanbre es perfecta, la figura de polos (100) se reduce en
este caso a los cuatro puntos ABCD.

Este ejemplo es ilustrativo de lo que significa una figura de polos
y c6mo se construye. La obtencidn de la figura de polos de ia chapa laminada es
sin embargo considerablemente mds complicada. En efecto, aunque el aspecto
fotogrifico de los anillos de Debye-Scherrer es muy parecido a los del alambre
(los anillos no son de intensidad uniforme y presentan una simetriz respecto del
eje vertical que pasa por el centro de la pelicula), si la chapa se rota unos 109
alrededor de la direccién de laminacién y se toma otro diagrama se encontrard una
figura de difraccién distinta de la primera. Este nuevo diagrama no serd simétri-
co respecto del eje vertical de la fotograffa y las manchas no tendrian los mismos
adngulos bL que las primitivas obtenidas con la chapa normal al haz. Esto se debe
a que no existe una direccién cristalogrifica alrededor de la cual todas las orien-
taciones de los cristales elementales son posibies. Por lo tanto, para determinar
completamente la textura de la chapa serd necesaric medir la distribucién de
orientaciones alrededor de la direccién de laminado sacandg varios diagramas:
uno con la chapa normal al haz y otros a distintos dngulos (§ con la normal a
la chapa (figura VI.11,). Cuando B no es nulo, la absorcién de los rayos refle-
jados hace que la intensidad de éstos aparezca atenuada en una proporcién que
depende de P . Para evitar estos efectos lo que conviene es medir el film del
lado en que los rayos sean menos atenuados.

En la prdctica generalmente se toman fotos variando (3 de 2 100
entre 0 y 80°, y se mide la distribucién de intensidzd alrededor de un anillo
de Debye-Scherrer particular. Estas medidas se traducen en una proyeccién es-
tereogrifica midiendo los dngulos Q( , como indica en la figura VI Jl. Los dis-
tintos 4ngulos en que se rota la chapa introducen rotaciones en la proyeccion las
cuales se efectian en la forma que se hizo en trabajos pricticos. Se cbtienen
asf un conjunto de arcos que definen d4reas con una gran densidad de polos . Usan-
do ciertas simetrias conocidas a priori, es posible llegur a la figura de polos
completa.

En la prdctica ya se vié que los anillos de Debye-Scherrer no pre-
sentan una variacién abrupta de intensidad sino que las manchas son arcos mds
o menos esfumados . Esto se tiene en cuenta en la figura de polos representandc
lineas de igual intensidad y en realidad bastan cuatro ranges de intensidades:
cero, débil, medio y fuerte, y el aspecto final obtenido es el indicado en figura
VI. 12,
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Fig. 34 Definici6n delﬁnguloﬁ .
La direccién de Laminaci6én es normal al

plano del dibujo.

Figura VI.11

Figura VI.12
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La determinacién cuantitativa de figuras de polo es poco precisa y
complicada con el método fotogrdfico. Afortunadamente, los modernos difract6-
metros preveen accesorios - como el que se mostrard en trabajos prdcticos -
que permiten determinar con precisién la distribucién de intensidades en funcién

de los 4ngulos & y

Los datos obtenidos en la experiencia, previa correccién por diver-
sos efectos permite hallar cuantitativamente la figura de polos.
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VII. EFECTOS DE LAS IMPERFECCIONES CRISTALINAS
EN LA DIFRACCION DE RAYOS X .

VII. 1. GENERALIDADES

Al estudiar jos sélidos cristalinos como lo hicimos hasta ahora, he-
mos aceptado varias hipétesis acerca de lu estructura de los mismos

Al calcular el diagramu de difraccidén hemos supuesto que el sdlido
€s una estructura cigurosamente ordenada en tres dimensiones Esto nos llevé
a obtener las direcciones segin las cuales se observan los haces difractados
(ley de Bragg o su equivalente, ley de Ewald). (Capitulo 11). En esta triple perio-
dicidad rigurosa nos hemos basado también para describir la densidad electr6ni-
ca como lo hicimos en el capitulo 1V .

Para calcular las intensidades de los haces difractados tal como se
nos presenta en la experiencia hicimos nuevas hipétesis restrictivas: supusimos
un cristal pequefio en el que no existia ni absorcién, ni interaccién entre ondas
incidentes y difractadas . Sin embargo este cristal "pequefio’ puede considerarse
infinito, si se compara con las dimensiones atémicas

Al pasar al cristal geande hemos definido el modelo mosaico al cual
se aplica la teoria cinemitica .

Es evidente que todas esas hipétesis conducen 4 una concepcién del
sé6lido cristalino que si bien es adecuada pira muchos casos, resulta demasiado
simplista cuando el estudio de diversas propiedades exige una descripcién mds
profunda y detallada . Una descripcién de este tipo es la que se requiere para ex-
plicar las propiedades que son de interés primordial en la metalurgia fisica y en
la fisica del sélido en general

A lo largo del Curso Panamericano, ciclos enteros estardn destina-
dos al estudio de lus imperfecciones en cristales, esto es, de las alteraciones
de la estructura rigurosamente periédica que hemos estudiado hasta ahora.

_ Nosotros queremos limitarnos aqui’ a revisar someramente los re-
sultados de la teoeia de la difruccion por cristales 1mperfectos y ver sobre esta
base qué informacién puede obtenerse. El estudio detallado de esa teoria es de

considerable complejidad y escapa a los fines de este curso.

Antes de estudiar especificamente los distintos tipos de imperfeccio-
nes y sus efectos consideraremcs el caso de ins cristales muy pequefios

Vi 2. DIFRACCION POR CUERPOS MUY PEQUENOS

VIl.2. 1. MEDIDAS DE TAMANO DE CRISTALITOS A PARTIR DEL
ENSANCHAMIENTO DE LINEAS DE DEBYE-SCHERRER.

Cuandc hemes habludo de cristales pequefios hasta ahora, siempre
hemos supuesto que se trataba de cristales cuyas dimensiones lineales eran del
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orden de los micrones. Ahora bien, al pardmetro de la red de un cristal metdlico
corriente (como Aluminio, cobre, plata, oro, niquel), suele ser no muy diferente
de 4 K Si consideramos un cristalito de esos metales cuyas dimensiones aproxi-
madas sean 4 }o = 4x10™% cm., éste contiene 10% celdas. Este niimero de
celdas es, en general, suficiente para que el cristal se comporte como infinito pa-
ra todos los efectos de difraccién. Qué ocurre ahora si el cristalito es tan pequefio
que el nimero de celdas en él alcanza simplemente a algunas decenas ?

Podemos deducir los efectos de tamafio a partir de las ecuaciones ge-
nerales que hemos dado en el capitulo I y que resumiremos a continuacion.

La amplitud difractada por una rved geométrica de puntos idénticos
estaba dada por la ecuacién (II. 1.): ?_' -
+ S

. 2TTL
A @ = Ao oivt Z e J (VII.1)

y de ella se deducia la expresién de la intensidad total difractada por la red, la
cual venia dada por (II.5):

AZ sen? lel sen’ NZ,\'P2 sen? N31-P3 (VII.2.)
o sen® LYl sen® 'IP 2 sen2 ’\.1} 3

donde N1, N2 y N3 representan el nimero de nodos a lo largo de los tres ejes,
de refevencia a, b y c de la ved y las \l)j , definidas en (I.7)

Vi

I () =

\\)3 = c.8.)
sen N
Cada una de las funciones Sen , Presenta maximos muy i)ronunciados
para valores = nTr y cae a cero en los puntos = M + < )TT .Quiere
decir que I (sT ) s6lo presentard valores apreciables cuando las tre§ funciones
sen N pasen por un maximo.

sen

Si en lugar de tener una red geométrica de puntos tenemos un cristal
con motivos atémicos asociados a cada nodo de la red, la expresién (VII. 1.) se
escribe (ver parvafo I1.3.):

A @) = eiwt Ahklz e
j

miv;. s

iry. s (VILI.3.)

donde Ahkl es la amplitud estructural y en el caso de la difraccién de rayos X es,
a menos de una constante,lo que hemos definido como factor de estructura. (VII .3)
es andloga a (VII 1.) solamente que hemos reemplazado A o por Apkj . Si ahora
expresamos la intensidad difractada por el cristal usando como unidad la intensi-
dad difundida por un electrén libre:
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5 sen? Nll\plﬂ sen? Nz\],) 2 sen? N3w 3Y (VI .4.)
I ¢)= !Fhk1| senzlf/l SGHZ‘I}) g sen’ Y 3

(VII. 4.)pone de manifiesto un hecho importante: 1a intensidad aparece claramente
como producto de dos factores: (Fhkl)2 que depende de la distribucioén de 4tomos
dentro de la celda, y el factor entre corchetes que depende de la red. Pero queda
ain algo importante para destacar en el rol que juegan esos dos factoEes .NPara

ponerlo en evidencia, observemos que cada una de las funciones S:éln

presentard un miximo tanto m4s agudo cuanto mayor sea el nimero de nodos N1,
N Y N — -
N2,N3 que exista en las direccionesa, b, c-

En efegto, para = nTr el valor méximo de cada una de
esas funciones es Ny , Nj , N ¥ ellas caen & cero en los puntos
1 1 1
0= . &oaft—TT ,aot —)M gertig. I.3.)
Ny No N3

En el caso de un cristal cuyas dimensiones sean de algunos micrones, existe un
nimero suficientemente grande de nodos y las funcimes presentan mdximos extre -
madamente agudos. Ellos son los picos de difraccion que se presentan cuando la
ley de Bragg se satisface y la intensidad sélo es apreciable en los valores de ¥
que satisfacen a la ley de Ewald, es decir en los valores de & tales que defi-
nan un nodo (hkl) de la red reciproca. En esos valores la intensidad vale:

2 9 2

2
e T Fpg) Ny N TN

Pero supongamos ahora que el cristal considerado no se2 tan grande y que los
nimeros Ni , Ng , y N3 sean relativamente pequefios. Er este caso, los maxi-

mos de las funciones _Se€ns N aparecerdn ensanchados. Es decir, cada no-
B sen .
do de la red reciproca aparecerd no ya como un punto geométrico al cual se aso-

ci6 el factor Fpi1 sino que cada uno de ellos aparecerd rodeado por un dominio
de intensidad no nula al que llamaremos dominio de difusién.

En estas condiciones, vemos pues que en la expresién (VII. 4.), la
intensidad difractada depende de la estructura interna del cristal a través de
Fhikl, v del tamafio y la forma geométrica exteriores del mismo a través del

factor:
sen? N; \V 1 sen?  Np '\4) 2 senZ Ng {\4/ 3
sen? \}) 1 sen? '\,// 9 sen? ’\(] 3

Este factor es el que define la forma y dimensiones del dominio de difusi6n en el

espacio reciproco del cristal (*) -

("] ET hecho que Ia intensidad sea una superposicion de efectos de estructura in-
terna y de tamafio y forma geométrica exterior, ha sido hallado ac4 para el
caso de cristales .Sin embargo, se trata de un hecho general vélido para cuer-
pos de estructura cualquiera.
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Es interesante notar que !as funciones == N

méiximos idénticos toda vez que son miltiples entse?rii)s TT’ . Es decir,
cada vez que se satisface la ley de Ewald. Quiere decir que cada nodo reciproco
definido por los enteros (hkl) apareceri rodeado por un dominio de difusién idénti-
co, independiente del nodo considerado, e independientemente de la distribucién de
4tomos en la celda del cristal. (Esta sélo intervendrd cuando a cada nodo lo afecte-
mos del factor de estructura correspondiente). Y dado que esas funciones son simé-
tricas alrededor de los puntos 1 = h Tr 9 = k Tr 3 =1 ﬂ- los
dominios de difusién serdn centrosimétricos alrededer del nodo (kl).

presentan

Queremos estimar groseramente qué forma tendrifan los dominjos de
difusién para algunas formas particulares de crisiales. Consideremos, por ejem-
plo, un cristal en forma de aguja prismitica tal que sus dimensiones segin los
ejes a, y b, sean mucho menores que segiin c. Esto quiere decir que N7 y Ng son
mucho menores que Ng . Asi, en el espacio reciproco,

sen? Ni \P 1y sem? N, W 2

sen \( 1 sen? \’J 9
1 1

al caer a cero en los puntos ( * T) y & + «—) serdnnonulasen una
1 2
extensién mucho mayor que sen? N3 w 3 la cual caerd a cero en
1 sen?

a - )3~ vale deci‘t; que el nodc i\ltt/apareceré rodeado de un dominio que se-
rd grané\é Segin™* y b* @ 1o largo de los cuales se midenh y k, respecti-
vamente) y muy pequefio segﬁn-g* (a lo largo del cual se mide 1.). Por lo tanto ,
un cristal en forma de aguja ha dado lugar a un dominio de difusién en forma de
plaquita, con su cara plana normal a la direccién de alargamiento de la aguja.

Inversamente, si tuviéramos un cristal en forma de plaquita daria
lugar en el espacio reciproco a dominios en forma de aguja. ‘

Aunque el ejemplo que hemos dado es ilustrativo porque muestra la
relacién entre las formas en el espacio del cristal y las formas de los dominics
de difusién en el espacio reciproco, ro conduce a vesultades utilizables en una ex-
periencia. Para que un efecto como el que hemos descripto sea observable seria
necesario trabajar con un cristal individual tal que sus dimensiones no sobrepasen
algunas centenas de Angstrom. Evidentemente ésto no es posible. Normalmente
lo que se tiene a disposicién es un conjunto numeroso de pequefios cristales cons-
tituyendo un polvo cristalino. En estecaso un dominio de difusién ensanchado se
traduce en una linea de Debye - Scherrer ensanchada. Dado que los dominios de
difusién son centrosimétricos, el perfil de la linea tal como puede observarse con
un difractémetro (cf.: fasciculo Ii) deberd ser simétrico respecto del maximo de
la linea. Si experimentalmente esto no se observara, quiere decir que la causa
del ensanchamiento de linea no estd en el pequefio tamafic de los cristales . (f.:
parrafo VII. 3.).

Aunque, como dijimos, la forma y dimensiones de los dominics de

difusién no dependen del nodo particular considerado, el ancho de una linea D.S.
aumenta al crecer el dngulo de reflexién, lo cual da la apariencia que el dominio
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de difusion aumenta al aumentar jos indices de los nodos de !a red reciproca.Esto
no es, sin embargo, mds que un efecto geométrico debido a que si bien el dominio
de difusién es el mismo en todos los nodos, la interseccién de ellos con la esfera
de Ewald es diferente, y ésto se tradice en que el ancho varia de linea a linea.

El ancho de linea se define de dos maneras diferentes:

1) Archo medio: es el dominio angular definido por las abscisas que
corresponden 2 los valores de intensidad de una linea, iguales a
ia mitad de su intensidad mdxima (figura VII. 1.). En lo sucesivo
denotaremos al ancho medio por ~ /\ ( 28)

2) Ancho integral. Si I @ 6') es la funcibén que define el
perfil de una dada linea, es decir, la variacién de intensidad en
funcién del dngulo de difraccién, se define como ancho integrai a

la relacién.
j:r 2 6)de

Av (2 e):

Ambas definiciones conducen a valores parecidos del ancho de linea.

I
max

El ancho medio es mds f4cil de medir, mientras que el ancho inte-
gral es mds conveniente para el tratamiento tedrico.

La relacidn entre el ancho de linea y las dimensiones de los crista-
litos viene dada por la llamada férmula de Scherrer:

Lcos © (VIL.5.)

o bien >\

Aq 206) =
Lcos © (VII.5.bis)

En estas expresiones 7(, es, como de costumbre, la longitud de
onda de la radiacién usada, © es el d4ngulo de Bragg que corresponde al
méximo de la linea de difraccién y L , que se conoce como tamaifio aparente
de los cristalitus, es la dimension lineal media de los mismos en la direccidn
normal a los planos (hkl ) que dan origen a la reflexién segin el dngulo de
Bragg ©

La teoria permite dar una definicién mds precisa del tamafio apa-
rente pero la que acabamos de dar es suficiente @ ra todos los fines prdcticos.
Si los cristalitos son de baja simetria y tienen formas muy anisodiamétricas
(agujas, discos, etc.), los valores de L. medidos a partir del ancho de dis-
tintas lineas pueden diferir mucho entre si.Sin embargc, esos valores no difie-
ren, en general, de la raiz cibica del volumen medio de los cristalitos, en méds
de 20 9 .
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‘i IMS)L
a)
----- L//z.
—
' |
f 26
Aoy
L (/g
P":‘rMa’x
f 1(20)de29)
A, (2 9 ) = I méx.
Ne9) representa la longitud
de la base del rectingulo cuya 4rea
b) es igual al 4rea encerrada por el

perfil de la linea de difraccién y
cuya altura tiene una longitud igual
al valor médximo de la intensidad en
esa linea.

, | 28
~—N (26—

Figura vII.1

2) definici6n del ancho medio A (29)
b) definici6n del ancho integral A'(2 9)

-105 -



El ancho de una linea medida es, en realidad, una superposicién
del ensanchamiento debido a que los cristales son pequeiios y al ensanchamiento
que tiene lugar como consecuencia de efectos instrumentales (cf.: guia de traba-
jos prédcticos). Para corregir estos dltimos se mide el ancho Ao de lineas de
difraccién por una sustancia bien cristalizada que no dé de por si, ningin ensan-
chamiento. La férmula | /2’

Aneto @ e)= [ : Total _A.o :

dd, en buena aproximacidn, el ancho neto que debe introducirse en la férmula

de Scherrer. Métodos mds elaborados de cdlculo permiten efectuar la correc-
cién con mejor precisién. De todas maneras, es necesario verificar experimen-
talmente que el perfil de la linea es simétrico . Si no es asf, como ya se dijo,el
ensanchamiento tiene otros origines que el efecto de tamafio y la aplicacién de
la fé6rmula de Scherrer puede no tener sentido alguno.

Vale la pena dar algunos 6rdenes de magnitud para tener idea del
dominio de aphcabilidaﬂ del método. Para cristalitos cuyas dimensiones lineales
seax\del orden de 500 A , usando una reflexi6én tal que © =200con Cu Kyt
( /N =154 79 A ) la férmula de Scherrer da un ensanchamiento del orden de
0, 1°. si el tamano de los cristalitos fuera de 10 R , el ensanchamiento, en las
condlclones mencionadas serfa del orden de 4° . Dados los efectos instrumenta-
les que deben corregirse no es ficil medir ensanchamientos inferiores a 0,1°.
Por otra parte, un ensanchamiento de 4° es demasiado grande y la linea de di-
fraccién se pierde en el fondo del diagrama (cf. guia de trabajos pricticos). Por
lo tanto, la medida de tamafic de cristales por ensanchamiento de lineas D.S. se-
r4 aplicable en casos en que los cristales individuales tengan tamafios inferiores
a1l.000° X y superioresa 10 2

Si lo que simplemente interesa es el tamaifio de cristales con una
precisién no mucho mejor que el 20 %, la medida experimental del ancho de linea
se efectlia con toda facilidad con un difractdmetro. Este tipo de medidas tiene
una gran aplicacién en el estudio de cuerpos cristalizados finamente divididos como
ciertos catalizadores . Asimismo midiendo el ancho de lineas correspondientes a
fases precipitadas en aleaciones pueden medirse en muchos casos el tamaiio de
los granos precipitados antes que éstos sean apreciables en el microscopio me-
talografico.

VII.2.2. CASO GENERAL DE PARTICULAS MUY PEQUENAS:
DIFUSION A PEQUENOS ANGULOS

La expresién (VII. 4.), nos ha llevado a la conclusién que en crista-
les muy pequefios, cada nodo de la red reciproca aparece rodeado de un dominio
de difusi6n cuya forma y extensién determinada por la forma y tamafio exterior
de los cristales, es la misma en todos los nodos. En particular, ese dominio de
reflexién rodea al nodo origen de la red reciproca. E-te nodo cuyos indices
(hkl) son nulos, corresponde obviamente al vector s = 0 . Es decir al nodo ori-
gen corresponde al haz difractado que se propaga en la direccidn de incidencia .
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Si limitamos nuestra observacién al entorno del origen del espacio
reciproco (VII.4.) puede describirse:

1 @ = F2 (‘3@;) (VIL.6.)
000

donde F2 ooo Trepresenta el factor de estructura que corresponde al nodo origen

y hemos llamado 'é ®) a la funcién que, dependiendo implicitamente de T a

través de las funciones trigonométricas, define la formz del dominio de difusion.
Pero (Ver capitulo OIT)

2 % 2 i
F =/ L4 | -Numerc total de electro-
000 v

nes contenido en la celda

Nos encontramos pues con una particularidad interesante: mientras todos los no-
dos de la red reciproca aparecen rodeados de un dominio de difusién que depende
de la forma y tamafio del cuerpo, afectado de un coeficiente F 4,y , que depende
de la distribucién de 4tomos en la celda, el nodo origen aparece rodeado de un
dominio idéntico al de los otros nodos, pero el coeficiente que lo afecta F .,
s6lo depende del niimero total de electrones de la celda, sin interesar la distri-
bucién atémica en la misma.

Quiere decir que celdas con igual forma y dimensiones y con el mis-
mo contenido en electrones, dan exactamente la misma figura de difraccidn en el
entorno del origen, o, como corrientemente se dice, en la zona de pequefios angu-
los.

Si en lugar de tener un polvo cristalino constituido por cristalitos
pequefios tenemos particulas cualesquiera dispersas en un dado medio, la ecua-
cién (VII. 6.) sigue siendo vélida sélo que la funciéngs () serd distinta para
cristales Si no existe un orden tridimensional riguroso basado en un esquema
reticular, como en el caso de los cristales, la red reciproca no existe mds. Lo
que existird serd un espacio reciproco sin caracteristicas yeticulares. Correspon-
dientemente, la funcidn trigonométrica de (VII. 4.) no se repetivd alrededor de
puntos del espacio reciprocos.

Pero, independientemente de las caracteristicas de las particulas,
la funci()n‘j (s) define un dominio de difusién que como en el caso de cristales ,
es tanto mds restringido cuanto mayor es el volumende la particula. Este resul-
tado, que nosotros hemos hallado para cristales, es totzImente general. Y asi,
como hemos visto que el ensanchamiento de linea se hace muy pequefio cuando
el tamafio de los cristslitos es superior 21000 O | tamkién el dominio de difu--
si6n alrededor del origen se hace inobservable cuando las particulas tienen
dimensiones de ese orden de magnitud.

(VII. 6.) puede escribirse:

1@ = (wh’ ARy VI 7.)
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donde v es el volumen de una particula y P su densidad electronica .

(VII.7.) es vdlida si las particulas se encuentran en un cuerpo cuya
densidad electrénica media puede considerarse nula (el vacio o el aire). De lo
contrario debe escribirse

1= (PPl e

Donde Po es la densidad del medio que rodea a las particulas. Sif = ? o la
difusién en el entorno del origen no existird. Todo el cuerpo que contiene a las
particulas se comporta como una gran particula cuyas dimensiones hacen que su
dominio de difusién esté tan concentrado alvededor del origen que puede identifi-
carse a un haz propagindose en la direccién del haz incidente, por lo cual resulta
inobservable.

Vale decir, la difusi6én a pequefios dngulos permitird poner en eviden-
cia heterogeneidades en la materia - es decir, variaciones de densidad electréni-
ca - sin importar la estructura interna de las mismas. Si en un cuerpo cualquie-
ra existen dominios (inferioresa 1.000 © )en que la composicién es netamente
diferente que la del medio que los rodea, aparecerd un dominio de difusién alrede-
dor de un haz incidente que atraviesa el cuerpo. Si los dominios tienen igual com-
posicién que el medio que los rodea no se observard difusién aunque la estructura
de los mismos sea totalmente diferente a la estructura global del cuerpo.

-y
La funcionES (s) depende, como dijimos, de la forma y dimensiones
de las particulas, pero en general, es una funcién que en primera aproximacién
sigue la llamada ley de Guinier.

2
Vo o 377 27

2 . R -
donde Ro es el radio de giro de las particulas, respecto al centro de masa de
las mismas. La definicién de radio de giro respecto de un punto es la usada co-
rrientemente en mecdnica. Si las particulas tienen una densidad electrénica uni-
forme:

1
R, = < y r2 dv

donde v es la distancia del elemento dv al centro de masa de la particula y
la integral se extiende a todo el volumen de la misma.

Si lag particulas se encuentran en un medio suficientemente ale-
jadas, las ondas difundidas por cada una de ellas no interfieren con las difundi-
das por las otras. Quiere decir que si el cuerpo estudiado contiene N particu-
las la intensidad serd:

4
- 2 _ 2 - 2 2
I ) = Nv (f ?o) . 3Ts R
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Si la hipdtesis de particulas muy alejadas se satisface, un simple
griafico IgI contra g2 (lamado grdfico de Guinier) permite hallar R o due es
un pardmetro geométrico caracteristico de las particulas. Si la forma de éstas
es conocida, R, permite hallar dimensioneg de las mismas. Por ejemplo, para
particulas esféricas de radio R, R, = \i .,.i R.

Si la hipétesis de particulas alejadas no se satisface, ain es posible,
en muchos casos, aplicar la ley de Guinier mediante verificaciones y correccio-
nes adecuadas.

Sin embargo, la ley de Guinier es una aproximacién y s6lo debe
aplicarse para valores de s muy pequefios. Para valores de s mds gran-
des, es decir, enla cola de la curva I (s), si las particulas tienen densidad
electrénica uniforme, vale la llamada ley de Porod:

e = f=f ) s

3773 x

S representa la superficie total de las particulas.

Para que la ley de Porod se cumpla no es necesario que las particu-
las estén muy alejadas entre si,

o &
Muestra constituida por
una substancia de es-

bructura cuslquiera
5
ffundide
289

Haz de Rsyos X menocromiticos

dnqulo ole difusicn
20°< 40° Placs
fofagré'ﬂ&z

F/:gura vir-2-
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La figura VII.2. muestra esquemdticamente una experiencia de di-
fusién a pequefios d4ngulos. Para medidas precisas la placa fotogrdfica se reem-
plaza por un difractémetro que operz por transmisién, el cual da directamente
la intensidad en funcién del dngulo de difusién. En el caso de usar una placa
fotogrdfica, la intensidad se obtiene fotometrando ia placa.

En general la construccién y puesta a punto de un dispositivo ade-
cuado de difusién a pequefios dngulos no es simple. Las intensidades difundidas
suelen ser débiles; del orden de 1070 veces la intensidad del haz incidente. La
colimacién de éste debe ser por lo tanto extremadamente cuidadosa y deben eli-
minarse al mdximo las difusiones pardsitas. Esto exige, en general, trabajar con
monocromadores y, en el caso de cimaras fotogrdficas, las exposiciones deben
hacerse bajo vacio.

La difusién a pequefios dngulos se usa fundamentalmente en el estu-
dio de macromoléculas en solucién, para lo cual es una herramienta insustituible .
Sin embargo ha sido usada ampliamente en el estudio de heterogeneidades en
aleaciones como lo veremos mis adelante - . Asimismo ha sido usada para
el estudio de imperfecciones introducidas por irradiacién en cristales idnicos.
Numerosos trabajos tebricos han sido publicados los iltimos afios acerca del es-
tudio de dislocaciones por difusién a pequefios d4ngulos, pero nada ha podido ob-
servarse experimentalmente en este sentido.

En general las dificultades conceptuales y experimentales de la téc-
nica de difusién a pequefios dngulos hicieron que ella no esté ampliamente difun-
dida y explotada en los laboratorios industriales. Sin embargo, numerosos tra-
bajos de corte académico han mostrado cudnto beneficio puede obtenerse median-
te esa técnica en el estudio de cuerpos finamente divididos de uso 1ndustr1a1 {ca-
tal izadores, cementos, metales para sintervizados, etc.).

El rango de tamafios para los cuales es efectiva la difusién a peque-
fios dngulos, es factible de ser estudiado mediante el microscopio electrénico.
Evidentemente los datos de la microscopia electronica son mucho mds directos.
Sin embargo, no siempre es posible usar esta técnica. En efecto: ek estudio de
macromoléculas en solucién, proteinas por ejemplo, no puede hacerse ya que
hay que desecar la muestra, y las observaciones no corresponden a los estados
de hidratacién en los que se tiene interés para dilucidar la funcién bioldégica de
esas moléculas. Tampoco las observaciones de microscopia electrénica dan, en
general, una informacion representativa de catalizadores y absorbentes. De la
misma manera, la informacién que ha podido obtenerse acerca de heterogeneida-
des en soluciones sélidas metdlicas mediante la difusién a pequefios dngulos, es
mucho mds completa que la obtenida por microscopia electrénica.

VII. 3. DIFRACCION POR CRISTALES IMPERFECTOS
vio. 3.1. FUNDAMENTACION GENERAL

Hasta ahora, en dos oportunidades nos hemos apartado de la imagen
de cristal rigurosamente perfecto para los cuales fueron definidas las condiciones
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de difraccién. La primerz vez fue cuando introdujimos el cristal mosaico: cada
pequefio block cristalino es perfecto en si, perc la imperfeccién radica en que cada
uno de ellos estd ligeramente desplazado respecto de los demds. Es decir las im-
perfecciones estdn localizadas en el limite de cada cristalito individual. La segun-
da vez en que nos hemos apartado de las condiciones ideales fue cuando tratamos
el caso de cristales pequefios. En este caso Iz "imperfeccidén'' consiste en que los
cristales no son "infinitos" como lo supconen implicitamente las condiciones dedu-
cidas en el capitulo II.

Queremos ocuparnos 2hora de otro tipo de imperfecciones: aquellas
que estdn distribuidas en todo €l volumen del cristal al cual, en lo sucesivo,con-
sideraremos suficientemente grande comc para no provocar efectos de tamafio.
Ejemplos de este tipc de imperfecciones lo constituyen ia vibracién de los dtomos
o moléculas de un sélide debido 2 la energia térmica, o en el caso de una aleacién,
cuando dtomos extrafios sustituyen a los £tomos del metal madre.

Al existiv este tipo de imperfecciones la pervicdicidad del cristal se
destruye y no puede definirse una celda que se repite idénticamente en todo el
cristal. La periodicidad rigurcsa en cambio nos ha permitido limitar todo el es-
tudio de un cristal a una de sus ceidas. En el cristal imperfecto, las celdas no
son idénticas entre si. Al pasar de una a otra puede darse que haya dtomos des-
plazados de las posiciones previstas por la red perfecta, o puede ser que haya
dtomos diferentes en posiciones homélogas .

Vale decir, el hecho de tener imperfeccicnes implica que el conteni-
do de una celda, depende de la celda individual considerada, o sea de las coorde-
nadas de la celda dentro del cristal.

Desde el punto de vista de la difraccién, lc que acabamos de decir
implica que en el cristal imperfecto no existird un factor de estructura Gnico para

cada terna (hkl): el factor de estructura variard con las coordenadas de la celda.

El factor de estructura puede escribirse en una forma més compacta

poniendo:
o F s
F?g) = E f)) e“zWU '9"3
Y - v
para s = r¥,; . Enelcristal imperfecto deberd escribirse:
F] (_Sb) = ? ¥ e —2WLSQ§¥
Y

donde j representa ahora la terna de valores enteros j,, j,. Jo que identifi-
can en el sistema de referencia a, b, ¢, del cristal un nodo de la red cristalina
que sirve para caracterizar la celda considerada. Al pasar de la celda de coorde-
nadas j a la de coordenadas j' puede ser que dtomcs homdlogos sean de natura-
leza diferente y asr: -& y f fj, y - Se dice entonces que existe un descorden
de sustitucién. Esto provoca pues una varviacion del mddulo del factor de estructu-
ra con las coordenadas de la celda.

. Si 4tomos homélogos se encuentran desplazados de sus posiciones,
Ty =4 ?},Y se dice entonces que existe un desorden de desplaza-
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miento , y éste provoca una variacién de la fase del factor de estructura con
las coordenadas de la celda. Peroambos tipos de des6rdenes se traducen en el
mismo hecho formal: variacién del factor de estructura con las coordenadas de
la celda. Ejemplos:

- Desorden de sustitucidn: solucién sélida sustitucional en la que los d4tomos soluto
han reemplazado a los 4tomos solvente en los nodos de la ved.

- Desorden de desplazamiento: las vibraciones térmicas, o los desplazamientos
estdticos de los 4tomos debido a diferencias de radio atémico de los constitu-
yentes de una aleacién (en este dltimo caso existirdn mezclados desérdenes de
desplazamiento y sustitucién).

Pava calcular la intensidad difractada, hallaremos primero la ampli-
tud, a partir de las ecuaciones generales del pirrafo (11.3.).

La amplitud difractada por el cristal perfecto estaba dada por la
expresién @ menos del factor temporal) >
-~ zm.s.ﬁ.

<
AR = Ay Z,Q
Jd

Apxl es la amplitud estructural, y si se expresan las amplitudes
eligiendo como unidad- la amplitud difundida por un electrdn libre, ella se reem-
plaza directamente por el factor de estructura F(S.). En el cristal perfecto Ay
o lo que es equivalente F ('s'), se ha sacado fuera de la sumacién sobre los nodos j.
Extraer los F fuera de la suma sobre j implica que éste no depende de las
coordenadas de la celda y ésto es consecuencia de la estructura rigurosamente -
periddica del cristal. Si ahora consideramos el cristal imperfecto ¥ dependerd
de las coordenadas j de la celda y deberd introducirse dentro de la sumacién.

N R R d

Ay &)= ) Fjezms"'j (VII.8)

]=1i

(VII.8.) representa la amplitud difractada por el cristal imperfecto que contiene
N celdas. La intensidad se obtendrd multiplicando (VII.8:) por su complejo con-
jugado y asi: :

. ,
Iy §) = Ay ®ag &= 2. = FiF],

j:]_ j':l

—

2 s 6y s.)
e

si ponemos j'-j=m (oseamyg =j'y ~jg , Mp=Jb -~ Jb, Me =j'c ~Jc )

puede escribirse

_ _5_ “ 2Tid
I (8) = . F., F* e m (VIo.10)
N m ] J ¥



Si suponemos ahora que las imperfecciones estin regularmente distribuidas en

el cristal, la suma Fj F* j+ para un nimero dado p de celdas suficien-
temente grande, es constante e 1ng%apendiente del nodo particular considerado:
Poniendo e 1 5 F F+* = j ™

Rk = p " celdas Itwm

—_— —g»

resulta: LN (-s’) = N Z tjme 2 Wir’wi‘ S
m

o, lo que es mds prictico: - -
L @& 2MLC,. S (VIL1L)
1§= N - :7: e me '

N m m

(VII.11.) nos permite prever cudl serd el efecto de las imperfecciones en el dia-
grama de difraccién. Comparemos en efecto, (VII. 11.) con la expresién de la den
sidad electrénica de un cristal perfecto (cf.capitulo IV):

-2Ti (hx +k 1z )
Pom=-557 » &
b k1. hkl “

—i

y también: = - i =5 . 12
> S F e 2 111 Sy T (VII.12)
M

donde M representa la terna de valores hkl, _STM representa el vector de
la red recdproca cuyas componentes son h, k yl "yr es el vector del espacio
del cristal que identifica al punto de coordenadas x y z.

Desde un punto de vista puramente formal, sin cansiderar las magnitudes fisicas
que alli’ se representan, (VII.11) y (VII.12) son idénticas: en (VII.12) tenemos
una suma sobre coeficientes F,, asociados a cada nodg M de la red reciproca
Yy esa suma corresponde a una 1é[istribucién de materia f(F) en el espacio del
cristal; en (VII.11) tenemos una suma sobre los coeficientes y,, asociados a
los nodos de la red cristalina y correspondientemente, esa suma define la fun-
cibn I ('s? ) que es una distribucién de intensidades en el espacio reciproco del
cristal; asi como la suma sobre F,, define una distribucién de materia que no
estd concentrada en los nodos de la red del cristal, la suma y,, define una dis-
tribucién de intensidades en el espacio reciproco que no estd solamente concen-
trada en los nodos de la red reciproca.

En consecuenda, las imperfecciones cristalinas tienen como efecto
producir intensidades fuera de los nodos de la red reciproca del cristal. Por lo
tanto, el diagrama de cristal giratorio, por ejemplo, de un cristal que contiene
imperfecciones, mostrard intensidades mas o menos distribuidas fuera de las
manchas que representan los mdximos de defraccion; andlogamente, un diagrama
de Debye-Scherrer mostrard intensidades distribuidas entre las lineas de difrac-
cidn,
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Para dar una forma mas precisa a estas conclusiones cualitativas debemos
hallar una expresién para las intensidades difusas debidas a las imperfecciones
y relacionarlas con pardmetros que caractericen a las mismas. ~. Para
ésto consideremos un cristal en el cual los apartamientos de la estructura perfec-
ta sean pequefios (evidentemente, si un cristal se aparta mucho de la estructura
cristalina perfecta deja de existir como cristal y tiende a convertirse en un cuer-
po amorfo). Entonces, si el cristal se aparta poco de la estructura perfecta, el
factor de estructura de una celda j puede escribirse como suma del valor medio
F y de una fluctuacién pequeia C? j:

-F HPJ' (VII.13.)

La fluctuacion (? . es, por definicidn, una funcién de valor medio nulo y se llama
factor de desorden. Usando (VII.13.) resuita:

Yo T TG+ BT T

* = = i
Pe'r-o(her (?j 0 no as{i el producto (PJ. (‘) Ym con lo que resulta:

T L A
donde

®, 405,

Reemplazando , a/w\ en la expresién de la intensidad (VII 11.),resulta que
ésta se divide en dos términos: uno, al que llamaremos Iy (s), corresponde a
la intensidad difractada por un CY‘lStal perfecto cuyas celdas tienen un factor
de estructura igual al factor de estructura medioF, y otro término al que lla-
maremos I, (-s.) que vale:

— - > =
2
I, ® =2§me ML T, S (VII.14.)

Este término es el que da cuenta de las imperfecciones en el cristal, el vector
s ya no tiene porque ser un vector ﬁlkl que defina un nodo reciproco.
Reencontramos ahora en forma maés cuantitativa el resultado que habiamos

encontrado anteriormente: la presencia de imperfecciones en un cristal provoca
la aparicién de intensidades fuera de los nodos de la red reciproca. Pero, de
dénde han surgido estas intensidades ? La conservacién de la energla exige que

la intensidad total difractada en todo el espacio reciproco (I, + I,) sea constante
y, en efecto, . 1 S) se sustrae de la intensidad I, () que corres-
ponde a los maximos de difraccion del cristal promedio.
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Las imperfecciones cristalinas se traducen pues, en una disminu~-
cién de la intensidad concentrada en los midximos de difraccién respecto de la co-
rrespondiente al mismo cristal pero sin imperfecciones y en la aparicién de inten-
sidades difusas fuera de esos maximos.

Hemos hallado pues los efectos de imperfecciones en un cristal
sobre el diagrama de difraccién. Es impertante notar que el cdlculo se hizo para un
cristal suficientemente grande como para no dar ensanchamientos debido a su ta-
mafio. Por otra parte, hemos supuesto que las imperfecciones no alcanzan a des-
truir el orden de largo alcance. Es decir, existen alteraciones locales del ordena-
miento riguroso previsto por la imagen del cristal perfecto, pero esas alteracio-
nes son pequenas y es posible describirlas mediante fluctuaciones respecto de una
estructura promedio perfecta. A este tipo de imperfecciones pertenecen las que
se encuentran en general, en los cristales de metales y aleaciones,

Con las limitaciones especificadas, discutiremos pues la ecua-
cion (VII.14).

La funcién ?é es la mdxima informaci6én que podremos obte-
ner acerca de las imperfecciones en un cristal mediante una experiencia de di-
fraccién. Y todos los efectos de esas imperfecciones estdn resumidos en (VII.14.).

Recordemos que en el capitulo IV, al hablar de la funcién de

Patterson, dijimos que era la maxima informacidn que podiamos sacar de una ex-
periencia de difraccién., Ahora vemos que la funcion m desempefia el mis-
mo papel para los cristales imperfectos. Y la analcgia entre arhas funciones estd
en la estructura d= las mismas. En efecto: la funcidén de Patterson es el promedio
del producto de las densidades electrénicas en dos puntos separados por un cierto
vector; la funcién §_ m €8 el promedic del producto de los factores de de-
sorden en dos celdas separadas por un cierto vector,

En los cristales perfectcs no es posible observar la densidad elec-
trénica directamente sino la funcién de Patterson ligada a ellas en una forma com-
plicada; en los cristales imperfectos no podemos observar los factores de desor-
den sino m ligada a ellos en forma complicada, también esta informacién
defectuosa se debe en ambos casos al mismo hecho fisico: la experiencia sélo nos
permite observar las intensidades de las ondas difractadas pero nada dice acerca
de sus fases relativas.

El estudio de imperfecciones es, sin embargo, mds complicado
en principio que el estudio de estructuras perfectas. Existe, ante todo, una difi-
cultad de orden tedrico. En el caso de las imperfecciones, en efecto, se dispone
de mucho menos informacién a priori que en los cristales perfectoss en éstos ya
vimos que, por ejemplo, las simetrias permiten hallar modelcs que, una vez ela-
borados dan inmediatamente la estructura; o bien, la rigurcsa periodicidad hace
que la funcién de Patterson tenga una interpretacién sencilla. En general, de nada
de ésto se dispone en el caso de las imperfecciones, y asi, los resultados son mu-
cho mds inciertos.

Por otra parte, existe un inconveniente de orden experimental.No
olvidemos que ia funcién § m = 7@3‘ (? ¥ 4 , depende de las fluc-
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tuaciones respecto de un valor medio; esas fluctuaciones son por definicion peque-
fias. El efecto de difraccién de las imperfecciones serd, por lo tanto, pequefio.la
estructura promedio, en cambio, que equivale a la de un cristal perfecto de facto-
res de estructura F, contribuye primariamente al diagrama de difraccién. Quiere
decir que si no se efectia una experiencia cuidadosa capaz de revelar las intensi-
dades Iy ('s*), sélo aparecerd el diagrama de la estructura promedio y es esta
estructura promedio la que se determina con los métodos eshozados en el Capitu-
loIv.

Se puede afirmar asf que una experiencia de difraccién exagera la
perfeccién de un cristal; la estructura perfecta promedio aparece como un efecto
primario, los apartamientos de esa estructura s6lo dan efectos de segundo orden.
Este es un hecho afortunado para quienes determinan estructuras cristalinas, pero
es un gran inconveniente para la fisica del estado sélido y la metalurgia fisica en
particular,

Todas las propiedades fisicas dependen en efecto, primariamente,
de las imperfecciones. El calor especifico de un cuerpo, su resistividad eléctrica,
su conductividad térmica, sus propiedades mecénicas, se deben fundamentalmente
a distintos tipos de imperfecciones. De allf deriva el interés en su estudio.

Los rayos X brindan una informacién pobre de esas imperfeccio-
nes. Pero en la hora actual es la difraccién la técnica de validez mis general pa-
ra el estudio de imperfecciones en la escala atémica y asi, aunque eila es mala
tiene la importancia enorme de que en general no existe nada mejor, .. al menos
por ahora,

VI. 3.2. CONDICIONES GENERALES PARA UNA EXPERIENCIA DE DI-
FRACCION TENDIENTE A ESTUDIAR IMPERFECCIONES EN
SOLIDOS.

En los estudios de determinacién de estructuras cristalinas, asi
como en las diversas aplicaciones que hemos detallado en capitulos anteriores,
las experiencias a realizar son de un tipo "standard". Cdmaras, difractémetros,
etc., pueden ser adquiridos comercialmente listos para usar. El trabajo del in-
vestigador consiste, esencialmente, en una interpretacién de datos.

En el estudio de imperfecciones, las intensidades difusas no si-
guen una ley de variacidén previsible en general, por lo tarto no puede pensarse
en experiencias standard y asi los equipos comerciales deben adaptarse en el
laboratorio para cada experiencia. Muy frecuentemente como parte del trabajo
de investigacién resultan instrumentos de concepcidn totalmente nueva. Por lo
tanto no podemos hacer aqui una enumeracién de métodos experimentales como
se hizo en el caso de cristales perfectos. S6lo podemos dar ciertos principios
generales que deben satisfacerse.

Dado que las intensidades difusas son débiles, es necesario re-

ducir al mdximo las difusiones pardsitas. Por esta razén es imprescindibie el
uso de un monocromador. Por otra parte, se requiere siempre una gran energia
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incidente sobre la muestra para obtener efectos observables; lo que conviene en-
tonces son los monocromadores focalizantes, que dan haces monocrométicos e
intensos.

Segin los casos, puede resultar conveniente el método fotogrifico
o el goniémetro a contador. El primero conviene para una exploracién cualitativa
cuando se conoce poco o nada de la figura de difraccion a obtener. Debe trabajarse
en este caso con la muestra y la pelicula bajo vacio para disminuir la difusién por
el aire, que muchas veces es del mismo orden de magnitud de las intensidades a
observar.

El goniémetro a contador conviene cuando la figura de difraccién
es conocida y se requieren valores cuantitativos de la intensidad. En este caso, muy
frecuentemente, se puede descontar la difusién por el aire sin necesidad de poner
el sistema bajo vacio, En general, la geometria del goniémetro no es la que se ha
estudiado en el caso del difractémetro. El cristal y el contador se mueven de ma-
nera de ir midiendo regiones adecuadas del espacio reciproco. Diversas firmas
comerciales venden unidades programadoras que permiten realizar este trabajc,
automdticamente.

Los datos obtenidos deben ser corregidos por absorcién en la
muestra y, ademds, debe descontarse la difusién incoherente de Compton.
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VII . ESTUDIO PARTICULAR DE ALGUNAS IMPERFECCIONES

Al estudiar imperfecciones suele seguirse el camino siguiente: en-
contrar un modelo de las imperfecciones que rinda cuentas de la figura de difrac-
cion observada. Para este modelo se hallan las m en términos de pardme-
tros mds tangibles que sirvan para caracterizar a la imperfeccién. Estos se cal-
culan luego usando las intensidades medidas. Obtener directamente por cdlculo
los @m a partir de las intensidades medidas sin hipdtesis ni modelos a priori
no tiene mayor sentido, ya que esa funcién no basta por si sola para caracterizar
un dado tipo de defecto.

Nosotros no haremos ningin c4lculo detallado: Nos limitaremos,
cuando mds, a mostrar la forma de P m para algunos casos particulares. Tra-
taremos de mostrar claramente, eso si, qué pardmetros pueden determinarse en
esos casos particulares y las implicancias de esas determinaciones en el clnoci-
miento del sélido.

VIII.1. DESORDENES DE DESPLAZAMIENTO
CASO PARTICULAR DE LAS VIBRACIONES TERMICAS

Es esta imperfeccién la que primero y mds exhaustivamerte ha
sido estudiada. Es extremadamente importante pues aunque no se esté interesado
en estudiarla directamente es algo que estd siempre presente en un cristal y es
necesario saber qué influencia tiene en una dada figura de difraccién.

Como es bien sabido, los 4tomos estdn en continuo movimiento
vibratorio alrededor de sus posiciones en el cristal. La amplitud de vibracién
crece al aumentar la temperatura, pero las vibraciones subsisten aiin en el 0° K,
de acuerdo a las previsiones de la mecdnica cudntica.

La frecuencia de oscilacion de los dtomos es pequeiia respecto
de la frecuencia de los rayos X. Esto hace que los rayos X ''vean' a los 4tomos
en sus posiciones medias.

Para fijar las ideas consideremos un cristal simple en el cual
los dtomos tengan como posiciones de equilibrio los nodos de la red, y sea A?n
el desplazamiento del n-simo 4tomo respecto del n-simo nodo. De acuerdo a lo
expresado APFn varia muy lentamente en el tiempo respecto del periodo de vi-
bracién de las ondas electromagnéticas de rayos X. Sin embargo A¥n varfa
rdpidamente respecto de la duracién de una experiencia de medidas de intensidad
-difractada . La intensidad observada en estas condiciones es el promedio de las
intensidades difractadas por cada una de las configuraciones posibles de despla-
zamientos atémicos a lo largo de la experiencia. Los desplazamientos siguen la
misma ley para todos los 4tomos. Por lo tanto, en un instante dado el conjunto
de desplazamientos de los N dtomos existentes en el cristal es, desde un punto
de vista estadistico, equivalente al conjurito de desplazamientos de un dtomo dado
en N instantes arbitrarios separados por periodos de tiempo grandes respecto
del periodo de vibracién.
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Es decir, los valores medios de ATn para el conjunto de 4to-
mos en un instante dado, son idénticos a los valores medios en el tiempo de los
ATn para un dado dtomo.

Los efectos de esos desplazamientos sobre la difraccién responden
al esquema general: por un lado disminuye la intensidad de los mdximos de difrac-
cién y por el otro provoca intensidades difusas fuera de esos mdximos.

Las intensidades en los mdaximos de difraccién se ven atenuadas
por el factor de Debye-Waller, que ya habiamos introducido en las expresiones
del poder reflector. Este vale

-2M
D = o)
2 2 2
con M = 8., 1r . sen < . AR
k 2 3
donde AR 2 g ]a media cuadrdtica de las amplitudes de oscilacién y su ex-

presién se vincula a las caracteristicas del material considerado y a la temperatu-
ra gracias a la teoria de calores especificos *, y resulta:

»

ot T
AR® = Lm-z.,mk@ J[_T+ .@'4)(%) (VII.1.)

donde h es la constante de Planck

es la constante de Boltzman

es la llamada temperatura caracteristica de Debye, la cual es un pard-
metro propio del material.

es la temperatura absoluta a la cual la experiencia se ha llevado a cabo
es la masa del 4tomo

es la llamada funcién de Debye c expresmn es:

P $(&) = f dz

Reemplazando 4 R2 en D resulta:

53 @O~

i

-2M 2B sen? ©

_ 6h2 1 4. T ®
B Py [Z é(f)(-f) (VII.2.)

* Ver por ejemplo: F.Seitz, Modern Theory of Solids, McGraw Hill, New York, (1940)

donde
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Los valores de ® y ¢Nf @/T ) se extraen de tablas, las
cuales permiten hzllar B, el factor e 2M ge ovtwa luegn, también de tablas
para distintos valores de sen2 © / )\2 .

En (VIII.2.) seve que el factor de Debye-Waller serd tanto me-
nor cuanto mayor sea la temperatura. Este resultado era evidentemente previsi-
ble. Pero para una temperatura fija, dicho factor disminuye al aumentar sen? 8/7\2
Es decir, afectard mds a las reflexiones de altos indices. También ésto era pre-
visible. En efecto, las reflexiones de indices grandes corresponden a planos con
espaciado dpi] pequefios 2 d sen © = >\_)i%es 16gico pues que sean estos dpkj
los més afectados por un desplazamiento AY, de los dtomos. Ese mismo des-
plazamiento afectard menos en valor relativo a los espaciados mayores, que dan
origen a las lineas de indices mds pequefios.

Por otra parte, para distintos elementos, @ es tanto mayor
cuanto mayor sea el punto de fusién,

Quiere decir que dado dos elementos que presenten un maximo
de difraccién en dngulos de Bragg proximos en los dos casos para una dada longi-
tud de onda, y suponiendo que la temperatura de la experiencia es constante, la
disminucién de intensidad en el m4ximo considerado serd ma yor para el elemento
de menor punto de fusidn. .

Es necesario destacar que el factor de Debye-Waller se aplica
estrictamente a cristales cdbicos que contienen un solo tipo de &tomo . En cris-
tales mds complejos cada especie atdmica tiene su propio factor de temperatura
Wy son propios de cada elemento ! ) Si la estructura no es ctbica, por
otra parte, el factor B en (VIII.2.)varia con la direccion que se considere en el
cristal. (Estos efectos anisotrdpicos se observaron incliso en algunos cristales
cibicos) y asi ese factor no es el mismo para cadz refiexién. En esos casos la
correcién de las intensidades por efectos de la temperatura puede llegar a ser
muy compleja.

Sin embargo la f6rmula de Debye-Waller se ha verificado expe-
rimentalmente con muy buenos resultados en cristales de CIK, CINA y alumi-
nio para temperaturas comprendidas entre 770 K y 5000 K.

La energia que se sustrae de los mdximos de difraccién debe
aparecer en forma de intensidades difusas fuera de esos maximos y de ellas
debe dar cuenta la férmula general (VII.8:). Para que ella se .adapte al caso que
nos interesa ahora debe encontrarse la forma adecuada para ® - La teoria de
vibraciones en redes muestra * que las oscilaciones de los 4tomcs pueden consi-
derarse como la superposicién de ondas de desplazamiento que recorren el cris-
tal. Una de tales cndas puede representarse formalmente escribiendo que el
desplazamiento del Atomo situado en el nodo T'h estéd dado por:

A&f A cos 2‘()7(9&’1—1:7";) (VIII.3.)

* Ver por ejemplo: Brillouin, L; Parodi: Propagation des Ondes dans les milieux
périodiques, Masson et Cie, Paris 1956.
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vale decir que para un 4tomo dado ﬁn _ngre una oscilacién de amplitud
A y frecuencia . Elvector de onda k define la direccién de propagacidn
de la ondd, siendo su médulodg el = LA, donde £\, es la longitud de
onda ‘ '
. . v - :
En estas condiciones, el resultado del cdlculo, para un cristal sim-
ple constituido por dtomos idénticos‘distribuidos a razén de un &tomo por celda es:

ol % ?_) . . -
?m = 27\— %; (As cos»Q{ 2 cos 2Tk. T (VII. 4.)

Pero si é m - es sinusoidal, puede mosirarse que en primera aproximacién
la intensidad calculada por (VII. 8) estd concentrada alrededor de los nodos de la
red reciproca en dos puntos situados a la distancia * K de ellos; a estos puntos
suele llamdrseles satélites. La intensidad obtenida para los satélites es:

2 2
I satélite = 1 - T]"Z ‘,F(As CoOsN) (VIE. 5.)
Ve

en (VII.4.)y (VII. 5.) A{Z es el factor atémico de los 4tomos que constitu-
yen el cristal, A es el modulo de la amplitud de la onda considerada y es
el dngulo entvre la amplitud x y el vector de difusion = . (VII. 5.) permite ya
ver cémo varia la intensidad difusa debidz a la agitacién térmica: ella crece como
el cuadrado de la amplitud y ésta a su vez crece con la temperatura. La difusién
térmica, correspondientemente, aumentard al a2umentar la temperatura. Este au-
mente de intensidad difusa se hace a expensas de Ia intensidad concentrada en los
médximos de difraccién la cual, como hemos visto, se ve mds y més atenuada al
aumentar la temperatura. De la misma manera, la intensidad difusa aumenta como
Semn? 9/)\2’ =39S y el factor de Debye-Waller es mis pequefio al crecer

Sent /2%

= Ia variacién de intensidad difusa como S 2 es un hecho general
en los desérdenes de desplazamiento y puede servir para caracterizarlos frente
a otros tipos de desérdenes (¢f. parvafo VIII.2.)

1

Los resultados que hemcs obtenido, sin embargo, son inalcanza-
bles en una experiencia, Hemos hablado en efecto, de s6lo una onda de desplaza-
miento y en realidad el ndmero de ondas que vizjan en el cristal es muy grande. Sin
embargo es un nimero perfectamente determinado. La teoria dindmica de redes*
muestra que para un cristal cibico conteniendo N &dtomos hay s6lo N vectores
de onda f posibles, es decir, existen ondas diferentes que se propagan en el
cristal. Por lo tanto, alredgdor de cada nodo de la red reciproca existirdn 2 N
satélites a distancias £ k del node. Esta constelacién de satélites se presenta,
aln en las experiencias m4s refinadas, como una nube continua de intensidad.Por
éso suele hablarse de esta difusién como de la difusién térmica continua.La inten-
sidad Ip @ ) serd pues la superposicién de las intensidades de los 2 N satélites.

*  Ver Brillouin, Parodi 6 F.Seitz, cbras citadas.
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Para escribir la expresién final de Ig &) es necesario tener pre-
sente que a cada vector de onda K estin asociadas tres direcciones independientes
de vibracién las cuales. para una dada direccién de propagacién en el cmstal co-
rresponden a una opda longltudmal de amphtud Al (s decir, Aq u_ K LY dos_
ondas transversales de amplitudes A2 y A3 (AZ yK3 _L_‘k‘ YA1 L Ao 1 Aj).

Escribiendo las amplitudes Aj, Ag. Ag en término}sv de las ener-
gias E Y Ep E ) y de las frecuencias de esas
I’ 2 3
ondas, resulta que la intensidad difusa vale: ) "2 73

2 2 Y
I, 6) = £ [ cos . E i;coszo(z Eys cos2{ 3 (VIIL.6.)
—il:)———&-!—. - \?3
En esta expresion cos &X({ son los cosenos de los dngulos que forma el vector =5
con las amplitudes Ai ; m es la masa de los dtomos y el resto de los factores

han sido ya definidos.

R
Si se reemplaza E 5 porel valor de la energia térmica kT y

las frecuencias ‘)‘tpor su expresmn en términos de la longitud de onda A y velo-
cidad v

N- v
W

12
- j’ 2 .
I, ) = s2 JaN )sTZ cos? Xt (VIID. 7.)
z Vi 2

La férmula (VIII. 7.) muestra que una medida de la intensidad difusa en un punto
cualquiera del espacio reciproco da la suma cos2 ™y’ vi2 : siendo
los QL y los Vi incégnitos. Sin embargo, sabiendo que por razones de si-
metria las ondas se propagan con sus componentes longitudinal y transversales
segin ciertos ejes y eligiendo corsecuentemente las direcciones § , es posible
hallar puntos del espacio reciproco en los que sélo contribuye una onda longitudi-
nal o transversal pues dos de los tres cosenos son nulos. La longitud de onda

_[\ = 1 / k se halla simplemente midiendo la distancia entre el nodo parti-
cular considerado y el punto definido por s, yasi (VIII. 7.) permite calcular en
ciertos casos determinados la velocidad de propagacién en funcién de la longitud
de onda, y de alli la frecuencia. Las curvas @/ /. )suelen llamarse cur-
vas de dlspersmn y tienen wna gran importancia dentro de la dindmica de redes.
Los rayos X permiten pues su determinacién. '

resulta

Se constata en esas curvas que la velocidad varia con la longitud
de onda y tiende a un limite cuando 1 /f\ tiende a cero. Este limite representa
la velocidad de propagacién de longitudes de onda muy grandes respecto de las
dimensiones atémicas.

Estas grandes longitudes de onda pueden introducirse en el cris-
tal mediante osciladores externos. Enviando ondas ultrasénicas de caracteristicas
conocidas es factible calcular por este medio las constantes eldsticas del ma terial
ya que las velocidades de propagacién estdn ligadas a dichas constantes a través
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de relaciones bien establecidas por la teoria de la elasticidad*.

En el caso del hierro % , se ha encontrado que los valores de ve-
locidad de propagacié enczjan dentro de un marco coherente con las experiencias
de ultrasonido, y en perfecto acuerdo con las previsiones de la teoria de la elasti-
cidad.

R &

Este éxito de la teoria de la difusion de rayos X es de gran impor-
tancia pues” cuando sus rvesultados-son aplicables (caso de cristales simples), es
posible extender los métodos cldsicos de la elasticidad en sélidos en los cuales
se excitan ondas de longitud de onda conocida y se determina la frecuencia. La ori-
ginalidad del método de rayos X reside en que se usan ondas eldsticas de fre-
cuencias mucho m4s elevadas ( 1013 seg=1) que las frecuencias ultrasénicas
que son posibles de obtener en laboratorios ( 108 . seg"l) y ademds no es ne-
cesario excitarlas exteriormente: éstas resultan de la vibracién natural de los
dtomos debido a ia energia térmica. La eievada frecuencia de estas ondas permite
determinar constantes eldsticas que no son ya constantes tamadas a lo largo de un
cuerpo considerado continuo como es el casc con las frecuencias ultrasénicas, sino
que son directamente las constantes que determinan las fuerzas de interaccién
entre los 4tomos.

Aungue no se desprende directamente de las ecuaciones en la forma
en que las hemos escrito, es importante notar que las medidas de difu-
sién de rayos X permiten hallar en los casos simples el nimero d NQ de on-
das con frecuencia ’3 . es lo que se suele llamar el espectro actstico. Se de-
duce de alli la energia total de vibracién.

-7 E49N)

donde E} puede calcularse en funcién de la temperatura por la ecuacién (VerSeitz,

obra citada). l
EQ = ]ﬂ \7 (\Lim+-th7K1

Yesp osible obtener el calor especifico c¢ s dE/ dT - Este valor es de gran
importancia pues estd determinado a partir de una distribucién de frecuencias
dentro del sélido observada experimentalmente y no sobre una distribucién en-
contrada tedricamente sobre la base de hipdtesis mis o menos arbitrarias como
ocurre en las tecrias de los calores especificos Seitz, obra citada).

La discusién que hicimos de los efectos de la difusion térmica de
rayos X estuvo limitada, es necesario notario bien, a cristales simples en los
que las vibraciones de la red estfn bien entendidas. En cristales mds complejos
esos efectos son también mds complejos, y su discusién estd fuera de los fines de
este curso. Sin embargo, los ejemplos que hemos dado muestran claramente cudn

* Ver por ejemplo: L. Brillouin: Les tenseurs en mécanique et en élasticité
Masson et Cie. Paris (1960) 2d. édition).
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importante son los datos obtenidos mediante las medidas de difusién térmica -en
la actualidad prdcticamente inalcanzables por otras experiencias - para el enten-
dimiento del campo de fuerzas cristalinas, lo cual es esencial en la teoria de los
sodlidos .

VIII. 2. DESORDENES DE SUSTITUCION

El desérden de sustitucion ha sido ya definido en el capitulo anterior y
el ejemplo mds ilustrativo de ese tipo de desorden lo encontramos en las solucio-
nes sblidas metdlicas.

En el capitulo V del fasciculo I de estas notas nos hemos referido a
los distintos tipos de distribuciones atémicas que pueden encontrarse en las solu-
ciones sélidas y hemos dado una descripcién estadistica de la estructura en térmi-
nos de los pardmetros de orden de corto alcance. Queremos ver ahora cudles son
los efectos de esas distribuciones atémicas sobre las intensidades difundidas. Es--
tos deben enmarcarse dentro del cuadro general; por un lado deberiamos encontrar
una intensidad correspondiente al cristal promedio en el cual cada posicién previs-
ta'por las simetrias de la estructura estd owpada por un 4tomo promedio y, por
otro lado, encontrariamos una intensidad que depende de las distribuciones atémi-
cas locales. Para hallar esta dltima serd necesario ante todo encontrar una expre-
sién adecuada de é m,

Si se tiene una solucién sélida binaria cuyos componentes son A y B
en las proporciones relativas c A Y cp respectivamente y los respectivos factores
atémicos de difusién son f4 y fp , puede demostrarse sin dificultades que la

func1on§ m vale

Bo o el Fr)

donde D(m es elpardmetro de orden de corto alcance que hemos definido en el
capitulo V del fasciculo I de estas notas:

G(mzi'—»P;: =i~PAB
CA QB.

P ]13nA representa la probabilidad de encontrar un dtomo A en el extremo del

vector ';m cuando en el origen hay un 4tomo B y,andlogamente P ™ es la
probabilidad de encontrar un 4tomo B cuando hay un 4tomc A en el origen.

En estas condiciones (VII. 14) resulta:

=/ ﬂéa?m
L @ = cp cp (¥A‘¥B) 2 D £ (VIL.8.)
m

y nos encontramos ahora con un hecho importante: si no tomamos en cuenta la
variacion de los factores de difusién con s (variacién que es lenta y conocida),
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‘* o oA
la funcién Ip () es periddica en todo el espacic reciproco, con un periodo
igual al de la red vreciproca del cristal promedio. En efecto, Q[ m ho depende de
8, ¥y puede ponerss:

P P
I, §) = Ip (8 + Thyy)
<HIF- g ks -t» o
pues ZO{ m ew" g*'rhkl)"rm =Z Q(m e i§.7m. eml?hkl-_r’m
m

o1}

*m o+ Thy T [Y\ (o , entero)

La periodicidad en el espacio reciproco es caracteristica de los des6r-
denes de sustitucién.

Sin embargo, ellos nunca estdin presentes solos sino que siempre lo
acompafian los desérdenes de desplazariento: ante todo la difusion térmica, pero
ademds la diferencia de tamafios entre los constituyentes de una solucién sélida
provocan también desplazamientos de los 4tcmos. Ahora bien, ya hemos visto que
el desorden de desplazamiento da origen a intensidades difusas gue crecen como s
El resultado de la superposicién de ambos tipos de desorden serd una intensidad
que ya no es mis periddica .,

2

Sin embargo, la diferencia de efectos permite separar los que corres-
ponden a sustitucién de aquellos debido a desplazamientos. En efecto, los factores
de difusién son méximos para valores'de s pequefios, por lo tanto la difusién debi-
da a sustitucién serd mds intensa en regiones del espacio reciproco vecinas al
origen. Al mismo tiempo, en esas regiones, la difusion debida a desplazamientos
serd minima . Por lo tanto, }as regiones vecinas al origen serdn las mds apropia-
das para estudiar el desorden de sustitucién. Por razones anilogas, conviene es-
tudiar el desorden de desplzzamiento en zmas en las cuales el vector s tiene
un médulo relativamente grande.

Queremaos ver ahora cudles son los efectos particulares para cada uno
de los tipos de des6rdenes de sustitucién definidos. Para ésto observemos ante to-
do que (VIII. 8.} puede reescribirse en forma més explicita teniendo en cuenta
queM o = 1, pues la probabilidad de encontrar un 4tomo A, en el origen cuando por
hipétesis se ha supuesto que existe un dtomo B es nula. Ademds, la probabilidad
en ¥y, esigualala probebilidaden “F _p,.

Asf result
resulta 6o

‘ —b
I Tg) = GA Cp (jEA -‘?B)Z L1+2 m cos iﬁ?ar.,m} (VIII.9)
{

%upongamos que la solucidn sélida esté completamente desordenada en ese caso
BA:‘“’CA) PA:C% D{m = O paratodo m salvo m = O y (VOI.9),
se transforma en B

Ip 8) = Cy CB(:yA - 12
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Vale decir, una solucién sélida, perfectamente desordenada da una difusién que,

a menos de la variacién lenta de los factores atémicos, es constante en todo el
espacio reciproco Es decir, en el diégrama de difraccidn. se presenta como un

velo continuo que decrece lentamente al aumentar s debide a la sola variacién

de los factores atémicos. Esta difusién se llama la difusién de Laue y, de acuerdo

a las previsiones teéricas es tan débil que priacticamente es inaccesible a la expe-
riencia’.De todos modos ya hemos dicho ¢f capitulo V, fasciculo I), que las solucio
nes sélidas desordenadas parecen no existir por lo tanto, ain realizando experien -
cias extremadamente sensibles la difusion de Laue no podrd observarse*

Toda solucién sélida se aparta en general del desorden total y segin
como se aparte los términos oscilantes de amplitud Q[m jugardan un forma diferen-
te modificando el aspecto del diagrama de difraccién. De acuerdo a (VIII. 9) éste
serd siempre una superposicién de la difusién de Laue mds modulaciones de am-
plitud X m, las cuales dependen directamente de las distribuciones atémicas
locales. Hay, sin embargo, un hecho comin 4 todos los desérdenes de sustitucién:
puesto que en las féormulas de la intensidad difundida aparece el factor A --PB)Z,
los efectos de difraccién debidos a esos desérdenes no serdn apreciables' cuando
se trate de elementos de nimero atémico préximo.

En el caso de soluciones sélidas con tendencia al ordenamiento, ya
hemos visto en cristalografia que el pardmetro Ola, €8 negativo y menor que 1
para las capas impares de vecinos , vale 1 para las capas pares y tiende a cero
para las posiciones alejadas del dtomo tomado como origen. La serie (VIII.9)
tiene pues pocos sumandos: al crecer m |, m tiende rdapidamente a cero. Se
puede asi medir experimentalmente Io (é') y determinar los pardmetros Oy

Conviene considerar ahora el caso particular importante en el cual
el ordenamiento se halla extendido a todo el cristal constituyendo una superestruc-
tura de la cual queremos ver el efecto en el diagrama de difraccién. Para ésto,
volvamos a considerar la solucién sélida de 4tomos A y B, completamente
desordenada: ya sabemos que ésta dard origen a una intensidad continua, muy
débil (la difusién de Laue); pero al mismo tiempo, ella dard mdximos de difrac-
cién que corresponden a un cristal compuesto por "dtomos promedio" cuyo factor
atémico de difusién vale

B

Asf, salvo la difusién de Laue, la solucién sélida desordenada se comporta como
un cristal conteniendo un tnico tipo de d4tomos, con lo que el factor de estructura
correspondiente a una reflexién (hkl) podrd escribirse:

—

<™
2 211 ¢(hx rkyy - lz
2%

La exponencial varia entre + 1 y segin las coordenadas de los d4tomos serd nulo
para ciertos h, k y1 debido a que términos de distinto signo se cancelardn entre
si. Varios ejemplos ya han sido analizados en las clases de problemas.

* Recientemente experiencias muy refinadas permitieron verificar 1a expresioén
de la difusién de Laue en unaaleacién de aluminio-galio, que se presenta como
enteramente desordenada.
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Si tenemos ahora una solucién sélida ordenada, hay posiciones per-
fectamente definidas para cada tipo de 4tomo y éstos intervienen ahora "como
individuos" y no a través de un promedio. Asf, el factor de estructura se eschiri-

rd :
> Ti(hxy+kyy+027)
Fhkl Z'?_,)

Al intervenir cada 4tomo con su propio factor atémico de difusién la posibilidad

de cancelacidén entre los distintos sumandos del factor de estructura se ha restrin-
gido. Asf, dicho factor tiene menos posibilidades de anularse y debemos esperar
en la solucién sélida ordenada, la aparicién de reflexiones suplementarias respec-
to de la solucién sélida sin ordenar. Estas nuevas reflexiones reciben el nombre
de reflexiones de superestructura y sus intensidades son proporcionales a (

f )2 Un ejemplo aclarard este punto. Consideremos la aleacién FeAl; ya hemos
v1sto en las clases de cristalografia que en el estado desordenado la estructura
estd construida sobre una celda bee con un 4tomo promedio en cada uno de los
nodos; el factor de estructura vale en este caso:

?[l _FQ-TTC u\+\<+2)]

Frk =
con
f= 056fpe + 0,5 fA\
T (hakib)
El factor de estructura serd nulo toda vez que € =] , 0 sea, cuando
h+k+1 =2n +1 (siendo n un entero); dicho de otra manera: s6lo se obser-
vardn reflexiones cuyos indices sean tales queh + k + 1 = 2n. Al ordenarse,

la estructura de la aleacidn se basa en una celda ciibica simple alrededor de cu-
yos nodos se distribuye un motivo de dos 4tomos, uno de Fe en (000) y otro de
Al en1)) ; el factor de estructura resulta asf:

F g =(T> N ¥ , - Afi(h+k+D)
FQ AR

sih+k+1 = 2n, se tienen las reflexi ones normales presentes atn en la solu-

ci6én soélida desordenada.
?Fe + ‘?Al

gFe = %Al
vale decir, han aparecido nuevas reflexiones cuya intensidad es tal que

I sup 0C<<FF€ - ]EAI 2

Otros ejemplos serdn analizados en la clase de problemas.

F hi

F
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Debe notarse que la intensidad de las lineas de superestructura serdn
siempre mucho menor que la de las lineas normpales: mientras esta es proporcio-
nala (L p + B)Z, aquella es proporcional a ( A B)z‘ Ocurre pues con las
lineas de superestructura algo andlogo a lo que se presenta con la difusién dehida
a desorden de sustitucién en general: la intensidad depende de la diferencia entre
los factores atémicos. Quiere decir pues que las lineas de superestructura serdn
prdcticamente inobservables en el caso de aleaciones constituidas por elementos
vecinos en la tabla periédica (Cu,Zn, Ni, Fe, etc.).

Si el orden de largo alcance no fuera total sino que estarfa‘_ca@Acteri—
zado por un pardmetro de orden S (recordar de cristalografia que S = 2=

donde Yq es la fraccién de sitios oL ocupados por 4tomos A), un calculé sim-
ple permite demostrar que la intensidad de las lineas de superestructura es tal

que:
I S2 2
sup C’( (’FA ‘g"B )

Quiere decir que si se miden las intensidades de las lineas de superes-
tructura es posible calcular el pardmetro de orden S. Esta medida para el caso de
la aleaci6n CugAu serd el objeto de un trabajo prictico.

A medida que el orden de largo alcance se destruye, por ejemplo ca-
lentando progresivamente la aleacién,los mdximos de superestructura se hacen
mis y mds anchos y difusos, hasta que se convierten en las modulaciones de la -
intensidad difusa tal como viene dada por la ecuacién (VIII.9). La teoria muestra
que los mdximos de estas modulaciones se encuentran alrededor de las posiciones
en que se presentarian las reflexiones de superestructura si la solucién sélida es-
tuviera completamente ordenada .

Queremos resumir ahora los efectos que se obtienen en el diagrama
de difraccién en el caso de una solucién sélida con tendencia a la segregacién.La
ecuacidén (VIII.9) da cuenta de los efectos en funcién de los 0( m que definen la dis-
tribucién atémica. En este caso, Pg‘},‘ < CA Yy tiende a Cp a medida que crece
la distancia Ty, . Vale decir, los Y 1, son positivos y tiepden a cero al crecer m.
Puede mostrarse en este caso que las modulaciones de J./s) se hallan concentra-
das alrededor de los nodos de la red reciproca. Es decir, alrededor de los maxi-
mos de difraccion de la red promedio. Dado que 26) es periddica en el espacio
reciproco en ausencia de otro tipo de desorden, la segregacién tendrd por efecto
crear un dominio de difusién idéntico,alrededor de todos los nodos de la red reci-
proca del cristal promedio. En particular, ésto ocurrird alrededor del nodo ori-
gen. Nos encontramos pues, ante el hecho que la segregacién produce difusién a
pequeiios dngulos.

Este resultado era de prever. Vimos, en efecto, en VIi2.2. que la di-
fusién a pequefios dngulos se produce cuando existen en la materia dominios de he-
terogeneidad cuya densidad electrénica es netamente diferente de las del medio
que las rodea. Estos dominios en una solucién sélida con segregacién, no son si-
no las zonas GP en las cuales hay una elevada concentracién de uno de los tipos
de dtomos que contiene la solucién sélida. Esto hace que su densidad electrénica
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sea diferente de la densidad eilectrénica media de la aleacién. Si los 4tomos que
componen la solucién séiida tienen ura pequefia diferencia en nimero atémico, ese
contraste de densidad electrénica serd pequeio y la intensidad difundida puede ha-
cerse inobservable,

Esio es lo que por otra parte, nos prevé la formula (VII.9): Si la di-
ferencia{: A 5 ©8 chics, la intensidad difundida sersd también pequefia,

Las medidas de los pardmetros Dzm puede hacerse en el caso de solu-
ciones sélidas con segregacién como en el caso de las soluciones sdlidas con orden
de corto alcance. Sin embargo, suele ser méds simple, er muchos casos,usar los
métodos de difusién a pequeiios dngulos, de los cuales pueden obtenerse los tama-
flos de las zcnas GP en la forma indicada en VII.2.2. Asimismo, es posible deter-
minar la composicién dertro y fuera de las zonas. La medida de los ! m puede
hacerse necesaria si los resultados de la teoria de la difusién a pequefios 4ngulos
no son aplicables (casos en que Ig () es fuertemente anisotrdpica) o cuando se re-
quieren detalles acerca de la estructura interna de las zonas. La figurav/m_,lresume
con detalle los tipos de desorden de sustitucién a los que nos hemos referido y
sus respectivos efectos sobre el diagramez de difraccién.

El estudio de estructura de soluciones sélidas es uno de los terrenos en
que la aplicacién de la teoria de la difraccidén por cristales imperfectos se ha mos-
trado mis fructifera. Ella permitié hacer imporiantes progresos en el entendi-
miento de la termodindmica y comportamiento fisico general de aleaciones.

Es importante notar que los parémetros&m asi como €l pardmetro S
son magnitudes que en el caso de soluciones sélidas en equilibrio tienen un sig-
nificado termodindmico preciso*. Los métodos de difraccién de rayos X permiten
entonces unz asociacidén entre resultados experimentales y las teorias termodind-
micas mucho més directa que ningin otro método. La razén de esta asociacién in-
tima debe buscarse en la naturaleza estadistica de los resultados de la teoria de
la difraccién. De esa misma naturaleza son las descripcicnes termodindmicas.

En el caso de soluciones sélidas sobresaturas, fuera del equilibrio,
evidentemente la relacién entre los pardmetros medidos y la termodindmica de
esos sistemas estd lejos de ser directa, al menos desde el punto de vista de la
termodindmica cldsica cuyas funciones estdn definidas solo en estados de equili-
brio. Sin embargo, los métodos de difraccién han permitido entender en muchos
casos mecanismos atémicos que son el origen mismo de variacién de propiedades
tan importantes como la resistividad eléctrica o la dureza de aleaciones. *

A juzgar por el avance chservado en los Gltimos tiempos numerosos
problemas de la termodinrdmica de aleaciones procuran solucionarse a breve plazo
gracias a un empleo juicioso de los dates de difraccién.

* Guinier A . Solid State Physics Vol. IX, Academic Press, New York, 1959
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Figura VII.1

(Extrafda de V. Gerold, Zeit. Mtllkde, 54, 370, 1963)

En la mitad izquierda se reproduce un modelo bidimensional de solucién s6lida y en la mitad
derecha su espacio recifproco que equivale aproximadamente al diagrama de difraccién tal co-
mo se observarfa en una placa fotografica. Los puntos de coordenadas (hk) son los nodos de

la red reciproca del cristal promedio ¥, el punto (00) corresponde a la direccién de inciden-
cia, es decir, al 4ngulo de difraccién nulo.

Abajo se da un grifico esquemitico de la distribucién de intensidades a lo largo del eje h
desde (00) hasta (20) y las reflexiones correspondientes al cristal promedio se han representado
por trazos verticales.
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Figura VIII.1(a)

Solucién sé6lida completamente de-
sordenada. S6lo se observa, ade-
més de los maximos de difraccién
del cristal promedio, la difusién
continua de Laue.

Figura VII.1 (D)

Solucién sélida con segregacién
(por ejemplo Al-Zn).
A la difusién de Laue se le super-

OO0 &t D ::': X ,j bonen modulaciones de la intensi-
LRI X dad difusa, cuyos méximos se en-
OSSO cuentran en los nodos de la red
1 reciproca del cristal promedio.
N L Enparticular, hay intensidad difu-
sa alrededor del nodo (00).

-130-



&

Figura d (c
KA e o o o o gura VIII.1 (c)
0
O
O e o o o o2 Soluci6én s6lida con orden de
9, 0, . largo alcance: no hay intensidad
o e e difusa sino lfneas nftidas de su-
o s ags b perestructura,
o.y .“10.*, 1 |
gt 0 b b ‘
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Figura VII.1 (d)

Solucién sélida con orden de
corto alcance. A la difusién
de Laue se le superponen mo-
dulaciones como en b) pero

los maximos difusos se en-
cuentran en las posiciones
donde aparecerian las lineas
de superestructura si la solu-
ci6én sélida estuviese totalmen-
te ordenada.
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IX. ESTUDIO POR DIFRACCION DE RAYOS X DE METALES DEFORMADOS

El estudio de la deformacién en metales por métodos de difraccién exi-
ge el conocimiento de los distintos mecanismos por los cuales esa deformacidn se
lleva a cabo y éstos serdn el objeto de varios ciclos en este curso panamericano.
Por otra parte, la teoria general de la difraccion por cristales imperfectos se a-
dapta a ese estudio en forma menos directa que a los casos analizados en el capi-
tulo anterior.

Por esas razones, aunque las deformaciones en metales producen des-
érdenes de desplazamiento cuyos efectos son previsibles a partir de la teoria ge-
neral, nosotros lo trataremos desde un punto de vista mis elemental en un capitu-
lo aparte.

IX.1. ASTERISMO EN LOS DIAGRAMAS DE LAUE

Dado un monocristal deformado plidsticamente el diagrama de Laue se
presenta con un fenémeno llamado asterismo, el cual consiste en una distorsién
mas o menos marcada de las manchas del diagrama.

Nosotros hemos visto en el capitulo II que la difraccion podia interpre -
tarse como una reflexién sobre un plano reticular, y hemos discutido con detalle
la validez de esa imagen. Ella prevé midximos de intensidad nitidos que se tradu-
cen en manchas bien definidas en el diagrama de difraccién. La extensioén de la
mancha estd dada en este caso por las condiciones geométricas de la experiencia
dimensiones del haz incidente, distancia muestra film).

Si tenemos un cristal deformado, por ejemplo por curvatura, las man-
chas del diagrama de Laue se distorsionan y esta distorsién puede preverse tam-
bién a partir de la analogia 6ptica de la reflexion (siempre dentro de las limitacio-
nes establecidas). Un dado plano reticular curvado no se comportard ya como un
"espejo" plano identificable por su normal sino como una especie de espejo curvo
formado por un conjunto de plaquitas reflectoras desorientadas una respecto de la
otra siguiendo la curvatura que ha sufrido la superficie. En esta imagen del plano
reticular no existird ya una {nica normal al plano sino que estaremos en presencia
de todo un rango de normales mds o menos amplio segin la curvatura dada al cris-
tal. Correspondientemente las manchas del diagrama de Laue aparecerin distor-
sionadas y la distorsién sufrida dependerd de la curvatura de los planos reticulares
considerados y de la orientacién del eje de curvatura respecto de la pelicula y del
haz incidente.

En principio, midiendo el ensanchamiento de las manchas seria posible
determinar el rango de orientaciones de las normales. Sin embargo, diversos efec-
tos propios de la experiencia falsean la medida. En efecto, con cada una de las
normales del rango considerado intervienen una longitud de onda del espectro con-
tinuo diferente. Como este espectro estd limitado en las pequefias longitudes de
ondn (ver capitulo ITT) la mancha de Laue distorsionadas terminardn abruptamente
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para la zona del diagrama correspondiente a la longitud de onda minima. Asimis-
mo ,para las grandes Longitudes de onda los Iimites de las manchas se hacen difusos .
A ésto debe agregarse los efectos derivados de los cantos de absorcién del bromo
y de la plata que componen la emulsién fotogrdfica, lo que provoca una absorcién
preferencial de ciertas longitudes de onda con la consiguiente distribucién irregu-
lar de intensidades en la mancha.

La informacién obtenida de un diagrama de Laue con asterismo debe
pues considerarse cuidadosamente y en todo caso, las conclusiones que de él se
saquen son fundamentalmente cualitativas . ‘

IX.2.EFECTOS DE LAS DEFORMACIONES EN EL ANCHO DE LAS LINEAS D.S

Supongamos un dado metal sometido a tensiones que produzcan defor-
maciones homogéneas a lo largo de todo el volumen del metal. Estas provocarin
una variacion del pardmetro de red que se traducird en el corrimiento de las lineas
del diagrama de Debye-Scherrer del metal considerado. De ese corrimiento pueden
evaluarse las tensiones como lo hemos visto en el capitulo VII.

Si las deformaciones no son homogéneas existirdn dentro del cristal
zonas de compresion y de dilatacién, y las variaciones del pardmetro de red no
serdn ya idénticas en los distintos puntos del metal considerado. La consecuencia
de ésto es que las lineas de Debye-Scherrer aparecen ensanchadas. La teoria
muestra que la presencia de deformaciones no homogéneas produce en efecto ensan-
chamiento de linea pero no altera la intensidad integral de un dado médximo de difrac-
cion,

El ensanchamiento de linea es pues una indicacién de la existencia de
tensiones internas. Es un criterio simple y de fdcil aplicacién que puede usarse
como control de tratamientos térmicos. Por ejemplo, un recocido para eliminar
tensiones se considera satisfactorio cuando la muestra bajo control da, en un de-
terminado montaje experimental, lineas tan finas como una muestra bien cristali-
zada del mismo material,

El estudio cuantitativo de un material deformado, es decir, la obtencién
a partir del ancho de linea de pardmetros que caractericen el estado de deforma-
ci6n, es mucho méds complicado. Dos concepciones distintas de la estructura del
metal deformado fueron usadas en el pasado:

1. Modelo de la Fragmentacién. Se supone que el efecto de la deformacién es
fragmentar el cristal metdlico en pequefios cristalitos desorientados unos
respectos de otros, pero manteniendo dentro-de ellos una estructura periddica
perfecta. En estas condiciones, el ancho de una linea estaria originado en el
pequefio tamaifio de los cristales individuales. El tamafio L. de los mismos, que
se calcula por la f6rmula de Scherrer (ver pdrrafo VII.2.) sirve para caracte-
rizar la estructura del metal deformado.
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2. Modelo de las fluctuaciones del pardmetro. Bdsicamente se supone que los dis -
tintos granos del metal tienen un tamafio suficiente para no producir ensancha-
miento y, al mismo tiempo, su estructura periédica se conserva perfecta. El
ensanchamiento se atribuye a regiones del metal que. como consecuencia de
tensiones heterogéneas, unas estin en compresién y otras en tensién. A esas
regiones corresponden valores del pardmetro de red ligeramente diferentes
del valor de equilibrio sin tensiones. Si los valores del pardmetro estdn dis-
tribuidos segin una curva de anchoAa, el anchoAS para una dada linea se ob-
tiene diferenciando la ecuacién de Bragg:

AB- « B 82

para un metal cibico:

Ad _ Aa
d 3

Asi, el ancho A 2 Q) serd

D e®)- 2 Aai tg O

seglin esta teoria pues, el pardmetro que caracteriza el estado de tensiones
es Aa/a, el cual queda determinado por el ancho de linea. En principio, pue-
de parecer simple distinguir experimentalmente cudl de los dos modelos es
vdlido. En efecto, el ancho de la linea varia, para el primer modelo como
1/cos® (recordar férmula de Scherrer) y en el sagundo como tg@. Ambas
funciones difieren sensiblemente para valores 4 pero no para dngulos
mayores . Sin embargo, para la mayor parte de los metales en la regién de
valores deP relativamente pequefios se encuentran pocas lineas. Al mismo
tiempo, en esa regién el ensanchamiento es pequefio y, por consiguiente, su
medida muy poco precisa. Por lo tanto, ninguna decisién definitiva puede al-
canzarse mediante este andlisis. Otras experiencias usando distintas longitu-
des de onda tampoco condujeron a resultados concluyentes .

Ambos modelos estuvieron en permanente controversia: para- algunos
casos se adaptaba el uno, para otros el otro. Se intentaron incluso compromisos
tales como combinar los dos modelos. En realidad, las ambigliedades surgen de la
pobreza de los datos experimentales que pueden obtenerse. En efecto siempre es
posible reproducir, dentro del error experimental, el ancho de una dada linea de
Debye-Scherrer con pardmetros_evaluados a partir de teorias basicamente diferentes .

Un avance considerable en el conocimiento de la estructura de metales
deformados lo constituyen los trabajos de Warren y su escuela. En esos trabajos se
tratd ante todo de extraer una mayor informacién de la experiencia: ademds del
ancho de las lineas se midié cuidadosamente el perfil de las mismas; y sin aceptar.
modelos o hipétesis a priori se buscaron cudles eran las consecuencias de esas
observaciones experimentales .
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No es nuestra intencién aqui desarrollar los cdlculos de Warren y cola-
boradores ni referirnos a los detalles de las observaciones experimentales. Simple-
mente queremos mostrar los alcances y limitaciones de la informacién acerca de la
estructura de metales deformados que en el mejor de los casos, puede extraerse
del diagrama de difraccién.

De la experiencia pueden extraerse dos pardmetros:

1) Un pardmetro relativo al tamafio de pequefios bloques cristalinos que difractan
coherentemente al que llamaremos L, cuyo significado es semejante al tamafio
aparente de cristales definido en el capitulo VIII. En este caso, L representa la
distancia 2 lo largo de un dado eje (hkl) entre imperfecciones vecinas que sepa-
ran a bloques del cristal tales que ellos difractan incoherzntemente entre si.

2) Un pardmetro€ que da ia fluctuacién media cuadratica de la variacién en longitud
a lo largo de un eje (hkl). Si L es la lengitud para un cristal sin distorsionar
a lo largo del eje (hkl), en el cristal distorisonado valdrd L +A L. El pardme-
tro &, viene definido por:

(S

e - AP

L

Si las deformaciones fiueran homogéneas en cada uno de los bloques de
cristal que difractan coherentemente @dn cuando ellas varien de un punto a otro del
cristal), & es counstante en todo el volumen de cristal. Pero el resultado del cédlculo
de Warren es que& disminvye cuando I, 7 40 X Esto pone en evidencia gue las de-
formaciones son homogéneas a lo largo de distancias no superiores a 40 A. Pava
L~A4GA, L esdel ordendel A. Vale decir el desplazamiento de los 4tomos debido
a las deformaciones puzds egtar en el orden de las distancias interatémicas.

El valor de & depende de la direccidn del eje considerado. En un primer
trabajo, Warren y Averhach, estudiando el iatén %{ , calcularon las tensiones a partir
de los valores deé medidos usando valores del médulo de Young determinados
macroscopicamente. Ellss concluyercon que !as tensiones eran isotrdpicas y atribu-
yeron la anisotropfa en & 2 la anisctropia del mddulo de Young. En un trabajo pos-
terior, esta conclusion se cambid completamente por la consideracién de un tipo
particular de imperfeccion: las fallas de apilamiento, las que no entraron en consi-
deracidn en el trabajo primitivo.

Lz forma mas simple de esta imperfeccidén se presenta en el apilamiento
compacto de los planos hexagonales de las estructuras fcc y hep: los (11) en las-
primeras y los (001) en las segundas (ver cursc de cristalografia). Para las estruc-
turas fcc que constituyen un caso particularmente favorable, el efecto de las fallas
de apilamiento en las lineas de D.S. fué evaluado por Patterson y el resultado de su
cdlculo muestra que las Ifneas aparecen ensanchadas y, ademds, desplazadas en una
cantidad que es proporcional a la frecuencia de fallas. Para determinar sin ambi-
gledades el efecto que se predice para las fallas dz apilamiento deben darse dos-
condiciones: 1) los desplazamientos deben ser suficientemente grandes como para
ser detectables; 2) deben ser de distintc signo para las lineas de distinto indice de
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manera que la distancia entre dos lineas D.S. se vea aumentada o disminuida. Esta
Gltima condicién permite distinguir los efectos debido a las fallas de apilamiento de
aquellos debidos simplemernte a las tensiones homogéneas o a ladilatacién térmica.

En el latén gl fuertemente deformado por limado Warren y Warekcis en-
contraron desplazamientos de linea de acuerdo a las predicciones de Patterson, y
pudieron determinar la frecuencia de fallas de apilamiento. Este pardmetro permitio
calcular el ensanchamiento de linea que la presencia de esas fallas provoca y des-
contarlo del ancho medido. El ancho restante se atribuy6 a los efectos de distorsién
que acabamos de discutir. Pudo determinarse as{ para el latérod_ que la principal
causa de ensanchamiento de linea la constituyen las fallas de apilamiento.

Asi vemos cémo el cambio de las hipitesis bdsicas cambia completamen-
te las conclusiones originales acerca de la estructura de esa aleacion. Resulta signi-
ficativo notar que aparte del corrimienio de linea que no fué tenido en mente en el
primitivo trabajo de Warren y Averbach, el diagrama de difraccién puede explicarse
igualmente bien dentro del error experimental tanto con la primera teoria (anisotro-
pia del médulo de Young) como con la segunda (fallas de apilamiento).

Como conclusion podemos decir que el andlisis mids elaborado de los da-
tos de difraccion da una descripcion estadistica de la estructura de los metales de-
formados (C f. estudio de soluciones sélidas parrafo VIII.2 ). Esta descripcién
puede conducir a una verificacién de modelos propuestos pero no puede dar por si
misma una imagen completa de esas estructuras. Encontramos pues las mismas
limitaciones que hemos mencionado muchas veces a lo largo de este curso. Ellas
tienen todas el mismo origen: la informacién incompleta que brindan las experien-
cias de difraccién. Sin embargo, repetimos una vez mis que esas experiencias cons-
tituyen la fuente de conocimiento mds directa en el estudio de la materia en escala
atomica y conduce a resultados extremadamente importantes. En el caso particular
que nos ocupa ellas permitieron una prueba directa de la presencia de fallas de api-
lamiento.

Para terminar, vale la pena notar que no existe ninguna vinculacién in-
mediata en lo que acabamos de exponer con las dislocaciones que desempefian un
rol tan importante en la interpretacién de la deformacién pldstica. En realidad, en
los resultados que hemos discutido, las dislocaciones no tienen efecto alguno pues
se hallan concentradas en regiones que aunque fuertemente distorsionadas, tienen
una muy pequefia extensién ~especto de ias dimensiones de los dominios del cristal a
los cuales dichos resultados se aplican. En efecto, en un cristal con una densidad
de dislocaciones de 1012 1o cual es un valor frecuentemente estimado, ellas se ha-
llan distanciadas por longltudes del orden de 200 A Frente a estos valores no tie-
nen importancia las regiones del orden de algunos Angstroms a los que se extlende
la influencia de una dislocacién individual .
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APENDICE I
NOCIONES ELEMENTA LES SOBRE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Los nimeros complejos, que constituyen una generalizacién de los nime-
ros reales, fueron introducidos para dar sentido a la radiacién par de nimeras ne-
gativos.

Todo nime. o complejo puede escribirse en la forma:
z=a 4 ib (A1)

donde a y b son nimeros reales y el nimero i es tal que i = \[-—-1 o bien i2 = -1.

El nimero a se llama la parte real del nimero complejo z,y_l_) la parte imaginaria.
Si la parte real fuera nula, el nimero complejo se llama imaginario puro; si la
parte imaginaria es nula el nGmero complejo pasa a ser un nimero real

Asl como todo niimero real puede representarse por un punto sobre una
recta, un nimero complejo se representa vor un punto P de un plano llamado plano
complejo. El plano complejo esta determinado por dos ejes coordenados midiéndo-
se en abscisas la parte real a y en ordenadas la parte imaginaria b. Observando
la figura A 1 resultan evidentes las siguientes relaciones:

PCOS(.P b = ?sen(?

a? ¢ p?

o
1"

—0
1

En estas condiciones:

z = Y(cos(?-{-isen(.{)) 1A 2)

a

Fig. A.1

La expresi6n (A.2) se llama forma trigonométrica o polar del nimero complejo z
mientras que (A 1) se dice que es su forma algebraica. La cantidad recibe el
nombre de moédulo de z y el dngulo LP es su argumento. Conviene observar que el
argumentono estd completamente definido Si bien, en efecto, (P = arctg (b/a),
también L? = arctag (b/a) + 2nTT

Existe aun otra forma de los nimeros complejos de gran utilidad préctica.
Ella resulta de una f6rmula, conocida como fé6rmula de Euler, que se deduce en
todos los cursos elementales de anilisis y que nosotros admitiremos sin demostra-
cién:

.

QlL?= Cos LP+ i sen L?
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Vale decir que la expresién exponencial 9_1"9 corresponde a un nimero
complejo de argumento (?cuyo médulo vale 1. Resulta asi:

z = a+ipb = ?(cos({)-‘.isen(‘) ) = fei({) (A.3)
La expresién (A.3) se llama forma exponencial de nimeros complejo z.

Dados dos niimeros complejos z y z', en sus formas algebraicas, trigo-
rométrica o exponencial:

‘a + ib

Z

P (cos(Q tisen®@ ) = feiq)
i ; |‘ \
‘) (cos({)’-l—isen (?' ) = ()elq)
es decir que ellos son iguales si sus partes reales e imaginarias son respectiva-
mente iguales. Esta definicién no ofrece ambigiiedades en la forma algebraica:

z=z'sia=a'yb =Db’. Sin embargo, en las formas trigonométrica y exponencial
resulta: z = z' si €= f' y (Q' = (.?-(- 2 K[ siendo K un entero. En efecto:

si ?=?‘y(?’ =l%+2KTT:
fcos ((‘H-ZKTT)-*—isen((‘){.ZKT[')

a' 4 ib!

Z'

Z'

Recordemos las férmulas trigonométricas:

sen ( D{i‘S} ) senDLcos(gf cos A sen(s
cos{d\fﬁ) coso\ cosF%seno{ sen{s
Entonces: Cos (@%?lﬂ\') = oS Cecos 2K"ﬂ' - sen(,F sen 2K ]T = COS C?

y andlogamente: sen (Ce +2KT ) = sen(? cos ZKTH-cos(‘) sen 2KTI = sen ({)

Luege z' = € (cosC?-{- i sen(F ) =z
Consideremos ahorz la forma exponencial Yeiq)
Si‘h ev y @ =(Qr2kT 2’ ?a eiLP' - ?ei(L?*ZKTT) - eeicf oi2K TT
pero elZKW = cos 2KTy +1isen 2K =1
luego z* = ?ei"? =z
con o cual hemos demostrado que dos nimeros complejos en sus formas trigono-
métrica o exponencial son iguales si tienen igual médulo y si sus argumentos di-
fieren en un midltiplo entero de 2T .
La sencillez con que hicimos la demostracién en el caso de la forma ex-

ponencial nos muestra que en general, resulta més prédctico trabajar con exponen-
ciales que con funciones trigonométricas.
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Se dice que dos nimeros complejos son conjugados si sus partes reales son igua-
les y si sus partes imaginarias son iguales y de signo opuesto. Siz =a<4ib su
complejo conjurado serd z* =a - ib, En forma trigonométrica y exponencial re-
sulta: si z = e ( cos(e-}isen(.? ), el complejo conjugado es z* = (cos(t— isen(f)

z=?ei‘§7 7k = fe’l .

OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS

1. SUMA: Se dice que un nidmero complejo A 4iB es suma de los nliimeros a +ib
ya'+ ib' si A=a4a'y B=b+b', yse expresa:

A +iB =(a +ib) 4 (a' + ib")

Vale decir, se suman separadamente la parte real de uno con la parte real

del otro y anflogamente con las respectivas partes imaginarias., Resulta e-
vidente pues que la suma de nimeros compiejos responde a las mismas leyes
que la suma de vectores en la cual se suman separadamente las distintas com-
ponentes. La figura A,2 representa griaficamente la suma de niimero s com-
plejos, resultando ademds evidente las relaciones de suma en las formas tri-
gonométrica y exponencial,

z+2'=(3+a')+ i(b+b)

L?= arctg% (Y' = arctg S— (a+ib)
-
a a as+a’
Figura A.2
z4 z' = feoscb.f' cos(_’)'{. i ?sen‘@f‘ sen(F' )

Exponencialmente:
. . . ),
z = Felce AR F'el(f' z +z' = ?elLf_}_Yel(Q'

2. MULTIPLICACION: Se lleva a cabo, en las formas algebraica y trigonométri-
ca como si se tratara del producto de binomios pero agrupando separadamente
las partes real e imaginaria. Siempre es necesario recordar que i.i=i2 = -1:

z . z'=(a4ib) (a'¢ib') = aa'4 ia'b 4 iab' - bb’
osea: zz'= (aa'-bb') 4-i (a'b4-ab')
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En forma trigonométrica:

L?(co,ipi_ i sen (S) )] [f' (cos({ Vi sen(? ')]
! cos(Q cos(®' - sen(psen(p'l i (cos( sen P'J.serkpcos (")
geeniy i feosgseng §
Pero recordando las relaciones trigonométricas antes mencionadas:
cos(_‘)cos(ﬂ)' - senLQ sen(? ' = cos (LP-HQ')
cosce senc(' 4+ senLQ cos L‘)' = sen (({)4—(?’)
' .
Luego: zz! =f f E:os (qu")-\»i sen (tp{-(?')l (A.3)
O sea, el producto de dos nimeros complejos, expresados en su forma trigo-
noméirica, es igual a otro nimero complejo cuyo médulo es el producto de

los médulos y el argumento es la suma de los argumentos de los nimeros
complejos dados.

z.z!

ia forma exponencial permite alcanzar el mismo resultado en una manera
mis simple:

dados z = ?ei('? yz'= f'ei‘?'
zz -fF?_e“? e“?’ =\>Y'ei (("Kf’) (A.4)

Un caso particular importante es la multiplicacién de un nimero complejo
por su conjugado. En la forma algebraica:

z.z% = (a+4ib).(a - ib) = a24 b2 = $Z

Vale decir, el producto de un ndmero complejo por su conjugado es un nime-
ro rezal cuyo vaior es el cuadrado del médulo.

En forma trigonométrica:

z.27' = ?2.( cos(‘+i sen(? )(cosLQ— i sen‘f) =
= ‘.) 2 [ cos2 (ﬁsenzqﬂ-i senCe cos(e - i sen(e cos (Q]

o sea zz¥ = ?2 =

Nuevamente la forma exponencial nos conduce, de manera mis sencilla, al
mismo resultado:

zz* =‘>2 ei(P e“i(’? = ? 2
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3. POTENCIACION.

Resulta como simple extensién de las propiedades de la multiplicacion .
Sin embargo, las expresiones correspondientes resultan complicadas utilizando la
forma algebraica pues ellas derivan de aplicar las fé6rmulas para las potencias
de un binomio a la expresién @ +ib). En cambio se obtienen ecuaciones més sim-
ples en las formas trigonométrica y exponencial. En efecto, generalizando simple-
mente (A.3.), resulta para n entero

n o 1
z" = ? cos V) (-P + i senM CP
Esta expresioén se conoce como férmula de Moivre.

Andlogamente se puede generalizar (A.4.)

Zn - Fn e ln(?

4. COCIENTE DE NUMEROS CONWPLEJOS: Como en el caso de los nimeros reales,
para los nimeros complejos el cociente se define como la operacién inversa a la
multiplicacién. Asi, dados dos nimeros complejos z = a+ib yz!'=a'+ib!,
se dice que otro niimero Z = A + iB es el cociente 2, si z=12z'Z, osea:

(a +ib) = @'+ib') (A +iB)

vale decir
a =a'A-b'B

b = a'B+b'A
resolviendo el sistema

A = aa'+bb
a'Z + b2

B = a'b - ab!
a'2 + b2

o sea Z = (aa'+bb') +i @b -ab")
z a2 + Db'2

En forma exponencial, resulta particularmente simple:

2= Pei¥
VAR 'e‘y.‘p'

P o(9-¢)
F L

NN

de donde puede deducirse con toda facilidad la expresidn trigonométrica del

cociente:
? -

Z = ? (gos(P +isenq>) = — |cos ((?-(e‘)+isen ((?_(Q\ ) /&
z [q (cosQ +isenL‘)) ?‘
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5. RADICACION.

Como en el caso de los nimeros reales, la radicacién consiste en ob-
tener el valor de un nimero z a partir de su potencia z. Sea ésta, en forma
trigonométrica ‘

zl =‘P (cosé +1i sené )

a partir de P é debemos hallar ics valores del médulo ? y del argu-
mento del numero =P (cos §+1isend)

La f6rmula de Moivre nos dice que: a" =f‘ (cos nyg +Isen n (P)

Luego E (cos@ +isen@ ) =§3n cos (VTCP+isen ‘Y)(())

Para evaluar P y no nes queda sino igualar los médulos y los argumen-
tos. El médulo raiz se calcula fAcilmente: é =" P . Pero el cdlculo
del argumento rafz debe hacerse teniendo en cuenta que la igualdad entre dos
argumentos esti determinada a menos de un miltiplo entero de 2 Tr Asi

resulta:
2 - P
con lo que, el argumento raiz vale
(-Q = g +o2k 1T
n

quiere decir que existen n argumentos raices distintos que se obtienen
cuando k toma n valores eateros sucesivos.

En consecuencia, l2 rafz n-—gsima d2 un nimero complejo tiene n valores
distintos.

La unidad puede considerarse un nimero complejo de mddulo unitario y
argumento nulo. Podemoes pues calcular sus raices n -simas. Resulta asfi
como caso particuiar de lo que acabamos de establecer the la raiz n-sima
de la unidad tiene n valores distintcs que derivan del argumento raiz.

cos { 2 %—ﬂ) + 1 senf2k T

cuando k toma n valores enteros sucesivos.
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APENDI CE 1II

EL MOVIMIMIENTO VIBRATORIO Y LA
PROPAGACION DE ONDAS

Los fenémenos de interferencia y difraccion, que son la base esencial
de este curso, se interpretan en base a la naturaleza ondulatoria de la luz (y de
la radiacién en general).

Es bien sabido que las ondas luminosas consisten en la propagacién
de vibraciones de un campo electromagnético. El entendimiento de los fenémenos
bdsicos de la 6ptica que derivan de la naturaleza ondulatoria de la luz no requiere,
Sin embargo, la consideracion de las vibraciones electromagnéticas en particular,
las cuales resultan dificiles de imaginar. Fresnel fue capaz de describir distintos
fenémenos 6pticos asociados con las vibraciones luminosas y formular las leyes
correspondientes muchos afios antes que se propusiera la teoria electromagnéti-
ca de la luz; simplemente considerd que un rayo de luz consistia en la propaga-
cién de vibraciones de las particulas del éter césmico. La fisica moderna nos en-
sefia que el éter c6smico no existe y que la luz consiste en vibraciones de un cam-
po eléctrico y de un campo magnético; sin embargo, las leyes deducidas por Fres-
nel siguen siendo vdlidas. Si se descubriera un dia que la teoria electromagnética
de la luz fuera falsa y que un rayo luminoso consiste en otro tipo de vibraciones
las leyes de la 6ptica seguirian siendo v4lidas pues ellas derivan de la naturaleza
vibratoria sin interesar qué es lo que vibra.

En estas condiciones, para entender los fenémenos de difraccién que
nos interesan no vale la pena considerar campos electromagnéticos. Basta con
estudiar las vibraciones desde un punto de vista puramente cinemético conside-
rando el movimiento de un punto que representaremos por funciones peridédicas
del tiempo (en dltima instancia es lo que hizo Fresnel ...). Esas funciones pe-
riddicas pcdrian representar igualmente las vibraciones de cualquier magnitud
fisica. La dnica razén por la que hablaremos del movimiento de un punto en lu -
gar de hablar de vibraciones de un campo eléctrico, o de un campo magnético, o
de la presién en un punto de un gaz, etc, es que el movimiento de un punto es mis
ficilmente visualizable y todas las leyes deducidas sirven igualmente bien para
describir las vibraciones de cualquier otra magnitud fisica con sus propiedades y
consecuencias,

VIBRACIONES. FUNCIONES SINUSOIDA LES

Consideremos un punto cualquiera " P sobre una recta cuya posicién
pueda individualizarse respecto de un origen prefijado por una dmica coordenada
vy a la cual llamaremos elongacién. Diremos que el punto P vibra con perfodo
T si su elongacién en funcién del tiempo puede representarse por una funcién
del tiempo de la forma:

y=1¢)=£¢+T)

Vale decir, toda vez que transcurre un tiempo T la elongacién repite sus valo-
res. Asi, la funcién f ) queda completamente definida cuando se conocen sus
valores en el intervalo ¢ = 0, t = T).
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De todas las funciones periddicas las mds simples son las funciones
sinusoidales. Estas funciones tienen una gran importacia pues prdcticamente todas
las funciones periédicas pueden descomponerse en una suma infinita de funciones
sinusoidales (Teorema de Fourier) por lo que el estudio de una funcién peridédica
cualquiera puede reducirse al estudio de funciones sinusoidales.

La elongacién de un punto que vibra sinuosoidalmente puede escribirse:

y=Acos(u)t- @) A. 4)

donde A, ) ¥y son constantes propias de la vibracién que cumple el punto da-
do. Dadas las propiedades de las funciones sinusoidales, la elongacién y repite
sus valores toda vez que el argumento Wt - C? se incrementa en 27T .Esto
puede expresarse también diciendo que y es una funcién peribédica de periodo T =

@ TV /uJ ). En efecto:
- ' 277 - - . - -
y Acos{\,\’) ¢t + . ) (.?} Acos (UBT (_‘) +20) = Acos @t C?)

T es pues el periodo de la funcidén (A.4). TJ recibe el nombre de pulsacién, defi-

niéndose ademds la frecuencia de lavibracién = = 1  que represen-
277 T

ta el nimero de veces por segundo que la elongacién repite su valor.

Puesto que el coseno varia entre +1 y - 1, la elongacién varia entre los valores
extremos +A y -A. La cantidad A recibe el nombre de amplitud de la vibracién.

Consideremos ahora dos puntos, Py y P ; cuyas posiciones sobre
sendas rectas queden completamente definidas por las coordenadas yo e vy
respectivamente, y supongamos que el punto P empiece a vibrar sinusoidalmen-
te en el instante t =0 quedando su elongacién definida por la expresién

Vo = Acos\t

Si en el instante t = ® el punto P empieza a vibrar sinusoidalmente con igual
pulsacién y amplitud que el punto By ; su elongacién, en cada instante, se expresa
convenientemente por la funcién sinusoidal

y = Acost-g)

Esta expresién tiene en cuenta que la vibracién del punto P estd retardada en
un tiempo & vespecto de la vibracién del punto ER. En efecto, Pg que empezb a
vibrar en el instante t = 0 alcanza, al cabo de un cierto tiempo t un valor
Yt de la elongacién; la elongacién del punto P, que empezd a vibrar en el ins-
tante % alcanzard un valor Virg = Yo ¢ al cabo de un tiempo t + & (ver fi-
gura A .3). Entonces:

Viig Acos() ¢+ B-B Acos wt= Yot
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Figura A.3

el retardo se expresa convenientemente en términos de una variable angular CQ

Y = Acoswl-2) = Acos(wt-WE )= Acolnt-©)
donde hemos puesto - WE = Q“ E
? T

El 4ngulo (-Q se llama diferencia de fase entre los dos movimientos sinusoidales
considerados y es una medica del retardo dgéuno respecto del otro. Si la diferen-
cia de fase es un miltiplo entero de & 1T (__:.’Vf, mte'sd dice que ambos movi-
mientos estdn en fase; ellos estdn, en este gs-lso, representados exactamente por
la misma funcidn sinusoidal. Si es un miltiplo impar de Tr se dice que
las dos vibraciones estdn en oposicién de fase: en todo momento representan la
misma elongacién con signo opuesto. Si la diferencia de fase es TY/Z,

‘j;_. Acos(wt-T)= Aot ; asf la funcién sendt presenta un retardo de un
cuarto de periodo respecto de la funcién Acos wt

REPRESENTACION DE VIBRACIONES POR NUMEROS COMPLEJOS

El modelo cinemdtico que hemos venido desarrollando permite re-
presentar el movimiento sinusoidal por un movimiento circular uniforme. Consi-
deremos, en efecto, un vector OM (ver figura A.4) cuya longitud sea A sel
cual gira con velocidad angular WY alrededor de su origen 0; sea, ademds, (P
el 4ngulo que forma OM con un eje de referencia y en el instante t=0. La
Proyeccién de OM sobre Oy es

y=Acos(u.)t— Q? )
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asi el punto m, proyeccién de M aparece animado de un movimiento sinusoidal
cuya pulsacidn es la veloci-
dad angular del vector que gi-
ra y cuya amplitud es el médu
lo de dicho vector. La fase
obviamente estd representada
por el dngulo que forma OM
con el eje de proyeccidn en el
instante inicial. Por lo tanto
si el perfodo T del movimien
to sinusoidal estd dado, basta
con representar griaficamente
Ay . Esto se conoce co-
mo representacién de Fres-
nel y resulta particularmente
itil en la composicién de vi-
braciones._

Vemos pues que el movimien-
to vibratorio sinusoidal puede Figura A.4

representarse por vectores en

un plano. Resulta muy dtil tomar ese plano como el plano complejo y representar
un dado veetor por un niimero complejo cuya parte real es la proyeccién sobre el
eje real y su parte imaginaria, correspondientemente, es su proyeccién sobre el eje
imaginario. Asi ’ )

OM = Acos (wt -?) + 1 Asen (Wt —({))

oM =7 cos (Wt -ﬂ{) + Isen (Wt -‘f)]

En estas condiciones, ei movimiento oscihtorio puede representarse por la ex-
ponencial compieja

Ael (Wt - LP)
esta expresién se introduce porque resulta mucho mds simple operar con expo-

nenciales que con funciones trigonométricas como ya lc hemos demostrado en
varios casos detallados en el Apéndice 1.

ENERGIA DEL MOVIMIMIENTO VIBRATORIO

Consideremos un punto P , como lo hicimos hasta ahora, animado
de un movimiento sinusoidal. Su elongacién en cada instante estard dada por:

j = Acos (Wt -(S))

La velocidad del punte P en cada instante estard dada por:
oY o Awsedet-®)
dt

anilogamente su aceleracion serd
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(=34 o _Aweaiat <) = -W2Y
dt

<,

§ +w?y<o0 (AS)

0 sea

Esta es la ecuacién diferencial del movimiento vibratorio de pulsacién®) .
Es una ecuacisn diferencial lineal de segundo order cuya integral general es la
funcién -ACOS@)t 'L())quedando por determinar las dos constantes A y C? .

hasta ahora nos hemos oscupado del movimiento sinusoidal desde un
punto de vista puramente cinemdtico sin preocuparncs para nada acerca de las
causas que lo producer. Para hacer una aproximacién dinimica al problema , es
decir, buscar las relacicnes entre el movimiento y las fuerzas que lo producen,
consideremass que el punto I tiene una rnasa m ; si queremos que dicho punto
cumpia un movimiento vibratorio sinusoidal sobre &l debe actuar una fuerza tal
que introducida en la ecuacidén fundamental de la mecédnica

F=m.a, (A6,

ésta sea una ecuacién diferencial de la forma ( A.5). Las soluciones de esa ecua-
ci6én serdn funciones sinusoidales que representardn el movimiento del punto P.

Las fuerzas que introducidas en la ecuacién fundamental (A .6)
conducen a una ecuacién diferencial del tipo (A.5) son de la forma:

F = -ky A.7)

es decir, la fuerza es proporcional a la eiongacién y divigida en sentido contra-
rio a la misma. Fuerzas de ese tipo son lus ejercidas por un resorte (figura A.
5.). Si 2 la constante k le damos un valor (W)%e introducimos la fuerza A.7)

en (A.6): .

3
e
+
§|
e
™
[
\i
O

b

jrwsy -

y también

que es idéntica a (A.5) por lo que la solucién serd de la forma A cos (u)f-{())e
La energia total de la vibracién estd compuesta por la energia cindtica lmy2 y
la energfa potencial representada por el
trabajo que puede entrsgar el punto de ma-
sa m cuando en una posicién tal como

M es atraida por la fuerza F. (Figura

A .5). De acuerdo al teorema de las fuer-
zas vivas la energia tctal U del sistema
es constante en el curso del movimiento;
podemos pues calcular U en el momento
en que el punto de masa m pasa por la
posicién de equilibrio 0 en la cual la
energia potencial es nula y toda la energia
U estd constituida por energiu cinética. Pe-
ro cuando la masa m pasa por 0, ia elon
gacién es nula o sea, cos (Wt —(.? = 0

Postcion de
& @uniario

S S
© 3

X

Figura A.5

3
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®
entonces, necesariamente sen (Wt - (Q ) = i 1 con lo que,j:- A‘Dwt’(ﬂ:tAw

La energia de la vibracién serd pues . 2
U=L1wm ‘32‘= L e 2A
2 2

Es decir la energia del movimiento vibratorio de un punto material es proporcio-
nal al cuadrado de la amplitud. Este resultado de extrema importancia que hemos
establecido para el casode una masa vibrante tiene validez para cualquier tipode
vibracién. En particular; vale para las vibraciones electromagnéticas. A lo largo
de todo este curso tomaremos siempre el cuadrado de la amplitud como medida
de la energfa de las vibraciones.

Si expresamos el movimiento vibratorio mediante la exponencial com-
pleja, la energia se calcula simplemente multiplicando la elongacién por su com-

plejo conjugado. Si 3: AQ‘@t-(P)
U YY*= A*

PROPAGACION DE VIBRACIONES: ONDAS

En los pdrrafos anteriores nos hemos ocupado de las vibraciones de
un punto, es decir, de un movimiento tal que la elongacién del punto considerado
variaba periédicamente en funcién del tiempo. Queremos estudiar ahora cémo se
propaga esa vibraciéna lo largo de una direccidn del espacio constituyendo una
onda. Para ésto recurriremos nuevamente a un modelo mecdnico y comenzaremos
analizando c6mo se propaga una perturbacién cualquiera a lo largo de una cuerda
eldstica.

v ? i Figura A.6

AL x

-1 ix

Consideremos una cuerda eldstica tensa AB (figura A .6) y démosle
una sacudida de manera que el punto A vaya a la posicién A' con una elongacién
y la cual, en funcién del tiempo, tiene una forma como la indicada en la figura
A.7 . En estas condiciones, se observa experimentalmente que la perturbacién
introducida en A se propaga por la cuerda con una velocidad v que sé6lo depen-
de de la naturaleza de la cuerda y de su estado de tensidn sin importar en absolu-
to la ley de variacién de la elongacién del punto A en funcién del tiempo. Asi, la
perturbacién introducida en A llegard a un cierto punto M de la cuerda, a dis-
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tancia x de A {figura A.5) en un tiempo T = x/v;el punto M repetird, pues,
el movimiento de A con un retardo % . Dicho de ctra manera: la variacién

de la elongacién dsl punto M en funcién del tiempo es la misma que la del punto
A retardada respecto de ésta en un tiempo & . (ver figura A.T).

Eroneacrony oel Punre A

yh

Eronsacron del LPunro M
y .

t1+5 ,+& ¢

Figura A.7

Queremos analizar ahora el estado de Ia cuerda en un cierto
instante t postericr a {9 - (figura A.8). Las periurbaciones que salieron de
A entre los instantes t; y tg llegaron en el instante ta los puntos del segmento
M1 Mg situados a distancias de A comprendidas entre AM3 = x3 =v(t -t1) ¥y
AMg = 2=V { - t2). Asi las elongacicnes de los distintos puntos del segmen-
to M1 Mg reproducen en el instante t las elongociones del punto A en los dis-
tintos instantes comprendidos entre t; y to. Vale decir que las elongaciones de
los distintos puntos de la cuerda en funcién de la abscisa x de dichos puntos en
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un dado instante t son una funcién de la misma forma que la ley de variacién
de la elongacidn en funcién del tiempo de un punto A de abscisa dada.

£ ronsacron de los Purros de
y‘ la CucppA en o Inszanre t

A M, M
Figura A.8

Es importante notar que las perturbaciones se propagan a lo largo de
una cuevrda de punto a punto. Es decir, una perturbacién cualquiera puede pasar
de la parte AM a la parte MB de la cuerda (figura A.6) solamente a través del
punto M . Pero en estas condiciones, parala parte MB es lo mismo que la per-
turbacion tenga origen en A o que tenga origen en M: bien podria suprimirse
la parte AM de la cuerda y estudiar la propagacién de la perturbacién originada
en M. Por lo tanto, todo punto de la cuerda alcanzado por la perturbacién puede
considerarse, él mismo, como origen de perturbaciones idénticas a las que lo
alcanzaron (Esto no essino un enunciado muy particular del principio de Huygens).
Sea y=1{(t) la ley del movimiento del punto A en el origen, ya dijimos que
la elongacién del punto M de abcisas x tendrd la misma ley del movimiento, solo
que reproducird los valores de la elongacién de A con un retardo g:x/v . Entonces,
para que los valores de la elongacién de M en el instante t+& sean los mismos que
los del punto origen en el instante t la ley-del movimiento de M debe escribirse:
y=P(+-8)=£(t-%/v) = lacual representa, en su forma mds general el
movimiento de una perturbacién que se propaga en el sentido positivo a lo largo de

un eje Ox con-¥elocidad v. La funcién v de las dos variables t es la ley de pro-
pa aJcién:esa funcign da, en efecto, la glongacic')n devtoéo punto % )ée ia cue¥da epnrtodo
ins

nte t . Un caso particular de gran importancia es cuando el punto origen
vibra sinusoidalmente. Entonces, si el origen vibra de manera tal que su eionga-

cibn estd dada por y = Acospt, de acuerdo a lo que acabamos de establecer,
la elongacién de un punto M a distancia x del origen estard dada por la misma
ley pero retardada en un tiempo E = x/v, si v es lavelocidad con la que se
propaga la vibracién. Es decir, la elongacién del punto M seri

y=Acos )t - )= AcostO(t -x/V) A .8)

Utilizando el lenguaje que hemos introducido al estudiar las vibracio-
nes podemos decir que el movimiento del punto M tiene, respecto del movimien
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- T / QT X,
to del origen una diferencia de fase LQ:- We = 2ME/T= T
El espacio 7\ =vT que recorre la vibracién-en un periodo T se ilama longitud
de onda. 1a diferencia de fase entre las vibraciones de dos puntos se obtiene
pues multiplicando la distancia que los separa -z la cual llamaremos diferencia
de camino- por el factor Qﬁ/ A o

La ley de propagacidn de la vibracion (A .8) pusde reescribirse en-
tonces:

= Acos (Wt _Q_JLA_
y o8 ( 7\)

donde hemos designado por A Ia diferencia de camino. Resulta evidente que si

la diferencia de camino /A es un mdltiplo entero de 12 longitud de onda, la dife-
rencia de fase serd un mdltiplo entero de 2 TY. Quiere decir que si la diferencia
de camino que debe recorrer la vibracién para llegar desde un dado punto (even-
tualmente el origen) a otro, es un miltiplo entero de la longitud de onda, ambos

puntcs vibran en fase,
e 27/T

Escribamos nuevamente (A .8) recordando que

4 =hCos (2mL - 27X )

T A
Si la abscisa del puntc M tiene urn valor fijo (diilmos X = X4 ) su elongacién
en cada instante estd dads por Y= ACos@TNt/r- CPo)
siendo (PO ﬁ&.‘”‘/ A ) «Xo = constante
con lo que estamos nuevamente en el caso de la vibracién de un punto: M cum-
ple una vibracién sirusoidal de periodo T, esdecir, toda vez que transcurre un
tiempo T la elongacidén repite sus valores; puede también decirse que /4 eionga-
cién repite sus valores '}7 veces por segundo, siendo ')) la frecuenc -:Vz j‘?
la pulsaciénw mide el nimaro de veces por segundo que el argume:.ls a2 la
sinusoide se incrementa en 2] . Consideremos ahora la cuerda en un cierto
instante to y tratemos de averiguar el estado de la misma analizando lcs valo-
res de la elongacidén en funcién de la posicion de cada punto; es decir, ahora
la variable es la abscisa x. En estas condiciones:

~ . _ 2TX
Y= Acos(27Ee - 20X)

pero sabemos que cos0{= cos (-¢f ) __._t
i1t
§= A Cos@TE - 21

luego

o \j: ACOS@—H% - ('? ) siendo Q?"? Z%ﬁf

vemos que la distribucién de elongaciones en funcién de la abscisa x es también
sinusoidal. Encontrames pues en el caso particular de las vibraciones el resul-
tado que ya habiamos establecido en el caso general de la propagacién de una
perturbacion cualquiera: la funcién que define la variacién de ia elongacién de

un punto dado en el curso del tiempo es de 1z misma forma que la funcién que
define la variacién de elongaciones de los distintos puntos con la abscisa de los
mismos en un instante dado.
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De la expresidn (&.9) se deduce que la distribucion de elongaciones
repite sus valores tods vez que x se incrementa en 7\ . Vale decir, la longitud
de onda?\ desempeiia en la representacifn espacial de la sinusoide el mismo
papel que el periodo T en la ya estudiada vibracién de un punto. Para este ca-
so habiamos definido la frecuencia Y= 1 como el niimero de veces que la elon-
gacién repetia sus valores an ia unidad &e tiempo; ahora podemos definir, de
la'misma manera, la cantidad 1/) que mide el niimero de veces que se encuen-
tran elongaciones de iguai valor en la unidad de longitud y suele llamarse nimero
de ondas. También suele darse el nombre de niimero de ondas a la cantidad
Zﬂ‘/) =k que seria la homéloga deW = 27TV /7.

La ley ¢e propagacidn que escribiremos ahora
S C kx)

es pues una funcidén doblemente periddica en el tiempc t y en el espacio x. En
esta Gltima expresién vemos que la diferencia de fase estd dada directamente
por el producto del nimero de ondas por 1a distancia al origen del punto consi-
derado. En otras palabras: al propagarse una vibracién la cual alcanza sucesi-
vamente a dos puntos,£stos vibrardn con una diferencia de fase dada por el
producto del nimero de ondas por la diferencia de camino que recorre la vibra-
cién al propagarse entre uno y otro de los puntos considerados .

PROPAGACION DE ONDAS EN UN MEDIO ISOTROPO.

Consideremos ur medio homogéneo isétropo. Si en un punto cual-
quiera de tal medio produdmos una perturbacién, ésta se propagard igualmente
en todas las direcciones. Para imaginar tal propagacién consideremos un punto
cualquiera y supongamos quz desde ese puizto salen cuerdas eldsticas como la
que hemos venido estudiando hasta ahora (figara A . 9 ). Introduciendo una per-
turbacién en dicho punto, ésta se propagzrd a lo largo de todas las cuerdas, y,
en un instante determirado t, se encontrardin en un punto de éstas a igual dis-
tancia del origen. Si ahora consideramos que del origen parte un nimero infini-
to de cuerdas, los puntos alcanzados por la perturbacién en el instante t defi-
nen una superficie esférica a la que llamaremos frente de onda. Si el radio de
esa superficie es r y v la velocidad de propagacién de las ondas Y =vt. Todo
lo que hemos dicho respecto de la propagacién en una cuerda es aiin vdlido consi-
derando la propagacidn a lo largo de radios de Ia esfera que en un instante dado
define la perturbacién al propagarse.

En el caso de unz2 vibracién sinusoidai tendremos, en fcrma andloga

a lo ya establecido ﬂ - ACOS w (—k- T/U)

Y= Ao T(E-T/1)
J= A cm(wt — KT)

Asi, dos frentes de onde cuyos radios sean miltiplos enteros de la longitud de
onda corresponderdn a superficies cuyos puntos vibran en fase y, en forma

mis general, dos frentes de onda cuyos radios r y r¢ sean tales que v - r'=
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Figura A, 9
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BpUQ Sp uUSAT

Figura A.10
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corresponderdn a superficies, teniendo los puntos de cada una de ellas una di-
ferencia de fase respecto de los de ia otra iguala k A .

A medida que nos alejamos del centro emisor de perturbaciones
los frentes de onda esféricos tienden a ser planos: finalmente si imaginamos al
punto emisor en el infinito los frentes de onda serdn rigurosamente planos. Po-
driamos entonces decir, respecto de esos planos lo que acabamos de decir res-
pecto de los frentes de onda =sféricos .

VARIACION DE LA AMPLITUD CON LA DISTANCIA AL PUNTO EMISOR DE
VIBRACIONES

Nosotros ya hemos demostrado que la energia de vibracion en
una masa vibrante estd medida por el cuadrado de la amplitud de vibracién. Si
la vibracién se propaga punto a punto a lo largo de ura direccién, cada uno de
los puntos que vibra pondrd en juego una energia también medida por la ampli-
tud de la vibracién al cuadrado. Por lo tanto toda vibracién que se propaga co-
rresponde a la propagacién de una energia que estard medida por la amplitud
de la onda. Asi, si tenemos un punto emisor de ondas esféricas, ese punto emi-
te energia. A lo largo de un periodo (en el cual la onda recorre una distanciari

(medida sobre el radio) la energia emitidalr estd comprendida entre dos esferas de v@
diory T+x . El volumen comprendido entre esas dos esferas se halla ficilmente:
una expresién adecuada de él se obtiene suponiendo A &4 v, lo cual corresponde

bien a los casos de intevés: v: (% )TT [_LY"' A)3,_ \‘3] X
(F+)1)’= v+2p gy d&r ( +—2§) &

con lo gue V o 4T rz A . El volumen en el cual estd contenida la energia
emitida por el punto emisor en un periodo crece pues a medida que la vibra-
cién se aleja de ese punto; sin embargo el producto VA2 debe permanecer cons-
tante (la energia emitida en un periodo permanece constante). Entonces en vir-
tud de la expresidén hallada para el Volumen,Aereonstante. Asf, la energia

de una onda esférica que se propaga a partir de una fuente emisora puntuzl va-
ria inversamerile con el cusdradn de la distancia a la fuente. De la misma manera podemos
decir que la amplitud de la onda esférica varia con la inversa de la distancia
de la fuente: en efecto, si A2r2 = cte. Ar = cte. Por lo tanto queda establecido
que cuando escribimos la ley de propagacién y = Acos (Wt - kr) la amplitud A

no es una constante sino que es la forma A'/r, sélo podria considerarse cons-
tante en una primera aproximacién cuando el rango de variacién de r es peque-
fio respecto de la distancia totzl a la fuente.

[+3A
2

El caso de las ondas planas es distinto: éstas se consideran
como ondas esféricas originadas en una fuente en el infinito; por esta razén
las variaciones de » son siempre muy pequefas respectc de la distancia r a la
fuente. En consecuencia, la amplitud de una onda plana que se propaga es cons-
tante .
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ALGUNOS COMEMNTARIOS SOERE LAS FUNCIONES QUE UTILIZAREMOS EN
ESTE CURSO PARA DESCRIBIR 1A PROPAGACION DE ONDAS

Pese a que hemos introducido la representacidn de vibraciones
mediante la exponencizl compleja, prézticamente en toda la exposicidn que aca~
bamos de hacer hemos utilizado ia reprasentacisn de vibraciones por funciones
sinusoidales . De acuerdo a 12 expsriencia recogide en cursos anterviores, la
mayor parte de los cursantes estdn més familiarizadns con funciones trigono-
métricas que con la exponencial compleja gunque 12 representacién mediante
ésta o aquelia sezn totalmente equivalentes); hemos creido cunveniente, pues,
refrescar las nociones elementiles schre ondss sin distraer la atencién en una
representacion que en nada contribuia a la expasicién y podfa no resultar tan
familiar como una funcién cosenn. Pevo si @n el repaso de las nociones bdsicas
la exponencizl compleja no cambia para nads las cosas, una vez que esas nocio-
nes se han reafirmado la exponencial resulta de gran utilidad psra representar
la propagacién de ondas y serd utilizade 2 lo large de todo este curso. Debe
quedar bien claro, sin embargo, parz todos aquellos que no estén familisariza-
dos con esa funcidn que cuando hzblaros de el Wi-kY. hacemos referencia a la
parte real de la exponencial, es decir 9 cus wt - kr). Tode lo que digamos
acerca de las cndas utilizando e’ WE-K7) {jane exactamente el mismo significa-
do que si utilizdramos la funcidn coseno. El hecho de preferir la expcnencial
responde -insistimos- 2 ung mera razén de orden préctico.

También por razones de simplicidad siempre hemos ¢onsidera~
do la propagacién en una direccin con lo que cada punto aleanzado ~ -+ "2 »ada
puede individuvalizarse por una rica coordenads espacial (y= sea la . -'sazx o
la coordenada radial r). Un casc mds general al que estiremos obligea .o de re-
currir en este curso es cuando ung onda plana se propagn en una cieria direc-
cién individualizada pcr un cierto vecter X! perpendicular 2l frente de onda,

y alcanza sucesivamente a dys puntos uno de los cuales puede tomarse como
origen 0 (figuva A.il. Raspecto de ese origen o posicin de un punto P queda
individuzlizada por en cierto vecter . Si el purte 0 vibra al ser alcanzado

por el frente de onda segin la lay y = Acoswt, o lo que es equivalente e*Wt, el
punto P repetir£ el movimientns de 0 con un cierto retardo que dependeri de la
diferencia de camino que recorre la onda para llegar desde 0 a P. Estz dife-
rencia de caminc se evalia fAcilmente: es Iz distancia OP' pero 0P'=T.K .
Vale decir, de acusrdo a lo ya establecide, el punto P vitvrard con una diferen-
cia de fase respecto del punto 0 gue vale 2T k'.vr ©. .. , habhiendc llamado
ka 2'“//\ k', siendo k' el vector uniiario quitdefine la direccidn de propagacibn
de las ondas. El vector k cuyo médulo es el nimero de crdas 2T /N ¥y Tuya
direccién es la de propagicién de las ondas recibe el norabre de vector de onda.
La diferencia de fase originada por la diferencia de camino que debe recorrer
una onda entre dos puntcs es, pues, el productciescelar dsl vector-de onda por
la distancia vectcrial entre escs puntes. Lz onda que describe la propagacién
de una onda sinusocidal en el espacio se escribe entonces:
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y =Acos wt - k.r)

y también
. — e

y = Ael(vvt - k.r)
Vale decir que respecto de las expresiones anteriormente establecidas la Gnica
modificacién consiste en haber reemplazado el producto del nimero de ondas por
la distancia x entre dos puntos por el vector de onda multiplicado escalarmente

por la distancia vectorial entre los puntos considerados. -

La generalizacién que acabamos de hacer resulta suficiente para
los fines de este curso.
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