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'METODO DEL DESARROLLO ORTOGONAL POR ZONAS 

PARA LA RESOLUCION DE LA ECUACION DE DIFUSION DE NEUTRONES

Carlos Q. Bollini

Introducción:

Nos proponemos, exponer este método en una serie de trabajos suce3_i 
vos ciue iremos presentando. Será suficiente, no obstante, el primer 
ejemplo que desarrollaremos, para comprender la esencia del mismo.

t
Dado un arreglo indefinido de substancia moderadora de neutrones y de 
material "combustible", productor de los mismos,se trata en general 
de resolver la ecuación de difusión,a la que satisface el flujo neu 
trónico en el mencionado arreglo. El método que aquí describimos, 
consiste en dividir la estructura o "lattice" dado, en zonas adecúa, 
das a la geometría del arreglo. Adoptando luego un desarrollo orto 
gonal conveniente en cada una de esas regiones, se consigue "redu­
cir" el problema a la solución de un sistema (infinito) de ecuacio 
nes lineales numéricas. La forma de encarar el mencionado sistema 
setá explicado en el texto.

El método tiene la ventaja de adaptarse a diferentes casos,según se 
irá viendo, con relativa facilidad;.- La mejor manera de dar en 
detalle los procedimientos consistirá en examinarOos diferentes pro 
blemas que iremos tratando. En el par de ejemplos que siguen, nos 
ocupamos de sistemas heterogéneos), en los que el combustible está 
concentrado en barras que van rodeadas de la substancia moderadora.

I. Barras de sección cuadrada colocadas.paralelamente.

l) Consideraciones generales. Las estructuras que a continuación 
examinaremos se muestran en la3 figuras 1 y 3. La forma habitual 
de tratarlas consiste en "redondear" la celda elemental que resulta 
(figuras 2 y 4)» resolviendo el problema a,sí modificado en coordensi 
das cilindricas (l).

Para este caso, nuestra forma de proceder no puede competir en sim 
plicidad con el procedimiento usual. La única ventaja la constitu 
ye, evidentemente,el hecho de que al no modificar la celda podremos 
obtener detalles más precisos acerca de la estructura fina del flu 
jo en los alrededores de las barras. Sin embargo, cuando nos ocupe 
mos de casos en los que las barras no son todas paralelas, existien
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do grupos perpendiculares entre si; no es posible entonces, aparen̂  
temÉÉrte, ningún método tal cano el de "redondeo" o deformación de 3aceJL 
da hasta hacerla depender de una sola coordenada, mientras que 
nuestro método se adapta fácilmente a dicho caso} para el cual, en 
realidad, fué primitivamente desarrollado»

La ecuación de difusión, en régimen estacionario, es de la forma

P .v 24> -  + <=f =* °
Donde $  es el flujo neutrónico, Di es el coeficiente de difusión, 
la sección macroscópica de absorción y q es la dendidad de fuente 
de neutrones térmicos.

Supondremos, como es habitual, que en el combustible no se producen 
neutrones térmicos, mientras que en el moderador tomaremos q » ote.

Tendremos así

s  o

en el combustible, con

* z a_

(1)

fe* - wo —

T en el moderador
Do

$  + - i  = o
A

con

’ D,

La (2') tiene la solución particular

( 2 •)

f  = <? 
p Z<

que puede ser separada poniendo

$  = $ +  Q



Siendo solución de la ecuación 

V*$% - fe,# =3 O (2)
Supongamos ahora tener un "lattice" indefinido, formado de la mane­
ra mostrada en la fig.l. Los planos que equidistan de dos Mieras 
de barras paralelas, son planos de simetría, como es fácil advertir. 
También lo son los planos, paralelos a los anteriores, que contie­
nen los ejes de las barras. Esta división por planos de simetría , 
nos lleva a la celda elemental que se muestra en la fig.2. Natural, 
mente, el flujo no varía en direcciones' paralelas a las barras, por 
lo tanto el problema es esencialmente bidimensional. En la fig.2 se 
muestra además, el sistema de coordenadas que elegiremos y la divi 
sión en cuatro zonas de la celda elemental.

Sé trata entonces de resolver la ecuación (l) en la región 0 y la e 
cuación (2) en las otras tres zonas» Por otra parte, las soluciones 
deben satisfacer la condición de contorno de que la derivada normal 
del flujo debe anularse en*los límites de la celda elemental. Esta 
condición nace ál tener en cuenta qjie los límites de la celda son 
planos de simetría. Deben cumplirse, por último^ las condiciones 
de continuidad de los flujos y las corrientes en los límites entre 
regiones.

2) Utilización de sistemas ortogonales. En lo que sigue,haremos usó 
intenso de dos sistemas de funciones ortogonales de una variable.El 
primero de ellos;, apropiado al intervalo (0,L), y el otroj*^ , 
ortogonal en (0,-̂ )./ Tenemos así:

(¥«,¥„) -  f ¥„(x).¥mCx).vy;(*><íx =
Jo

( Y . , X )  =  [ X M  X (x y H.

Siendo wt(x) y lí’ , respectivamente, la función densidad y la ñor 
ma del primer sistema ortogonal. Análogamente para el segundo*
Un oaso particular consiste en utilizar los polinomios de Legendre, 
convenientemente modificados (2)

P „ ( z )  -  _ *  J L  ; P ¿ z >  =  < 

Z. n\

= 4  ; P n(.-4 )= *



- 4 -

y haciendo

Y n(*) =  P„(!£_■() ¡ Y n ( x ) = P B ( - ^ .  . i )  (5)

Tendremos los sistemas ortogonales deseados, cumpliéndose*

( 'P  ' P J - á  L  N'  = - ! = —  («)
‘  " 2 » t <  "  2 n  +  í

( V  Y ) á *  /. N ” = — (7)V T „ , T m ; * <>„ ,  J — J  » 2n+4

^ ( 0) = T n(0) =  IJ(^) = <-*f W>

'f.CU ' (9)

X M  =  i -  ?. ( Z * .  -  o

T n<x) = - | . P „ ( - i * - - f )

- ¿ (0) = _ (. 4f.2iín±Ü (10)
" L

a n(n-H). (11)
’ím

" ^ ( 0 ) =  (-■>)" (12)

(13)w>) = - n(" * -

( ¥ „ X )  - f  ( K . - P J . f  •«» ( U )

c t  ,Y J  = l .  (F „ ,7 J  - f « -  (15)
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Siendo
°f*«® (s + l) (n+ s + 1) (16)

para t» £  m + 2 y n - m  = par. En caso contrario
_  n -V) ,
“a,-0- S - — --- 1

Anotamos, por último, la relación de recurrencia
n(n-4)(n + 2) .íp .3n±ÍT7.*!l±i.'^.-I^ - z  ) r„ l*J -------------------- j  r „.t ^ 2n+3 rw* |

3) Desarrollo ortogonal del flujo. El flujo neutrónico resultante en 
la celda elemental, queda dividido en cuatro partes, correspondien­
tes a cada una de las zonas en que ha sido dividida la celda elemen 
tal. Para cada una de estas partes efectuamos un desarrollo doble 
en serie de funciones ortogonales, las que serán o bien o bien 

dependiendo ello de las medidas de la región de la que se tra 
te. Tomamos entonces:

n,m

en el combustible (zona 0),

(18)

Í l * . ! ( í 4  + <3 (19)n,m

en la zona 1 del moderador, y

i ( x , ¡ f l , Z c 11'r,(*),í , Q  (20)• H,NI
en la zona 2 del moderador. El flujo en la zona 2* se obtiene del 
anterior notando que existe simetría-ante el intercambio de ejes 
x^y.

* ,(* ,» ) = Z  C „.Y „(jr Y .í* ) + <J (21)* n.m

Por el mismo motivo, 'los coeficientes A y B deben ser simétricosí
A -  A • P> -  R"nm  — * %mn > ^ n m  ~

4) Determinación de los coeficientes» Los coeficientes de los cles- 
arrollos deben ser determinados de manera que se satisfagan las con_ 
diciones;

a) De oontorno. La derivada normal del flujo debe resultar nula en
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los límites de la celda*

Para la zona 0 deberemos tener* 

es decir

[ - 1  -1

Z  =  0

de donde se deduce, efectuando el producto esoalttb con

nm hW * nm
Obteniéndose, por último

( 2 2 )

Peí mismo modo deducimos t

21 B SP ( L) ss 0 (23)wi nm "*

Z  c Í T A - i )  -  0 (24)h nm n

Z c  " Í ( L )  = O (25)m nm w
b) De continuidad del flujo. En la interfase de separación entre las 

regiones 0 y 2, debemos tener r * 'x 1
L % s

Es decir
Z  A.„Y„(X)^,(0I = Z  C„„T„(x)'f„(0t + an,m »» * * <w »«* n "

y efectuando'el producto escalar con
£ A . C 1 S . T ) X í«» = 5C,.(Y„,T)^(0) + (Q,Yr)
de donde se deduce

Z / U X í 0) =  ?  C - ’íí01 + (26)m ™
Del mismo modo, entre las zonas 1 y 2, debe cumplirse

T  BJP.(0) - z  C.„X(0) (27)
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c) De continuidad, de corriente. Entre 0 y 2 deberá ser

f D Ü . p l í OL • ^  J^o
que desarrollado toma la forma

D. Z  A .jfc ío ) = V , Z  C m V j o )  (28)

Y entre 1 y 2

(29)

dj De oumplimiento de la ecuación diferencial. Si queremos que el 
desarrollo (18) satisfaga la ecuación (l), los coeficientes del 
mismo deben estar relacionados entre sí de la siguiente manera

fe*A = Z  A +Y„(x)Y.(h> -KXmXw)
VkfV)

efectuando ahora el producto escalar doble con"H£c%)*M£cipt6ndremos

Z h J X ' V K  * Z / U & X ) K  - k  K K K .  .0
A

y dividiendo por Iv'l̂

Z A J % X ) K \ Z U ± . - ' r M ~ , - \ i K , - < >  (30

Procediendo de manera similar con , se obtiene

I  Y ,>N ~- (3D

5) Utilización de los polinomios de Lengendre. Si en lugar de ̂ Pn y 
hacemos uso de las funciones definidas por la fórmula (5)» las ©, 
cuaoiones que hemos deducido teman la forma

X a ,n(n + 1) » 0 n nm (33)



(m + !) * O (34)Tñ pm r

? cm ’> ♦ «  - 0. (35)
I c  .m (m + 1 ) « O (36)•»> nm

>̂-A-nm(-l)m~ 5 1 C (-1) ■ • Q*^«o (37)*** *n Tipl * •
/

X b  ( - 1 ?  — 2 1 C ( - 1 ) "  -  Ó. (38)n nm n nm ' '

+ !) (-l)m + 'T  ñ \  ̂  Cnm*m + ^  C-1)0** O (39)m nm ¿ J¡) m nm

+ 1 ) *  ~ s " ^ r  cw n  Cn +  0  ( 4 0 )

Estas son las ecuaciones de contorno y de continuidad (22) a (29)»
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Las relativas a la ecuación diferencial quedan modificadas de la si 
guiente manera. La (30) se transforma en

Si ahora utilizásemos la relación de recurrencia indicada por la fSr 
muía (17)» podríamos efectuar, sobre los índices n y m la combina­
ción lineal que aparece en el miembro de la derecha de la mencionad 
da fórmula.• Podríamos conseguir así una relación de recurrencia de 
nueve términos en los coeficientes. Sin embargo, no haremos uso de 
esa forma, procederemos directamente reemplazando los valores dados 
por (14) y (15).

^ \ m(2n + l l a su + ?  + -  K Í  Am, = 0 (41)

(2 rv+4 ) a  + 2  B n(r(2 m + 4)ct -  = 0  (42)jP um ' * nir

j T  C ttmU « + ‘i) a«u + Z  - k4- * 0 (43)
9

U «  2S+n+2 ; Va 29 + m +2 ; s ik£ ; ** *
4 4



Las fórmulas (39) y (40) pueden todavía ser simplificadas. En efeoto, 
de (33) deducimos que

2Í»A ,n (n + 1) . - ? A  .n (n + 1)
ru fa r  n m  nm im f. X1IQ

Po3? lo que en la (39) puede ponerse (recuérdese la simetría de A )

Í  A s  21 AmBw(*n+'i) -  £  Alimm(m+'0« 2ZA wwmím+4)mn nimbar m~faf

Procediendo de la misma manera con (34) a (36) deducimos las ecuadto 
nes

+ j ^ ^ C . 2 i a ^ s  + 4 ) * °  (39d)

+ ̂  + J  ^  C 2!In,í(íí+-/) = 0  (40D)

Las ecuaciones (33) a (43)1 son las que detóxminan los coeficientes 
de los desarrollos ortogonales del flujo.

6) Discusión de las ecuaciones. Vemos que se trata de un sistema 
(infinito) de ecuaciones numéricas, lineales y, salvo una sola excej) 
ción, homogéneas. La excepción que mencionamos es 3a (37) para n « 0 
Por lo tanto, todos los coeficientes deben resultar proporciónales a

Para resolver las ecuaciones, es menester adoptar un cierto método _a 
proximado de resolución. Lo que parece más natural en ese sentido , 
es admitir que los desarrollos (18) a (20) constan solo de un número 
finito de términos. La aproximación consistirá en suponer, por ejem 
pío, que todos los coeficientes C son nulos si n ̂  p, ó m <Li 
siendo p y q dos números prefijados. Esto equivale a suponer que sj5 
lo se utilizan las primeras p funciones y las primeras q funcio 
nes . Conoordantemente tomamos: A « 0 si n ó m igualan ó sup¥ 
ran a p ; B = 0 s i n ó m  igualan, o superan a q. Diremos de tina 
tal aproximación que es de clase (p, q). En ella existirán pq incóg 
nitas 0, y por la simetría -gp (p + 1) incógnitas A y -§q (p + l)incc¡£ 
nitas 33. En total

ip(p+i) + ih(q+i) + pq * i(p+<i) (p+<i+i)

Para la solución se necesitarán otras tantas ecuaciones independiea- 
,tes. De hecho, las ecuaciones (33) a (43)» superan en número a las 
incógnitas en la cantidad 4(p+q) (aunque no todas resulten indepen­
dientes). Por ,1o tanto, cualquiera sea la_ aproximación (p,q.) que se 
elija, las ecuaciones no pueden ser satisfechas en su totalidad; co­
mo, por otra parte era lógico esperar.



- 10 -

Si número de las ecuaciones de contorno y continuidad,es decir (33) 
a (40), es, en la aproximación (p, q) igual a 4 (p+q)» Comparando es_ 
te número oon el de incógnitas, se advierte que para p+q. >  6, el nú 
mero de incógnitas supera al de las mencionadas ecuaciones en una 
cantidad que depende cuadráticamente de p+q* Ello implica que en 
todas las aproximaciones (p,q)« tales que p+q > 6, puede conseguir̂  
se el cumplimiento exacto de todas las eouaciones de contorno y de 
continuidad» El exceso de incógnitas resultante, se utili*za luego 
para satisfacer, en forma aproximada, las relaciofaes de recurrencia 
deducidas de la condición de cumplimiento de la ecuación diferencial. 
Si decimos que p+q es el orden de la aproximación (p,q); tendremos 
que para órdenes crecientes (mayores que 6), la ecuación de difusión 
se satisface cada vez más exactamente, mientras que las otras ecua 
ciones son cumplidas en fonaa exacta. Por supuesto, el flujo neu- 
trónico solo satisface la ecuación de difusión de manera aproximada 
y por ello no tiene sentido acercarse a su solución más allá de un 
cierto límite.

Para completar el número de ecuaciones necesario, las ecuaciones 
(4 1) a (43) van siendo tomadas, ordenadamente, para valores crecLen 
tes de n y m. P. ej. en el orden: Aqo, Bqo, Cqo, Ao1, Bo1, Co1,C10

■̂ll»-8!!» Cll» 0̂2* B02* C02> C20* A12> ^12* C12* C21> k22> B22*C22 etc.

7) Una modificación del "lattice" anterior» Una modificación, cuyo 
estudio puede resultar de valor práctico, consiste en desplazar en 
tre sí dos hileras contiguas de "barras, hasta formar el lattice que 
muestra la fig.3. Dividiendo por planos de simetría se obtiene la 
celda elemental marcada en grueso en la misma figura, y cuya divi­
sión en zonas aparece en fig. 4*

Siguiendo los métodos anteriormente expuestos, introducimos los sis_ 
tanas ortogonales (apropiado al intervalo (0,2 L) ) y Y „  (apro 
piado al intervalo (0, —£ -) ). Botemos también que la celda élemen. 
tal es invariante, no solo ante el intercambio x^y, sino" también 
ante el cambio simultáneo de x con u y de y con v. Siendo u = 2 L - j c 5 
v=2L-y.

Tomamos entonces ^ ^  (44)

+ Q  (45)

+ Q  (46)
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Debiéndose oumplir la simetría de los coeficientes A | B ,y D , como así también \ nm nm nm

£  b J t w ' t J V  =  Z  B,„
que cuando se utilizan polinomios de Legendre se reduce a

® U  / es decir* 0 si »+“ “ impar (48)

8) Determinación de los coeficientes# Procederemos directamente a en 
contrar las eouaciones correspondientes, cuando se utilizan polino­
mios de Legendre, es decir tomamos:

■*„(*» =?„($-<) ; Y„<*) =

de manera que las condiciones de contorno, permiten deducir que

£  A„m n(n+4)« 0 (49)

2- C„m n(r»+4) « 0 (50)

2  D MWVn(n + 4) * 0 (5 1)n

Mientras que la de continuidad nos da:

Z  a . w r  - Z c nmn r »  q \  

Z  b ^ f  -  Z  c j-v "  = o

(52)

(53)

Z  iL H f  -  Z  C L -  0_ «n*n
(54)
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^  C nm^tn+4Jt“ )̂ = O (56)v\ **7

^  D ^ m í m + A J W f  - X  X  C„„m(rr>+A) B 0 (57)

Por último, las correspondientes a la ecuación diferencial son?

+ ? A w (2i"M)a,r -

(58)

X $ „ . < 2 » » + ^ « U  + Z B ^ ( 2 m + ^ a a, _ k’L ' E ^ O
(5?)

71 X  C „  (2"+ O a „  + 5  Cn„ U m  * - D a j r  -  fc; L* C„„ = o
(60)

?  Aim(2n+',,a«  + ^  D w  (2"+J|aw  - M í . * 0
( 61)

AL *s 2 s  +  n  +  2  

V  s ¿5 + rn + 2
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9) Discusión de laa ecuaciones.- Xaa eouaciones (49) a (6l) son del 
mismo tipo que las (33) a (43) y le caben, por lo tanto los mismos 
argumentos generales ya expuestos en el número 6. E¿ una aproximar» 
oión de clase (p,q.), el número de incógnitas es ahora diferente.Los 
coeficientes son -fp. (p+l), lo mismo que los Dnm« La condición
(48), además de laa de simetría, reduce el número de coeficientes 
®nm a 4 * [(q.+l)2 _ l+í= l)^ "I • De manera que el número total de inccg 
nitas 6s ahora *

o sea
■&p(p+1)+£*[ (q+i)2_ 1+(-1)* j+pq+iá? (p+l) 

4*£(2p+q).(2p+q+2) + l-(-l)^j
2

El número de ecuaciones de contorno y continuidad, (49) a (57)» es 
3(2p+q)• Como puede apreciarse, es suficiente tomar una aproximar* 
ción*tal que (2p+q) sea mayor que $ paiaque el número de inoógnitas 
alcance para oumplir exactamente con las ecuaciones de contorno y de 
continuidad* El exceso de ihcógnitas se utiliza, como antes, para 
resolver en forma aproximada las ecuaciones'diferenciales, (58) a 
(61).

10) Coeficiente de utilización térmica» Para el cálculo del coefi­
ciente de utilización térmica, no es necesario el conocimiento eocplí 
to de todos.los coeficientes del desarrollo ortogonal. En efecto, 
definiéndolo por la fórmula (l)

f =
z .  f i Jv.

0 también
z j  $<iv

•Vemb. »HoJ-

V,

Siendo

i. = í + -=* 
f Z.. >4*

v , $  = f  i d v  J v.f„ = f  i d v
iod Je.-*

La integral sobre la región ocupada por el combustible, daría, en la 
celda elemental de la fig. 2, o en la célda de la fig. 4, la siguiê . 
te expresión



- 14 -

$ & *  Z  Í J  f  A „Y „(x) dxJjr

* A ( T í * » - - » )

Be la misma manera deducimos que en las regiones 1 y 2 de las figu­
ras 3 y 4» 7 «n la regián 3 de esta última figura

Zona 1.

Zona 2.

Zona 3»

f # *  = (b „ + ci).í.*
J4

f  $ c t v = ( a , * Q ) . L j
¿Z

/ * J v ,  (D.. + Q)./*
*3

Tenemos, por lo tanto, para la fig. 2:

Vo $o “̂ oo* Vi#! .(B00+Q). L2+2.(C q o + Q )

i 1, Z ^ BnnL2 + CoqZL.6 ♦ ft.(2LÍ + L2)
 ̂ 2«0 A00 i?

Mientras que, para la celda de la fig. 4

V0§0*2.A00^2Í V1§ 1=(B00+Q).L2+4.(Coo+Q).U+2.D00̂ 2+Q2#2

¿ , 1+ £«, Bnn¿¥CnnALÍ +Vnr>2 l2+ft. (L +4L/+212) 
f 2̂ , 2,Aoo. 2̂

Para el cálculo del coeficiente de utilización térmica, solo es ne 
cesario el conocimiento de I03 términos contantes en los desarrollos 
ortogonales efectuados. Puede apreciarse además, que por ser todos 
los coeficientes proporcionales a Q, según se ha visto, el valor de 
f resulta ser independiente de Q.

11) Resumen. Ilediante su aplicación a un par de ejemplos, se ha ex 
puesto un método de solución de la ecuación de difusión de neutrones. 
Consiste en dividir la celda elemental en regiones apropiadas a la 
geometría del problema, adoptando luego en cada una de ellas, un dej3 
arrollo ortogonal conveniente. Las condiciones de contorno,de con 
tinuidad y de cumplimiento de la ecuación diferencial, imponen con 
diciones sobre los coeficientes de aquellos desarrollos, permitiera-
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do la determinación de los mismos. Estás ecuaciones son numéricas, 
lineales en las incógnitas.

Los ejemplos tratados se refieren a barras de combustible, de seo 
bión cuadrada, sumergidas en un moderador de manera que todos sus 
ejes sean paralelos* Estos ejemplos-son tratados habitualmente "re 
dondeando" la celda elemental y resolviendo la ecuación en coorde­
nadas oilíndricas* En nuestro oaso la celda se trata en foxma di­
recta, sin modifioarla* Esto pexmite también obtener mayores deta­
lles sobre la estructura fina del flujo en los alrededores de las 
barras. El método se adapta también fácilmente al caso en que las 
barras fuesen rectangulares, o que la separación entre las mismas 
fuese diferente según dos direcciones perpendiculares.

Otra variación que se trata sin dificultades adicionales, puede oozi 
sistir en la colocación de materiales diferentes en cada una de las 
regiones en que se divide la celda elemental. Asi por ejemplo, si 
tomamos la celda de la'figura 4 y suponemos que la región maroada 
con 0* está ocupada por una bárra de control en lugar de combusti - 
ble, lo único que se pierde es la simetría de los coeficientes Dn̂  
y la propiedad (48).

El número de lâs ecuaciones que determinan los coeficientes de los 
desarrollos mencionados, depende de la aproximación que se pretenda* 
Si por ejemplo se desea tomar las primeras cuatro funciones del des_ 
arrollo ortogonal, existen (ejemplo primero) 36 incógnitas, a deter 
minar por otras tantas ecuaciones. Aunque el número es elevado, la 
estructura de las ecuaciones es tal que su resolución es sencilla. 
Algunos de los resultados numéricos de los ejemplos tratados serán 
presentados más adelante*
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