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UETODO DEL DESARROLLO ORTOGONAL POR ZONAS

PARA LA RESOLUCION DE LA ECUACION DE DIFUSION DE NEUTRONES

Carlos G. Bollini

Introduccidn:

‘Nos proponemos. exponer este método en una serie de trabajos sucesi
vos que iremos presentando. Sera suficiente, no obstante, el primer
ejemplo que desarrollaremos, para comprender la esencia del mismo.

Dado un arreglo indefinido de substancia moderadora de neutrones y de
mgterial "combustible", productor de los mismos,se trata en general
de resolver la ecuacibén de difusién,a la que satisface el flujo neu
trénico en el mencionado arreglo. El método que aqui describimos,
consiste en dividir la estructura o "lattice" dado, en zonas. adecua
das a la geometrfa del arreglo. Adoptando luego un desarrello orto
gonal .conveniente en cada una de esas regiones, se consigue "redu-
cir" el problema a la solucién de un sistema (infinito) de ecuacio
nes lineales numéricas. - La forma de encarar el menciohado sistema
seri explicado en el texto.

El método tiene la ventaja de adaptarse a diferentes casos,segin se
ird viendo, con relativa facilidad-="-  La mejor manera de dar en
detalle los procedimientos consistird en examinar los diferentes pro
blemas que iremos tratando. En el par de eJjemplos que siguen, nos
ocupamos de sistemas heterogéneos, en los que el combustible estd
concentrado en barras que van rodeadas de la substancia moderadora.

I. Barras de'secciGn cuadrada colocadas. paralelamente,

1) Consideraciones generales, Las estructuras que a continuacién
examinaremos se muestran en las figuras 1 y 3. La forma hadbitual
de tratarlas consiste en "redondear" la celda elemental que resulta
(figuras 2 y 4), resolviendo el problema asi modificado .en coordena
das cilfndricas (1). ' '

Para este caso, nuestra forma de proceder no puede competir en sim
plicidad con el procedimiento usual. la dnica ventaja 1la constitu
ye, evidentemente,el hecho de que al no modificar la celda podremos
obtener detalles méds precisos acerca de:la estructura fina del flu
jo en los alrededores de las barras. Sin embargo, cuando nos ocupe
mos de casos en los que las barras no son todas paralelas, existien



do grupos perpendiculares entre si; no es posible entonces, aparen-
tem#ite, ningin método tal cmoelde "redondeo" o deformacién de lacel
da hasta hacerla depender de una sola coordenada, mientras que
nuestro método se adapta facilmente a dicho casoj para el cual, en
realidad, fué primitivamente desarrollado, -

La ecuacién de difusién, en régimen estacionario, es de la forma
2z
Dvé¢-Z b+ q=0
Donde 6 es el flujo neufrénico, D es el coeficiente de d.:i.:t‘t.tsién,z'el
la seccidn macroscépica de absorcidén y q es la dendided de fuente

de neutrones térmicos,

Supondremos, como es habitual, que en el combustible no se producen
neutrones témmicos, mientras que en' el moderador tomaremos q = ote.

Tendremos asi

Ve - kd =0

(1)
en el combustible, con
ko Za
D,
Y en el moderador
VP - kid+ % =0 (20)

con

La (2') tiene la solucién particular

q
<I>P=_Z_a‘= Q

que puede ser separads poniendo’

§= @"" Q



Siendo & solucidén de la ecuacidn

.Va{; - k4‘F =0 (2)

Supongamos ahora tener un "lattice" indefinido, formado de la mane-
ra mostrada en la fig.l. Los planos que equidistan de dos hileras
de barras paralelas, son planos de simetrfa, como es ficil advertin
También lo son los planos, paralelos a los anteriores, que contie=-
nen los ejes de las barras. . Esta divisién por planos de simetria ,
nos lleva a la celda elemental que se muestra en la fige2. Natural
mente, el flujo no varia en direcoiones' paralelas a las barras, por
lo tanto el problema es esencialmente bidimensional. In la fig.2se
muestra ademés, el sistema de coordenadas que elegiremos y la . divi
8idn en cuatro zonas de la celda elemental,

_ Se trata entonces de resolver la ecuacién (1) en la regién O y 1la ¢
cuacién (2) en las otras tres zonas. Por otra parte, las solucimes
deben satisfacer la’ condioiGn de contorno de que la derivada normal
del flujo debe anularse en-los lfmites de la celda elemental. Esta
condicién nace al tener en cuenta que los linites de la celda son
planos de simetrfa. Deben oumplirse, por #ltimo, 1las condiciones
de continuidad de los flujos ¥y las corrientes en los lmztes entre
regiones. '

2) Utilizacién de sistemas ortogonales. En lo que sigue,haremcs uso
intenso de dos sistemas de funciones ortogonales de una variable.El
primero de ellos;‘f y apropiado al intervalo (O,L), y el otro;"l"
~ortogonal en (0,—2). Tenemos .asis

(2..%) = ]‘P,,(x).‘Pm(x).M(x)dx = 9,..N

(Y;;Y.) =-. [‘lﬁ_(x).‘l{,,(xv.vg(x:dx ;‘3__,,,,,.N,','
| P |

Siendo w(x) y ¥, , respectivamente, la funcién densidad y la nor
ma del primer sistema ortogonal. Andlogamente para el segundo, . -

Un oaso part:.cula.r consiste en utilizar los polinom:.os de Legendre,
convenientemente modificados (2)

P@ = - L (=" ; Rorad

2nl d=2"

4

Pm 1; P(-n:(-n H 'l%(z).'l?,,(z).alz:ém.

g

s
2n+4




y haciendo

¥.00=B(8%-4) ;Y 0=R(-2% _1)

(5) -

Tendremos los'sistema.s ortogonales deseados, cumpliéndoses

(¢,¥%) =3, £ - N .t

2n+d "T 2n+d
(?Y)‘ﬁ L - N4
ot T " 2n+4 " 2n+1

¥.(0) = ¥ (0) = R(-4) = (-4)

¥ (L) = ‘F,,(-?, =

(0 = 9 R (22 - 1) =2 B2z -1)

dx L

Y'(X)z —%.R(_% - 4) |
§ A
¥.(0) = _ (4T n(T )
Y (u n(n+4)

L

‘\I’(o)— (-4 ,r_'.(r.iﬂ

%(‘P’: - .E_(.'_‘.ti)-
2

(¢, %.) =-§L- (P, Pn) =%.mn

(Y, ..‘I’.'..) = _i. (P, ) =§--am

(6)

)

(8)

(9)

(10)
(11)

(12)

- (13)

(14)

(15)



Siendo
| Op=(s+1) (n+s +1) (16) -
para M 2m + 2 y n-m = par, En caso contrario
n-m :

- Anotamos, por dltimo, la relacién de. recurrencia

— 2. P n(n-4)(n+2) _3n+4p ntd ]
(4 z*)K(z) = Ty {P-z 2n+3 21-2."3 ‘PM_;}

3) Desarrollo ortogonal del flujo. El flujo neutrénico resultante en
la celda elemental, queda dividido en cuatro .partes, correspondien-
tes a cada una de las gonas en que ha sido dividida la celda elemen
tal. Para cada una de estas partes efectuamos un desarrollo doble
en serie de funciones ortogonales, las que serén o bien ‘P, o bien
‘Y;, dependiendo ello de lzs medidas de. la regién de la que se tra
‘te. Tomamos entonces: '

é‘,(xa}_ﬂ =§ Amu\y;l(X)Y"‘(B, (18)
en 91 coﬁbustible (zona 0), |

{;(x,g)'._.“zﬂ; B, x1,00 + Q@ (29)
en la gona 1 del moderador, y

Q,(x.y)=§;C,,,‘I’,’,f(x)‘?,,.(y).'f* Q ‘_ -(,20)'

en la zona 2 del modersdor. E1 flujo en la zona 2' se obtiene del

anterior notando que existe simetria.ante el intercambio de . ejes
- ’ :

X o T . '

é;,(x,y) =“Zm Cm"l’;(}[) ‘P,(x)  + Q (21)

Por el mismo motivo,-'los coeficientes A y B deben ser simétricoss
Anm = Amu ; ann = B"“

4) Determinacién deflos coeficientess Los -coeficientes de los Qés_
arrollos deben ser determinados de manera que se satisfagan las con
dicioness : ,

a) De contorno. La derivada normal del flujo debe resultar nula en




los limites de la celda.

-

| 2%.1 5
Para la zona O -deberemos teners —— =
?x xc—-c‘

es decir

S A VDY =0
de donde se deduce, efectuando el producto esoa.laA.i‘i con %(}l) |
0= A Y0 (Y ¥)=Z A Y08 N
nm X nm ‘ ‘ : . -
Obteniéndose, por dltimo

Z ALY a0 - (22)

Del mismo modo deducimos:

33 (L) =0 (23)

To Y (-0=0 (28)

%cmn ‘i’m(L) =0 (25)
) De_continuidad del flujo. En la interfase de separacifn entre las "
?esiones oy -2_, debemos ten‘e~rb : [é., - '@z]‘!'o
Es decir i '
2 A YYo= & C Yo + Q

¥ efectuando™el producto escalar con F,(X)

A (LY)Y(0) 2 ZC (%) 0000 + (Q:¥)

‘de donde se d.etiuce

A Y0 =X .00 + Q) (26)

Del mismo modo, entre las zonas 1 y 2, debe cumplirse

“Z B..Y.(0) = Z C,.Y.(0) | (27)



c) De continuidad de corriente, Intre Oy 2 debers ser
[D,?i' =D"3_§;]
° 3y oy ly=0

que desarrollado tome la forma

D, Z A ¥%(0) =D, ZC. 0.0 (28)

‘?Y-entre ly?2
v . . | o
2 B R0 = 2 CEO (29)
d) De oumplimiento de la ecuacién diferencial. Si queremos gue ‘el

desarrollo (18) satisfaga la ecuacién (1), los coeficientes del
mismo deben estar relacionados entre si de la siguiente manera

0.v'$-K.d, = z .A,m("l'(,(x)‘l',',,(y) V.00 ¥, 00 -k Yo )
| efectua.ndo ahora el profucto escelar doble con Y00 Y, Gt endrenos
T ALEON A ZAT YN - RNNA, -

| y dividiendo por N, N

AN TALENNT - kA0 o

Procediendo de manera similar con ¢4 h'g Q‘ , Se obtiene

> B (% 0IN + T B (R RN u:b,,go o
3 . (F EIN + 5 Con (B RIN, - K Cr0 ()

5) Utilizacién de los golinomib_s de Lengendre. Si en lugar de ‘P,‘ J
Y, hacemos uso de las funciones definidas por la férmula (5)s las e
cuaciones que hemos deducido toman la forma ‘

gAm.n(ﬁ +1) = 0 (33) .



%Bnm.-m; (m + 1) = 0 (34)
Zc m(m+l) = 0 (%)
Zc m(m+l) = 0 (36)
ZAm(-1) - Zc (-1)’,n -“Q.s,,lo - (37)
g‘nm'(-l) -2c (1) -0 | (38)

%k;mm(mtd- 1) («1)" + f%; C pom (m+1) (-;)m; 0 (39)

;Bnm.n(n s 1) ()% 4 -}- +Z ¢ .o (n+1) ()% 0 (40)

Estas son las ecuaciones de contorno y de continuidad (22) a (29).

Las relativas a la ecuacién diferencial quedan pmodificadas de la si
guiente manera. La (30) se transforma en

TA.(BR)2l L TA (R RIE kA, -0

Si ghora utilizdsemos la relacidn de recurrencia indicada por la f&r '
mula (17), podriamos- efectuar, sobre los Indices n y m la comb:.na.-
cién lineal que aparece en el miembro de la derecha de la menciona®
da férmula. Podrfamos conseguir asi una relacidn de recurrencia de
nueve términos en los coeficientes. Sin embargo, no haremos uso de
esa forma, procederemos directamente reemplazando los valores dados

por (14) ¥ (15).

;Am (en+t)ag, +- ; A, (zmeila,, - k*A_ =0 (1)
Z B“m (26.\-!-4)(15“ + ; BW(Zm +i)a, - KB =0 (42)
Z Cum (2n +1) Ao + z .an(zm oy, - K:', Cnm =0 (43)

2 p2 Lz
Un 25+n1+2 ; Vvz288+m+2 ;‘&f:%g ; Ki= 4'



Las férmulas (39) y(40) pueden todav:(a. ser simplificadas. En efeoto,
de (33) deducimos que

..;Aﬁm'.n (n + 1) "b-ngp.Anm'n (n + 1)

~ Por 1o que en la (39) puede ponerse (recudrdese la sime'i;ri&a de .Anm)
A _mmade" s 2 Amme) -2 A mimed) 22 A_m(m+d)
™ ’ . Maper Mzimyp. Mapor

~ Procediendo de la miéma'manera. con (34) a (36) deducimos las ecuacio
nes ' '

Z A . s@std) + ~-€% :Z Coas2(25+44) 20 (30)

Z Bl.,n 8(23 + {) + -é-'- ; CZS,M 3(254'4) = 0 (40b)

Las ecuaciones (33) a (43), son las que detérminan los coeficientes
de los desarrollos ortogonales del flujo,

6) Discusidn de las ecuaciones. Vemos que se trata de un sistema
(infinito) de ecuaciones numéricas, lineales ¥ salvo una sola excep
cidén, homogeneas. La excepcién que mencionamos es kb (37) para n =0
Por lo tanto, todos los coeficientes deben resultar proporcionales a
Q. '

Para resolver las ecuaciones, es menester adoptar un cierto método a
proximado de resolucién. Lo que parece mis natural en ese sentido ,
es admitir que los desarrollos (18) a (20) constan solo de un ndmero
finito de téminos, La aproximacién consistiri en suponer, por ejem
ploy, que todos los coeficientes C son nulos si n}.p, 6 m>aq;

siendo p y q dos nimeros preflaadglg. Esto equivale a suponer que 8¢
lo se utilizan las primeras p funciones '\9. ¥ las primeras q. funclo
- nes ¥, . Concordantemente tomamos:s A- =0 sin ém igualan § sup‘§
ranap 3 B =0 sindm 1gua.1a.n O superan a q_. Diremos de una.
tal aproximacidn que es de clase (py q)¢ En ella ex:l.stlra.n Pq :mcog
nitas Cy ¥y por la simetria %p (p + 1) incégnitas A y #q (p + 1)incég
nitas B, En total

3p(p+1) + %a(a+l) + rq = ¥(p+q) (p+a+l)

Para la soluclon se necesitaran otras tantas ecuaciones 1ndependien~
.tes, De hecho, las ecuaciones (33) a (43), superan en nimero a las
incognitas en la cantidad 4(p+q) (aunque no todas resulten indepen—
dientes). - Por lo tanto, cualquiera sea la aproximacién (p,q) que se
elija, las ecuaciones no pueden ser satisfechas en su totalidad; co-
mo, por otra parte era 18gico esperar.
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E1 nimero de las ecuaciones de contorno y continuidad,es decir (33)
a {40), es, en la aproximacién (p,q) igual a 4 (p+q). Comparando es
te mimero con el de incégnitas, se advierte que para p+q > 6, el ni
mero de incégnitas supera al de las mencionadas ecuaciones en una
cantidad que depende cuadrdticamente de p+q. Ello implica que en
todas las aproximaciones (p,q), tales que p+q D 6, puede consesuir=
se el cumplimiento exacto de todas las eouaciones de contorno y de
continuidad, El exceso de incégnitas resultante, se utiliza luego
para satisfacer, en forma aproximada, las relaciohes de Trecurrencia
deducidas de la condicidén de cumplimiento de la ecuacidn diferencial,
Si decimos que p+q es el orden de la aproximacién (p,q); tendremos
que para Srdenes crecientes (mayores que 6), la ecuacién de difusién
se satisface cada vez mds exactamente, mientras que las otras ecua
ciones son cumplidas en forma exacta. Por supuesto, el flujo neu-
trénico solo satisface la ecuacién de difusidén de manera aproximada
¥ por ello no tiene sentldo acercarse a su solucidn mis allé de un
cierto limite,

Para completar el nimero de ecuaciones necesario, las ecuaciones
(41) a (43) van siendo tomadas, ordenadsmente, para valores crecien
tes de n y m. P. ej. en el orden: A oo’ Boos Coos Ao1y Bols Co1sC10

4119B11» C11» 4029 Bozs Cozs C200 2129 Br2s C12s O215 2225 B22sCop
etc,

7) Una modificacién del "lattice" anterior. Una modificacién, cuyo
estudio puede resultar de valor prﬁctico,;consiste en desplazar en
‘tre si dos hileras contiguas de barras, hasta formar el lattice que
muestra la fig.3. Dividiendo por planos de simetria se obtiene - la
celda elemental marcada en grueso en la misma figura, y cuya divie
'sién en zonas aparece en fige 4.

Siguiendo los métodos anteriormente expuestos, introducimos los sis
temas ortogonales ‘P, (apropiado al intervalo (0,2L) ) ¥ VYa (a.nro
piado al intervalo (0, -£.) ). Notemos también que la celda elemen
tal es inveriante, no solo ante el intercambio x 3=y, sino también
ante el cambio simultineo de x con u y de y con V. Siendo u=2L=xj;

v=2l-y.
$x = Z AL ()
@,ix;y) = Z.“ BP0 + Q)

&z(x,g) - ;C,m"fl(t&)‘&tg) +Q \(46) |
b, (x0) = %Dm"‘lﬁx) Yap+Q ()

Tomamos entonces
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Debiéndose cumplir la simetrfa d.e los ooeficientes 4 o’ B ,¥yD ,
como as{ también . am-- nm

Z; B,,_‘ﬁ(i)‘?,,,(y) = Z.; B,,,,‘f,,mﬂe,,ur)

que cuando se utilizan polinomios de Legendre se reduce a

B = (-4)“"'5,,,, ) es decirs B,,,,co si n+m = impar (48)

8) Determinacién de los coeficientes, Procederemos directamente a en
contrar las eouaciones correspondientes, cuando se utilizan polinow
mios de Legendre, es decir tomamod:

Vo = P(ZE-1) ; ‘l';('x)= ]?,(--27’—‘-4)

de manera que las condiciones de contorno, permiten deducir que

5,,-- A,.n(nti) =0 (49)
Z Camn(h“‘,‘)‘: 0 o (50)
Z D nn+y) =0 - (52)

Mientras que la de continuidad nos das

Z A, - 2; C )= Q 3" (52)
Zm'. B _(-1) - Z C,.(A" =0 (53)

2 D" - ; C. =0 (54)
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Z A, mma-4)" + 2.‘%%}; C.mm+)(=1)" =0 (55)

ZB.....n(nH)(-nH 2%- §..: C,.n(n+a)-4)" = 0 (56)
; D.....m"’""f“""’" -E{z ; Cmm(m+4) = 0 (57)

Por dltimo, las correspondientes a la ecuacién diferencial sonp

Z Allm (Zn“"”a,u + ZA,W.(ZM""‘)GSV - l%'[;‘Anm =0
(58)

Z:B,‘,,,(Zru-nc!‘m + ZBW(ZmH)aw - kCH

nm=o

(59)

4":2"; g Cam'(zn”“‘),qsu + Z Cnu (zm+4)a.sv' - b:l: c‘"" = 0
. - (60)

Z Dm(z_nu)a,u + ZD,,,, (2m+4)a,, - %_g D, =0
(61)

U = 8s+n+ 2

vV =25§+m+2
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9) Discusién de las ecuaciones.. las eousciones (49) a (61) son del
mismo tipo que las (33) a (43) ¥ le caben, por lo tanto los mismos
argumentos generales ya expuestos en el nimero 6. In una aproxima~
. 0ién de clase (p,q), el nimero de incdgnitas es ahora diferente.los
coeficientes A;,, son 4p.(p+l), lo mismo que los Dyme La condicién
(48), ademis de las de simetria, reduce el nimero de coeficientes
Bom & %[ (a#1)2 _ 1+§-121]. De manera que el nimero total de incdg
nitas es ahora k

i) ()2 1) ¥orasin(enn)
o sea

%-[(2p+q)-(29+q+2) + 1-(51)7]

El mimero de ecuaciones de contorno y contimuidad, (49) a (57), es
3(2p+q)s Como puede apreciarse, es suficiente tomar una aproxima-
cibn-tal que (2p+q) sea mayor que 9 pamque el mimero de incdgnitas
alcance para oumplir exactamente con las ecuaciones de contornoyde
continuidad, El exceso de ihcégnitas se utiliza, como antes, ' para
resolver en forma aproximada las ecuaciones diferenciales, (58) a

(61).

10) Coeficiente de utilizacién térmicas Para el cdlculo del coefi-
ciente de utilizacién térmica, no es necesario el conocimiento expll
to de todos.los coeficientes del desarrolio ortogonal. En efecto,
definiéndolo por la férmula (1)

. z.. ]‘_45 dv
EN (TR

0 también

Ao Za,, v. &,
f zZ, %&

Siendo

\',‘I"=/‘I’Jv ; b= fa
Mod. ‘ Comb.
La integral sobre la regidn ocupada por el combustible, darfa, en la

celda elemental de la figs 2, o en la célda de la fig. 4, la siguie::
te expresidn



Laé o= Z L L [A Y0 ¥on] dedy
= AL (¥ (x1a4)

De la misma manera deducimos que en ias regiones 1 y 2 de las figu~
ras 3 ¥y 4, y en la regifin 3 de esta dltima figurs

Zona 1. .
J/§4p<ﬁf== ('Iz.ﬁ-ci).lf
4
Zona 2. :
f $dv = (C, + Q)L 2
Zona 3. ) |

fqzdv - (D.+a)t"

Tenemos, por lo‘tanto, para la fig. 2:

Vo §°=Aoo.£2; vl*l =(Boot+R) « L2+2.(06°+Q)._L.P.

1 _ 1, S Bool? + Coo2Ld + q.(208 + 1°)

4 ,zdo A'OO ‘ez

lientras que, para la celda de la fig. 4

VoBor2.80002; TR 1-(B,+Q) . 1244, (Cootq) . Ll +2.D,,02+q2¢2

1 14 ZaBoBaCoodLl +D002 8244, (1 +4104203)
Para el cdlculo del coeficiente de utilizacién térmica, solo es ne
cesario el conocimiento de los términos contantes en los desarrollos
ortogonales efectuados, Puede apreciarsé ademds, que por ser todos
los coeficientes proporcionales a Q, segin se ha visto, el valor de
f resulta ser independiente de Q.

11) Resumen. Ilediante su aplicacién a un par de ejemplos, se ha ex
puesto un método de solucidn de la ecuacién de difusién de neutrmes.
Consiste en dividir la celda elemental en regiones apropiadas a 1la
geometrfa del problemas, adoptando luego en cada una de ellas, un des
arrollo ortogonal conveniente. Las condiciones de contorno,de coxn
tinuidad y de cumplinmiento de la ecuacién'diferencial, imporen con
diciones sobre los coeficientes de aquellos desarrollos, permitien—
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do la determinacién de los mismos. Estas ecuaciones son numéricas,
lineales en las incégnitas.

Los ejemplos tratados se refieren a barras de combustible, de seg
bién cuadrada, sumergidas en un moderador de manera que todos sus.
"ejes sean paralelos. Estos ejemplos.son tratados habitualmente "rg
dondeando" la celda elemental y resolviendo la ecuacién en ‘coorde~
nadas oilfndricas. En nuestro oaso la celda se trata en forma di-
recta, sin modificarla, Esto permite también obtener mayores deta~
lles sobre la estructura fina del flujo en los alrededores de las
barras. El método se adapta también fécilmente al caso en que las
barras fuesen rectangulares, o que la separacidén entre las mismes
fuese diferente segin dos direcciones perpendiculares.

Otra variacién que se trata sin dificultades adicionales, puede oon
sistir en la colocacién de materiales diferentes en cada una de las
regiones en que se divide la celda elemental. Asi por ejemplo, si
tomamos la celda de la"figura 4 y suponemos que la regién maroada
con O' estd ocupada por una barra de control en lugar de combusti -
ble, lo vnico que se pierde es la simetria de los coeficientes Dpy
¥ la propiedad (48). '

El mimero de las ecuaciones que determinan los coeficientes de los
desarrollos mencionados, depende de la aproximacién que se pretendas
Si pox eaemplo se desea tomar las primeras cuatro funciones del des
arrollo ortogonal, existen (eaemplo primero) 36 incégnltas, a deter
minar por otras tantas eocuaciones. Aunque el mimero es elevado, le
estructura de las ecuaciones es tal que su resoluclkn es sencilla .
Algunos de los resultados numéricos de los eaenplos tratados serin
presentados méds adelante.
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