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Esta publicación va dirigida a los estudiantes del 
primer curso de Física General de las carreras de Ciencias 
Fisicomatemáticas.

Convencidos como estamos, que es indispensable poner 
en contacto desde el primer momento al alumno universita­
rio de ciencias exactas con los métodos científicos, publi 
camos este pequeño texto para que le sirva de ayuda en su 
formación experimental*

Debido a quienes va dirigido, hemos escogido los ejem 
píos simples que ilustran los distintos asuntos que se tra 
tan, de los primeros capítulos de la física. Al tratar es­
tos ejemplos se ha supuesto el conocimiento por parte del 
lector de la teoría de lo_ mismos,- cuando ésta no es indis 
pensable para el asunto al cual se refiere el ejemplo. Tra 
tándose de ejemplos corrientes, bastará en caso de necesi­
tarlo el lector, consultar la teoría en cualquier texto u- 
niversitario de Física General *

J. A. B&lseiro.,



Es propiedad.
Queda hecho el depósito que establece la ley.
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ERRORES DE MEDICION

§ 1.-^SIGNIFICADO DE LA MEDICION DE UNA MAGNITUD_Medir una magni­
tud física es asociar a la misma un valor dimensionado en relación a 
la unidad que arbitrariamente se ha definido para medirla. Así, medir 
una distancia, significa establecer el-número de veces que la unidad 
de longitud (cm, m s pulgada, etc.) está contenida en dicha distancia.

La operación de medir una magnitud supone a priori que tal mag­
nitud tiene un valor verdadero, no obstante las dificultades lógicas 
que aparecen en cuanto se trata de* precisar con rigor el significado 
de este-concepto. No existen ni pueden existir instrumentos que per­
mitan medir sin error alguno una magnitud física. Podemos medir p.e. 
la carga del electrón con una aproximación tanto más grande cuanto me 
Oor sea el método que imaginamos para hacerlo; pero en ningún caso po 
demos medir la "verdadera" carga del electrón. Además, en muchos ca-~ 
sos, en cuanto extremamos la aproximación con que medimos una magni­
tud la propia magnitud carece de sentido. Así, si medimos la longitud 
de una ^arra rígida con una escala métrica, con un catetómetro, con 
métodos ópticos, etc. obtenemos valores de esa longitud que decimos 
son sucesivamente más aproximados; pero, qué sentido tiene medir esa 
ongitud con una aproximación del orden o mayor que la distancia 
kio cm) que separa a los átomos que forman la barra rígida?.

Solamente como una excepción muy particular, cuando el número 
que mide una magnitud es necesariamente un número entero se puede a- 
írmar que es rigurosamente exacto. P. e. el número de franjas de in 

terferencia que es necesario determinar en los distintos.métodos in- terferenciales.

Con las restricciones que el caso lo exige necesitamos del con­
cepto de valor verdadero de una magnitud, al menos como hipótesis de 
trabajo. Más adelante, al tratar de los errores estadísticos podre­
mos precisar algo más este concepto (Ver § 1 1). Lo que importa, ahora, 

destacar que la medida de una magnitud difiere siempre en algo del 
verdadero valor de la misma. Dar simplemente un número como medida
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de una magnitud sin precisar el error de que está afectado, sea apro 
ximadamente, sea en términos de probabilidades no significa mucho. U 
na medida tiene sentido solo cuando se puede valorar en una u otra—  
forma el error de que está afectada»

Apreciar el error de una medición es el objeto del cálculo de e
rrores *

§ 2 ERRORES. ERROR>RBLATIVO, PRECISION PE UF.A OBSERVACION Y DE UN 
INSTRUMENTO.- Se llama error de la observación X- respecto de cierto 
valor X a:

A x  --- X - X'

Según el significado de X (valor verdadero, valor medio o valor 
aproximado) es la denominación que se le da al error AX. Por ahora, 
supondremos que X es el valor verdadero; en tal caso AX es el error 
absoluto o error verdadero»

El solo enunciado del error de una observación no es suficiente 
para caracterizar la aproximación o -precisión de la misma. Sea p. e. 
la medida de una distancia de 1 ai| con una regla que produce un error 
ds 2 mm» El error por unidad de escala (el mm) es;

■ = 0 -002.1000
Si medimos, en cambio el diámetro de un alambre de 1. mm con un torni 
Ilo micromètrico que nos da un error dé o ,01 mm el error por unidad, 
de escala es de o*01„ En el-primer’ caso 'tenemos por unidad de escala 
un error cinco veces menor que en el segund.o<. il error por cada uni­
dad en las cuales se mide la magnitud a determinar se 'llama' error re 
la t ivo ; "■

AX ■ ■ . ' - • ' ' ' '■■■'
X

Para los fines prácticos solo se requiere valores aproximados del e- 
rrcr relativo, dé modo qUe ' .

\ AX • AX ■ AX
X X ! + AX

define el error relativo de la observación X !. y es calculable siem­
pre que se pueda valorar A X®



A veces el error relativo no se da por cada unidad sino por ca 
da 100 unidades. En tal caso se define el error porcentual:

Cuando se dice que el error es del 2 fo significa -fue se comete, un e 
rror de dos unidades por cada cien de las mismas. El valor inverso 
del error relativo mide la precisión de la correspondiente medi'Sión. 
En esta forma definimos la precisión de Una medición: el número de u 
nidades afectadas de un érror equivalente a una de dichas unidades:

F  X  -  X>AX AX

Veamos, ahora qué se entiende por precisión de un instrumento o 
de un método de medida. Debemos suponer que el instrumento o el méto­
do no producen errores siempre constantes y del mismo signo (lo que 
mas adelante estudiaremos con el nombre de errores sistemáticos). En 
tales condiciones, la mayor o menor precisión de un instrumento o de 
un método de medida es la facultad de uno u otro de repetir en mayor
o menor grado los valores correspondientes a mediciones de una misma 
magnitud realizadas en idénticas condiciones.

Entre la sensibilidad de un instrumento y su precisión no existe 
una dependencia directa. Veamos como ejemplo el caso de una balanza 
de pesas. La sensibilidad de una balanza aumenta cuando el centro de 
gravedad del sistema móvil se acerca al punto de suspensión del mis­
mo. Cerca del caso límite en que ambos puntos están muy próximos se 
tiene una sensibilidad muy grande pues siendo el equilibrio casi in­
diferente, para una pequeña sobrecarga la desviación del fiel es muy 
grande. Pero por la misma.razón la posición de equilibrio del fiel 
será prácticamente cualquiera. Es decir, la balanza en tales condi­
ciones no reproduce absolutamente las mismas observaciones para la 
misma sobrecarga: la precisión en tal caso es nula o casi nula.

Esta particularidad es característica siempre que la sensibili­
dad se lleve al límite de lo posible. En general es necesario hacer 
un compromiso y operar con sensibilidades tales que la precisión sea 
aceptable.

Al estudiar la teoría estadística de los errores veremos cómo 
es posible asociar a este concepto de precisión de un instrumento un' 
número que lo mide.

§ 3»— CLASIFICACION DE LOS ETRORES.— Según el origen de los errores
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distinguiremos entre:
ERRORES SISTEMATICOS.- Son los errores provenientes de una im­

perfección o ajuste inadecuado del instrumento de medida, de la apLi 
cación de un método erróneo, de la acción permanente de una causa ex 
terior, etc. Asi, p. e. la desigual longitud de los brazos de una ba 
lanza; una posición inadecuada del observador que'introduce un error 
de paralaje; la medida dé la diferencia de potencial entre lo.s extre_ 
mos de una resistencia con un voltímetro cuya resistencia interior 
es comparable con la primera; la acción del campo magnético terres­
tre sobre instrumentos con campos magnéticos, producen errores siste_ 
máticos, Estos errores son siempre prácticamente iguales y del mismo 
signo. Sobre esta clase de errores no puede hacerse ninguna teoría 
general. En casos particulares, sin embargo, existen métodos para po 
nerlos de manifiesto y, en otros, es posible aplicar a las medicio­
nes lás correcciones que los eliminan..

ERRORES DE APRECIACION.- Las determinaciones experimentales se 
reducen, en última instancia, salvo escasas excepciones, a la lectu­
ra, mediante un índice, de una escala graduada. Al efectuar la leetu 
ra, el observador se ve precisado de apreciar una fracción de la di­
visión mínima de la escala. En esta apreciación va implícito cierto 
error que, por su naturaleza, llamaremos error de apreciación. La ex 
periencia del observador le permite conocer según el instrumento, de 
que orden es el error de apreciación que comete.

ERRORES CASUALES.- Si una misma magnitud se mide cierto número 
de veces con el mismo instrumento, y en las mismas condiciones los 
valores obtenidos no son idénticos y difieren entre sí en pequeñas 
cantidades. Naturalmente que estas diferencias provienen en parte de 
los errores de apreciación. Pero son atribuíbles, también, a una can 
tidad de otros factores no previsibles, como pequeñas variaciones de 
las condiciones ambientes (temperatura, presión, movimiento de los 
soportes) otros provenientes del observador (variación de la aten­
ción, fatiga de la vista, errores de paralaje) y finalmente otros que 
se deben al mismo instrumento (tensiones accidentales en los sopor­
tes de los órganos, movimiento browniano, etc.).

Los errores casuales obedecen a leyes de Caracter estadístico y 
a ellos se refiere, la teoría estadística de los errores.

*

B). ERRORES SISTEMATICOS

§4.- ELIMINACION DE CIERTOS' TIPOS DE ERRORES SISTEMATICOS.- Clasifi



caremos a los errores sistemáticos con vistas a su estudio y a su p_o 
sitie eliminación en:

a.- Errores producidos por la defectuosa construcción o defecto 
'permanente de la escala de medida de un instrumentó, tales como una 
mala calibración de dicha escala, un desplazamiento del cero de la
misma o una desviación del índice de medica.•ó

En el primer caso ce hace necesaria la calibración de la escala 
mediante el contraste del instrumento, entendiéndose por tal a la o- 
peración de comparar las medidas efectuadas con el instrumento en 
cuestión con las de otro instrumento similar ovnó que merezca garan­
tías respecto de su exactitud. El contraste de un instrumento permi­
te construir curvas o-tablas que permiten corregir lae' lec'turaS obte 
nidus de la escala de dicho instrumento.. Los, errores provenientes de 
esta circunstancia no serán, en general constantes dentro del alcan- 
.ce del instrumento y éstas curvas o tablas deberán cubrir, en tal ca 
so, el intervalo cori-espondiente a dicho alcance.

los errores debidos al desplazamiento del cero de la escala o a- 
la desviación del índice de medida son constantes y fáciles de elimi 
nar si se determina previamente el valor y el signo del desplazamien 
to o de la desviación.,'

E j e m p 1 o.- Debido al uso o a un defecto lie construcción frecuen 
teniente en los tornillos micrométricos el cero está desplazado, en 
general'debido a la primera causa hacia los valores negativos, pro-, 
dudándose en tal caso un error por defecto 1 Si d es este desplaza­
miento y L una determinación el valor corregido es Lq = 1 + d. Esa 
corrección es negativa si el cero está desplazado hacia los valores 
positivos de la escala.

b.- Errores provenientes de un desperfecto, de la deficiente 
construcción o funcionamiento de un instrumento tales como los erro­
res que produce una balanza de brazos desiguales o los de un eronó*- 
metro que adelanta o atrasa. Este ti; o ce error sistemático son los 
más difíciles de corregir y ningún instrumento prácticamente está to. 
talmente desprovisto de ellos! sólo que en los buenos instrumentos 
son sensiclemente menores que lo«; errores de apreciación o casuales.
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los casos en los cuales esBposible eliminar, a veces, estos e- 
rrorec sistemáticos s < H aquéllos In Bas las condiciones de pedida im 
plican cierta clase de simetría. En general, cuando .ello es posible,



el valor medio de dos determinaciones realizadas utilizando las con­
diciones de simetría permiten eliminar esta clase de errores.

E j e m p 1 o I.- Unos de los errores sistemáticos más frecuentes 
en las pesadas de precisión es el producido por una desigual longi­
tud de los trazos de la cruz de la balanza* El método de la doble pe 
sada permite eliminar este error* En efecto: sea P el peso del cuer­
po en el platillo correspondiente al brazo de longitudXi , y P,+ £. en 

é el otro correspondiente al brazo de longitud le. . En el estado de e- 
quilibrio se cumple:

Pl, = Poh  ; Poli = (P +£ )£e ♦
siendo PQ el valor exacto del peso. Eliminando ¿i y Lz se obtiene:

Po =\j P (P +E )
El valor-exacto del peso del cuerpo es el promedio geométrico de las 
dos pesadas. Si la diferencia E entre ambas es pequeña lo que siem­
pre acontece aquel valor puede aproximarse por el promedio aritméti­
co (ver § 1, d Cáp.II):

p0 = 4 [ p  ♦ (P ,E)] = P ♦ ■§•

6 -

E j e m p l o .  II.- Para determinar la dirección de las líneas de 
fuerza de un campo magnético homogéneo se emplea una aguja imanada, 
la determinación es exacta, siempre que la dirección indicada por los 
extremos de la aguja coincida c¿n la'dirección de la línea N-S que u 
ne los polos magnéticos de la aguja. Si así no fuere, dos determina­
ciones sucesivas invirtiendo las caras de la aguja permiten, tomando 
el valor medio de las dos observaciones, determinar con buena preci­
sión la dirección de las líneas de fuerza. Sea a el ángulo comprendí, 
do entre la línea que une los polos magnéticos y la que determinan 
los extremos de la aguja; 1^ la lectura correspondiente a una posi­
ción de la aguja y L2 la lectura obtenida invirtiendo las caras de 
la. aguja. Si D es el ángulo formado por las líneas de fuerzas y la 
recta dada por el centro de la aguja y el cero del instrumento, se 
tiene:

■ D = L̂ - — a 

D = L2 ,+ a

De donde:
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e.— .Errores sistemáticos inherentes al método de medida» En ge­
neral no se puede dar un método para eliminar esta clase de errores 
y sólo una discusión minuciosa en eadá caso particular- permitirá es-; 
tablecer, cuando ello es posible» la corrección aplicable a la medi­
da * ■ •

E j-e m. p 1 o»— La medida de una resistencia óhmiea con amperímetro 
y voltímetro» El amperímetro A mide la intensidad I d'é la corriente

y el voltímetro Y la diferencia de potencia E 
entre los extremos de la resistencia E. El va— 

-©-TAwvyvw-, -j_or, es^a Pítima queda dada por la ,ley de
Ohmr

B - E^-0 -
fiq.n?l

Esto es totalmente correcto si en vez de voltímetro se emplea un elec 
trómetro. Pero en nuestro caso por el voltímetro circula una intensi_ 
dad i, de modo que rigurosamente I =..lj i siendo I* la intensidad 
que circula por la resistencia:

B = E . > — R*I - i 7 I

El error sistemático que se comete al tomar..el valor R r no corregido 
esr -

__E_____E_
I - i R

En este caso es posible eliminar el error inherente al método si se 
conoce la resistencia interna del voltímetro g, pues se tiene:

te:i = —

d»— Por último, debemos añadir los errores sistemáticos produ­
cidos por las condiciones en que se realizan las observaciones - Así", 
la pesada de un cuerpo, cuya densidad es distinta a la de las pesas, 
está afectada siempre por el empuje que recibe del aire; en las de­
terminaciones calorimétricas por la cantidad de calor absorbido por 
el bulbo del termómetro, etc» Estos errores son, en general» calcula



bles en forma de correcciones para cada instrumento o cada método en 
particular.

C). ERRORES PE APRECIACION

£ 5.- MEDICIONES DIRECTAS E INDIRECTAS.- llamaremos medición directa 
a la operación de lectura en un instrumento aplicado a medir cierta 
magnitud P„ e. la determinación de una distancia con una escala mé­
trica, la de un peso con una balanza, la de una intensidad de corrien 
te con un amperímetro, son mediciones directas.

Una medición indirecta es la que resulta de una ley física que 
vincula la magnitud a medir con otras magnitudes medibles directamen 
te. Aéí, la aceleración de la gravedad determinada con un péndulo i- 
deal.

4f2 t)

relaciona la magnitud g a medir con y T medibles en forma directa 
con una regla y un cronómetro, respectivamente.

§ 6.- ERRORES DE APRECIACION DE LAS MEDICIONES DIRECTAS.- Los errores 
de apreciación en la lectura sobre la escala de un instrumento dépen 
de del tipo de dispositivo de lectura y de la habilidad del observa­
dor para realizarla. Su valoración no puede hacerse sino en forma a- 
proximada dependiendo esta valoración tanto de la habilidad del ob­
servador para efectuar la lectura como de su experiencia para asig- 
marle determinado valor. El signo del error de apreciación es tanto 
negativo como positivo y su valor máximo es prácticamente constante 
para un mismo observador operando en iguales condiciones.

•' Cuando se mide una distancia con una escala graduada en milíme­
tros un observador no experimentado podrá observar fracciones de o . 5 
a o .3 mm mientras que un observado hábil puede garantizar la frac- , 
ción o.2 mm. Los errores de apreciación serán, pues, de o.5 mm, o.3 
mm ó o.2 mm, respectivamente. En el caso de una escala provista de no 
'nius de la relación 9/10 podrá no poderse apreciar la coincidencia de 
una división del nonius con una división de la escala sinó con una in 
-determinación de una división del nonius; en tal caso el error és de
o.l de división. Si se trata de un nonius de la relación 49/50 podrá 
ser la indeterminación de 2 ó 3. divisiones del nonius.



Análogamente se procede en el caso de cualquier instrumento pro­
visto de escalas y nonius como balanza, termómetro, barómetro* gonió- . 
metro, instrumentos eléctricos, etc.

Un caso particular es el de la medida de intervalos de tiempo 
con cronometros de disparador. La aguja del cronómetro no se mueve u 
niformemente, sino que, debido aí mecanismo del mismo (escape de án­
cora) se mueve a saltos, y entre salto y salto transcurre un lapso 
de 1/5 ó 1/10 de segundo según el tipo de cronómetro.

ül tiempo de reacción, en general, para una persona normal es' 1
menor que 1 /5 de seg. de modo que en el primer caso no interviene es
te factor como fuente de error, no así en el caso que el cronómetro""
registra el 1/10 de seg. En ambos casos no puede determinarse un lap
so cualquiera con errores de apreciación inferiores a 1/5 de seg. o
a 1/10 de seg. .respectivamente. En este último caso el error puede
ser mayor si se tiene en cuenta el tiempo de reacción del observa­dor.

Si tratamos de medir p. e. el período de oscilación de un péndu 
lo del orden de 1 seg. un error de 1/5 de seg. es considerablemente” 
grande y, en general, invalidará la medida. Sin embargo en el caso 
de mediciones de períodos (de oscilación, rotación, etc.) este error 
Pueae atenuarse considerablemente con sólo medir lapsos correspon­
dientes a un número suficientemente grande de períodos. En efecto:
Sea t el tiempo de n períodos de duración T:

t = nT
El error de apreciación de la medición de t sea At - 1 /5 seg. Se tie ne: "" —

At = nAT - —  AT - — —5 5.n
jíI error AT disminuye en forma inversamente proporcional al número 
de periodos que se tienen en cuenta.

Recíprocamente si fijamos el error podemos calcular el número 
de periodos que es necesario tener en cuenta para no cometer errores 
superiores al tolerable. Por ejemplo, si al medir un período T- 2 seg. 
no queremos, cometer un error superior al o.lfo,
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obtenemos n - 100 oscilaciones»
Cuando se trata de medir una velocidad uniforme determinando el 

tiempo durante el cual el móvil recorre cierto espacio conocido, se­
gún v = e/t. no puede, naturalmente, aplicarse el método expuesto an 
teriormente para atenuar el error del cronómetro. Sin embargo, en es_ 
te caso, también es posible eliminar, en parte, este error. Con un 
cronómetro de 1 /5 seg medimos,el tiempo t que emplea el móvil para 
recorrer la .distancia AB. (fig.2). La velocidad en primera aproxima­
ción con un error en t de 1 /5 seg está dada

El espacio recorrido en el lapso de l/5 seg es:
A AB 1

* 5- -c

- -0
-  -  E

B
fig.2

= V —z- =- ■

Dividimos este valor ei en un numero conveniente de in 
tervalos; sea p. e. en tres: AC, CD y DE. Realizamos 
ahora, la medida del tiempo que tarda el móvil en pa­
sara-de C á B, y resulta p. e. el mismo valor del tiem­
po. Efectuamos a continuación la misma determinación 
entre DB. Resulta t-l/5 seg. La distancia que mejor u- 
tenúa el error del cronómetro es DB pues el tiempo t- 
l/5 que da determinado con un error menor que l/l5 seg. 
la velocidad está dada pues,

V =- CB
t-l/5

§ 7 .- ERROR DE APRECIACION DE LAS MEDICIONES INDIRECTAS. Sea una ma_g 
nitud L que nos interesa medir, una función conocida de otra magni­
tud Z que medimos directamente:

L = F (X)
Se plantea el problema de determinar en cuanto afecta a L el error de 
apreciación cometido al medir X. De la medición de X obtendremos un 
valor X' = X + AX, siendo AX el error de apreciación. Al calcular L 
con el valor X' obtendremos cierto L' = L + AL = f (X _+ AX) , donde 
AL es el error de apreciación de L.
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Si desarrollamos la función f (X + A X) en ¡serie de Taylor (*') :
A y 2L* = f (X + A X) = f(XI + AX f ! (X ) + -^y-f "(X)

y consideramos queAX^AX obtenemos en la aproximación en la cual 
los términos de potencias superiores de AX son despreciables frente 
a AX: ' .

L' - f(X) = I* - L = AL = f ' (X) A X
El error de apreciación de L no depende solamente ¿el valor A X 

sino también de f'(X)„ Cuanto mayor es 2ste coeficiente tanto más sig 
nificativo es el error en L por el error X cometido al medir X.

(Puesto que en general no conocemos el valor verdadero X, para el 
cálculo de Al podemos aproximar el valor de f'(X) por f'(X'), de modo 
que:

AL = f ' (X'} A X

E j e m p 1 o.- Determinar la aceleración de la gravedad g con un 
péndulo ideal de longitud 1 bien conocida:

2.4TT
2

En este caso L = g, X = T y la función f(X)i 1.
Medimos 100 oscilaciones dobles. El error de apreciación d'é T, efec­
tuando la medida con un cronómetro de 1 /5 seg es:

A T ~ ~5 x 100 = 2 *10 seg:»

(') La serie de Taylor nos da el valor de una función f(x) en un pun 
to x + h, si conocemos el valor de dicha función y de todas sus deri­
vadas en el punto x, mediante el desarrollo:

f(x + h) = f(x) + hf'(x) + -|^ f"(x) + ... + fW  (x ) ...

siendo f'(x), f"(x) ... f ^  (x), las derivadas primera, segunda ... 
enésima de la función f(x) en el punto x.

La serie de Taylor de una función de dos variables x, y está da' 
'da por: . ~
T (x+h,y+k) = f(x,y) + h ^ | - + k 4 |  + h2 + 2hk — Í L  + k* —

2
M S4fsiendo áx , ... las derivadas, parciales de distintos órdenes

de la función f.
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Sean:
m  171.7.cm.

Puesto que

tenemos:

100T = 262s. 4.

d g  _  o _4jr_2 -1dT “ * T 3 ■L*

o-n-2
ñ g = +-7¡rr" 1.AT - + 3 cm/seg2,

El valor de g, resulta:

g = 983 cm/seg2. 
con un error de _+ 3 cm/sege.

Cuando se trata de una magnitud L a medir expresada como fun­
ción de más de una magnitud medible directamente:

L = f(X» Y, Z)

el significado del error de apreciación de I es el mismo, a saber: 
Las medidas de X, Y y Z están afectadas de ciertos errores de apre­
ciación A X, A Y ,  A Z, respectivamente, de modo que los valores ob­
servados X' = X +_ A X, Y 1 = Y + A Y, Z" = Z _+ A Z, permiten cal 
cular el valor 1* = L + A I  siendo A L. el error de apreciación de L. 
Fára calcular este valor operamos en la misma forma que en el caso 
de una sola variable, desarrollando en seTie de Taylor y desprecian­
do los términos de orden superior:

1* = f(X',Y',Z») = f(X+AXtY+ AY,Z+AZ) = f (X,Y,J +A3É-21 + AY^Í + AH^Í.
~  M  ~ W  ~ U

1 * - f(X,Y,Z) = A L - AX ± ^ A ¿
- 3* 2) 1 - te

La mayor o menor contribución de los errores de X, Y, Z depen­
de del mayor o menor valor de los coeficientes:

■ Ü  , M  , _c[£
3X W  3£
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razón por la cual estos coeficientes se llaman factores de propaga­
ción de los errores AI,' á Y  y AZ, respectivamente® El signo de ejs 
tos errores como el de los factores de propagación puede ser tanto 
negativo como positivo® El máximo error de I se producirá cuando t¿ 
dos los términos que definen a AL tienen el mismo signo® Por definí 
ción este valor máximo de AL es el error de apreciación de L. Es d_e 
cir:

í  /
—  M + l i l  A y líkl)
a* l3y «  J

El error relativo de L, está dado en función de los errores relati­
vos de X, Y y Z por:

A l  í

X<1M-SOX

(  V  \ A  V / 2  c)í \ A z l l
L  i [ l  u ) X ir

i l. 9 y ) v U  d Z J  2,1 j

En este caso los factores de propagación de los errores relativos 
son:

1  M .  _ ^ 2íL u  * L ay » L 92. 0

Cuando todos los términos de la última expresión son del mismo 
ofden los errores de las mediciones de X, Y y Z contribuyen en pro­
porciones más o menos equivalentes al error de L® Sin embarga* acón 
tece con frecuencia que algunos de los coeficientes de propagación v 
de los errores relativos son considerablemente menores quéotrosa En 
tal caso el error de L proviene casi exclusivamente denlos términos 
mayores® Poner de manifiesto este hecho es de imppr"6ancia práctica $ 
pues él nos da la pauta de cuales son las mediciones que debemos e— 
fectuar con mayor cuidado eligiendo convenientemente el método y el 
instrumental de medida® Por otra parte es completamente inoperante t“ 
esforzarse en medir con precisión las magnitudes cuyos errores no 
contribuyen mayormente al de 'L».

APLICACIONES DE LA VALORACION SEL ERROR LE APRECIACION®- Me­
diante la discución de los errores de apreciación previa a la reali­
zación de las observaciones destinadas a medir una magnitud podemos 
obtener los resultados siguientes:

a -~ Cálculo del error máximo de una determinación» En general» 
al realizar una medida si se trata de obtener el mejor valor posible 
no es suficiente una sola observación® Sin embargo $ con frecuencia 
no se necesita obtener el valor más preciso posible y en tal caso se

v
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rá suficiente una sola observación» Pero ya hemos visto que un máme 
ro como medida de una magnitud no significa mucho> sino se especif¿ 
ca cual es el error, al menos aproximado de que está afectada® Su­
puesto que el instrumento o el métod® de medida no están afectados 
por errores sistemáticos con una sola observación sólo podremos es­
pecificar cual es el error máximo de nuestra medida debido a los e-* 
rrores dé apreciación que se cometen®

E j é m p lo®~ En una pesada deprecisión el peso está dado por:

siéndolo el cero de la balanza descargada* oh el correspondiente a 
la balanza cargada con el cuerpo y las pesas PQ» y S la sensibili­
dad de la balanza® Supuesto que no existen errores sistemáticos prô  
venientes de la balanza o de las pesas los únicos errores que inci­
den sobre P son los producidos en las observaciones de cáo y oLx® Los 
errores de apreciación en una balanza de precisión corriente son 
del orden de una media división de escala® Es decir9

Ad*00 0„5 divo

Luego %

En una spla pesada el error máximo posible garantizando la aprecia­
ción de media' división de escala, es del orden del factor de mérito 
de la balanza®

b«- Elección del instrumental® A veces se presenta el problema 
de medir magnitud L con cierta precisión dada® En tales casos hay 
que disponer de criterios para seleccionar el instrumental o el mé­
todo de medida para alcanzar tal precisión® En las mediciones indi­
rectas si L - f(XrY„Z.) se presenta un problema análogo cuando una 
de las magnitudes medibles directamente, por tener un factor de pr£ 
pagación grande respecto de las otras limita la precisión de la me­
dida de L® Supongamos que en tal caso se encuentre la magnitud X®
No necesitamos medir Y y Z sino con una precisión tal que;

JL i í  Al ~1 A i Al ~ M .
L 3X X ~ L V L U  í»

JL A 0Í3.R
1_
S
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de donde obtenemos que
ü£

AV-i* AX
iL

Disponemos, así» de un criterio para elegir el instrumentos el mé­
todo adecuado para medir X/y Z. Para efectuar el cálculo anterior 
sólo necesitamos valores aproximados de X, Y y Z que pueden obtener 
se rápidamente sea a simple vista, sea con métodos rápidos y rudi­
mentarios.

E j e m p 1 o«-- Medir el calor específico medio entre la temperatu 
ra ambiente y 100° C de un cuerpo de masa m» con el calorímetro de 
mezcla«, Se tiene el calor específico medio C expresado:

) (tf - ti )
"  /m ( 1 0 0  - t f  )

siendo W el equivalente en agua del calorímetro qUe suponemos cono­
cido M la masa de agua del calorímetro * t¿ la temperatura inicial y 

la temperatura final observada después de introducir el cuerpo a 
100° C,

Podemos valorar M simplemente mediante la capacidad del calor! 
metro y m por comparación al tacto de una pesa. Sean:

M = 2.000 gr

m = 300 gr 

t± = 17° 3 C 
tf * 21° 2 C

AC M ¿C AM m dm tí ac Atf ti . 3C Ati
C C M + c 1 + c T f + C 3ti ti

M Í O  M +TT tf ?)C U  100 -ti
c m  ~ i: c " W  t{ — ti ioo -tf

AI «■
_0f_
¥
U

A*

m 3C _ ti frC ti ,
c 3m C '¡Ki tf — tí
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Si las temperaturas tí y tf las medimos con un termómetro que apre­
cia el 0°1 C en el mejor de los casos el error de apreciación será 
de 0°05C. Tenemos, así:

AC A_M ia 0.05 , O «05 A M Am
C M m + 20 + 3e 15 = M + m *

Para que el error cometido al medir M sea significativo el e- 
rror relativo de la misma tendrá que ser del orden o*02., es decir, 
Ají < M x 0 e02 = 40 gr. Análogamente deberá serAm < 6 gr® No tendrá, 
pues sentido medir M 6 m con una balanza de precisión pues en nin­
gún caso, midiendo mejor estas masas tendremos valores mas precisos 
de C»

Si medimos M de modo que A  M « 40 gr y4 m<(< 6 gr. el error re­
lativo máximo de C es:

c °  ~  0 e 0 2

siendo despreciables los errores de M y m s

E j e m p 1 o»- - Se trata de medir el módulo de Young por tracción 
con un error del ifé» El módulo de Young E está dado por:

E  =  T r * d  k g / a m 2

siendo L la longitud del alambre, r su radio y P el peso que produ­
ce un alargamiento d.

Sean los valores aproximados:

L ~ 1®000 mm 

P - 2 kg 

r  » oa5 mm 

d ~ o .3 mm/
El error porcentual de E esta dadot

e f o  = ~ -100 = -^ L' 100 + 4 r “100 + 2 —  100 +■—  100 *  1 b p r d
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Si medimos' I con una regla podemos lograr fácilmente un error de a- 
preciación del orden del milímetro, con lo que:

AL 100 _ .--£ = O elfo

Si el peso P lo determinamos con un error de 2 g r ^ x  100 = Q tlf£. 
Estos errores son despreciables frente al error efT = ifo. En conse­
cuencia solo debemos esmerarnos al medir r y d. de modo que:

Para ello hacemos:

Luego:

2 A£_ + Ad ~ ó a01

2-—  - 0.005 ^ - 0 * 0 0 5

A r —  0*001 mm A d ~ 0»001

Los instrumentos con que hay que medir'r y d_ deberán ser tales que 
con ellos no se cometan errores de apreciación mayores que los seña 
lados® —

Acotación del número de cifras« Si calculamos el valor de
C en el ejemplo I del parágrafo anterior, encontramos:i \

C = o®20873*..•cal/gr-gC0

En este como en la generalidad de los casos se plantea el pro­
blema de saber qué numero de cifras^ podemos garantizar con nuestra 
determinación en la que los errores de la temperatura son del orden 
de 0°05 C. El error máxime calculado es de o*04 eal/gr»gC» Podemos 
garantizar pues &1 8 de la tercera cifra. Las cifras subsiguientes 
carecen de sentido y sólo se deben a una operación numérica. En to­
do caso podemos aproximar por exceso o defecto la última cifra. De 
modo que el calor especifico medio determinado será:

C = .0*209 cal/gr.gC con un error máximo C = o»04 ca.l^tC°

Condiciones óptimas de trabajo» Tratándose de mediciones 
indirectas a veces, puede disponerse de una de las magnitudes medi— 
bles directamente asignándole un valor arbitrario. Es el caso p«, e. 
cuando se mide el momento de inercia referido a un eje que pasa por



el centro de gravedad de un cuerpo suspendido en forma de péndulo® 
El momento de inercia no depende naturalmente de la longitud el pén 
dulOj, valor éste que interviene, sin embargo, en el cálculo del pri­
mero®

Se trata de saber si existe un determinado valor de una tal va­
riable experimentals para la cual el error cometido al medirla no a- 
fecta al valor de la magnitud a medir® Sea Z la magnitud que tiene 
la propiedad enunciada® En la expresión:

A i » |3 £  A* I + i Ay I +I.3Í AZ.
1 ^  1 1 1 - h i

los factores de propagación, en general dependen de Z® Si existe un 
valor Z = Z 0 para el cual se cumple

(2i

tenemos:

A l  = l A x

)-0
* «2o

*y

En tal caso, decimos que trabajamos en condiciones óptimas® la 
relación:

( ü ) ; °
define una ecuación en Z que permite determinar su valor®

E 5 e m p l  o®— Sea medir el momento de inercia de un volante refe­
rido al eje del mismo ̂ -suspendido en forma de péndulo y haciéndolo 
oscilar según el plano perpendicular a dicho eje® El mencionado mo­
mento de inercia está dado por:

T 2  2

1 = mgd ^  - md .

siendo m la masa del volante, T el periodo de oscilación, g la acele 
ración de la gravedad y_d la distancia entre el centro de gravedad 
del sistema y el punto de suspensión® Se trata de determinar el va­
lor de d para el cual el error cometido al medirlo no afecta aP va­
lor de L
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Tenemos:

Para determinar la longitud óptima d = d0p. hacemos:

= 0

Luego:
,  _  i Ta 
doP 2 S 41Ta

Como al variar d varía el período T esta última relación no nos per­
mite determinar directamente d0p ® Para hallar este valor podemos pro 
ceder de la manera siguiente; Medimos para distintos valores de-á el 
período T, hasta lograr un valor de d que satisfaga aquélla relación 
(Ver ej® I § 3, b del cap^III)«»

Podemos también, introducir el valor de dop en la expresión de

Si determinamos un valor aproximado de I ~ I" con un valor cualquie­
ra de d , calculamos dQp de \

Hasta ahora hemos considerado como se puede valorar aproximada­
mente el error de una medición directa o indirecta de una sola deter 
minación, suponiendo que los errores sistemáticos y casuales son des¡ 
preciables frente a los errores de apreciación® Sin embargo, aún su- ' 
poniendo que los errores sistemáticos son nulos o despreciables una 
medición está afectada siempre de errores casuales cuyo origen ya he 
mos enunciado» Debido a esta circunstancia, cuando se trata de hacer 
medidas de precisión y asignarle a esta medida un error lo más peque

I:

D)«, ERRORES CASUALES

TEORIA ESTADISTICA DE LOS ERRORES
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fio y aproximado posible es indispensable recurrir a la repetición 
de la misma medida un número de veces convenientemente grande. En 
esta forma los errores casuales aparecen distribuidos al azar y es 
posible hacer una teoría estadística de estos errores. Observemos 
que, desde este punto de vista los errores de apreciación también 
están incluidos dentro de los errores casuales, y una repetición de 
las observaciones implicará una repartición estadística de estos e- 
rrores, lo que en definitiva tiende, como veremos,, a una disminu­
ción del error a medida que se aumenta el número de observaciones.

§ 9.- DEFINIOIONES. Sea X el valor verdadero de una magnitud y 
Xz9 X 3*.... X^, n observaciones experimentales de esta magnitud«.

Se llama error verdadero o absoluto de la observación,X al va­
lor:

■ &  X - Xt (9,1)

Valor medio o promedio de las n observaciones
I & i ( l i  + X a  + I, + ... + X t,) (9«2)

Error aparente de la observación Xi®

xt » X - Xl (9® 3)
Error absoluto del valor medio.

E s X » X (9.4)

Error medio cuadrático se llama a la cantidad

Por último el error relativo referido al valor absoluto o del valor 
medio es como sabemos

_Si_ JE_
Xi 9 X

respectivamente,.
De las anteriores definiciones se deducen las consecuencias sî  

guientes: §.► De (9®3) y (9»2) formando el valor medio de los erro—

/
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res aparentes:

U

. Se sigue de aquí que por definición la suma de los errores apa 
rentes es nula:

i
¿  = 0 , (9.6) 
1=1

b. Si obtenemos el valor medio de los errores absolutos 
"*i "n

!)i = -̂  L  (* - Xi) = * = X - X = E (9.7)

El error absoluto del promedio es, pues, el promedio de los e- 
rrores absolutos.

c_. Desarrollando los cuadrados que aparecen en (9*5) 9

(x -  X t f  =  f  -  2 X X i  + x !  

sumando, ala ora de 1 á n,

£ .  (X -  Xi)2 = H I a -  2 ¡ T ¿  Xi + f  
1=1 1-1 fcl

y dividiendo por n, obtenemos:
>1 'n Ti n

B = ̂ X* - X *  ' (9 (.8)

El error medio cudrático puede definirse también, como la raíz 
cuadrada de la diferencia entre el promedio de los cuadrados de los 
valores experimentales y el cuadrado del promedio de ios mismos* 
Ahora bien: el valor medio de una serie de cantidades que no difie­
ren mucha entre sí referida al número de estas cantidades es sensi­
blemente constante, particularmente cuando este número no es muy re 
ducido* La fórmula (9»$) muestra, así, que el error medio cuadráti-
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co de una serie de observaciones es sensiblemente independiente del 
número de las mismas siempre que éste no sea muy reducido.

10.- POSTULADOS FUNDAMENTALES DE LA TEORIA ESTADISTICA DE ERRORES. 
La teoría estadística de errores, debida principalmente'a GAUSS, se 
funda en tres postulados fundamentales:

I. El valor más probable de una serie de mediciones, efectuadas 
en idénticas condiciones, es el valor medio de las mismas.

II. Es igualmente probable cometer errores verdaderos de igual 
valor absoluto y distinto signo.

III. En una serie de observaciones es tanto mas probable un e- 
rror verdadero, cuanto menor es su valor absoluto.

Estos postulados, aún siendo relativamente simples e intuiti­
vos, no son ni mucho menos evidentes* Su aceptación como fundamento 
de la teoría sólo puede hacerse a posteriori por las consecuencias 
que fluyen de la misma.Si estas conclusiones son satisfactorias y 
no están en contradicción con hechos experimentales los postulados 
son aceptables como tales. Suchas tentativas se han hecho para ex­
cluir al primer postulado y obtenerlo como consecuencia de otros más 
simples y evidentes. Pero, en general, puede admitirse que, al me­
nos, en una presentación elemental de la teoría, no hay forma más 
simple y rigurosa que la dada por GAUSS.

El postulado II significa que si al realizar cierto número de 
mediciones ,en idénticas circunstancias dé una misma magnitud se come 
te m veces cierto error absoluto + $ en términos estadísticos se co­
meterá también m veces el error Debemos aclarar que se entiende 
por "en términos estadísticos". Cuando decimos p.e. que la probabili 
dad de obtener un as al arrojar un dado es 1/6, significa que de ca­
da seis tiros, en términos estadísticos obtendremos un as; esto es, 
si nos concretamos a seis tiros no tenemos la seguridad de obtener 
un as. Pero si efectuamos 600 tiros tendremos la seguridad que el nú 
mero de veces que aparecerá al as es muy próximo a 100»

11.- ERROR DEL PROMEDIO DE UNA ¡¿EDICION DIRECTA. Si pudiéramos cal 
cular rigurosamente el error del promedio E, con su correspondiente 
signo_, claro está que podríamos conocer el valor verdadero dado por 
X — X = E. Pero esto no es posible y sólo nos es dable calcular E en 
sentido estadístico, en forma tal, que no podemos establecer un va­
lor "bien determinado de X sino un intervalo bien definido dentro del
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cual se encuentra este valor. Decimos que;

X ~  E 4 X  4 x ' +  E

es decir, el error del promedio E define alrededor del valor medio 
' Z un intervalo de inseguridad de longitud 2E dentro del cual se en­
cuentra el valor verdadero X. Naturalmente, cuanto menor es este in­
tervalo, tanto mayor es la precisión k =-^-del valor medio»

• \ - ■ - 
Veremos a continuación como se calcula este intervalo o lo que 

es lo mismo el valor E. Partimos de las definiciones (9®l) y (9.3)* 
por diferencia encontramos; ’

Si- ,Xi = X - X = E

- E

donde el índice i caracteriza como antes una determinación cualquie­
ra« Con la ultima expresión formamos el error medio cuadrático se­
gún la definición (9.5):

oegun la fórmula (9*7) esta última se transforma:

- = k  i  $ 1  -  

Tenemos, también de la (9»7), elevando al cuadrado

i - h '  - h , »  ■ * *

donde significa,

í* r, *• — 5*
Con esto, obtenemos:

l = y, E2 -  1

e introduciendo este valor en la última expresión de ma :



Luego:

Esta expresión vale rigurosamente, pues la hemos obtenido mediante o 
peraciones algebraicas partiendo de las definiciones (9®l)» (9®3) y 
(9-5)® 21 primer término de E es calculable pues está dado en función 
de los valores experimentales X 18 Xj, X n y del número n de éstos® 
Pero los restantes términos no son calculables pues involucran los e- 
rrores absolutos ^ v que se desconocen. Ahora bien: según
el II postulado si obtenemos un error + ^  con igual probabilidad ob­
tenemos el error s Es en términos estadísticos tendremos 
por cada valor +.5t §íuno negativo — ̂  ® Estos valores se anulan* 
pues, en términos estadísticos y en este sentido resulta:m

• B = ¿ (11-1) 

En esta forma tendremos al valor verdadero definido por:

E ST
n ■ (tj —1)

s - v s + T = < I < I +  t l x - 21
\

Habitualmente» por razones de simplicidad estas desigualdades se 
expresan en forma simbólica

~ ~ ~ - V v l
pero con la interpretación que se desprende de la notación (1 1.2)

Ya hemos visto ($9, c) que para un número convenientemente gran 
de de observaciones (8 6 10 p.e.) el error medio cuadrático m es prác 
ticamente constante y no - depende del número n de observaciones. Esta 
propiedad del error medio cuadrático es de singular importancia, pues, 
al considerar la expresión (11*1) de E se observa E disminuye en for­
ma inversamente proporcional al número ̂  n — 1 .

La circunstancia anotada, ademas de su considerable importancia 
práctica nos permite dar una definición apropiada del valor verdade­
ro de una magnitud. En la expresión (11.2) cuando n tiende a un valor
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muy grande, el error del valor medio tiende a cero y él valor medio- 
X tiende en la misma relación hacia el valor verdadero X. Es decir, 
el valor verdadero de una magnitud es el valor medio de infinitas o 
servaciones realizadas con un instrumento carente de errores sistem 
ticos. Si bien esta definición nos permite obviar las dificultades 
lógicas señaladas en el § 1 , desde el punto de vista práctico ya he­
mos visto (j 4 , b) ^ue no es posible disponer de instrumentos de me­
dida carentes en absoluto de errores sistemáticos®

Por otra parte si consideramos la expresión x í  = ̂  — E vemos 
que cuando el número de observaciones es muy grande a un error apa­
rente le corresponde un error absoluto de igual valor®

E j e m p 1 o.- Medir el diámetro de una esferita de acero con un 
tornillo micrométrico.

Realizamos primeramente cinco observaciones:

Valores Valor medio Errores apar. E. m. c» E, del v m.
Xa = 1.2 mm X = 1.2mm Xi = 0 m = 0„078 E = 0.039

Valor medio 
X = 1.214
Errores aparentes <
0.02 -0.08 0 .12 0.02 0.02 -0,18 0.02 0 .12 0.02 0.02 0.02 

0.02 -0.08 0.02 

Error medio duadrático

Xa = 1.3 " 
X, = 1.1 " 
X4 = 1.2 "

x 2 = -0 .1

X, = 0 .1  

Xa = 0

am. - moz) 
l/Z-T

X 5 = 1.3 " x 5 = -0 .1

X = 1.20 + o.04 mm
Mediante 14 observaciones: 
Valores
1 .2 1.3 1.1 1 .2 1.2 1.4 1.2 1.1 1.2 1.2 1 .2 1.2 1.3 1.2
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Error del valor medio

X - 1^21 ±  0®02 mm

El error del valor medio ha disminuido al aumentar el número de ob­
servación de 5 á 14o En este ejemplo el error de apreciación est en 
el mejor de los casos de o*05 mm sensiblemente mayor al error del 
promedio en ambos casos®

§ 12.« ACOTACION DEL HUMERO DE CIFRAS» Al hallar el valor medio de 
las observaciones, por la operación de dividir por el número n de 
observaciones en el caso más general tendremos un número indefinido 
de cifras«, Si conocemos el error de apreciación disponemos de un 
criterio como ya se ha explicado ($ 8 9 c) para acotar el número de 
estas cifras y no tener que efectuar cálculos engorrosos y sin im­
portancia alguna al calcular el error medio cuadrático® En todo ca­
so si el número de observaciones es considerablemente grande (15 6 
20s» p»e») conviene tomar una- cifra más del valor medio que la acota 
ción que da el error de apreciación* debido al hecho que el error 
del promedio disminuye al aumentar el número de observaciones® Por 
ejemplo, si el valor medio es 32*453215®.® y el error de aprecia-' 
ción o®!, conviene tomar para el cálculo de m el valor 32*45®

El valor de E, resulta p»e. o®07, entonces el resultado final
es »

X * 32e45 + o®0?
Se ve, con esto,, que es más correcto tomar para el cálculo de 

E el valor medio 32®45 y no 32»4.

.r 13»- SIMPLIFICACION DE LOS CALCULOS® Cuando es necesario realizar 
una serie numerosa de observaciones, el cálculo del error del valor 
medio implica operaciones engorrosas si el número de cifra de los 
valores observados no es muy reducido® En tales casos se puede sim­
plificar notablemente los cálculos en la forma siguiente:

Sea X^ un observación cualquiera de una serie de n observacio­
nes® Podemos elegir un valor X 0 que, a simple vista, sea el que me­
jor aproxima a todos los valores X^® Tendremos, así, cada observa­
ción expresada;

E — 0 ©0206



• X-l = Z0

siendo la diferencia entre la observación X r y el valor aproxima 
do X0 formando el valor medios

 ̂ ~ Xo + u 2L — X0 + A
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=̂l
siendo A el promedio de las diferencias Ai® Como estas diferencias 
serán siempre números relativamente pequeños y de un escaso número 
de cifras el valor A se halla rápidamente y con ello el valor' X*

Los errores aparentes quedan expresados:

x í  = z -  X-Í — A ^i

y el error medio cuadrático

X=1

E j e m p 1 o®— Medimos la viscosidad del agua a 15°C diez veces»
"tyB10 poise \ ~~

1158 X¿ * 1142 — 4 16 h»10 = —1*2
1142 0 0
1147 5 25 í »lo* = 1140®8 poise
1136 ’ 6 36
1141 • 1 1

10 2. 
10 m = 19 «2-

1135 _ 7 49
1137 5 25 10SE
1148 6 36
1145 1 9 ^ i o s = 1®14098 ^ 1 „6 poise
1139 — 3 9 /

4 *~ VALOR IttAS PROBABLE DE LAS MEDICIONES INDIRECTAS. Pasaremos-,
?ra! a est'udiar los errores casuales que inciden sobre una medi-

Suf?ndremos» P°r razones de simplicidad, que nuestra 
magnitud L es función solamente de dos variables experimentales X eY-

\



28 - i

L - f(x, y)
Sean n mediciones directas de X # que designaremos Xj f X;,.«,» X-,, 

y-̂ .de Yj ». Y2» Y3.Ä* Yß * En total tendremos n xP observaciones,, Eli­
giendo un par de valores X^ , Yj* podemos calcular el valor»

L±j = f(Xi , y 3)

que define una determinación de I« Combinando cada valor de X con c¡a 
da valor de Y tendremos n®P valores de L:

^11 ^12 I» 13
D 21 I<-2J I<2 3¡ I2I?
©\ «>
& j 
Ltii Ltx? e Äa>

Disponiendo de estos n.P valores de L se plantea el problema de defi_ 
nir el valor más probable de L. Para ello podemos considerar a estos 
n »ß valores experimentales de L como si fueran observaciones direc­
tas, con lo que »-»según el I postulado, el valor más probable está dâ  
do por:

1 = ;ñ7e'-Ln + ^ i2 • * *'+ L ie + L 2i + L2z +***L2E+***+LTi1+ L>ia+***L>1p]=

Este cálculo resulta muy engorroso si el número de observaciones no 
es muy reducido y particularmente si f(X, Y) no es una función sen­
cilla..

Veremos,_sin embargo, que existe una forma muy simple de calcu­
lar el valor L.

Sean X e Y los valores medios de las n observaciones dé X y de 
las|obobservaciones de Y respectivamente, Si x-̂  e y^ son los corres­
pondientes errores aparentes, tenemos;

X± = X - xi , Y- - Y ~

Desarrollando en serie de Taylor y considerando sólo los térmi-^ 
nos de primer orden:

Lij = f (X - xi,T - ) = f (x,y) - xi^í - yj-S
d*

\
i
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obtenemos el conjunto de relaciones:

L n  = f (X y ) -  x x- | t

1*12 - f 6 9) - -Tj24
ay

L aP =  f  (Ü y ) -  x a4
3*

L n  =  f  (X y ) -  X a

M
d*
af

'22 = í Cx y) - x 2—  ~i

9x
af

.V ^

¿í. 
2 ay

L2e = f (XV) - xJÍ: -y,?L
3* 3»

(1 4 .1)

l ™ = f (i y) - x- M.

af

v 3 1  
*3v

L-r¿ = f  (Ü y )  -  x - n ^ -  — Vx 3f_
<jt 3 y

W  = f (í y ) - x ^  -yifif.

Sumando todos los términos:

£.Lfj = E f (X Y) - 0 xi
Mi

df r., w \ 2 f—t  — ( V i + ya +.««► yp ) —— +dX o X

—  ~  ( Vi + y2 +«.«.« y p )  —— + 
■as 3v

* E f (xí) - Px„,^-í - ( y, + /, +••• yf)
3X / •  j  y

f (iy) - (x, * x 2 + ... x„) ylj-1! ( Vi + %  ye)

»f

1
=  Tí X



Como la suma de los errores aparentes de I'e I es nula (9®6) r@ 
sulta;

b  _ _
Z  Lij * CX.Y)

y de aquí:

L = ^  Ij Lij - f(XY) (14,2)

El valor más probable de una medición indirecta es el que se 0b 
tiene calculando la correspondiente función con los valores medios 
de las variables experimentales.,

j 15«- EBBOR MEDIO CUASRATXCO DE MEDICIONES,INDIRECTAS/ Definimos
por simple generalización de (9 ®3) el error aparente de .:»)

?ij s  1  -  L ± á  

y al error medio cuadrático de I:

i-]

Podemos dar? aquí también* una forma más sencilla de m^ que no 
exige el cálculo de los valores

De (14.1) y (14®2), obtenemos elevando al cuadrado;
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<if>‘ ♦ 7{ (|f)‘ -, 2 ?| «
*

\  - X,, (— ) + yx (__) 4 2 ^ y .

^  =  x * ( M ) 11 +  y a r i l f  2  !)f i f>i + y* 4 2 x ^  —
»
*P2 -  r̂a a A^i\aW  - x-r, (-̂ -) + ye Cyçr). -4 2 xnyp

d x i ?

i f i f

i * a - 9

M
i f

i x 3V
i f

I f

frx- bV
Sumando:

|j ?l> = ( <i + y.‘ +•■■*?> cjff

• + E  x i (i f )1+ (yi + y£ + ---y^) iff)*-

y f i f

a x i ÿ  +

i f b f

i  X ò y  +

> f • i f

Ò X i ?  =

+ f + ^  + y i +* * *yea> ■ C-|í) 4 2x>1(y1+y1+...yt) M  2| ^

- t ( » î + . * i *  . . . * * )  ( ] | f  +  T ,  ( y f  +  y |  +  . . .  y l ) ! ^  + 0

obtenemos^dividiend^por^x^ 3 err°reS a5areDtes de 2 e Y es nula,
am

7̂ 2
1 ‘ Tx^ t]i ^  “ If (X11+ Xl +---X?;) (^í)1 +-1 (y> + y* +...y»)(l|)

tes a ^ ^ e ^ o L ^ x V ?  « " í " "  ^ ^ t i e o s correspondien

m 1 - -Ì /„aX -  11 (x i + x a + ... x̂ .)

'3
obtenemos finalmente:

m * = y  Cyí + y I + • J  yf*)

mL " V ^ s 5* “« * (ff)* m > (15.1)



La generalización para un número cualquiera de variables expe 
rimentales

L = f(X, Y, Z,..) 

es inmediata, obteniéndose para el valor más probable:
L = f(X, Y, Z,..) (15.2)

y para el error ihl»

ml  _ * < « }* « •  + ( i f f  mi ♦ . . .  ( 1 5 .3 )

£l6.- ERROR DEL VALOR MAS PROBABLE DE DETERMINACIONES INDIRECTAS. 
Se trata de establecer cual es el error absoluto E L del valor más 
probable L:

E L = L - L (16.1)

Si nos concretamos, por ahora, a una función de dos variables,
L. . es:
îj* L - L, , (16.2)

el error absoluto de un valor L _  es:

10
el error «aparente:

Pvj= L - L. . (16.3)
J 10

Se determina inmediatamente que, como en el caso de observacio­
nes directas la suma de los errores aparentes es nula:

, X.Hvj= ~n x£. L -Z. Lij = O (16.4)

Además se encuentra por diferencia entre (16.2) y (16.3):
 ̂1} = 1 - L  = E L ' (16.5)

Finalmente, en la última expresión sumando sobre todos-ios valo 
res de i, ó, teniendo en cuenta la (16.4) y que el número total de 
sumando es n.^ se obtiene:
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rartienao ae es-cas aenniciones y relaciones anaiogas a las del 
$ 9 se encuentra la expresión que permite calcular E L en forma com­
pletamente análoga a la realizada para determinaciones directas. Só­
lo que, para ésto, debemos admitir vale el II postulado referido a 
los errores absolutos *

Se encuentra así*
________mL

ü, =

siendo:
• mi el error medio cuadrático de las mediciones . calculable direc 

tamente mediante la expresión (15.1)*^ ^
n el número de observaciones efectuadas de la magnitud X
P el número de observaciones efectuadas de la magnitud Y

Finalmente, el valor verdadero:

Ij — E ̂ ^ L ^ Ij + E L
o como habitualmente se expresa

L = L + E-l

Cuando se trata de más de dos variables experimentales, obte­
niéndose n observaciones de X, m de Y, p de Z, etc., resulta:

/

E, = + ---
\jy\ x m x p — 1 

siendo m L calculable mediante la expresión (1 5.3)

E j e m p l  o.- Medición del módulo de Young por tracción.

p - pe- 
h " ir R 1 A

siendo ? la longitud de alambre R su radio y P un peso que produce 
el alargamiento A e

Si se discute la influencia de los errores cometidos al medir 
P y 6 se encuentra que son despreciables frente a los errores de R
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y A (ver ej'.II, $ 8 » b). De modo que basta para estas magnitudes 
realizar una sola observación» Se obtiene así la expresión del e- 
rror medio cuadrático de E:

a « / P-g- x3, a , P i x2 a 0 /-En1 2- , E,a a. 
m E "  ̂ir r*a  ̂ m R +  ̂ ir R* A.- mA _ E m >*- + mA

Sean los valoress

P = 1  kg í  = 1140  mm

Valores Valor medio Errores aparentes
R mm R r r2* m.ft.

CO(M•0 —o«>003 9 -10  b

o .27 0 .277 o. 007 49 O.007

0 .27 O.007 49
0 .29 - o . 013 169
0 .2 7 o .007 49
0 .2 8 -o.003 9
0 .28 -o.003 9

A mm Á 8
0.312 0.0048 240 .10 ' TU A
O.320 0 .3 16 8 -0.0032 105 0.012

0 .3 18 -0.0012 144

o,316 0.0008 64

0 ♦ u> H 00 - o »0012  

E = 14 .9 0 0  Kg/mm

144

t? 2. 
2 < f = 5 7 .1 0  (f-) = 25

8
.10

m t = 810 E = ± y ; x87 °J f - 140

E = 14.900 + 140 kg/mm
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COMPARACION 1)5 MEDICIONES DE DISTINTA

PRECISION

§2.7»— NOCION DE PESO DE UNA OBSERVACION. El postulado de la media 
aritmética se refiere exclusivamente a mediciones realizadas en i- 
dénticas circunstancias; esto es, con el mismo instrumento-, en las 
mismas condiciones ambientes y por el mismo observador. Se trata, 
ahora, de establecer cual es el valor más probable de una magnitud, 
cuyas observaciones uq han sido efectuadas en las mismas condicio­
nes. Sea una misma magnitud medida directamente con dos instrumen­
tos de distinta precisión® No es posible definir al valor más proba 
ble como el valor medio del conjunto de ambas series de observacio­
nes. Tampoco conviene desechar las observaciones de menor precisión, 
pues, como veremos, operando convenientemente con el conjunto de las 
dos series de observaciones puede lograrse un valor más probable que 
el que se obtiene sólamente con la serie de observaciones más pre­

cisas. Naturalmente, estas últimas deben tener más preponderancia 
respecto de las otras en la definición del valor más probable. Esta 
mayor o menor preponderancia de una observación o de una serie de 
observaciones frente a otras es lo que se llama peso de las mismas. 
Observaciones realizadas con distintas precisiones se'dice que tie­
nen distintos pesos» Estos pesos están directamente vinculados con 
los factores de reducción de las distintas precisiones a una preci­
sión común, en la misma relación que cuando comparamos centímetros 
y pulgadas p.e. necesitamos efectuar la conversión a una única uni­
dad, el milímetro p.e.

18.— rJIROR MEDIO DE UNA OBSERVACION. Para efectuar la comparación 
de una serie de observaciones de distintos pesos, es indispensable 
disponer de un criterio de reducción. Con este objeto es conveniente 
introducir el llamado error medio de una observación que es el -valor 
medio cuadrático de los errores absolutos.

Esta definición no permite calcular prácticamente el valor A  mien­
tras no sea posible expresarlo en función de los errores aparentes. 
Para ello desarrollamos:

(18.1)



De la definición (9®4)? obtenemos:

E* = X 2, - 2 X X + X a 

y sustituyendo en la expresión anterior» y teniendo presente (9*8)
<i O. — % 2 rr- v/2- 2. a> L = E  - X  + ^ - ^ * t = E  + m

Recordando las expresiones del error del valor medio (11.l) y 
del error medio cuadrático (9®5)s

..2- m 2- a- m 2- n 1 £  %M* = ----=- + m = n.----«- = ----¿_ xLTj — 1 . fj — 1 T| — 1 Ti -
Luego;

~ r Z .  (18.2)
i=i

Podemos, ahora» expresar el valor de E por el de :

2 = i  V >i-  i- =v v  (18s3 )

El error JL no tiene la importancia práctica de E en las deter­
minaciones experimentales® Su introducción tiene un carácter formal 
y su utilidad es la que hemos señalado como criterio de comparación 
de observaciones de distinta precisión®
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19®- PESOS PE OBSERVACIONES DE DISTINTAS PRECISIONES Y VALOR ME­
DIO PONDERADO«. Con el objeto de inducir cual es la expresión del va 
lor más probable en el caso de observaciones de distinta precisión 
consideraremos primeramente un caso particular. Si efectuamos varias 
series de observaciones de una misma magnitud y cada una de ellas * 
en las mismas condiciones, pero de modo que cada serie esté consti­
tuida por un número distinto de observaciones el valor medio de ca­
da una de estas series tendrá distinto peso» Sean p.e. tres series 
de observaciones obtenidas en las condiciones enunciadas:

» X^ X •<t> ® «■ ® O Xi. 0
Y ii » X I Tlf© © © ©

X«r s X'¿* X ,M<5» <i> *9 © O ■** -p
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El valor medio, es en este caso particular el más probable:
X - + X «2 -f .

ü + m + n

llamaremos X® , X" y X'" a los valores medios de la primera, 
segunda y tercera serie de óbservaciones respectivamente, rodemos, 
asit escribir al valor medio de todas las observaciones:

Supongamos que C y m sea pequeños frente a n. El valor X m, pre 
»rrina, pues» en la suma;_decirnos en tal easo que este valor tiene 

u i peso mayor que los de X' y X". En el caso particular que trata- ■ 
mes, aparecen los números m-y n como una medida de los pesos de los 
respectivos valores medios o

El error de los valores medios parciales está dado en función 
del error medio de cada observación (1 8.3):

El valor M- es interpretable como el error del promedio de una 
serie de observaciones de peso unidad. Esta propiedad permite inme­
diatamente generalizar nuestro resultado para el caso de observacio 
nes de distinta precisión. Consideremos, ahora el caso en que cada” 
una de-las tres series de observaciones hayan sido obtenidas con 
precisiones distintas. Introducimos los valores p, q, r, que en ge­
neral, no serán, ahora, números enteros de modo que se cumpla:

U
2*

Le donde obtenemos las igualdades:

VI E ‘ =fm E" - fa E'" = fT,Ái

(p E' = fq E" = fr E " 1 = Xl = const. (19

En tal caso el valor correspondiente al dado por (19.1) es:

y _ T>-H_+S' X" + -r a "'

<19.2)

que se llama va-lor me d i o -p o n J. erado, Volviendo a la expresión (19.2) 
veremos su significado, hiendo X el valor más probable los errores



E' E" E'"relativos de las distintas series son respectivamente * T" ’ X 
Dividiendo la (19®2) por X:

E' j- E" . Jk
- ^ x  X

Esto nos dice que los valores fp, y fr son los factores de 
conversión de los distintos errores relativos al, error relativo de 
una observación que se le atribuye peso unidad® Resulta, también a 
que estos pesos son proporcionales al cuadrado de la precisión del 
respectivo valor medio«

Para efectuar prácticamente el cálculo del valor medio pondera 
do se sustituyen los pesos por el correspondiente valor que resulta 
de (19.2):

(ff ,X’ + X" + (|f, ) X-
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í-f,)1 ♦ c f , f  ♦ ( f /

Cancelando el valor,A obtenemos, finalmente:

_ X' ♦ (¿-,)1 X" + ,(̂ ,f X"'
X = - £ ---^ ------------- (19.4)

t 1 /_1 t_1 N4,
(■pi > + 'T?'"

$20.- ERROR DEL VALOR MEDIO PONDERADO Se trata de determinar como 
se calcula el error del valor medio ponderado Ep.

Supongamos que se trate de comparar el valor X de (19.l) con o 
tro valor:

- E*' Y* + m' Y" + 1 Y'" 
g # + m" + V

correspondiente á la misma-magnitud. A X habrá que atribuirle el pe­
so £ + m + n y a Y el peso £ ' + m 1 + n*. Análogamente el peso del 
valor X de (19.3) es p + q + r. En otras palabras el peso del valor 
medio ponderado es la suma de los pesos de las distintas observaci_o 
nes. Según esto el error E debe ser tal que cumpla

\fp + q + r E p = Vp“E' = /q~E" = fr E'" =¿L
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De aquí obtenemos:

(-f t ) + <xa
i \2

. 1

0 bien:;

1 (20.I)

Finalmente, el valor verdadero X se expresa:

X = Xp _+ Ep

E j e m p. 1 o.- Peso específico del aluminio obtenido con dos méto­
dos: mediante la balanza de Arquímedes y el picnómetro:

§ 21.- GENERALIDADES SOBRE EL CALCULO DE PROBABILIDADES. Se define 
como probabilidad simple de un acontecimiento casual a la relación 
entre el número de casos favorables y el de los casos posibles. Al 
tirar un dado la probabilidad de obtener un as es 1/6; un caso favo 
rabie (el as) y seis casos posibles (las seis caras del dado)«

Si dos acontecimientos pueden verificarse independientemente, 
la probabilidad de que uno de ellos se realice indistintamente es 
la suma de las probabilidades simples (probabilidad total). Así, 
por ejemplo, la probabilidad de obtener al arrojar un dado un as o . 
un seis es 1/6 + 1/6 = 2/6.

r

La probabilidad de la realización simultánea de dos aconteci-

S* = 2,72 + 0,04 g/cm S" = 2,74 + 0,07 gr/cm
2,72 2,74

(0,04) * (0,07)
8 = 2,726 + 0.030 gr/cm

LEY DE DISTRIBUCION DE GAUSS
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mientoá independientes es el producto de las probabilidades simples. 
Si arrojamos dos dados, la probabilidad de obtener dos ases es l/6 . 
1 /6 = 1/3.6. (probabilidad compuesta)»

-Existe, además, la posibilidad que el número da casos posibles 
formen un continuo. Por ejemplo, si arrojamos esferitas sobre un pía 
no „inclinado con obstáculos regulares podemos preguntarnos cual es 
la probabilidad de localizar una esferita en cierto intervalo de la 
base del plano inclinado® Es también, el caso del tiro al blanco: si 
apuntamos al centro del blanco, podemos preguntarnos cual es la pro 
habilidad que la bala pegue en cierta zona del blanco» Este tipo de 
probabilidades se llaman probabilidades continuas y la solución de 
un problema de este ti£o exige la introducción de una función llana 
da función de distribución de probabilidadese El problema de esta­
blecer" cual es la probabilidad de cometer un error comprendido en­
tre dos valores dados es también un problema de probabilidades con­
tinuas.. la función que resuelve este problema se llama función de 
distribución de errores o simplemente función de Gauss*

2.2e- DEFINICION Y PROPIEDADES DE LA FUNCION SE DISTRIBUCION DE E- 
RRORES. Si efectuamos un número muy grande de observaciones con un 
instrumento desprovisto de errores, sistemáticos hemos visto (£ 1 1) 
que los errores aparentes se aproximan a los errores verdaderos en 
la medida que el número de las observaciones pueden considerarse In 
finitas® Al hablar de la función de distribución de errores, habla­
mos de una función de argumento continuo cuyo campo de variabilidad 
es el intervalo ( + oo , — a> ). En tal caso es indistinto considera« 
que este argumento son los errores verdaderos o los errores aparen­
tes. Como prácticamente no puede disponerse efectivamente dé un nú­
mero infinito de observaciones, los errores verdáderos se sustitu­
yen por los valores aproximados de los errores aparentes. De moda 
que, aún para el caso de un número finito pero grande de ob serva cijo 
nes consideraremos a la función de distribución como función de los 
errores aparentes»

Se introducé la. función de distribución de errores de modo que 
la probabilidad de obtener el error x comprendido entre: dos valores 
infinitamente próximos x y x + dx esté dado por:

f  (x) dxN

Sin conocer la expresión analítica de la función"P (x) podemos 
anticipar las siguientes propiedades de esta función:
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a)o Por él II postulado f (x) debe ser una función par8 es de­
cir debe satisfacer la condición -f (x) = -f (-x)

b)o Por el postulado III la función debe ser máxima en el ori­
gen es decir -f (0) máximo*

c)o Lá probabilidad de cometer un error comprendido dentro de 
un intervalo finito x-,B x 2 ea la suma de las probabilidades elemen­
tos ^ (x) dXo Si llamamos P (xi p x ¿) es dicha probabilidad debemos 
tener:

d). La probabilidad de cometer un error en el intervalo qo » —oo 
es la certeza de modo que debe cumplirse;

e)l La probabilidad de cometer un error infinitamente grande de_ 
be ser nula de modo que deb3 cumplirse;

f)% La probabilidad de cometer en dos observaciones sucesivas 
los errores x-i y xe comprendidos en los intervalos Xi x 1 + dx y  
x29 Xa + dXj respectivamente es la probabilidad compuesta:

donde h es una constante cuyo significado hallaremos más abajo«-

La representación geométrica de la función -f (x) es la dada por 
la figo3o Como sabemos, la probabilidad elemental de cometer el e~ 
rror x comprendido entre x y x + dx está dado por f (x) dxs valor 
que gráficamente está representado por el área rayada,, La probabili 
dad de cometer un error comprendido en el intervalo Xi x% dado por;
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está representada geométricamente por. el ár£a ¡cuadriculada.

Observemos, además que el área comprendida entre el eje de las 
abscisas y la c u r v a E (x) vale 1 , pues:

r
3(x) dx ='

• OO

-í 23.— SIGNIPICADO D5 H . laxa hallar el significado de la constante 
h obtengamos la reprmentación de la función f (x) para dos valores 
distintos de 'h, hx y |i? , f'iS.4 y fig.5 reíspectivgJnte.

La ordenada en el origen (x = 0) vale y™* gn el primer caso, la 
curva es más alta en el origen que en■ el— «e-gundo. Como las áreas en 

cerradas por las curvas en ambos casos debe ser 1 se sigue inmedia­
tamente que en el segundo caso la curva'es más extendida que en el 
primero Ge observa que la probabilidad elemental de un error peque 
fío en el ce*so de la, distribución*., correspondiente a h es mayor para 
un mismo valor de x qUe en la correspondiente a h x. lo contrario su 
cede para errores grandes; es menos probable cometer errores grandes 
en en primer caso oue en el segundo.

concentrados alrededor del valor cero.a **

Hemos vi ato que le precisión de un instrumento o de un método 
está referida a la propiedad de los mi sinos de repetir 'en mayor; o me
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ñor grado los mismos valores para observaciones realizadas en igua­
les condiciones» Cuando un instrumento o un método reproduce un buen 
grado los mismos valores los errores aparecen concentrados alrededor 
del valor cero del error. En cambio si un instrumento no, reproduce 
bien los mismos valores para las mismas observaciones la dispersión 
alrededor del cero de los errores es mayor. Se ve, pues, que la cons 
tante h que aparece en la ley de distribución de errores, es en cier 
to modo una medida de aquellas precisiones. Por esta razón Gauss lla­
mó a esta constante precisión del método o del instrumento.

4 24.- CALCULO PRACTICO DE h . Sea n un número grande de observacio­
nes. El error medio cuadrático es:

8 1  / 2 . 2 o \m =—  + x8 + ... x* )

De estos n errores habré algunos que son iguales o muy próximos 
a x-j_. Si definimos un intervalo pequeño Ax^ alrededor de este error 
tendremos n^ errores que caen dentro de este intervalo. Podemos ob­
tener en esta forma la expresión el error medio cuadrático:

X 1 + 4  *5- * «S

Siendo n̂ _ el número de veces que aparecen erx-ores muy próximos 
a xj dentro del intervalo A x^ la relación mide la probabilidad 
de obtener, haciendo n observaciones el error x-̂  dentro del mencio­
nado intervalo. Si nos referimos, ahora a la función de distribución 
debe ser:

^ = f  (xj á'x
Tendremos así:

me = x* f (xj ÚXi +x|'f(x8) A xa + .. .xf (x5 ) A x5 = £  x* '(xji x^

Cuando el número de^ observaciones aumenta los intervalos x 
tienden a cero y la suma anterior tiende hacia la integral:

m8 = í xa -f (x) dx
-©o

En esta forma queda definido el error medio cuadrático cuando el nú 
mero de observaciones es infinitamente grande. Claro está, que des­
de el punto de vista práctico tal cosa es sólo posible como proceso 
ideal. Sin embargo la relación anterior nos provee de una vincula-
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ción entre h y iu que vale para un número finito de observaciones en 
la misrua relación que la suma mencionada''Arriba es aproximadle por 
la correspondiente integral*-

El valor de la última integral resulta (*):

(x) ds-= Xa e-k*x dx =
' - 0 0

Obtenemos así la relación entre h y m:

i r a

En el caso práctico en que n es un número grande pero finito 
de observaciones se tiene:

2 I -rr-~
Í7 V L- xítn

COMPENSACION D E J ^ O R E S

25»- PROBABILIDAD 'MAXPÚA DE OBTENER UN CONJUNTO DADO DE ERRORES,-. 
Consideremos nuevamente el caso en que una misma magnitud se mide 
con distintos instrumentos o métodos a cada uno de los cuales correes 
ponde una precisión h. Sean las tres series de observaciones:

'v _

j  » ® * »  &  X ̂ con precisión hi y valor medio X»
X n y r r Y »£  G ® »  «  © J A . ^

t » t i h2 t i t t t t X"
X"«1 T H I Y «  t 1! 1» H, t t t t xm

( 5 i Calculo de la integral
.  h O h<lyX
T7= / e x dxÍ T t

Hacemos la sustitución de variables  ̂h x, e integrando por partes
I ' - T r =  í" f  «-'‘ it

i > ' > n r  l ,  s  5

z - * h * ' r T  + T i b F f l 5-o© J-mo
El primer termino áe anula, y recordando que

'~ÓO

1 / 2

obtenemos
18 2 Ha
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La probabilidad de cometer los errores x,‘ , xj5 ... xsuces iv a 
mente al efectuar la primera serie de observaciones, está dada como 
sabemos por;-

(¡dr) ^ t hx + x '*+ Axí ••• Ax*t
siendo AxJJ, Ax*¿ ... Ax*j respectivamente los intervalos dentro.de 
los cuales se encuentran comprendidos aquellos errores„

La probabilidad de cometer en las tres series de observaciones 
sucesivamente los errores:

* 1  t X  g  ® » * X V

■%r
* X  2 o o e

v  m  
■*•1 9 IT,-n. * ©■ o Y llf.X n

está dada por:
.* x'|) + h\ (x1'4 + +l,2 + x'|tf W tef«•* w

+ ll\ (x"J2 + X ,l!* + ... x"¿)

x  A x\  A x ¿  *... A x | . áx^' Ax'¿ «... Ax¡¿,. x'^ x " 2 ... ^  ̂

Supongamos, ahora; que los errores mencionados están referidos 
a la cantidad X = X0 que hace máxima esta probabilidad. Evidentemen« 
t,e un valor tal será el valor más probable. Por el carácter de la 
función de probabilidad sin más» podemos afirmar que dicha función 
es máxima cuando el exponente es mínimo. Dicho exponente es la fun­
ción de X;

S = h, [(X - X¡f + (X - X»f] + . . . [ ( X - X ’)| +

+ h! [ (X - X ")4 + (X - X ")2 +...(2 - X"f 1 + h* I(X - X'jf +„^(X-X)'¿L X 2, . fnJ s í . ' t\.

La condición para que esta función sea mínima para X = X0 es
9s\
BX/ = 0X =xo

%
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o bien efectuando la correspondiente derivación e igualando X -=. X0 :

2hS [ (X0 - X ’) + (X0 - X') »«(X0 - X{) •+ 2h\ (X0 - X'|.) +
+ (X0 -  X%) + ...(x0 r  x;)] ♦ 2hj [ (x0 -  X’") 4**.{'C&0 -  X’¿') ;+

+ ... (XA > X"1) - oo Tt
de donde despejando X0, obtenemos:,

_ _ h? -(X*. + X»* +M.H)' + hl (X'i + X'i +oOI>X^) + h\ (X'H Jt+.-xi«!o — ' ---- --------— — --------- -— — ------------ — ----------— -- ----
ih* + m h| + n hJ}'

ih? X ’ + a hi X" + u hi X ,w /oc i>
¿o s ' m  * m h| + h| “ ’ ' 5 J

Veremos que cuando el número de -observaciones dé cada Serie es 
suficientemente grande 9 este valor mas probable corresponde al va­
lor medio ponderado (19,4)o Sn efecto: Teniendo en cuenta la rela­
ción entre la precisión y el error medio cuadrático (25¿iT tenSmos 
para la primera serie de observaciones: => N |

2Í h? * -L - — i. H  ' f1
1 m2 E,a <l %  ^

y análogamente para las otras series de observaciones* con lo que 
la (25 >1 ) se reduce a la (19,®4)

De aquí obtenernos también -que el peso de una serie de observa­
ciones es proporcional^al cuadrado de la precisión y al número de 
las mismas del correspondiente instrumento o método» pues haciendo:

p = cihf q = Cmhl r = Cnh|

la '(25.1) se redHce a (19*3)® En el § 19 hemos obtenido que elípéso 
de una serie de observaciones realizados en las mismas condiciones 
es proporcional al cuadrado de la precisión del valor medio de las 
mismas. Sólamente que la constante de proporcionalidad tiene un si£ 
nificado distinto.

Nuestro resultado*nos indica que en el caso más general (obser 
vaciones de distinta precisión) el valor más probable es aquél que 
hace mínima a la suma de los cuadrados de los errores multiplicados 
por los respectivos pesos de las correspondientes observaciones pues 
tenemos:



En general si la observación X^ de peso p,, está afectada de un 
error xi , el valor más probable es aquél que hace mínima a la exprjs 
sión:

S - I  Pi Xi - (25.2)t .

§ 26.- COMPENSACION DE ERRORES POR EL METODO 22 LOS CUADRADOS MINI- 
LIOS© Sea:

f(A, B, C, X, Y, Z) = 0 (26.1)

una ecuación correspondiente a una ley física que vincula las magni 
tudes X,. Y» Z con ciertos parámetros Ay B, C. Supuesto que las pri­
meras sean medibles en forma directa, se trata de determinar los va 
lores de A, B, C. Cuando estos valores, que en nuestro caso hemos 
supuesto son tres, se reducen a uno solo* lo hemos tratado al consi­
derar las determinaciones indirectas. El caso presente es pues, una 
generalización de aquéllos»

i

Para poder determinar los valores de A, B, C, se deberá dispo­
ner por lo menos de tantas ecuaciones como numero.de parámetros a de 
terminar involucra la ley considerada«. En nuestro caso deberán dis­
ponerse por lo menos de tres ecuaciones. Estas ecuaciones se logran 
variando las condiciones de medida tantas veces como sea necesario.

Veamos un ejemplo. La ley general de dilatación lineal de una 
barra que a cero grado tiene la longitud l0 es:

1 = I0 (1 + c* t i (5 t2 + Í t3 + „..)

siendo t la temperatura céntígrada, .oí., ^ , i t los coeficientes de di­
latación lineal de primero, segundo y tercer orden, i'espectivamente. 
J¿n general es suficiente tener en cuenta sólo los dos primeros, de 
modo que podemos expresar:

l ~.£0 V  , 2— ---- = A = + § t '
JLq

siendo ^ la dilatación relativa de nuestra barra. En este caso, X e
Y son los valores ^ y t. Los parámetros A y 3 son los coeficientes 
oí. y (3 . Para poder determinar estos dos coeficientes necesitamos por 
lo menos dos ecuaciones que las logramos variando la temperatura: rea



lizando una observación de X  a la temperatura 't, y otra a la tempe­
ratura t9: /’r/ '̂/

4 ó C _2_hz
t-i + st* - = 0 ] ̂  4>/

. ' K m
c< t 5, + £ t| - = O / / t ■ I

¡ é T S ¡En esta forma.podemos determinar los valores de <*! y ' 1 Pero es 
ta operación equivale a una sola medición de y El problema se 
presenta cuando se trata dé aumentar la precisión de estas medicio­
nes aumentando el número de observaciones®

Volviendo al caso general„ supongamos sean n las observaciones 
realizadas en distintas condiciones o Sean Xi? Yi y Zi los valores 
medidos dé las magnitudes Y 8 Z para una cualquiera de aquellas 
condiciones. Estos valores experimentales no están desprovistos de 
errores, de modo que introducidos en (26.1) obtendremos:

£i (A*, B, C, Xí 9 Y-j,, Zi) = e-L

siendo eV el error proveniente de los errores de que están afecta­
dos los valores X, Y t Z.

Sabemos9 por otra parte, que los valores más probables de A,
B, C, que designaremos, A* B, C, son aquéllos para los cuales la su 
ma:

T I

S = e* + e| . + . „ o en? = X  et

es mínima, O bien:
T I

S = ^  ft(Aj 3, Gj Xt, Yt s Z^) = mínimo para A = A 9 B = B¡»C = C 
t*i

La condición de mínimo es:

Estas tres condiciones nos proveen de tres ecuaciones que vin­
culadlos valores experimentales X» Y, Z con los valores más proba­
bles A, B ? C 9 y de las cuales podemos calcular estos valores®

E j e m p l o  I.- Medir la constante elástica de un resorte. Entre 
el peso P y el alargamiento Z que produce este peso existe la reía-



cións
P = k Z

siendo k la constante elástica® Tenemos?

kZt — Pi — ©i
Debe ser

S = £  (kZ t - P t )8 = mínimo 

Se tiene aplicando la condición de mínimo:
£ Zi(k Zi — Px) = O 

Obtenemos de aquí para el valor más probable de k:
- I  Zi Pi
* " SZi2

Sean los valores:
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P gr Z cm Z* P Z
20 1.21 1.46 24*o 2
40 2.43 5.90 97 o 2
60 3.60 ;'.i 3.000 216-.0

80 4o86 23.60 388.8

100 6.08 37.00 608.0

5 s% 2- Zi = i 80.96 Z Pi ZiV
= 1334.2

k 1334 
80 o 96 1«640 gr/cm

E j e m p l o  II«- En el ejemplo puesto más arriba de la determi­
nación de los coeficientes de dilatación lineal de primer y segundo 
orden:

octi + ^ t i  -  A i  = e i

S = + § ^ i ”t*i
La.condición de mínimo es:



de donde obtenemos el sistema de dos ecuaciones en ^ y
ft?í Z  = %  ti^íV1 í'-l 1=1

E j e m p l o  III o- Determinación de momentos de inercia y la cupla
directriz con el péndulo de torsióno

El péndulo de torsión el período de oscilación T9 el momento de 
inercia del sistema respecto del eje de oscilación y la cupla direc­
triz D están relacionados mediante:

Cuando se trata de determinar I y no se conoce el módulo de 
torsión del alambre de suspensión que permite conocer D, es necesa­
rio disponer de otra ecuación® Se logra disponiendo lateralmente 
Ldos cilindros que varían el momento de inercia del sistema móvil. . 
Si m es la masa de uno de los cilindros p su radio .y d la distancia 
del eje del cilindro al eje de oscilación el momento de inercia adi_ 
cional debido a los dos cilindros es:

Si se tiene un dispositivo que permita variar d9 para cada po 
sición de los cilindros se tendrá un momento de inercia adicional:

El tiempo de oscilación del péndulo para cada posición de los 
cilindros queda dado:

Consideramos que ~ 0 que corresponde a la fórmula anterior 
de cuando no se colocan los cilindros o

T

&J * m(p + 2 d1)

Ji * m (p2 + 2 di f



i  * t -  
V I

-  I I
i = i

2.
Tx =  Í  Ti J i

V I

T

L  T ?  •  
i=i

-  l o TI = l
1*1

J i

Tenemos así

- 7 7  d _ i i. jí = K  4nz
y aplicando la condición de mínimo:

( Ü l »  -  l  T *  4  l - v .  = ° *  - 1  4  = 0
i - 1  T’* !

Con lo cual obtenemos el sistema de ecuaciones que nos permi­
ten determinar I y D midiendo T*. y Ji .

- 1 D —;—4n2
- 12 ——4 (i2-

|27.- ECUACIONES NPRUALES. Las ecuaciones {26.2) son particulariaen 
te simples cuando la función f(A# Y. O  es una función lineal
de los parámetros A, B„... Cuando esto no sucede la resolución del 
sistema (26«2) se hace difícil sino imposible. En tales casos ha­
bría que aplicar métodos numéricos de resolución no siempre simples. 
Es preferible, entonces, aplicar e'l método que describimos a conti­
nuación , que exige el conocimiento previo de valores aproximados de

£ 13 © & 9

Sean A0 » B0 »o„. valores aproximados de lós parámetros A, B,... 
y a* b*». los errores de estos valores aproximados.

A ~ A 0 + a B = B 0 + b ...
_ • *  

Introduciendo estos valores aproximados en la correspondiente 
función f(A,®••)

fi (A0$ B0o». X if Yt ...) =JU (27.1)

siendo ¿i en este caso*, ios errores aparentes' que involucran tanto 
los errores a*. b»l.. como los errores de medición de las magnitudes 
Xtt Yis«9o ios errores U  son calculables directamente mediante la
(27 ,1) o I
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Por otra parte» tenemos definido los errores absolutos:



f\ (A, B, .» . Xí t I; ,t.) = ex (27*2)

que no son calculables directamente* pues desconocemos los valores
verdaderos A ? B ? ...

La solución se logra calculando Xos valores más probables de 
los errores, a, b„ . que llamaremos a s b, pues en esta forma 
quedan definidos los valores más probables

A = A0 ■ + &. B «= B0 + b »»o

De (2?o2) 9 por desarrollo en serie de Taylor obtenemos:

Si == f (A0 €1 9 B<> bo o oXi ©•«.) = ft(Ac f B0 » • oró) +

3f . ¿f+ a _ + D T̂ r + o«» 
ó JXo 0-Do

0 bien de (27ol)

llamando

 ̂= ü i +o¿̂ _ a + ^  t) + ... (27«3)

3fi ^fi
aA? i b c

valores, éstos, que son calculables directamente.

Tenemos? ahora, que la suma de los cuadrados de los errores ab 
solutos dados por la (27-3) debe ser un mínimo para los valores más 
probables de a, b,...,-es decir, debe cumplirse':

s ( 1 i + <?<i a + b) = mínimo para a = a, b = b ...■Ui
ls'
áa/a=i -.° ;  ( f t L  = 0  (27-4)

lo que nos da el sistema de ecuaciones 
•»> >1

[<*ia + b - + 000 + j — °̂T- Xi = 0 

{Ji [oíiá +'^i b + = 0  (27«5)
V I 1=1



Este sistema lineal respecto de las ¿incógnitas a* fe* ... son 
las llamadas ecuaciones normales de Gauss3 Es fácil ver que el núme 
ro de estas ecuaciones es igual al de incógnitas. En esta forma pa­
ra cualquier f(A, B, ... X, Y,B.) se reduce a resolver un sistema 
de ecuaciones lineales»

§ 2 8 o -  ERRORES MEDIOS OBTENIDOS COK EL METODO DE LOS CUADRADOS MINI 
MOSo El error medio, como sabemos está definido mediante los erro­
res absolutos:

Necesitamos calcular 2  ti a fin de conocer el error medio de los valo 
res a, b? ... Para ello multiplicamos la (27,-3) por ei y sumamos: ”

1 1  2  1 1

eía + X  H  ei ̂  + ..»ZieiKt--i t=i
Teniendo en cuenta.las expresiones (2?«5) resulta:

Z 4 = f> uX--1 vi
Ahora, multiplicando nuevamente la (27.3) por-ti y sumando:

5>Ui= Z4 = ZoCxh á + ZpUi b +
obtenemos finalmente;

(  (S*iH) Ü + (£(K H )  b + J.I-li-

___ Esta expresión permite calcular el error medio de los valores
a,b, .„o Se encuentra«, también, resolviendo el sistema (27o5) y sus 
tituyendo los valores de a f b 5 en la última expresión:

•’ t M *  *
siendo r el número de incógnitas»

§ 29c- RESUMEN DE LAS FORMULAS DE USO EN LA PRACTICA. Mediciones di­
rectas ;  X-| j  Xg $  o  o  o  X-ĵ o

t

Valor medio (9»2)



X =-^-(X1 + x a +* ... >  x,,) 

Error medio cu&drático (9»5)

!í4 -

m = J t  t(x  ■ z ' )Z * (x ■ x * )! + *••
Srror del valor medio (lid)

__EL

Valor verdadero (11.3)

ciones

5 = X ± E
f(X í y s Z*o O o )

X, , X 2Í o © « X *

Yi » « o o Ym

Zi t Za9 <5 0 0 f7 71

® « o o * o « o o e

Valor más probable.:

Crroi* medio Quadràtico:

L * f(X, Y, Z,...)

■ \| ffi ♦($* S + (Iff S +
Error del valor más probable:

o  o

ai= +J"‘t- ~ — y  I x m x ti x .. » - 1 

Ponderación de observaciones
í observaciones X', X¡ »». X| de valor medio X s de pesó p 
m " X;1, X» X£ " " " X" " " q
n " X]"» X« » ., " " " X'" " " r



Valor medio ponderado:

(il2,| X* + !(if s ” + \E'!V
2 -
1 z*tt

(iW *1
r i y 
vE-y

J
+ (+•)2

i"
* ~ + \l T- ym - 1

E"! = + r — 1
~ Vn ~ 1

Error del valor medio ponderado:



s



C A P I T U L O  I I

APROXIMACIONES.

§1*- ABREVIACION SEL CALCULO DE OPERACIONES NUMERICAS«,- Cuando es 
necesario efectuar cálculos que involucran un número no muy reduci­
do de cifras es posible aplicar, en ciertos casos, formas aproxima­
das que simplifican notablemente las operaciones numéricas. Estas 
aproximaciones serán lícitas siempre que el error que se comete al 
hacer uso de la forma aproximada sea despreciable frente al error 
que se espera cometer al hacer una medición.

Enumeraremos los casos más frecuentes que se presentan:

a)o Cuando se trata de calcular expresiones de la forma:

(1 + e f

siendo e un número pequeño respecto de 1 y oc un número cualquiera, 
entero, fraccionario, irracional positiv,©-= o negativo. El cálculo djl 
recto puede ser engorroso ŝ giín el valor deoc , Así el valor de:

2/5
(1 +, 0,0001986)

no nos seria posible calcularlo sin recurrir a logaritmos.

En tal caso tangamos presente el desarrollo en serie de Taylor 
de la función:

X = (1 + e f  = 1 +cce ot (ce -  i)e + y ,  * (* -  1) (cC _  2) e" + . . .

Supuesto que e << 1, resultan los términos de potencias de e su 
periores a la primera, despreciables respecto de e. Se logra así, 
una buena aproximación si sólo tenemos en cuenta los dos primeros 
términos:

(1 + e f  = 1  + ce e . ( 1 , 1 )

El error X que se comete en esta aproximación está dado en un



T. 2valor ‘bastante aproximado por el término -g-' <x (oí - l)e pues, éste 
domina sobre los términos restantes.

. ^El ejemplo anterior se reduce simplemente a:

(1  + o .0001986)2/5 = 1  + 2/5^o »000 i 986 = 1 .0000794  

A z  -  2- . 1  _  i )  ( 2  x 10~4 f  -  -  2«.10 3

E j e m p l o s :
Ai—-- ----  1/4 7; wo.998-31 = (1 - o.00169) = 1 - i.ó.00169 = 0.99958 (Ax s¡ -3.10' )

1 = (1 + 0*004328’)” = 1 - o.004328 = 0.995672 (A* * + l8.10~fc)

58 -

1.004328

(o .9943¿ f  = í 1  ~ 0 .00568) = 1  + o .0 1136  -  1.0*1136 (AX -  9 .10 '? )

b). Si la expresión es de la forma:

E = (1 + (1 + e2 f * ... (1 +

Desarrollando cada factor según la (l«l),

E — (1 + ©¿1 e-i ) (1 + <=<-2 ez) ... (l + o(ry¡ e*,)

efectuando los productos y despreciando los términos cuadráticos se 
obtiene la, aproximación:

F — 1 + 1 e 1 + oCz &z ... + 0C01 e>, (l.2)

E j e m p l o s  :

lÍ)00343)2 = (l-o.00179)2 (1 + o. 000 34 3)* = 1 -0.00358- 0.OOO686 =
=  0 .995734

^1>00¿'¿7~ = (1  + °*G 01 ia ) í 1  + 0 .00087)  = 0 .99972

c). 3i la expresión a calcular es de la forma:

(A + e)



se convierten en las anteriores mediante la extracción de A fuera 
del paréntesis:

(A + e)* = A°* (1 + -̂ ) (l»3)

En este caso se requiere que -j- ̂  1
> ■ . •

E j e m p l o  s.-

^32,01248 = (32 + o.01248)/S = 2 ( l + - ^ p | ~ )  = 2(1+ O.00077) = 2.00154

145.02198 145 r o.2198w' o.00352x 145 f 0.2198 o.00352, 
44.00352 44 U  145 M  44 ' " 44 K 145 ~ 44 ■

d). El promedio geométrico de cantidades que difieren muy poco 
entre si puede ser aproximado por el promedio aritmético.

Sean A-, , Aa , A,, ... A^ cantidades tales que:

A i — Ai + e z 
A? = A-» +
A a. — Ai + 64.

- 59

A-„ = A< + e^

siendo e.,, ea, e 3... e„(< 1. El promedio geométrico A®.

A e — A-i Aa . . .  A^ — 1 (A 1 + e 2 ) (A1 + e 3) . .  • (Ai •+ e ĵ)

Sacando el valor Ai fuerá del radical podemos escribir,en vir­
tud de (1.2) y (1.1)

A s  =  + T T ) ( 1  + 1 7 ) * * ‘ ( 1  +  T ?  =  Á 1 [ 1  +

Tl /= (Â . + A 1 + ea + A-i + e.j +...A^ + e,,,) = (Ai + A 2 + *.«Am) (1.4) 

E j e m p l o . -
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\/Í25.323 x 125 .38?  = i (125*323 + 125-354)  = 125.3385

e). La función sen © es expresable mediante la serie:

sen e = e ~ L  e1 Cl.5 )

Cuando se trata de ángulos pequeños tales que 03 << 0 queda la a 
proximación:

sen 0 - 0
Puesto que el término - -j¡ 03 domina sobre los restantes, el error 
relativo cometido en esta aproximación es aproximadamente:

A© 1 03  ̂ 1  0* _JL_ 02
sen 0 3T sen© 3f © 6

|l) * La función eos 0 admite el desarrollo
eos 0 = 1 - ir ©2 + ir o4 e6 00*

En las mismas condiciones que en el caso anterior se logra la 
aproximación:

eos 0 - 1
con un error relativo aproximadamente de:

* e = - 4 e 2eos 0 2
g)o La función tang 0 desarrolladle mediante la serie:

tang 6 = e + 4  03 +-TE ©5

es aproximable mediante el valor
h ' tang 0 - 0

h)„ Las funciones aresen y y arcos y son expresables mediante 
las series.



- 61

are sen y = y + ~  y3 + 65

arccos y — ~  "H- - y - — -y3 -

obteniéndose para argumentos pequeños las aproximaciones.respectiva 
mente ~

aresen J J .

arccos y = — y'

i). la función arctang y admite dos desarrollos en serie, se­
gún que el valor absoluto de y sea menor o mayor que 1:

arctang y « y - y3 + ~ y 5 ... ( | y| <C 1)

arctang y = %  - y  + ¿ y ,  - y 5 ( I yl > l)

En el primer case, si |y| <c 1 se obtiene la aproximación

arctang y - y ( |y| << 1)
1 1En el segundo si y  ^ y  o lo que es 1© mismo yj >> 1 resulta la a- 

proximación:

arctang y ~-| - y  (y2>> l)

J) ° La función log x es desarrollable mediante la serie:

- H U i í  - • ]

Para valores de x próximos a 1 ? los términos de orden superior 
al primero son despreciables® En tales condiciones vale la aproxima 
ción: ”

log x ¡s 2-í— —ix + 1

Como caso particular, si x e y son dos valores próximos, la an 
terior se conviertes
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y  x + y

§ 2o- APROXIMACIONES EN LAS MEDICIONES FISICAS» Frecuentemente la 
expresión analítica mediante la cual se calcula una magnitud contie¡ 
ne términos que no siempre son significativos» En estos casos es de 
interés establecer si el error que se comete, al no tener, en cuenta 
tales términos influye en la precisión que se espera alcanzar de la 
medición» En otros casos se trata de saber si una fórmula es aproxji 
mable. por otra más simple'cometiendo con ello un error menor que 
los errores dé observación»

Los casos que pueden presentarse son casi tan numerosos como 
mediciones de magnitudes o métodos de medida se conocen. Sólo enumjs 
raremos algunos casos simple como ilustración del método a seguir.

a). En el péndulo ideal de longitud l que oscila con una ampli 
tud cualquiera 0 el período de oscilación esté dado por?

T - 2n̂  (1 + sen2 -|r * • • *) '(2«1)

Para oscilaciones pequeñas tales que podemos adoptar la apro­
ximación dada por la (lo5) tenemos?

(2*2)

Mediante este, expresión para determinar experimentalmente el 
valor de la aceleración de la gravedad g necesitamos medir la lon­
gitud i el período T y la amplitud 6» Si se desea medir g con cier­
ta precisión dada, mediante la conocida expresión válida para ampli. 
tudes muy pequeñas;

Txo = ' (2.3)

se trata de determinar la amplitud máxima compatible con la preci­
sión fijada»

Introduciendo la (2»3) en la (2*2) obtenemos;

1 - !0 +-¡6 e“ T0
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El error relativo que se comete al tomar el valor T0 en vez de T es:

AT A T __ 1_ q2
T ~ T0 “ 16

El error relativo de g está dado por:

A s  _= 2 AT
T i

A TComo el error en A L  es despreciable frente al error 2 —j— te­
nemos: l

A& . X a 2
g 16

luego:
6 =  \f S g

Sea p»e. determinar la amplitud máxima tolerable para medir la
aceleración de la gravedad con un error- de o.l$, con la expresión
(2®3) en vez de. la (2»2). Debe ser AJL = o«001»£
Lu.Jr o :

© = y8.10 = o„09 radianes

0.09 x 180 co ' y =------------ x o /TI
Si se trata de un péndulo de 1 m de longitud esto significa un 

apartamiento aproximadamente de 9 cm de la vertical.
b). Para un péndulo físico formado por una esfera de radio r 

qüe oscila con una amplitud suficientemente pequeña el período está 
dado por:

f + J-. r*
T - 2 Ti 5

g l
que podemos transformar en: i r

t + f  f  T = 21T, 5
1 S
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El térmija© y  - j- interviene' aomo oerreooién ele la longitud ©h 
la, expresiva correspondiente del péndulo ideal (2®3)e 11 error qm© 
se comete en la.determinación de l  al no tener en cuenca esta corr©£ 
ción ess "

<2 3?®

ài « i  .̂2 
i  5 -f

Si ? comò, en el caso anterior fijamos .©1 error* tolerable al me­
dir g del o*l$ deberá ser:

M — i -£! « « ooi1 5 i*
Ss&n como ejemplo los valores x s la y r = 1 osu Hesulta}

AP ? - 4—  1C << o.001
i 5

Para lograr la precisión dada de g no es necesario tener en
cr.enta la corrección que consideramos»

©) » Una pesada de valor P se reduce al vacío mediante' la fórmu.
las ™

1 =» O /ó
p  _  p _ ± _______ /

* l - 6/o

siendos O = o*00129 gr/cm3 el peso específico del aire;, d el de las
pesas y D @1 del ctxerpo pesado»

Considerando el pequeño valor de o frente a d (d = 8.4 gr/em 
para las pesas de "bronce que son las mas comunes) y corrientemente 
t&mMén frante a D podemos aproximar aquella fórmula, en los casos 
<Bti que D no sea sensiblemente menor que 1 mediante la aproximación
dada por la ( 1 4 1

p o . p  + * ( i . i ,  ;

En los casos en que esto as posible el término- P a (- ■«?- g-) es 
ía corrección correspondiente a la rccuccíón al vacío de la pesada E

Si prescindimos de esta corrección« el error relativo de la pe
•«5aáa está dada por?

-  — ^  ^  ^  ^■ \ *n ^ a *P. D d¿
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Si prefijamos el error tolerable en la pesada podemos determi­
nar si corresponde o nó introducir la corrección que consideramos.

Con una "buena balanza de' precisión se logran pesadas con un e- 
rror relativo del orden 10~4 . Podemos determinar para que valor de 
la densidad del cuerpo pesado no interésa reducir la pesada al vacío 
por ser la correspondiente corrección inferior al error propio de la 
balanza»

Debe ser:

Resulta así:
e ( 10-4

B }  7 7 ^ 7 - =  T  m V  - 5  s r / c n >1 + " 10 1 -+ 0.0013
Para una buena balanza de precisión no interesa, entonces, re­

ducir las pesadas al vacío operando con pesas de bronces y cuerpos 
cuyas densidades están comprendidas entre 5 gr/cm y 8.4 gr/cm3 .

Cuando el cuerpo pesado es de densidad superior a la de las pe 
sas la correspondiente corrección es negativa. Se tiene entonces:

e = « C - f - § )

Si en las mismas condiciones anteriores tratamos de determinar 
cual es la densidad máxima hasta para la cual no interesa reducir al 
vacío encontramos:

D <----_Í_---- - 23 gr/cm
1 -4--10’4 d

El osmio es el cuerpo de mayor densidad conocido y su valor es 
22.5 gr/cm. Es decir, prácticamente no interesa introducir la eorrec 
ción de la reducción al vacío cuando se pesan cuerpos de densidad; su 
perior a la de las pesas de bronce. Este no es el caso, sin embargo 
cuando se emplean pesas de aluminio.

d). Cuando intervienen en el cálculo de una medición números 
irracionales o trascendentes interesa saber cuantas cifras de estos 
números deberán tenerse en euenta, por una parte para lograr la pr£ 
cisión deseada,por otra, para no vernos precisados de efectuar cálcu
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los inútilmente largos.
Sea.p.e. medir el volúmen de un cilindro de largo I y diámetro

d v = i n dz 2 *
Teniendo presente el error que sometemos al tomar sólo eierto 

número de cifras de n , tenemos
A V „ A D Z\ti

_  „  2 _  +  _ r + _ _

El error JÜL debe ser del orden o menor que los errores 2 4=^ y
n D

Así* si medimos 1 y D en forma tal que

2 ̂ iT ~ °*001■’ ■ ■ ■ i -
debe ser _4JL<̂  0.001, es decir, para esta precisión basta tomar U «■
= 3.142. H

§3.- APROXIMACIONES SUCESIVAS.-Acontece a.veces que la magnitud L 
a medir está dada por una relación de la forma:

L = f(X, L)
en la cual f(X, L) no es una función sencilla tal que permita expr£ 
sar I = F(X). En un caso tal, se opera en la forma siguiente:

Se obtiene en alguna forma' un valor aproximado de L, sea LQ. 
Mediante este valor se calcula: &

W  = f(X,L0)
L2 = f(X,Lj ,

« • 0 9 »

e e o c o » « o a « * e

Ln = fCX.Lj
Basta repetir la operación un número n de veces tal que L-* - 
. En general si L0 es suficientemente aproximado basta una o 

dos iteraciones para obtener un valor de L satisfactorio.
i

E j e m p l o  I.- Al medir el coeficiente de dilatación de los ga
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ses (o al medir una temperatura) con el termómetro de gas, cuando no .* 
se tienen en cuenta las correcciones debidas a la dilatación del bul. 
bo del termómetro y al volúmen nocivo, se tiene en primera aproxima­
ción:

siendo PQ la presión que soporta el gas estando a cero grado y Pioo, 
la correspondiente a 100°C.

Cuando se tienen en cuenta ambas correcciones:

siendo k la relación entre el volumen nocivo y el volúnien del bulbo 
y i el coeficiente de dilatación cúbica del vidrio del cual está 
construido dicho bulbo y ta la temperatura ambiente.

t

En segunda aproximación podemos calcular oc poniendo en la ex­
presión anterior el valor de cc0 en vez ded :

E j e m p l o  II.- El peso específico de un cuerpo obtenido median 
te la balanza de Arquímedes, sin reducir las pesadas al vacío es:

siendo, P el peso del cuerpo en el aire y Ps el peso del mismo su­
mergido en un líquido de peso específico Pi• La densidad reducida 
al vacío resulta (ej. c § 2)

P100 - P0 
°~ 100 x P0:

Una tercera aproximación la lograríamos:

Las aproximaciones sucesivas son:
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P.

Sea:
P2 = P0

Í 1 + CT - M -  

1 + ° %

P^ — 1, Po = o o 10001 c = o . 00013 gr. /cm
Resulta P-i = o®10117 gr/cm P2 = o.10116 gr/cm. La aproximación Pi 
es suficiente, pues comparada con la subsiguiente resultan iguales 
hasta el orden correspondiente a los errores de observación.

E j e m p l o  III*- Sea determinar la intensidad I de corriente ab 
sorbida por un motor de potencia mecánica P conocida y de resisten­
cia interna R (despreciando las pérdidas por histérisis y otras cau 
sas)* Se tiene, siendo V la'tensión de alimentación: “

I V = P + R I2
El término R I2 da ias pérdidas por efecto Joul. Escribiendo:

P R I2
1 =T  + ~ r

En primera aproximación
I =—o y

Las restantes aproximaciones

i, - 1.

i .  - 1 .  ♦ E  I ?V
«

Sean V = 440 volts, R ~ o„4-íi P = 13 kw

_ 13»000 o-i a * o*;, 440* ~' 31®8 Amp,

t _ a 0«4 x (31 o8)a ,I1 = 31.8 +----- ------i—  = 32.7 Amp
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-r TT O 0 « 4  X  C 32 »T > _  yn Q A _ _  la = 31.0 + ----- -------- * 32 „8 Amp»

I, « 31.Ô ♦ 0.4 X (32.a)'4 
440 =  3 2 * 6  Amp,
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METODOS GRAFICOS.
*

§1*” REPRESENTACION GRAFICA DE UN CONJUNTO DE OBSERVACIONES»- Se 
presentan a veces„ casos en que una magnitud L depende de otra X no 
conociéndose exactamente la relación funcional que las vincula. En 
tales casos se presenta el problema de establecer e;cperimentalmente 
esta relación. Para ello se hace necesario medir la magnitud L para 
distintos valores de X. Así, si se trata de establecer la dependen­
cia de la viscosidad de un líquido determinado con la temperatura, 
fijado cierto valor de esta, se mide aquélla» En esta forma se pue­
de construir una tabla de valores en la que se da L en función de 
Xc Disponiendo de esta tabla de valores resulta frecuentemente, de 
gran utilidad, representar gráficamente el valor de L en función de 
X. Se emplea para ello, invariablemente, un sistema ortogonal de 
coordenadas, sobre cuyo eje de las abscisas se toman los valores de 
X, y sobre el de las ordenadas los de L. La curva que así resulta, 
permite visualizar en forma inmediata la dependencia de L con X. A- 
demás de esta ventaja, esta forma de representación, permite, a ve­
ces , ciertos tipos de determinaciones y cálculos gráficos que no se 
ría posible en otra formao Veremos en lo que sigue los métodos de ~ 
representación y sus correspondientes aplicaciones.
$ TRAZADO DE CURVAS EXPERIMENTALES» Experimentalmente sólo pue­
den obtenerse un número finito de observaciones cada una de las 
cuales lleva implícito cierto error* Cada una de las observaciones
o serie de las mismas realizadas para un valor dado de X en la re­
presentación gráfica significan un punto de la curva. Dado que ca­
da uno de estos puntos no están excentos de error no debemos espe­
rar que la curva que mejor representa la variación de*L en función 
de X pase exactamente por estos puntos® Por otra parte, en general, 
salvo casos especiales, la dependencia entre L y X está dada por 
una función continua y que no tiene variaciones bruscas de un pun­
to a otro muy próximo (de derivada continua). Por esta razón pode­
mos obtener dicha curva, a pesar de los errores de que están afec­
tados los puntos experimentales, mediante un trazo continuo que im­
plique una interpolación entre estos puntos.
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Obtenidos los puntos experimentales, el número de curvas próxjL 
mos entre si que es posible trazar por interpolación esp por cierto* 
considerables Debemos tener presente que Jj&s errores de observación 
pueden ser positivos o negativos con igual probabilidad» Práctica­
mente esto es equivalente a trazar la curva en forma tal9 que que­
den igual número de puntos de uno y otro lado de la curvae

En la fig° 6 la curva de trazo continuo es la curva de interpon 
|.aci6® que mejor representa la variación de L en función de X 9 no 
así la punteadao

Según las condiciones en que se realizan las observaciones la 
precisión correspondiente a un punto no es necesariamente la misma

- que la de otros puntos» Así por ejemplo9 al determinar la dependen 
cia de la viscosidad de un líquido con la temperatura9 operando con 
un víscosímetro de Ostwald* a baja temperaturas las determinaciones 
tienen mayor precisión que a temperaturas elevadas9 debido a que„ 
disminuyendo la viscosidad con la temperatura» la medición 'de los 
tiempos de escurrimiento en el primer caso están afectados de un e- 
rror relativo menor que en el segundoo

En estos casos puede interesar tener una visión de conjunto de 
cómo variar los errores para cada punto experimental» Es necesario9 
entonces * efectuar varias mediciones de 1 para un mismo valor de X* 
El punto está representado mediante si valor medio de 1 9 y los err£ 
res d© este valor medio se representan mediante segmentos proporci£ 
nales a los mismos segdn se desprende del significado de la expre­
sión (11o29 eap® I), y como esté representado en la figo 7o

lo es necesario y g a veces presenta ventajas, representar so­
bre los ejes de las abscisas y las ordenadas los valores X y I» Se 
puede® llevar sobre estos ejes los valores que resultan de un cambio 
de variables (tomar p0e0 la inversa9 el cuadrado9 el logaritmo, etco 
S® I é L). El criterio que se sigue para ello es que mediante este 
eaabi© de variables se obtienen curvas más simples9 en particular



prectas. Así, por ejemplo, si se trata de una relación tal como X< =
= ai en vez de representar L y X directamente obteniendo una 
curva de tercer grado» representamos sobre el eje de las abscisas 
los valores-¿-y sobre el de las ordenadas los valores L obtenemos 
como representación una recta® El trazado de la curva es en este ca 
so sensiblemente más simple y exige un número más reducido de obser 
vaciones®

Sólo mencionaremos sin entrar en mayores detalles el método que 
generalmente' se sigue para representar una función I de dos varia­
bles S e Y» Fijando el valor de Y = Yh la función L = f(X» Y1 ) pue­
de ser representada como en el caso de una función de una variable. 
Si d;.mos a Y otro valor Y2 tendremos otra curva que la variación de 
L en función de X para el valor Y = Y*• Se obtiene así una familia 
de curvas o red de curvas como la dada por la fig. 8 y que en con- 
juat© representan la función L » f(X9 Y).

% 7

§3.- EMPLEO DE LAS REPRESENTACIONES GRAFICAS. Además de la ventaja
dé disponer de una curva que nos da un conjunto la variación de una 
magnitud en función de un parámetro, el trazado de las mismas pre-
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senta las siguientes ventajas y aplicacioness
’' ■ • v

a)o INTERPOLACION» El número de puntos observados es necesaria 
mente no muy .grande <, Una curva bien trazada es uff excelente medio 
para determinar cualquier valor dentro del intervalo que cubren las 
observaciones»

n.iif
1600

1500

MQQ

1300

1200

5100

1.000,

<H)Q

000

700

60 ü

500

400

30 0

o o- Variación de la viscosidad del agua con la tempera-

5 10 15 20 25 30 40 50 60 70 80 90 
1520 1310 1140 1005 895 800 660 550 470 405 355 315

S  j  ^ m p 1  
t u r a  o

t°C 
1 0  ■[ p o i s e
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Paro, obtener la viscosidad p^e. a 35°C bastará tomar sobre la 
curva el correspondiente valor para esta temperatura: )̂35- 10¿ — 740 
poiseE

b)o SOCUCIONBS GRAFICAS o Sea una magnitud L que medimos direc­
tamente vinculada con un parámetro X mediante la relación funcional 
que no conocemos L » f(X). Interesa determinar aquél valor de L que 
vinculado con X mediante otra relación conocida L - F(X) satisfaga 
simultáneamente ambas relaciones para un valor de X desconocido» 
Trazando la curva representativa de 1 = f(X) y la correspondiente
a L = F(X) el punto de intersección de ambas curvas nos da el valor 
de L buscado.

E j e m p l o  I.- Sea el caso de determinar la longitud óptima de 
un péndulo físico para obtener con ello el momento de inercia del 
mismo referido a un eje que pasa por el centro de gravedad (Ej. de

9 8, d, cáp. I).
La relación L s» f(X) es en este caso:

en la cual desconocemos el valor del momento de inercia I.

La relación L = F(X) es la que vincula el período con la dis­
tancia óptima d.

T a
% T ñ ^ s = dop'

Conviene en este caso hacer un cambio de variables representan 
do sobre el eje de las ordenadas los valores de ~

x •
a 4n* s

En esta forma la segunda relación representa una recta que pa­
sa por el origen de coordenadas y tiene una pendiente unidad. La in 
tersección de esta recta con la curva que. representa a la relación”

1 T 2 I .

2  4 d 2  g  =  ^ 2 m d ~ *  *  d

nos dará el valer d = dop. buscado.



figio

Se ha tomado para la representación de la curva, por razones 
de. comodidad un sistema de referencia en el cual el segmento que re 
presenta a la unidad sobre el eje d no es el mismo que sobre el eje 
de las ordenadas sobre el cual se representan los valores
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además no es conveniente tomar eomo origen el punto:

sino el puntos

S u *  g  =  1 0

En estas condiciones la recta:
T*

~ w ~ s  =  a

no tiene eri esta representación una inclinación de 45% sino la que 
determina la unidad del eje de las abscisas y la unidad del eje de 
las ordenadas«. Además pasa por el origen real del sistema de cborde 
nadas y no por el aparente que hemos tomado en el valor 10® Resulta 
del gráfico 3oP = 14 „3 em.-

E j e m p l o  II.- Determinación de la posición de isocronismo en 
el péndulo reversible® Para determinar la aceleración de la gravedad 
con el péndulo reversible, es necesario hallar la posición de las 
masas del péndulo para que en la disposipión ab (fig.ll) y ven la ba

dos curvas da el p̂ unto x que nos determina la posición de la masa 
cuya coordenada hemos variado»

a los períodos de oscilación sean 
los mismos.

Basta para ello tomar los 
tiempos de oscilación dejando fl 
ja una de las masas (la superior 
en la posición ab), variando la 
posición de la otra. Repitiendo 
la misma operación en la posi­
ción ba pueden trazarse las dos 
curvas correspondientes a cada 
posición representando él perí£ 
do en función de la distancia x. 
El punto de intersección de las

d » 14«3 cm
Posición ab

x cm 6*6 9°6 12.6 16 o7 21.4
T seg 2.32 2ol9 2o10 2.00 1.92



Resulta del gráfico para xQ ~ 15 <.4- cm.
"el o EXTRAPOLACION?- Se presenta? a veces el problema dé deter-* 

minar 'ano o varios valores de L s que,, por el hecho de ser muy gran­
des o muy pequeños.o por ser valores límites o por otra circunstan­
cia no están comprendidos dentro del intervalo que cubren las otase? 
raciones» En tales casos una extrapolación de la curva obtenida,cuan 
do ello es legítimo, permite determinar aquel o aquellos valores. Es 
necesario observar,, sin embargof que la extrapolación es segara y 
bastante precisa cuando la dependencia de L y X es una función li­
neal y tenemos a priori la seguridad que permanece lineal hasta el 
intervalo dentro del cual se encuentra los valores a determinar. Si 
la dependencia funcional entre 1 y X no es lineal de extrapolación 
también es posible, siempre que tengamos igualmente garantías que 
hasta el intervalo de extrapolación la función se comporta normal­

Posición b a --------- -
x cm 21 of
T seg 2,02

16o7 18 ¿6 9.6 6 <» 6 
F ~ 0 4 ^ 2 qQ5 2o06
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mente y sin variantes respecto al comportamiento dentro del interva­
lo que cubren las observaciones?
E j e m p l o  I»- Al determinar la variación de la viscosidad con 
la temperatura (Ejemplo de § 3, a) es muy difícil hacer las observa 
ciones para temperaturas cercanas al punto de ebullición e imposi­
ble hacerlas para temperaturas superiores a ésta, con los métodos 
corrientes para medir viscosidades. Este es el caso del ejemplo ci­
tado,, para el cual no es posible la determinación directa de la vis­
cosidad del agua a temperaturas superiores a los 90°.C. Como la curva 
correspondiente es muy regular y la viscosidad no varía sensiblemen­
te con variaciones relativamente grande la presión por extrapolación 
podemos hallar la viscosidad del agua a temperaturas superiores a 
100° C como se obtendrían si el agua estuviera.sometida a presiones 
superiores a una atmósfera.

Resulta de la extrapolación los siguientes valores aproximados 
de la viscosidad:

T° C 100 110 120 130 140

AlO poise 2.8 2.6 2*3 2.1 1»9
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E j e m p 1 
dada:

o IIc- En un electrolito el grado de disociación está

I A
m

siendo A la conductibilidad equivalente ¡f;/u ( . la conductibilidad 
específica de la solución cuya concentración molar esn) y Ar-el mis 
mo valor de una solución infinitamente diluida. Este valor no es po­
sible medirlo - directamente debido a que una solución electrolítica 
infinitamente diluida tiene-una conductibilidad nula. Midiendo A en 
función de la concentración molar, por extrapolación hacia el valor' 
ce££ de las concentraciones es posible determinar el valor de A y 
así, el grado de disociación para cada concentración.

--D
Los valores siguientes corresponden al nitrato de plata (NO^Ag)

o»5 1 2 5106u sr-equlv.litro
114 113 112 110

Mediante la extrapolación (representada por la parte punteada 
de la curva) obtenemos el valor:

m  = 115.6
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§ 4*- BSHTV'ACIOH GRAFICA. Sean L y X dos magnitudes -vinculadas me - 
diaiitp una ley experimental L = f(X) de la cual se conoce la repre­
sentación gráfica. Se trata de determinar loe valores de la función 

. No conociendo la expresión analítica de i’(X) tales valere0 se 
encuentran mediante la derivación, gráfica,, cuyo fundamento es la pro 
pie. definición de derivada.

fig.is

■ Sea la ue la fi£. 15? a la curva rejffioctntatívu de la función
I = f(X). Encontramos primeramente el valor de la derivada para un 
punto k* ■ Recordemos que la derivada de una función representada en 
un sistema de coordenadas cartesianas es igual a la pendiente de la
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tangente trazada poF'el punto que se considera» En nuestro caso es 
la pendiente de la tangente AB» Si por A¡ trazamos un segmento hori­
zontal AC = 1, y por C levantamos una.: perpendicular el segmento CB 
mide la pendiente de la tangente AJ3. La derivada en el punto A 1 es­
tá medida, pues, por el segmento CB*

Construimos ahora un sistema cartesiano (fig. 15,b) sobre cuyo 
eje de las or de nadaste pre sentamos los valores de Si deseamos ’
obtener la curva representativa de la función:

df

tomamos el valor CB para un abscisa igual a la abscisa de A, * El- pun 
to A’,- así obtenido representa un punto de la curva derivada. Repi - 
tiendo la operación para los puntos Aa, A 3, A* ... obtenemos los pun 
1^g£_de la curva derivada A¿ , A|, A\ . respectivamente*

Para evitar el manejo de regla y compás conviene usar para es­
tas construcciones papel áLlimetrado«.

E j e m p 1 o I.™ Determinar la velocidad de caída de una esferi- 
ta en un líquido de viscosidad no muy elevada. Mediante métodos fo­
tográficos pueden obtenerse las posiciones de la esferita al cabo de 
intervalos regulares y pequeños de tiempo®. Con estas posiciones tra 
zamos la curva de la fig. 16 a que nos da el espacjpb recorrido en 
función del tiempo. Mediante la derivación gráfica obtenemos los va 
lores de:

Sfiie representados en la curva de la fig. 16, b nos da la dependen­
cia de-la velocidad en el tiempo»
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Del examen de la curva de velocidades se desprende que en los 
primeros momentos la esferita cae con una velocidad aproximadamente . 
uniformemente acelerada convirtiéndose después en una velocidad uni 
forme (cuando la fuerza de roce se hace igual a la fuerza que produ 
ée la caída de la esferita)»
$ 5 *- OBTENCION GRAFICA DE CURVAS INTEGRALES«, Si se dispone de la 
curva que representa a la función f(X) la obtención, de la integral:

r(X) * f f(X) dX

gráficamente, es el proceso inverso de la derivación gráfica. Es n£ 
cesario observar que la integral queda definida en menos una cons­
tante de integración; esto significa, que si no se conoce un punto 
de la función F(X) la curva integral se la obtendrá desplazada arbi^ 
trariamente según el eje de las ordenadas®.

Sea AD (fig»17) un arco de la curva f(X) que suponemos aumen­
tado» Se trata de bailar la función F(X) correspondiente al mismo 
intervalo OX2® Para ello recordemos que F(Xa) £*£(%■) dX supues­
to que F(0) = 0 representa al área 0ADX2® Trazamos por un punto M 
una vertical CX^ tal que las áreas ABM y MCD sean equivalentes, lo 
que es fácil lograr a simple vista si el intervalo OX2 es suficien­
temente reducido» En esta forma el área OADXp es equivalente a la 
suma de las áreas de los dos rectángulos OABX^ y X3CDX2* El área del 
primero representa la integral j£*f(X) dX =¡= F(X^)® Si marcamos el pun 
to -1 y trazamos el segmento que une este punto con A y por el punto
0 trazamos una recta paralela a este segmento, logramos el punto 
F(X,). El segmento F(Xn) X, mide el valor del área del rectángulo 
OABX pues por semejanza de los triángulos OGA y 0F(Xi ) X, tenemos:

Oí P(X.) X,
1 " m i

de donde F(X,) X, = XtO&OÁ* De lo dicho se sigue que F(X, ) es un pun 
to de la curva integral® Trazando la horizontal DE y,por E el segmen 
to EG, haciendo pasar una paralela de éste por el punto F(X_i ) obtener 
mos el punto 3? (Xa) que por las mismas*razones que F(Xi ) es otro pun­
to de la curva integral pues se tiene que 3?(Xp) — [*' f(X) dX +
£ * f (X) dX. 0

Esta construcción se repite tantas veces como intervalos se ha 
dividido la curva f(X) y se obtiene asi una poligonal 0, F(X-,) 
í(Zi)».. que es fácil convertir en la curvá integral.
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E j e m p l o  I»- Hallar la curva que representa a la función Q =
= f(t) que da la cantidad de calor Q absorbida por un cuerpo de ma­
sa unitaria a la temperatura to

Experimentalmente se mide el calor específico medio. C correspoja 
diente al intervalo de temperatura A t  mediante la relación:

A Q = CA t (m = 1)

midiendo A Q con método calorimétricos<> El calor específico medio 
queda definido por:

A t

En el límite cuando A t  es muy pequeño el calor específico a la
temperatura t queda definido por:

.< • m í,.,

H  o  -  dQdt '
Midiendo el calor específico, medio correspondientes a intervalos pe­
queños de temperatura puede construirse la curva que da C en función 
de te La función que tratamos.de hallar es Q = f C(t) dt .= f(t), que 
se obtiene mediante la integración gráfica de la curva experimental 
que representa a C(t)a
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■ 4 6°- CALCÜL.3 GRÁFICO DE INTEGRALES DEFINIDAS. Si disponemos de la 
curva experimental que representa a 1 = f(X) el valor:

I = / f(X) dX

representa, como es sabido al área comprendida entre la curva f(X) y 
el eje de JLas abscisas entre los valores X^ y X^. El cálculo de estas 
integrales se reduce pues, a la valoración de dichas áreas.

El método más simple consiste en trazar la curva sobre papel 
cuadriculado. Por simple cómputo del número de cuadros y fracciones 
de éstos comprendidos nos permite efectuar aquélla valoración. Es ne 
cesario tener en cuenta en estos casos, que la unidad representada 
sobre el eje de las abscisas no necesariamente es equivalente a la 
de las ordenadas. Así, si trazamos la curva que representa el enfria 
miento de un cuerpo, sobre el eje de las abscisas tomamos la unidad 
del tiempo, el minuto, p.e., representada por el lado del cuadrado 
elemental. Sobre el eje de las ordenadas representamos la temperatu­
ra en grados tomando como unidad el segmento de longitud igual a tres 
lados del cuadrado elemental® La unidad de área de dimensiones 1 mi—
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ñuto x 1 grado es el rectángulo de base 1 y altura 3. El valor del 
área que mide a la integral es el número de* veces que este rectángu 
lo está comprendido en esta área. El cómputo se hace fácilmente con 
siderando que cada cuadrado elemental vale 1/3 minuto x grado«. Si 
contamos n cuadrados el valor de I = 1 /3 n. (minuto x grado),

Otro método que resulta muy simple en su aplicación consiste 
en efeetuar la integración mediante rectángulos parciales. Dividi­
mos el eje de las abscisas en un número n conveniente de partes i- 
guales de amplitud i X suficientemente pequeña como para poder con­
siderar al segmento de la curva f(X) comprendida en este intervalo 
como un segmento de recta. La integral:

I = f(X) dX.= f(X) dX + ; f(X) dX ... + I f(X) dX,
x ?. m  n " - x

Cada integral parcial» p®e« la I f(X) dX es equivalente al á- 
rea del rectángulo de base ñ X y altura L . De modo que:

X (L 1 + L? + L í 1 Eral )

Cuando se trata de una curva que varía lentamente en una re­
gión y rápidamente en otra conviene tomar para esta última un inter 
valo t X' tanto menor respecto de ¿ X como sea necesario.

En este caso la integral está dada por:
I  = I x  ( L  + L  + L -  + L ,  + L O  + ¿  X» ( L ' + L \ + L ’,  + LV + L ' 5 + L¿)
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j CALCULO GRÁFICO DEL VALOR LEJIO DE ÜHA FUNCION..EX valor medio 
de la función f{X) en'el inte-rvalo 1n - X, está definida por:

f == *7— — Y “ j f(X|A-, — A f CLX

Si como en el caso tratado anteriormente dividimos el interva­
lo X n — X 1 en n partes de amplitudes iguales a á X, tenemos X^ —
- X* = n AX, y obtenemos asi para el valor medio:

f =■ 1
vrsx •Ají (l 1 + L s n (l ♦ + L 4 + «.o L )

E j e m p l o  I»— Cálculo de la constante de enfriamiento»

Un cuerpo que se encuentra en un medio de tamperatura constan­
te T. se enfría según la ley:

dt « (T - T0)

El valor se llama constante de enfriamiento y se trata de de­
terminar experimentalmente su valor. El enfriamiento A T que se ope­
ra en el lapso t 2 — t-j , está dado por:

ri2
A T = - oC / (T - T0) dt -'ti

Esta integral está dada por el área comprendida entre la curva de



enfriamiento y la recta que representa TQ y los tiempos t y t,(fig 
t minutos 0 2 4 6 8 10 12 14
T 0° 70 67°5 * 65°2 63 61 59 57 55°2
T = 20°C

/
Trazamos la curva representada en la fig.21. La unidad de área gC°x

■ mint. corresponde al rectángulo rayado que es la fracción \ del cua 
drado elemental» El área abarca: 147»3 cuadras,
Luego: S = 147*3 x 4 = 589*2 gC°x mint.
Siendo: T = 70 - 5522 = I4°8

1 Aobtenemos: = _Q\ -r = 0.0262 l/mint.



E j e m p l o  II®— Se trata de determinar la cantidad de calor Q 
que pasa a través de un tabique de superficie 3, espesor d durante 
el tiempo t que separa dos medios: uno de temperatura constante TQ 
y otro que se enfria a través del mencionado tabique.

En el tiempo diferencial dt pasa la cantidad de calor:

dQ = ^ ~  (? - T ) dt d o

siendo A la conductibilidad térmica del tabique*. Integrando:

V J ] = ^ f r  C  i a t -.*o]
la última integral define la temperatura media T en el recinto 

que se enfria«

- 89

os tiene así:
* 3 t  ( í m
d o‘

t minutos 0 1  2 3 4 5 6 7 ' 8 9
I °C 6C 7 2 ° 4  ®  °4 5 9 ° 4  53°6 4o°5 43°8 39°8 32°5 3 2 ° 5

Trazando 1_. curva de la fi¿.;:. se determinan los valores:

m m .-n m n m rn n m
■L1 2 "5 "6 7 S 9

?6°2 68°9 57c3 56c4 51°0 46°1 41°| 38°3 34d7
la temperatura media está dada por:

= 1 ( -A. 1  +  T o + + To + Tg )
O - w

Resulta:
T = 4?°1C
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